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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
Y REGIONES CONDICIONANTES

LUIS RINCON
EMMANUEL DELGADILLO

REsuMEN. Es evidente que todo nimero real x se puede escribir como el cociente
v/u, para ciertos valores no tnicos u € (0,1) y v € (—1, 1). Este resultado se puede
extender al caso de variables aleatorias cuando se cumplen algunas hipotesis, es
decir, toda variable aleatoria X con una distribucion dada que satisface ciertas
condiciones se puede escribir como el cociente V/U, en donde U ~ unif(0,1) y
V ~ unif(—1, 1), excepto que la distribuciéon de V/U se debe condicionar a que el
par (U, V) tome valores en una cierta regién S C R?. Esta representaciéon permite
obtener simulaciones de X a través de generar valores de U y V en los intervalos
indicados o en alguna extension de ellos. Esto altimo es sencillo pues U y V tienen
distribucion uniforme. Aquellas distribuciones que permiten esta representacion
pueden ser caracterizadas por su region condicionante S. De esto trata el método
del cociente y en este trabajo se estudian algunos detalles del procedimiento.

1. INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales en la simulacién estocastica es el de obtener
valores de una variable aleatoria con una distribucién de probabilidad dada y utili-
zarlos para resolver problemas mateméaticos. A estos procedimientos se les conoce con
el nombre de métodos de Monte Carlo. En el pequetio libro de 1. Sobol [8] se puede
encontrar una excelente exposicion de divulgacion acerca de este tema. Existen dis-
tintos métodos para generar valores de una variable aleatoria y, dado que el azar es
muy dificil de construir, usualmente se parte de uno o dos valores de la distribucién
uniforme en el intervalo (0, 1), y mediante alguna transformacion se construye un valor
de la distribucion objetivo.

En los textos de S. Asmussen y P. W. Glynn [1], B. D. Ripley [6], y R. Y. Rubinstein
y D. P. Kroese [7], por ejemplo, pueden encontrarse exposiciones muy completas sobre
los varios métodos de Monte Carlo y sus aplicaciones.

El procedimiento mas sencillo para generar valores de una variable aleatoria es
el método de la funcion inversa. Este procedimiento establece que si una funcién de
distribucion F(x) es invertible para valores de z tales que 0 < F(z) < 1, entonces
F~1(u) es un valor de una variable aleatoria X con distribuciéon F(x), en donde u es
un valor de la distribucion unif(0,1). Como ejemplo particular, podemos tomar a la
distribucion exponencial, F'(z) = 1 — exp (—Az), para > 0, en donde A > 0 es un
parametro. La funcién inversa de esta funcion de distribucion es

(1) F_l(u):—i In(1—w), 0<u<l.

De esta manera si u es un valor de la distribucion unif(0, 1), entonces —(1/A) In(1 —u)
es un valor de la distribucion exp(\). Las desventajas de este método estriban en que
no todas las funciones de distribucion son invertibles, y aquellas que lo son podrian
no contar con una expresion sencilla para su inversa.
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Otro método bastante usado para generar valores de una variable aleatoria es el
asi llamado método de aceptacion y rechazo. En una de sus versiones simples, y que
nos sera de utilidad en este trabajo, se establece que si se desea obtener un punto al
azar con distribucion uniforme dentro de una cierta region S C (0,1) x (0,1) de area
positiva, es suficiente tomar un punto (u,v) dentro del cuadrado unitario (lo cual es
sencillo) y si el punto cae dentro de la region S, se acepta el punto como valido, en
caso contrario, se rechaza. De esta manera sencilla es posible obtener valores dentro de
S con distribucion uniforme. En la Figura 1 se muestra esta situacion y la eficiencia
del método de muestreo se define como el area de S entre el area del rectangulo que
contiene a S. En este caso el rectangulo es el cuadrado unitario.

F1GURA 1. Region S dentro de (0,1) x (0, 1).

Otro de tales métodos de simulacion de variables aleatorias es el llamado método
del cociente y es el que nos ocupa en el presente trabajo. Este método es valido bajo
ciertas condiciones generales y hace uso del hecho interesante de que algunas variables
aleatorias pueden expresarse como el cociente V/U de dos variables aleatorias U y V
con distribucién uniforme. No es dificil convencerse de que tal cociente puede producir
cualquier ntumero real cuando, por ejemplo, U ~ unif(0,1) y V' ~ unif(—1, 1). Pero,
jtendra este cociente una distribucion dada particular que uno desee? La respuesta
es positiva bajo ciertas condiciones generales, las cuales se especifican en el siguiente
enunciado.

TEOREMA 1. (Método del cociente de uniformes)
Sea h(xz) > 0 una funcion continua, integrable, acotada y que satisface:

a) O</Oo h(z)dz < oo.
b) sgp |z|v/h(x) < oco.

Defina la region

(2) S ={(u,v) €R?: 0 <u< /h(v/u), v/u € Soporte(h)}.

Si el vector aleatorio (U, V) tiene distribucion uniforme sobre S, entonces el cociente
V/U tiene funcion de densidad

h(z)

3) flx) =

o0

Este resultado interesante fue publicado en 1977 por A. J. Kinderman y J. F. Mo-
nahan [4]. La demostracion no es complicada y hace uso de la formula para la funcion
de densidad del cociente entre dos variables aleatorias. Pueden encontrarse los detalles
de la demostracion en [2], por ejemplo. En la demostracion se verifica que la condicion
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(b) del enunciado garantiza que la region S es acotada, de modo que S puede ser
encerrada en un rectangulo de area finita. En consecuencia, una distribucién uniforme
sobre S puede ser definida.

En resumen, el método del cociente asegura que si se toma (u,v) € S con distribu-
ci6n uniforme, entonces v/u es un valor de X. Debido a que este teorema es la base
de nuestro estudio, mantendremos la notaciéon h(z) para una funcion que cumpla las
condiciones anteriores, incluyendo el caso cuando h(z), de inicio, es una funcion de
densidad. La aplicacion del teorema se ilustra mejor con algunos ejemplos.

Ejemplo 1. (Distribucion exponencial)
Esta distribucion es importante, tanto desde el punto de vista tebrico, como practico.
Se ha utilizado para modelar tiempos de espera. La funcién de densidad de la
distribucion exp(A) es
h(z) =X ™™ 0< 2 < oo,

en donde A > 0 es un pardmetro. En la expresion (1) hemos indicado que el método
de la funcion inversa proporciona una manera muy efectiva para obtener valores de
una variable con esta distribucién. Sin embargo, a manera de ejemplo ilustrativo, de-
terminaremos la region S que genera la expresion (2) para el caso exponencial.

No es dificil comprobar que se cumplen las condiciones del Teorema 1 para esta
distribucién. Tampoco es muy complicado encontrar la especificacion de la region
S asociada a la distribuciéon exp()), para cualquier valor del pardametro A > 0, sin
embargo, para simplificar los calculos, supondremos por ahora que A = 1. Después de
un analisis cuidadoso, se puede comprobar que la region S especificada en (2) puede
expresarse de la siguiente manera:

S={(u,v):0<u<l, 0<v<—2ulnu}.

Esta region se encuentra contenida en el cuadrado (0,1) x (0,1) del plano uv y se
muestra en la Figura 2. Puede comprobarse que su area es |S| = 1/2. Asi, la eficiencia
del proceso de muestreo definida como el area de S entre el area del cuadrado es
1/2, es decir, en promedio uno de cada dos puntos generados sera tutil. Es evidente
que se puede mejorar la eficiencia tomando la coordenada v en el intervalo (0,m),
en donde m es la segunda coordenada del punto méximo en la regiéon S, véase la
Figura 2. En este caso, puede comprobarse que m = 2/e y la eficiencia se incrementa
a(1/2)/(2/e) = 0.67.

FIGURA 2. Region condicionante S para la distribucion exp(1).

Si u y v son dos valores generados de manera independiente de la distribucion
unif (0, 1), entonces se acepta el valor v/u como un valor de X con distribucion exp(1)
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solo cuando (u,v) € S. Una vez obtenido un valor aceptado, se puede usar el resulta-
do que establece que si X tiene distribuciéon exp(1), entonces X/ tiene distribuciéon
exp(A), es decir, multiplicar un valor exitoso de X por 1/A produce un valor de la
distribucion exp(\). En la Seccion 6 estudiaremos la forma en la que cambia la region
S de una distribuciéon cuando a la variable aleatoria se le aplica una transformacion
lineal. De esta manera pueden encontrarse las distintas regiones S de cada elemento
de la familia parametral exp(A). Véase la Figura 9 que aparece mas adelante.

Usando el procedimiento descrito lineas arriba, pueden generarse multiples valo-
res xy,...,%, de la distribucion exp(1l), y al elaborar un histograma se encontrara
aproximadamente la grafica conocida de esta funcién de densidad. Esto serfa una
comprobacién empirica de que el método funciona.

Ejemplo 2. (Distribucion normal)
Esta es, posiblemente, la distribucién de probabilidad més importante. La funcion de
densidad de la distribucion N(u, 0?) es

1
(4) flz) = —= e~ @m0 oo < p < oo,

V2mo?

en donde p1 y 02 > 0 son dos parametros. La curva que dibuja esta funcién es la famosa
campana de Gauss centrada en el parametro p, que es la media de la distribucion, y
el contorno de la campana lo determina el segundo parametro, o2, que resulta ser la
varianza. Cuando o2 es grande la campana es amplia, mientras que para o2 pequena
la campana es delgada. Al caso 1 = 0 y 0 = 1 se le denomina distribuciéon normal
estandar.

Dada la importancia y el amplio uso de la distribuciéon normal, se han propuesto
varios métodos para generar sus valores. Uno de tales métodos surge, precisamente,
del método del cociente. No es dificil comprobar que se cumplen las condiciones del
Teorema 1 para esta distribucién. Por ahora aplicaremos este teorema al caso p = 0
y 02 = 1, y omitiremos la constante 1/v2702 que aparece antes de la exponencial
en (4), es decir, tomaremos la funcion simplificada

(5) h(z) = e ™2 _oo<z< oo

Esta no es una funcién de densidad pero nos servira para aplicar el Teorema 1 y
obtener un mecanismo para generar valores de la densidad normal estandar. Después
de algunos célculos sencillos, se puede comprobar que la region S especificada en (2)
para la funcion h(x) toma la siguiente forma:

S={(u,v):0<u<1, 0<v®<—4u’lnu}.

Esta region se encuentra contenida en el rectangulo (0,1) x (—1,1) del plano uv y se
muestra en la Figura 3. Puede comprobarse que su area es |S| = v/2m/2 ~ 1.25.
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FIGURA 3. Region condicionante S para la funcion h(z) = e*m2/2,

—00 < x < 00.

Si uw y v son dos valores generados de manera independiente de las distribucio-
nes unif(0,1) y unif(—1, 1), respectivamente, entonces se acepta el valor v/u como
un valor de X con distribucion N(0,1) sélo cuando (u,v) € S. En este caso, la re-
gion condicionante S esta contenida en el rectangulo (0,1) x (—=1,1) y la eficiencia
del proceso de muestreo es |S|/2 = v/27/4 ~ 0.62. Se puede mejorar la eficiencia
tomando la coordenada v en el intervalo (0,m), en donde m es la segunda coor-
denada del punto maximo en la region S, véase la Figura 3. En este caso, puede
comprobarse que m = /2e~'/2 x~ 0.857 y la eficiencia se incrementa ligeramente a

(vV21/2)/(2m) =~ 0.730.

Una vez obtenido un valor aceptado, se puede usar el resultado que establece que
si X tiene distribucion N(0, 1), entonces i + o X tiene distribucion N(u,0?), es decir,
esta transformacion lineal de un valor exitoso de X produce un valor de la distribucién
N(u,o?). Reiteramos que en la Seccion 6 estudiaremos la forma en la que cambia la
region S de una distribucion cuando a la variable aleatoria se le aplica una transfor-
macion lineal como la indicada. De esta manera pueden encontrarse las regiones S de
la familia parametral N(u, 0?). Véase la Figura 11.

Desde un punto de vista experimental, pueden generarse miltiples valores x1, ..., x,
de la distribucion N(0, 1) usando el procedimiento descrito lineas arriba y al elaborar
un histograma se encontrara aproximadamente la grafica de esta funcién de densidad.
Se puede también aplicar la transformacion lineal indicada en el parrafo anterior a
cada uno de los datos y el histograma correspondiente serd una aproximacion de la
densidad N(u,0?).

En la Figura 4 se muestran las regiones condicionantes de varias distribuciones de
probabilidad. El 4rea de cada una de ellas es |S| = 1/2.

a) Distribucion unif(a, b). Se muestra el caso 0 < a < b.

b) Distribucion mezcla de las distribuciones unif(a, b) y unif(c, d). Se muestra el caso
0<a<b<c<d.

¢) Distribuciéon Cauchy estandar, cuya funcion de densidad, para —oo < = < 00, €s
h(z) = (1/m)(1/(1 +2)),

d) Distribucion doble exponencial, cuya funcién de densidad es h(xz) = (1/2)Xe
para —oo < x < oo. Se muestra el caso A = 1.

—Alz|
)
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S
I v=au
u u
1/vb—
/ ¢ b) Mezcla de unif(a, b)
a) unif(a, b). y unif(c, d).
v v
1 T T berernrnerneneiriii e,
u u
17 1 Va2 il
S S
L b L b
¢) Cauchy estéandar. d) Doble exponencial.
v v
o TETTY At N T T
S S
u u
1 1
e) gama(n, \). f) Weibull(A, 7).
F1GURA 4. Regiones condicionantes de algunas distribuciones.
e) Distribucion gama(n, \), cuya funcién de densidad es h(z) = (Az)"~1/(n —

1)! Xe ™ para 0 < x < 0o. Se muestra el cason =2y A = 1. .
f) Distribucion Weibull(\,r), cuya funciéon de densidad es h(z) = Arz""'e~**" para
0 <z <oo.Semuestrael caso A=1yr=2.

2.  EXPERIMENTACION EN COMPUTADORA

Es claro que surge de inmediato el interés por determinar y mostrar graficamente
la region S para las distintas distribuciones de probabilidad continuas univariadas que
satisfacen las condiciones del Teorema 1. Dada una de tales funciones de densidad,
no es muy complicado determinar analiticamente la region S a partir de su espe-
cificacion (2) en coordenadas cartesianas, o bien, su representacion en coordenadas
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polares (11), la cual veremos un poco méas adelante.

Alternativamente, puede utilizarse un procedimiento computacional sencillo para
mostrar graficamente una region S. La idea es crear una malla de puntos (u,v) den-
tro del rectangulo (0,1) x (=1,1), por ejemplo, la malla puede ser {0.1,...,0.9} x
{-=0.9,...,0.9}. Para cada uno de estos puntos se verifica si se satisface la condiciéon
que aparece en (2). Si la condicion se cumple se marca el punto en el plano cartesiano,
en caso contrario, se omite. El rectangulo indicado puede ampliarse dependiendo de la
funcion h(z) considerada. La precision de la malla también puede incrementarse sin
que los calculos presenten una demanda extrema de procesamiento para una compu-
tadora actual.

Hemos hecho este experimento numeérico en el paquete estadistico R y se han
encontrado regiones como las que se muestran en la Figura 5 para las distribuciones
exponencial y normal. Como era de esperarse, estas regiones son una version discreta
de las presentadas antes en las Figuras 2 y 3.

1.0

0.5

0.0

-05

-10

10

05

0.0

-05

-10

FIGURA 5. Regiones condicionantes S para la distribucion exp(1) y la
funcién h(z) = e=7/2,

en computadora.

—00 < x < 00, obtenidas por experimentacion

3. FUNCION DE DISTRIBUCION

Supongamos que X una variable aleatoria con funcién de densidad h(z)/ [~ h(z) dz,
que satisface las condiciones del Teorema 1 y con regién asociada S contenida en un
rectangulo (0,a) x (b, ¢) y con area |S|. Sea (U, V) un vector con distribucion uniforme
en (0,a) x (b,¢). Entonces, el evento ((U,V) € S) tiene probabilidad igual al area
favorable entre el area total, es decir,

|51

(6) P(U,V)eS) = ac—b)

Por otro lado, para cada nimero real z, defina el evento S, = (V < zU, (U, V) € 5),
cuya probabilidad es
™ PU.V) € 80) = 2L

’ a(c—b)
Por el Teorema 1, la variable X se puede expresar como el cociente V/U siempre
y cuando (U,V) € S. Es decir, la distribucién de X coincide con la distribucion
condicional de V/U dado el evento ((U, V') € S). Por lo tanto, la funcion de distribucion
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de X se puede calcular de la siguiente forma:

F(z)=P(X <=x)
=PWV/U<z|(UV)e€S)
=PV <zU|(U,V)e€S)
_ P(U, V)€ S,)

- P(UV)eS)
EA
S|
Esta expresion significa que la funcién de distribuciéon evaluada en z es el area rela-
tiva de la region que se encuentra bajo el rayo v = xu, en el plano uwv, respecto del area
de la region completa. Claramente, el valor x (positivo, negativo o cero) representa la

pendiente de la recta v = zu. Al recorrer los valores de la pendiente x, se obtienen los
distintos valores de la funcién de distribucion.

(®)

—0<r<o0.

A continuacion se muestra la aplicacion de la formula (8) para los casos de las
distribuciones exponencial y normal.

Ejemplo 3. Para la distribuciéon exp(1), se ha indicado que |S| = 1/2, de modo
que (8) se reduce a

(9) F(z) =218/,

Para © = 0 (rayo horizontal o pendiente cero) o para x < 0 (pendiente negativa),
el valor del area |S,| es cero pues no hay interseccion el rayo con la region S. Véase
la Figura 6. Conforme la pendiente z crece tomando valores positivos, el area se
incrementa y soélo cuando z — oo (rayo vertical o pendiente infinita positiva) se
alcanza la probabilidad méaxima 1.

v

Sz

u* 1

FIGURA 6. Probabilidad F(z) = P(X < x) = 2|S,| para la distribu-
cion exp(1).

El area de la region sombreada en la Figura 6 puede encontrarse observando que
la recta y la curva se intersectan cuando u* = e~%/2. Después de algunos calculos
se encuentra que la expresion (9) produce la férmula conocida para la funcion de
distribucion exp(1), es decir, para x > 0,

u* 1
F(z) = 2/ rudu + 2/ —2ulnudu=1—e"".
0 u*
Todos los valores o pendientes x > 0 son tales que producen una probabilidad
positiva en (9). En efecto, puede comprobarse que la pendiente de la curva en u = 0
es infinita, es decir,

d
lim — — 2ulnu = oco.
uN\O du
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Esto comprueba que, como se esperaba, el soporte de la distribucion es (0, 00).
Ejemplo 4. Para la distribucion N(0,1) y considerando h(z) = e~ /2, se ha
sefialado que |S| = v27/2, de modo que (8) se reduce a

2

(10) F(@) = =]

La region correspondiente a (10) se muestra en la Figura 7 en el caso > 0. El contorno
de la regién completa esta dada por la ecuacion v? = —2u?Inu?, para 0 < u < 1. Para
cualquier valor de z, el rayo v = zu siempre intersecta a la regiéon S, de modo que
la probabilidad asociada siempre es positiva. Conforme la pendiente x crece, el area
se incrementa y solo cuando z — oo (rayo vertical o pendiente infinita positiva) se
alcanza la probabilidad méaxima 1.

FIGURA 7. Probabilidad F(z) = P(X < z) = (2/v2n)|S,| para la
distribucion N(0, 1).

En la situacion que se muestra en la Figura 7, puede comprobarse que la interseccion
de la recta con pendiente z > 0 y la frontera superior de la regiéon S ocurre en el
punto (u*,v*) = (e=*/4 ze="/4). Se puede seccionar la regién S, en las tres partes
sugeridas en la Figura 7. Calculando el area de estas tres partes se encuentra que la
funcién de distribucién en = es

2 /2 * * 1
F(z) = [ Ty +/ \/—2u21nu2du], x> 0.

4 2

En la integral se aplica el cambio de variable v = e—u’/4

de integracién por partes para corroborar que

1 | 2
szf—I—/ —— eV 2o
(@) =3 ;=

—v*/2 dv, x>0.

y después se usa el método

r 1
:/ — €
—oo V2T
Se puede comprobar también que la pendiente de la curva en u = 0 es, en valor
absoluto, infinita, es decir,

d
lim —+v/ —2u2lnu? = co.

uN\O0 du

Este resultado no es evidente en la grafica de la Figura 7, pero ocurre. Indica que el
soporte de la distribucién es (—oo, 00).
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4. FUNCIONES RADIALES Y AREAS

En algunas ocasiones puede ser conveniente expresar la regiéon condicionante S
asociada a una funcion h(z) en coordenadas polares. Estamos suponiendo que h(z)
satisface las condiciones del Teorema 1. Haciendo el cambio de variable (u,v) =
(rcosd,rsenf) se encuentra que la condicion que aparece en la definicion de S se
puede escribir como

0<u<+hv/u) < 0<rcosfd < +/h(tan¥).

Como la region S se encuentra siempre en el semiplano u > 0, el &ngulo 6 se restringe
al intervalo (—m/2,7/2). De esta manera, la region S del Teorema 1 se puede expresar
en coordenadas polares como

h(tan0)

(11) S={(r0):0¢e(—7n/2,7/2), 0 <r< p—

1.

En realidad los posibles valores del angulo 6 son aquellos tales que el valor z = tan 6 es
un elemento del soporte de la funcion h. Para tales valores 6 se tendra que la funcién
radial o curva polar p(f) que se define a continuacion es positiva,

(12) p(0) = —— Jhltand), —m/2<0< /2.

cos

Esta es otra representacion de las regiones condicionantes que surgen en el método del
cociente. Es conocido, ver [9], que el area que encierra esta curva esta dada por

/2
(13) S1=3 / 5 (0) db.

—7/2

PROPOSICION 2. Sea h(z) una funcion como en el Teorema 1y sea p(8) la funcion
radial de la region condicionante definida en (12). Entonces la siguiente funcidn es de
densidad,

00— p%(0), —m/2<0<7/2.

Demostracion. Sea X con funcion de densidad f(z) = h(xz)/ [~ h(z)dz. Por el
teorema de cambio de variable, la funcién de densidad de Y = arctan(X) es

1

ST
1

T h(x)dx cos? @ h

B 1

N ffooo h(zx) dz p

d
— tanf

h(tan9) 70

(tan 6)

20), -w/2<6<m/2

Usando este tltimo resultado y la ecuacion (13), se obtiene que

1 o0
(14) |S| = 5/ h(z) dzx.
Por supuesto, si h(z) es de inicio una funcion de densidad, se concluye que la funcion
radial al cuadrado es una funcion de densidad sobre el conjunto de angulos (—7/2, 7/2)
y que |S| = 1/2. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 5. (Distribucion exponencial con A = 1)
El soporte de esta distribucion es el conjunto de valores = (pendientes de las rectas
v = zu) que son positivos, es decir, 0 < tanf < co. Esto significa que 0 < 0 < 7/2 y
la funcion radial que delimita la region S que se muestra en la Figura 2 es

1 1
1 _ 1 _
(15) p(0) cos@eXp{ 2tan9}, 0<f<m/2
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Si se grafica esta curva polar, se obtiene el contorno de la region condicionante S de
la Figura 2. Usando (13), se corrobora que |S| = 1/2.

Ejemplo 6. (Distribucién normal estandar considerando h(z) = e=*"/2)
En este caso el soporte de la distribucién es el conjunto de todos los valores x
(pendientes de las rectas v = zu) sin ninguna restriccion, es decir, los angulos 6
son tales que —oo < tanf < oco. Esto significa que —7/2 < § < 7/2 y la funcion radial
que delimita la region S que se muestra en la Figura 3, tomando a h(z) como en (5),
es

1 1,
p(0) = —exp{—tan’ 0}, —7/2<0<m/2

Como es de esperarse, la grafica de esta curva polar es el contorno de la region
condicionante S que se muestra en la Figura 3. Se tiene que ffooo h(z)dx = 2w
y, por (14), el area de S es

1
‘S| = 5\/277.

Finalmente, a partir de la funcion radial (12), las coordenadas cartesianas (u,v) del
contorno de la region S pueden parametrizarse por z = tan 6 de la siguiente formas:

u = p(f) cos @ = \/h(tan 6) = /h(x),

v =p(f)send = tand \/h(tan ) = x \/h(z),

en donde z es cualquier valor en el soporte de la funcion h.

5. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD Y SUS REGIONES CONDICIONANTES

Es evidente que toda funciéon h(x) que satisfaga las condiciones del Teorema 1
determina de manera tnica una region acotada S definida en (2), y cuyo contorno
estd delimitado por la funcion radial p(f) definida en (12). El siguiente resultado
establece condiciones sobre una funcion radial 7(#) de una region de la forma

(16) S={(r,0):0¢e(—n/2,7/2), 0 <r<r(0)},
de tal manera que corresponda a la region de una funcion h(xz) que satisfaga las

condiciones del Teorema 1. De esta manera se tiene una correspondencia biunivoca
entre las funciones h(z) y las regiones S definidas en (2) 6 (11).

PROPOSICION 3. (Caracterizacion de una funcion radial)
Sea r(0) > 0 una funcidn continua, acotada, definida sobre A C (—w/2,7/2), y tal
que su cuadrado integra 1. Entonces la funcion h(x) especificada abajo es de densidad,
satisface las condiciones del Teorema 1 y su region condicionante S es de la forma (16),

r?(arctan x)
1422
Demostracion. La funcion h(x) definida en (17) es no negativa, acotada y es continua

en aquellos valores = en donde arctan(z) € A. Haciendo el cambio de variable
x = tan @, se comprueba que su integral es finita pues

(17) h(z) == la(arctanz), —oo < < 0.

) 7/
0</ h(x)dx:/ i h(tan()) (1 + tan?(0)) 14(0) d6

—00 —m/2

_ / " 20y 1a(0) o

—m/2
< 0.

Ademaés, esta funcion es tal que
sup |z|v/h(z) = sup | tan 6| v/ h(tan §)
z€R —m/2<0<m/2

= sup |sen(0)|r(0) < .
—7/2<0<m/2
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Esto comprueba que h(z) satisface las condiciones del Teorema 1. Sea p(6) su funciéon
radial de acuerdo a la definicién que aparece en la ecuacion (12). Haciendo el cambio
a coordenadas polares, la condicion que define a la regiéon condicionante S asociada a
h(z) es de la forma (16) pues

0<u<+hw/u) < 0<rcosh < +/h(tanb)

— 0<r<p(d).
O

De esta manera, cada funcion radial 7(f) que cumpla las condiciones de la propo-
sicién anterior, determina el contorno de una region condicionante S asociada a la
funcién h(x) definida en (17). Cuando 72(6) integra 1, la funcién h(z) es una funcion
de densidad.

No es dificil darse cuenta que pueden existir otras regiones S en el plano cartesiano
tales que su interseccién con los semiplanos {(u,v) : u > 0,v < zu}, para —oco < = <
00, coincidan con los distintos valores de una funcién de distribuciéon dada F(zx). Sin
embargo la caracterizacion de los contornos de las regiones condicionantes como curvas
polares con las condiciones de la Proposicién 3 hacen que dichas representaciones sean
dnicas.

6. TRANSFORMACIONES

Nos interesa descubrir lo que ocurre con la region condicionante S asociada a una
variable aleatoria continua X, con funcion de densidad hx (x), cuando se le aplica una
transformacion que cumple ciertas condiciones. Al conjunto de valores que X puede
tomar lo denotaremos por Rango(X). Si ¢(z) : Rango(X) — R es una transformacion
continua, estrictamente creciente o decreciente y con inversa diferenciable, entonces la
funcion de densidad de Y = p(X) es

d

hy (y) = hx (¢~ (y)) @w‘l(y) .y € Rango(p(X)).

Este resultado es bien conocido en la teoria de la probabilidad y se puede encontrar,
por ejemplo, en el texto de A. Gut [3]. Supondremos que ¢ es tal que hy (y) también
satisface las condiciones del Teorema 1. Usando esta funcién de densidad se puede
escribir la expresion para la region condicionante Sy a partir de su especificacion (2),
sin embargo, no escribiremos tal expresion general pues no nos seré de utilidad por
ahora. De la misma forma, puede escribirse la funciéon radial py (6) a partir de (12), pero
tampoco escribiremos tal expresion general. En contraste, en la siguiente subseccion
estudiaremos el caso simple cuando la transformacion p(z) es lineal.

Transformacién lineal. Para la transformacion ¥ = aX + b, en donde a # 0 y b
son dos constantes, puede comprobarse que la funciéon de densidad de Y es

1

Tl hx((y —b)/a), —oo <y < oo.
Si hx () satisface las condiciones del Teorema 1, entonces también hy (z) cumple las
condiciones y la region condicionante Sy asociada a hy (z), segin la especificacion (2),
es

hy (y) =

(18) Sy ={(w,v): O0<u< \/;' hx((v/u—1b)/a), (v/u—b)/a € Soporte(hx)}.

Debe observarse que |Sx| = |Sy| = 1/2 para cualesquiera valores de a # 0 y b.
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En coordenadas polares, si px (6) es la funcion radial asociada a la regiéon condicio-
nante S de una variable aleatoria X, entonces la funcién radial de Y es

1 1
19 0) = — hx((tan® — b)/a).
(19) p(0) = \/M x((tan 0 — 6)/a)
Ejemplo 7. (Distribucién exponencial)
Sea X con distribucion exp(1l), es decir, su funcion de densidad es h(z) = e~ 7,
0 < z < 00. Recordemos que la region condicionante asociada es

Sx ={(u,v):0<u<l, 0<v<—2ulnu},

con area |Sx| = 1/2. Usando la expresion (18) y después de algunos célculos, puede
comprobarse que la region condicionante asociada a la variable Y = aX +b, con a > 0,
es

Sy = {(u,v) : 0 <u<1/y/]al, 0<wv <ub—2auln(y/|a|u)},

cuya area también es |Sy| = 1/2. En la Figura 8 se muestran los efectos de la
transformacion lineal de esta region en dos casos: a = 2, b = 0 (grafica de la izquierda),
ya=1 b= —1/2 (grafica de la derecha). En el primer caso, la region se alarga
verticalmente y se reduce su base en el eje horizontal. Si a es menor a 1, la region se
acorta verticalmente y se amplia su base en el eje horizontal. Véase también la Figura 9.
Cuando se toman valores negativos de a, la regién se refleja respecto del eje horizontal.
En el segundo caso mostrado, la regiéon y su base sufren una especie de estiramiento
hacia abajo. Este movimiento no es una rotaciéon. Si b es positivo, la regiéon y su base
sufren un estiramiento hacia arriba. En el caso de una combinacion lineal arbitraria
(a #0), la region resultante es una combinacion de las dos deformaciones anteriores.

v v
1 ................................... 1 ......................................
a=2 a=1
b=0 b=-1/2
S : S
. u . u
va 1 !

FIGURA 8. Dos regiones condicionantes S para Y = aX + b con X ~ exp(1).

En particular, tomando a = 1/\ > 0 y b = 0, sabemos que la variable Y = X/\
tiene distribucion exp(A). La region Sy toma la forma

u u
Sy ={(u,v):0<u<vVA 0<v<-2-In—»

Esta familia de regiones condicionantes se muestra en la Figura 9 para tres valores
de A. Cada una de estas regiones esté asociada a una distribucion exp(A). Cuando A

es pequena, la regiéon es alargada hacia arriba, mientras que, cuando A es grande, la
region se alarga horizontalmente.
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v
1 .................................... )\:1/2
A=1
A=2
S ;
. u
1/v2 1 V2

FI1GURA 9. Regiones condicionantes S de la familia parametral exp(\).

Observe que las regiones condicionantes S de la Figura 8, y las de la Figura 9, pue-
den no estar contenidas en el cuadrado unitario, de modo que para generar puntos al
azar con distribucién uniforme sobre ellas, segiin el método del cociente, es necesario
considerar rectangulos adecuados que las contengan. Observe también que el area de
las regiones de las Figuras 8 y Figuras 9 es siempre 1/2.

Por otro lado, usando (19) puede comprobarse que la funciéon radial asociada a la
variable Y = aX + b es

1 1
aner(e) = @ W exp{—(tan9 - b)/2a}7 0< 0 < 77/2

En particular, paraa=1/A>0y b =0,

A exp{—% tanf}, 0<6<m/2.

pX/A(H) - cosf

Esta es la funcion radial de las regiones condicionantes de la familia exp(\) que se
muestran en la Figura 9. Cuando A = 1 se obtiene (15).

Ejemplo 8. (Distribucion normal)

Sea X con distribucion N(0, 1), es decir, con funciéon de densidad h(x) = \/% e=7/2

—00 < < 00. Esta vez tomaremos a h(z) como la funcién de densidad completa, esto
es, con la constante 1/v/27 afiadida. Puede comprobarse que la region condicionante
asociada es

Sx = {(u,v): 0 <u< (2m)" Y4, 0<0?< -4 1In (u(2m)V/4)},

con area |Sx| = 1/2. Usando la expresion (18) y después de algunos calculos, se puede
demostrar que la region condicionante asociada a la variable Y = aX + b es

Sy = {(u,v) : 0 <u< L (2m)~ /4,

Vel
ub — U\/—4a2 In(uy/]al(27)1/4) < v < ub + U\/—4a2 In(u+/|al(27)1/4)},

con area |Sy| = 1/2. En la Figura 10 se muestran los efectos de la transformacion lineal
de esta region en dos casos: a = 2, b = —1 (grafica de la izquierda), y a = 1, b = 2
(grafica de la derecha). Observe que el signo de a es irrelevante en la determinacion
de la region S.
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a=1
b=1/2

FIGURA 10. Dos regiones condicionantes S para Y = aX + b con X ~ N(0,1).

En particular, tomando a = ¢ > 0 y b = p, sabemos que la variable Y = ¢ X + p
tiene distribucion N(u, 0?). La region Sy toma la forma

o = A(0) 10 <u < —= @),

wp — U\/—40‘2 In(uy/o(2m)1/4) < v < up + u\/—402 In(uv/o(27)1/4)}.

Esta familia de regiones condicionantes se muestra en la Figura 11 para algunos
valores de los parametros. Cada una de estas regiones esta asociada a una distribucién
N(p,0?) y el conjunto de todas ellas caracteriza a la familia parametral N(u, 02). El
area de cualquiera de estas regiones es |Syx4,| = 1/2.

o?2=1 p=0
1 .................................... 1 ....................................
p=1
p=20
u u
S 1 S 1
oc=1/2
p=-1: c=1
o=2
T AT T T TR T PP

FIGURA 11. Regiones condicionantes S de la familia parametral N(u, o2).

Por otro lado, recordemos que la funcién radial de la region condicionante de una

variable aleatoria X con distribucion N(0, 1) es
1 1

0)= — —

px(0) cosf (2m)1/4

Usando (19), se encuentra que la funcion radial de la region condicionante asociada a

la variable Y = aX + b es

1 1

Pax+o(0) = cos 0 ﬁ|a| 2

1
exp{—i tan®0}, —7w/2<60<7/2.

1 1
v exp{—w(tarﬂ —b)?}, —m/2<0<7/2
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En particular, para a = ¢ > 0y b = u se obtiene la expresion que aparece abajo y que
corresponde a la funcién radial de las regiones condicionantes de la familia parametral
N(u,0?), ver Figura 11.

1 1 1 1 )
Pax+u(0) = cos \Jo (2m)1/A eXP{*@(taHG*M) boo—m/2<0 <7/2

7. (COMENTARIOS FINALES

Se ha ilustrado en este breve trabajo el método del cociente para generar valores
de una variable aleatoria X con distribucion de probabilidad que satisface ciertas con-
diciones generales. Tal variable aleatoria se puede expresar como el cociente V/U, en
donde el vector (U, V) tiene distribucién uniforme sobre cierta region S C R?, a la que
hemos llamado condicionante. Esta representacion es la que permite poder generar
valores de la variable aleatoria objetivo. Lo que es interesante recalcar es que la region
condicionante S caracteriza de manera tnica a la distribucién de X, de modo que tales
regiones son una manera geométrica de representar a las distribuciones.

Como se ha indicado, el método requiere generar puntos al azar (u,v) de manera
uniforme dentro de la regiéon acotada S. Para ello se puede encerrar tal regién dentro
de un rectangulo acotado, generar puntos de manera uniforme dentro de tal rectangu-
lo y validar sélo aquellos puntos que quedan dentro de S. Esta es una aplicacion del
método de aceptacion y rechazo. Es claro que el procedimiento de validacion es méas
eficiente cuando se toma el rectangulo de area méas pequena que contiene a .S.

Nos interes6 en este trabajo mostrar el cambio que tiene una regiéon condicionante
S cuando a la variable aleatoria X se le aplica una transformacion lineal. Se mostra-
ron algunos de estos cambios y se ilustré que tal transformacion puede ser 1util para
obtener la region condicionante de una familia paramétrica de distribuciones a partir
de considerar un caso particular de los valores de los parametros. Nuestra primera
motivacion en este sentido fue descubrir la region condicionante asociada a la suma de
dos variables aleatorias independientes, aunque este problema parece ser mas dificil de
analizar y queda pendiente de resolver. Por supuesto, nuestro interés es poder demos-
trar algin teorema limite de la probabilidad usando esta herramienta. Por otro lado,
las caracteristicas numéricas y otras propiedades de las distribuciones deben poder
obtenerse a través de las regiones S, sin embargo, no es claro cémo llevar a cabo tal
tarea. Por ejemplo, jcomo se calcula E(X) 6 Var(X) a partir de S? ;Tienen estas
cantidades algun significado geométrico dentro de S?

Finalmente, debemos mencionar que el método del cociente se puede extender sin
muchas dificultades al caso de vectores aleatorios. Ademas, se pueden proponer algunas
generalizaciones que incorporan ciertas transformaciones, ver por ejemplo, Martino L.,
Luengo D. y Miguez J. [5] 6 Wakefield J. C., Gelfand A. E. y Smith A. F. M. [10].
Esperamos continuar el presente trabajo con otros ensayos en donde se ilustren estas
extensiones y algunas mejoras del método del cociente.
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