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ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES

JESUS ADRIAN ESPINOLA ROCHA

RESUMEN. En el presente trabajo se describen los elementos bésicos de la teoria
de la propagacién de ondas lineales y no lineales. Se tratan las dos principales
clases de ondas, hiperbdlicas y dispersivas, y se destaca la importancia de cada
una de ellas. Se estudian unos pocos ejemplos y casos de ondas no lineales, dada
la gran cantidad de ondas no lineales que existen. En particular, nos enfocamos
en ondas no lineales completamente integrables y solitones.

INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales es un area de las matematicas la cual tiene muchas
vertientes de estudio. De hecho, las ecuaciones diferenciales inicialmente surgen del
intento de resolver y describir varios problemas de la fisica, y en los tdltimos anos para
resolver problemas de la quimica, de la biologia, en todas las ramas de la ingenieria,
en la economia y muchas otras areas del conocimiento humano. De igual modo, las
ecuaciones diferenciales pueden ser estudiadas desde el punto de vista puro y abstracto
de las mateméticas. Aunque los temas que aqui se cubriran pueden ser estudiados de
forma un tanto abstracta, no es el objetivo de estas notas.

Las ecuaciones diferenciales pueden ser lineales o no lineales. Y aunque no todas
las ecuaciones diferenciales lineales pueden ser resueltas exactamente, ni tampoco es
conocido todo acerca de ellas, casi toda la teoria de ecuaciones diferenciales lineales
esta bien establecida, puesto que el principio de superposicién juega un papel funda-
mental en ellas. Entonces, el siguiente paso en el estudio de ecuaciones diferenciales
es considerar ecuaciones diferenciales no lineales. El estudio de un tipo muy parti-
cular de ecuaciones serd una buena parte de estas notas: las ecuaciones diferenciales
hiperbdlicas no lineales y las ecuaciones diferenciales de evoluciéon completamente in-
tegrables. “Integrables”desde un punto de vista a ser especificado, pues el concepto de
“integrabilidad”no es trivial.

Ahora bien, las ecuaciones diferenciales se dividen en dos principales tipos: ordina-
rias y parciales. Centraremos nuestra atencion principalmente a las ecuaciones diferen-
ciales parciales. Aun cuando las ecuaciones diferenciales ordinarias describen muchos
fendmenos en la naturaleza, las ecuaciones diferenciales parciales también surgen en
muchas aplicaciones. Las ecuaciones diferenciales parciales es una de las herramientas
principales de matematicos y fisicos para el estudio y descripcion de la naturaleza.
Ellas modelan, por mencionar sélo unos ejemplos, la propagacién del calor, la difu-
sién de quimicos o contaminantes, el movimiento de membranas, las lineas de fluidos,
campos electromagnéticos, ondas electromagnéticas, ondas en el agua, en cables y en
el aire.

De igual modo, nos concentraremos especificamente en el estudio de ondas. En
cursos de fisica o elementales de ecuaciones diferenciales parciales, nos ensenan la
ecuacion de onda, que es una ecuacion diferencial parcial en el tiempo y el espacio, de
segundo orden, la cual resulta ser hiperbdlica. Uno puede creer que todos los fenémenos
ondulatorios se describen con esta ecuacién, pero no es asi. Contrario a lo que pueda
parecer, la mayoria de los fenémenos ondulatorios en la naturaleza no son descritos
por ecuaciones de onda hiperbdlicas.

2010 Mathematics Subject Classification. 35Q51; 37TK10; 37K15; 42A38; 74J05; 76B15.
Palabras clave. Ondas lineales, ondas no lineales, ondas hiperbdlicas, ondas dispersivas, transfor-
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Resulta que la mayoria de las ecuaciones que describen ondas son dispersivas.
Uno de los objetivos principales de estas notas es hacer evidente el hecho de que las
ondas dispersivas juegan un mayor papel en la descripciéon de ondas, al contrario
de las ondas hiperbdlicas. Como ejemplo particular veremos que las ecuaciones de
Schrodinger y de Dirac de la teoria cuantica describen ondas dispersivas de materia.

Por lo dicho anteriormente, en la primer parte de este trabajo, que constituye las
secciones 1 a la 5, se estudiaran ondas hiperbdlicas y dispersivas, principalmente dentro
de la teorfa lineal. Aqui jugard un papel fundamental el andlisis de Fourier.

En la segunda parte (secciones 6 a la 9) se considerard el tipo especial de ecuaciones
de evolucion de ondas no lineales que son completamente integrables. Insisto que
comentaremos en qué sentido son “integrables.” Este tipo de ecuaciones admiten un
tipo muy especial de solucién, llamadas solitones. Asi pues en esta segunda parte
estudiaremos solamente una porcién muy pequena de la teoria no lineal, y de ésta
también una muy pequena de la teoria de solitones.

Estas notas van dirigidas a estudiantes avanzados de licenciatura o primeros anos
de posgrado en Matematicas, Fisica, Ingenieria y dreas afines.

Para seguir estas notas se requiere principalmente un sélido conocimiento de Célculo
y de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. También el lector necesita Célculo de Varias
Variables y la teoria de Anélisis de Fourier. Es recomendable, pero no forzoso, un
curso de Ecuaciones Diferenciales Parciales, pues parte de lo que se ve en dicho curso
se cubrira en estas notas. No obstante, el principal ingrediente para seguir estas notas
es jun gran entusiasmo por aprender nuevas cosas!

Este conjunto de notas surgié de algunos cursos ofrecidos por el autor. Una parte fue
desarrollada durante el curso “Temas Selectos de Ingenieria Fisica: Matemdticas de
la Mecdnica Cudntica”, ofrecido en la UAM-Azcapotzalco el trimestre 21-P; otra fue
ofrecida en el Segundo Simposio Internacional de Andlisis y sus Aplicaciones celebrado
en septiembre de 2016 en Metepec, Puebla, México, organizado por la Universidad
Auténoma Metropolitana, unidad Iztapalapa; y, finalmente, otra porcién fue elaborada
para el curso corto de la Escuela Taller de Verano 2022 realizado en la Facultad de
Matematicas de la UAGro en Chilpancingo, Guerrero, México, en septiembre de 2022.

Se agradece el apoyo de CONAHCYT para la escritura de este texto y la retroali-
mentaciéon por parte de los estudiantes que las han utilizado.

Agradezco enormemente al profesor Roberto Quesada Batalla de la UAM-
iztapalapa por su gentil invitacién a este proyecto.

Agradecimiento especial a Carlos Ivdn Avila Joachin v Daniela Yuliana Judrez
Estrada, por su apoyo en la elaboracién de los dibujos y gréaficas que aparecen en estas
notas.
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Referencias 309

1. ;QUE ES UNA ONDA?

1.1. Consideraciones generales. La propagacion de ondas es uno de los fenéme-
nos mas viejos y mas estudiados en la naturaleza. Puede ser estudiada desde un punto
de vista muy intuitivo y también de una manera muy profunda y técnica también. Jun-
to con el estudio técnico, se puede efectuar también un analisis profundo y abstracto
en el estudio de propagacién de ondas.

De este modo, el estudio de propagacién de ondas es tan vasto que ha sido
desarrollado para crear e inventar nuevos conceptos matematicos abstractos, asi como
también desarrollar el interés practico para resolver problemas especificos y desarrollar
o encontrar nuevas aplicaciones. Estos conceptos matemadticos ayudan a unificar los
problemas que surgen en el estudio de propagacién de ondas (aunque no todos.)
Usaremos estos conceptos generales para el caso particular de nuestro estudio de
propagacion de ondas.

El estudio presentado aqui no serd abstracto, sino més bien pretende mostrar las
ideas generales que estdn dentro de estos fenémenos. Las dos fuentes principales de
esta seccién son [11] y [43].

1.2. ;Qué es una onda?

Definicién 1.2.1 (Definicién de onda). Una onda es una senal reconocible que se
translada de una parte de su medio de propacacién, a otra parte del mismo, con una
“velocidad de propagacion” reconocible.

La senal puede ser cualquier caracteristica o alteracion en su forma o propiedades
(mdximos, minimos, cambios abruptos, o alguna caracteristica inherente), siempre
y cuando pueda ser reconocible, medible y su ubicacién puede ser determinada en
cualquier momento; i.e., podemos observarla.

La senal puede distorcionar la magnitud o propiedades de la senal, cambiar su
velocidad, pero siempre con la condiciéon de que sea atin reconocible y medible.

1.2.1. C(lasificacion. Hay dos subclases principales:

a: Ondas hiperbdlicas y
b: ondas dispersivas.

Con un poco mas de detalle tenemos que:

a: La definicién de onda hiperbdlica es matematica y estd dada en términos
de una ecuacién diferencial parcial (EDP) hiperbdlica. (Ver detalles més
adelante.)

b: La segunda clase, ondas dispersivas, estd dada en términos de la forma de
la solucién (no en términos de la ecuacion diferencial que satisface.) No es facil
dar una definicién general, pero se comienza de la onda lineal y dispersiva més
sencilla para, de ahi, partir y construir tipos maés sofisticados y desarrollados de
ondas dispersivas. La famosa ecuacién de Schrodinger de la mecanica cuantica
es un ejemplo de este desarrollo y es una de estas ecuaciones dispersivas, la cual
es una generalizacién de una ecuacién de onda lineal dispersiva usual (asociada
a una EDP lineal con coeficientes constantes.)

Observacion 1.2.2. Estas dos subclases no son exclusivas. Algunas ondas satisfacen
ambos tipos de comportamiento, mientras que hay ondas que no pertenecen a ninguna
de estas clases.
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1.3. Tarea.

TAREA 1.1. De tres ejemplos de fenomenos que identifiquemos en la vida cotidiana
como “ondas.” Verifique qu estos fenomenos son efectivamente ondas de acuerdo
a nuestra definicion de onda, usando también la informacion dada en los pdrrafos
anteriores.

2. ONDAS HIPERBOLICAS

Las dos ondas hiperbdlicas estandar son las descritas por las soluciones de la
ecuacion de onda en una dimensién:

02 0?
(1) @w—ciwwﬂ,
y en tres dimensiones:
82
(2) ETe Ap =0,
0? 0? 0?

(en donde A = es el operador de Laplace,) asi como también

ox2 = Oy 022
la ecuacién de onda uni-direccional (también llamada ecuacién de reaccion o de
transporte):

0 0
(3) a@*CO%SD*O-

La ecuacion de onda uni-direccional tiene soluciones de la formas:
(4) ¢ = f(z — cot).

Si ¢g > 0, el movimiento es hacia la derecha en el eje x, mientras que si ¢y < 0, el
movimiento es hacia la izquierda. Ver figura 1.

cp =0
1.4}
1.2} ]
y=@(xt)=f(x —cot)
1.0} 1
1
1
. 08} : ]
06} i
1 4
1
0.4} 1
1
1 4
02t 1
1
i
}
%5 1 2 4 5 6
a a+ cyt
‘—Y—'
Cot

FIGURA 1. Evoluciéon de la solucién de la ecuacién de onda unidireccional
La ecuacién de onda en una dimensién (1-dimensional), ecuacién (1), tiene como
solucién una funcién de la forma:
(5) ¢ = F(x — cot) + G(x + cot),

la cual considera una onda moviéndose a la derecha y otra a la izquierda. (Regresare-
mos a esto mds adelante.)



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 181

2.1. Aplicaciones de ondas hiperbdélicas. Las aplicaciones de ondas hiperbdlicas
son muy amplias y aparecen en acustica, elasticidad y electromagnetismo.

2.1.1. Acistica. En actstica tenemos tenemos las funciones p(x,t), P(x,t) y v(x,t
la densidad y presién del aire, y la velocidad de una particula de aire en el punto (z,t).
La solucién més simple es cuando no hay sonido: po(z,t) = po = const, Py(z,t) =
Py = const,vp(x,t) = 0. Definimos el cambio en la densidad del aire por Ap(z,t) =
p(x,t) — po(z,t) y suponiédola suficientemente pequena, satisface la ecuacién de onda

0? 0?
(6) @AP - C§?AP =0,

dP
en donde ¢y = d—(po) y se considera la aproximacién adiabdtica (no hay pérdidas de
p

energfa por calor) P(p) = const.p”, para cierto exponente v > 0. La misma ecuacién
se cumple para AP(x,t) = P(x,t) — Py(x,t) y Av(z,t) = v(x,t) — vz, t) = v(z,t)
pequenos. Para mds detalles consulte The Feynman Lectures on Physics, Vol. 1. [13].

Para ondas provocadas por explosiones y aviones muy veloces, las aproximaciones
no pequenas son necesarias en estos casos. Por lo tanto, la teoria lineal no es suficiente
para describir estos fenémenos ondulatorios y la teoria no lineal sera requerida.

2.1.2.  Electromagnetismo. Las ecuaciones de Maxwell gobiernan todos los fenémenos

electromagnéticos a escalas humanas. En el vacio, el campo eléctrico E(x,y,z,t)

cumple la ecuacién de onda 3-dimensional, ecuacién (2), que en este caso es vectorial:
0? -

@E(x, Y, z,t) — ciAE(m,y, z,t) =0,

en donde ¢y = es la velocidad de la luz en el vacio, siendo pyg, €g, la permeabi-

Ho€o
lidad magnética y permitividad eléctrica en el vacio, respectivamente.
Si no se estd en el vacio, se puede generar una polarizacién del material que
depende del campo eléctrico y que, inclusive para campos eléctricos altos, depende

de la intensidad del mismo,
P =noE +ny| E|E,

siendo ng,no, los coeficientes de refraccién en el material de propagacion. Esto da
como consecuencia la éptica no lineal y una de sus aplicaciones es la comunicacién en
sistemas de fibras opticas.

2.2. El caso mas simple: ecuaciéon de onda 1-dimensional. El caso més simple
es el estudio de la ecuacién de onda 1-dimensional, ecuacién (1). Con el cambio de
variables (coordenadas caracteristicas)
(7) u = x—ct,

= x+ cot,
se obtiene que ¢ cumple la ecuacién:

82

=0.
udv”

Después de integrar dos veces
e(u,v) = F(u) + G(v),

en donde F'y G son dos funciones “generales” con segundas derivadas continuas.
Regresando a las variables originales

(8) p(x,t) = F(x — cot) + G(x + cot).
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Si sujetamos la ecuacién de onda a las condiciones iniciales:

p(z,0) = f(=),

9) dp

E(Lm 0) - g($)7
obtenemos la solucion de D’Alambert:

x+cot
- 1
(10) oo,y = Lo B bal) | 1o g
2 200
x—cot

Observemos que la ecuacién de onda de D’Alambert se puede “factorizar” en
términos de dos operadores diferenciales de primer orden:

o0 oN(D L 0\,
ot “ox)\ot T Cax )Y T
De aqui podriamos considerar:

0 L 0 0
il C0— 0 =
ot vTo or 4 ’
volviendo a la ecuacién de onda hiperbdlica lineal mas sencilla.

2.2.1. Ondas no lineales. Hay problemas mas ricos que pueden describir otros
fenémenos y se pueden describir con la ecuacién de onda hiperbdlica no lineal més
sencilla:

0] 0]

= —p=0.

5P TPy
En esta ecuacién la velocidad de propagacion, ¢(¢), depende de la amplitud de la onda
. Ver figura 2. A sus soluciones se les llama ondas de choque. Ejemplos de éstas

son las ondas de sonido provocadas por explosiones, por aviones supersénicos, y ondas
en el océano.

t =0.378648

08L

c(yp)

c(p)

0.4}

02k

0.0
1]

FIGUurA 2. Evolucion de la solucién de la ecuacion de onda no lineal
unidireccional: ¢(p) = ¢

Un ejemplo de estas ecuaciones, es la ecuacién de Burgers (también es la ecuacién
de Navier-Stokes en su reduccién 1-dimensional):
82
—o+ P =V
o7 " Yor” T Voa2”

Esta es una ecuacién hiperbdlica no lineal, que incluye difusién. Esta ecuacién tiene
2

soluciones exactas relacionadas a la ecuacion del calor —v = k——=1. a través de una

ot 02

transformacién llamada de Cole-Hopf [22].
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2.3. Notacion. Definicion de ondas hiperbdlicas.

Definicién 2.3.1 (Operador lineal de primer orden). Un operador lineal de
primer orden, P, definido en

R x RT — (z,1),

es una expresion lineal en En y g con coeficientes dependiendo sélo de (z,t),
x
o 0 0 0
P=P (13, B 8t) a(z,t) 5 + b(x, t) o d(z,t)

Definicién 2.3.2 (Ecuacién hiperbdlica de primer orden). La ecuacién diferencial
Plu] =0, i.e.,
a(x t)gu + b(z t)iu —d(z,t)u=0
) at ) ax Y - )
es hiperbdlica si a(z,t) # 0.

Para resolver Plu] = 0, escribdmosla en la forma

(a | ba) a)u_ da.t)

ot ' a(x,t)0x)  a(z,t)
Ahora busquemos curvas en el plano (z,t) tales que:
d b(z,t
(11) do _ b,t)
dt  a(z,t)
6 T T
5t J
4} ]
- 3L
2r ]
1_ 4
- — 0 4 6 8 10
u(xq,0) u(xy,0) ¥ u(xy,0) u(xs,0)

F1GURA 3. Ecuaciones caracteristicas, soluciones de la ecuacién (11)

g + djg — d(x’t)
ot Tdator )T a(ac,t)u7

Entonces

es decir, la ecuacion
d _d(a(0).1)
@U(l‘(t)vt) = Wu(x(t),t).

se cumple a lo largo de las curvas x = z(t), soluciones de la ecuacién (11). A estas
curvas se les llama curvas caracteristicas.

El comportamiento de u(z,t) a lo largo de las curvas caracteristicas estd bien
definido y puede ser bien determinado. (jY puede ser constante como en el caso de la
ecuacion de ondal)
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2.4. Curvas caracteristicas. Una propiedad importante de las ecuaciones hi-
perbdlicas es que presentan curvas caracteristicas en el plano (x,t).

Las curvas caracteristicas son importantes para resolver ecuaciones diferenciales
que describen propagacién de ondas. Las curvas caracteristicas, x = z(t), son solucio-
nes de la ecuacion diferencial ordinaria

dr  b(x(t),t)
(12) — =

dt  a(z(t),t)
A lo largo de estas curvas, la solucién u(t) = u(z(t),t) de la ecuacién de onda uni-
direccional, satisface la ecuacién diferencial ordinaria:

(13) %u(m(t), t) = aExEti t; u(z(t),1).

Asi, a lo largo de cada curva caracteristica, tenemos que la funcién u = u(z(t),t)
es solucién de la ecuacién de onda uni-direccional. Entonces, las condiciones iniciales
deben ser dadas a lo largo de una curva “perpendicular” o, mejor dicho, “transversal”
a las curvas caracteristicas para poder determinar completamente la solucion al
problema de Cauchy (de valores iniciales.)

4
3_
‘_12,
f,
/
; ¢ s 20
u(xo,0) u(x,0) X u(x3,0)

F1GurA 4. Curvas caracteristicas, soluciones al problema dado por
la ecuacién (12). Aqui se indican las condiciones iniciales u(z,0) en
distintos puntos del eje x.

A la solucién de la ecuacién diferencial (12) se le puede asignar la condicién inicial
x(0) = g, y a la la ecuacién (13) se le asignan entonces las condicién inicial:
u(©0) = u(z(0),0),
= u(xzg,0)
y la solucién u(z,t) de la ecuacién unidireccional, (3), se construye con dichas curvas,
variando xg, y asi generando una superficie z = u(z, t). Ver figura 5.

Ejemplo 2.4.1. Consideremos la ecuacién de onda unidireccional (3), con condi-
cién inicial:
(14) u(z,0) = f(z).
Verifiquemos que es hiperbdlica:
v a(z,t) =1 # 0 (verificado,)
v bz, t) = co,
w d(z,t) =0.
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ulx(t), )

2

o

FI1GURA 5. Solucién a la ecuacién hiperbdlica de primer orden por el
método de las caracteristicas.

De aqui resulta que la ecuacién de las curvas caracteristicas (12) es

dr _ b(z(t),1) dx

dt a0 @@
por lo que las curvas caracteristicas son
z(t) = cot + &,
en donde
§==(0)

es la condicién inicial de la curva caracteristica. Observemos que:
(15) & =x — oot
o bien:

p= =L

Co

Estas tltimas son rectas de pendiente 1/cy en el plano t vs. . Ver figura 6.

1
Pendiente = —

Ficura 6. Caracteristicas de la ecuaciéon de onda unidireccional.
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Ahora podemos deducir que, a lo largo de las curvas caracteristicas, la solucién
u(x,t) satisface la ecuacion:

d d(z(t), 1) d

por lo que para todo valor de ¢, tenemos
u(z(t),t) = up = const.

iA lo largo de las curvas caracteristicas u(z,t) es constante! Ver figura 7.

z{(’r 0 S g e : |
20) o
f(-r) { x |

FIGURA 7. Solucién de la ecuacién unidireccional de onda por el
método de las caracteristicas: superficie.

Ent=0,
up = u(z(0),0) = u(§,0) = f(£).
Por lo tanto:
w(@(t),t) = uo = f(§).
Ahora, de (15) concluimos que
u(z,t) = f(x — cot)

que es la solucién al problema de valores iniciales para la ecuacién de onda unidirec-
cional. Esta solucién es la que generalmente se encuentra de forma intuitiva y se nos
da en muchos cursos de ondas sin referencia a este método.

2.5. La ecuacién de onda. El operador diferencial lineal de segundo orden, en su
forma maés general, es un operador, P, cuadréatico en 7 y en s de la forma
i
o 0 02 o2 o2
P (a:,t, —, x) = a(x,t)@ + Zﬂ(x,t)m + 'y(x,t)@ + op. dif lin ler ord,

en donde por “op. dif lin Ier ord” queremos decir “operador diferencial lineal de

primer orden.”
Uno entonces encuentra dos familias de ecuaciones para curvas caracteristicas:

de B+ —ay

16
(16) dt a
Definicién 2.5.1 (Ecuaciones hiperbélica de segundo orden). La ecuacién
Plu] =0

es hiperbdlica si, y sélo si,
ay—B%<0.
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De aqui se sigue que las ecuaciones hiperbdlicas tienen dos familias reales de curvas
caracteristicas. Ver figura 8.

20l
150
T 10
0.5
0.0 ' ' ]
-3 2 =1 0 1 > 3
&3 3 P

FicuraA 8. Curvas caracteristicas de la ecuacién de segundo orden.

A lo largo de estas curvas, sabemos que u(x(t),t) es una funcién conocida de t vy,
para cada &, uno encuentra u(zx, t).

Comparando con la ecuacién de onda (1), tenemos que a(z,t) = 1, B(z,t) = 0,
y(z,t) = —c, y asf ay — 82 = —c3 < 0, por lo que la ecuacién de onda es hiperbélica.

Tenemos entonces dos familias de curvas caracteristicas descritas por las ecuaciones,
que de (16) se sigue:

de _pEF—ay _ 0+ /07— (1)(-3)

dt o 1 ’

i.€.,
dx

=4
dt €0

Por lo tanto, la solucién “general”! de la ecuacién de onda es:
u(z,t) = F(x — cot) + G(x + cot),

la cual es la solucién encontrada anteriormente, ecuacién (8), dada por cambio de
variables, ecuacién (7). Podriamos seguir desarrollando el método de ecuaciones
caracteristicas para la ecuacion de onda y resolver el problema de valores iniciales

U(i,O) = f(x),

ut(SL’,O) = g(:E)

y obtener la solucién de D’Alambert, ecuacién (10). No obstante, no lo haremos aquf
para proseguir y terminar con nuestro breve estudio de ondas hiperbdlicas y enfocarnos
en ondas dispersivas.

Ipara la mayoria de las ecuaciones diferenciales parciales, no es posible dar una solucién general
como en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Es por esto que indico aqui general
entrecomillado. En el caso de la ecuacién de onda, si es posible.
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2.6. Sistemas de ecuaciones hiperbdlicas. Consideremos la ecuacién

0 0

— U+ Az, t)=—0 = B(x,t)v,

ot +A( )ax (z,)
en donde ¥ = ¥(z,t) es un vector, funcién de (z,t); A(x,t), B(x,t) son matrices cuyas
entradas son funciones de (z,t). Esta ecuacién es hiperbdlica si, y sélo si, A(x,t)
tiene valores propios distintos.

Ejemplo 2.6.1. Elsistema de ecuaciones diferenciales que describe un par de ondas
que se propagan en direccién contraria en una fibra éptica es el siguiente:

4 aAf—iHAb = 0,

0 0 )
&Ab — %Ab - ZKJAf = 0.

Si llamamos
= Af _ Af (Z‘, t)
v= Ab - Ab (:E, t) ’

podemos escribir la ecuacién (17) de la siguiente manera:
K o 1 0o \o._. . 0 1Y),
57 0 —1 SU=is| g )T

A=y 5

y tiene a Ay = 1y Ay = —1 como valores propios. Siendo valores propios distintos, por
lo que el sistema es hiperbdlico.

En este ejemplo,

2.7. Una onda hiperbdlica y dispersiva. Hay muchos ejemplos de ondas que
son simultdneamente hiperbdlicas y dispersivas. De los més sencillos es el siguiente.
Es una ecuacién que combina dos diferentes ordenes de las ecuaciones de onda y de
onda uni-direccional:

02 02 0 0
18 5P~ Cins = 5.7 =0,
(18) 52 coax2¢+n<at¢+aoamw>

en donde ¢y, y ap pueden ser funciones de (z,t).
2.8. Tarea.

TAREA 2.1. Verifique que la funcidén ¢, dada en la ecuacion (4) es, efectivamente,
solucion de la ecuacion de onda unidireccional, ecuacion (3). Para ello, simplemente
substituya (4) en (3).

TAREA 2.2. Verifique que la funcion ¢, ecuacion (5) es solucion de la ecuacidn de
onda 1-dimensional, ecuacion (1). Substituya (5) en (1) para este fin.

TAREA 2.3. Construya la ecuacidn de onda, ecuacion (6), que describe la propaga-
cion de ondas acisticas. Siga el texto de Feynman [13] y desglose todos los detalles.

TAREA 2.4. Construya la ecuacion de onda que describe la propagacion de ondas
en:
1. una cuerda extensible y
2. un cadena de canicas unidas por resortes que satisfacen la ley de Hooke.

Pueden usar los textos de Mattheij, et.al [30] y Haberman [19].

TAREA 2.5. Para la ecuacion de onda (1), con condiciones iniciales (9), use
el cambio de wvariables (7) y haga todos los detalles para encontrar la solucidn de
D’Alambert (10).

TAREA 2.6. Usando el método de las caracteristicas, resuelva la ecuacion de onda
unidireccional, ecuacidn (3), con condicion inicial (14).
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TAREA 2.7. Construya las ecuaciones carateristicas (16), de la ecuacidn hiperbdlica
general Plu] = 0.

TAREA 2.8. Considere cy,n y ag constantes.

(a) Encontrar la relacidn de dispersion de la ecuacion (18). Para ello, sustituya
la funcion o(z,t) = etke=wt) = aimplifique, y la relacion entre k y w es la
relacion de dispersion. (Para mds detalles, consultar la siguiente seccion para
la definicion de “relacién de dispersién.” )

(b) Verificar que, efectivamente, la ecuacidn describe una onda dispersiva. Es decir,

dw(k)

caleule (explicita o implicitamente), g y cheque que es distinta de 0.

(De igual modo, para la definicion de “onda dispersiva,” consultar la siguiente
seccion para aprender como determinar si una ecuacion de onda es dispersiva
0 no.)

(¢) Verificar también que es una ecuacion hiperbdlica.

(d) Calcule sus velocidades de fase y de grupo y compdarelas. (Use las definiciones
3.1.8 y 3.1.4 dadas en la siguiente seccion.)

3. ONDAS DISPERSIVAS Y RELACIONES DE DISPERSION

3.1. Conceptos basicos. Relacién de dispersion. Recordemos que las ondas
dispersivas son definidas por las soluciones de las ecuaciones diferenciales que las
definen. (Recordemos la clasificacién 1.2.1.)

Definicién 3.1.1 (ONDA DISPERSIVA). Una onda lineal dispersiva es cualquier
sistema fisico descrito por funciones de la forma

(19) o(x,t) = Acos(kx — wt),

la cual es un elemento de la base del sistema de ondas dispersivas. También se le
conoce como modo de oscilacién. Aqui, w es la frecuencia (angular) y k es el nimero
de onda.

Podemos decir que w es la frecuencia (temporal) y k es como una frecuencia
“espacial”.

T = Periodo

/ N _

FIGURA 9. Periodo de una onda sinusoidal.



190 JESUS ADRIAN ESPINOLA ROCHA

A = longitud de onda

/N o\ _

RN

FicurA 10. Longitud de onda de una onda sinusoidal.

(,Cémo mide uno la frecuencia y el nimero de onda? Uno lo hace de acuerdo a la
siguiente regla:
27 (# de oscilaciones)

w= k=
unidad de tiempo ’ unidad espacial

27 (# de oscilaciones)

De aqui uno define el periodo T (ver figura 9) y la longitud de onda A (ver figura 10)
de una onda dispersiva:

wl = 2w,
kX = 2.

Nota. La frecuencia de una onda se define como v = 1/T | i.e., vT = 1, por lo que
w = 2mv. No obstante, de aqui en adelante nos referiremos a w como la frecuencia,
aunque realmente es la frecuencia angular.

Definicién 3.1.2 (Relacién de dispersién: primera definicién). Resulta también
que la frecuencia es funcién del nimero de onda:

w = w(k).
A esta expresion se le llama relacién de dispersion.

Volveremos a esta definicién més adelante.
Observemos que la base de las ondas dispersivas, se puede escribir como:

o(z,t) = Acos (k (x — %t)) ,

la cual, comparandola con la solucién de la ecuacién de onda unidireccional f(x — ct),
obtenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.1.3 (Velocidad de fase). La velocidad de propagacién de la onda es:

()
)

A esta velocidad se le llama velocidad de fase.

(20) c=cs(k) =

Generalmente, la velocidad de fase es funcién de k. Esta dependencia es lo que
provoca el fenémeno de dispersién.
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Si ¢f(k) = cp = const., entonces la onda es no dispersiva. Asi:

w(k) dw(k) d*w(k)
T:co = wlk)=ck = Ik =c = 2

Podemos definir entonces una onda como dispersiva de la siguiente manera.

=0.

Definicién 3.1.4 (Velocidad de grupo). La velocidad de grupo de una onda
dispersiva se define como:

(21) ey (k) = (k)

Definicién 3.1.5 (Onda dispersiva). Una onda se dice dispersiva si, y sélo si, su
velocidad de grupo es no constante. Es decir, si su derivada respecto a k es distinta
de cero:

(22) 2 oK) = (k) £ 0.

3.2. Superposicion de modos: Principio de Superposicién. Si consideramos
la superposicién de varios modos de ondas dispersivas de la forma (19), para diferentes

valores de k, podemos definir una solucién de onda mas general. Para dichos valores
de k, tenemos diferentes velocidades de fase, c¢f(k), causando que la onda se disperse.

Definicién 3.2.1 (SUPERPOSICION DISCRETA: SERIES DE FOURIER). A la super-
posiciéon la podemos escribir como una serie de Fourier finita:

N
pla,t) =Y Ajcos(kjz — w;t),
j=1
en donde w; = w(k;).
Para los valores de k:
k1 7é ko = ﬂ B = (1 75 Co.
k1 ko

Entonces, para diferentes k’s, uno tiene (en general) diferentes velocidades. Asi, dife-
rentes modos se propagan a diferentes velocidades: esto es el fenémeno de dispersion.
Para superposiciones més generales se necesita la transformada de Fourier.

Definicién 3.2.2 (SUPERPOSICION CONTINUA: TRANSFORMADA DE FOURIER).
Si tenemos ahora que los niimeros de onda corren en los nimeros reales, k € R, la
superposicion la podemos escribir como la transformada inversa de Fourier:

+oo
(1) = / F(k) cos(ka — w(k)t) dk,

en donde F(k) = p(k,0) es la transformada de Fourier de la condicién inicial
o(z,0).
Observemos que el modo
o(z,t) = Acos(kx — wt),

resuelve la ecuacion de onda:
82 ) 82
g¥ " g =0

siempre y cuando
k k
# =c¢g, O bien wT) = —cp,
i.€.,
d2
w(k) = ok = %w(k) =0,
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Esto significa que las soluciones de la ecuacién de onda
2
it — Copze =0

son ondas no dispersivas.

3.3. ;Co6mo calcular la relacién de dispersiéon? Aqui se trata de encontrar la
relacion de dispersion, si de antemano tenemos la ecuacién de la onda dispersiva. No
obstante, el problema real es encontrar la relacién de dispersion de las observaciones
y datos experimentales, lo cual no haremos aqui, pero sélo para un par de casos: las
ecuaciones de Schrodinger y de Dirac de la mecénica cuantica. Por lo pronto, tenemos
la siguiente forma de encontrar la relaciéon de dispersién.

PROBLEMA 3.3.1. Cémo encontrar la relacion de dispersion si conocemos la ecua-
cion de la onda dispersiva.

1. Primero, debemos tener una EDP (Ecuacién Diferencial Parcial) LINEAL,
homogénea y de coeficientes constantes.
2. Entonces, sustituir

o(z,t) = Acos(kx — wt),
o0, equivalentemente,
@(Iv t) - Aei(kxfwtx

en la ecuacion.

3. Eliminar Acos(kx — wt) o bien Ae’*=“Y  para entonces obtener la relacion
de dispersion.

Ejemplo 3.3.I (Ecuacién de onda). Encontrar la relacién de dispersién de la
ecuacién de onda. Tenemos que:
1. La ecuacién de onda
Prt — Cpax = 0

es una EDP lineal, homogénea y de coeficientes constantes.

2. Sustituyamos entonces ¢(x,t) = Ae'**=w") "en la ecuacién:

(Aei(k:c—wt))tt _ C(Z)(Aei(lwc—z,ut))xaj = 0,
A(_iw)Qei(szwt) _ C%A(ikQ)ei(kI7Wt) = 0.
3. Eliminar A cos(kx —wt) o bien Ae’**=“%) para entonces obtener la relacién de
dispersion.
(—iw)? — (k%) = 0,
—w -k = 0,
i.€e.,
(23) w? —ck? =0,

siendo ésta la relacion de dispersion de la ecuacién de onda.

Notemos que podemos factorizar la relacién de dispersién de la ecuacién de onda (23):
(w — cok)(w + cok) =0,

por lo que tenemos dos “componentes” (que llamaremos modos de oscilacién o
vibracidén) de la relacién de dispersién:

wl(k) = Cok'7
OJQ(k) = —C()k,

las cuales nos indican las ondas contrapropagantes que muestra la solucién de
D’Alambert (10).
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Ejemplo 3.3.I1 (Ecuacién de Klein-Gordon). Encontrar la relacién de dispersién
de la ecuacién de Klein-Gordon:

2 9 2 9
(24) @@‘%@@‘HL © =0,

con a > 0 una constante. Este es un ejemplo de una ecuacién que es ambas,

hiperbdlica y dispersiva.
Busquemos entonces su relacién de dispersion.

1. La ecuacién de Klein-Gordon,
Pt — 0(2)503536 + a290 = Oa

es una EDP lineal, homogénea y de coeficientes constantes.
2. Sustituyamos entonces ¢(z,t) = Ae!**=wY) en la ecuacion:

(Aei(kx—wt)>tt _ cg(Aei(kx—wt))$m+ CLQAei(ka:—wt) = 0,

A(—iw)Qei(km_wﬂ _ C(2JA<ik2)ei(km—wt) + a2Aei(km—wt)

3. Eliminar A cos(kx —wt) o bien Ae?**=“!) para entonces obtener la relacién de

dispersion.
(—iw)? — c2(ik*) +a®> = 0,
—? ek +a® = 0,
i.e.,
(25) w? = 3k? + a?,

siendo ésta la relacién de dispersion de la ecuacién de Klein-Gordon.

Podemos también escribir:

(26) w(k) = £4/Bk? + a2,

y calculemos su primera y segundas derivadas. Usando (25) y la regla de la cadena:

dw dv Ak
2 2 —_ = 2 2 _— = 70 .
(27) wdk gk = T "

Ahora, calculando la derivada en la primer ecuacién que aparece en (27),

dw\? d*w 9 d*w 9 dw\®  dw 2 1 (dw 2
(28) 2(dk> ”‘*’dkz—%ﬁ‘wm—CO‘(%) :>dk2_w_w(dk) :

Observemos que, de (27), la velocidad de grupo (21), es inversamente proporcional a
k c?
2 0

la velocidad de fase: ¢4(k) = o = o (R)’
Usando (26) y (27), obtenemos:
dw 2k

dk Vak? +a?’
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la cual es no constante. Ahora bien, de (25) , (27) y (28):
2

d*w 2 1 (dw
dk2 w w\dk/) "’
2
1 Ak
_ 2 0
= —lcg—|— ,
w w
2 c2k?
= —_ 1 — 72 s
w w
2
€0, 2 2,2
= E(W — cgk”),
<
_ 2,2 2 2,2
= E(cok‘ + a® — cgk?),
c2a?
w3’
es decir,
d*w CLZC%

dakz ~ i(c%kQ + a2)3/2 70,

la cual es distinta de cero, por tanto describe una onda dispersiva.
Ahora bien, de la ecuacién de Klein-Gordon (24), los términos a(z,t) = 1 #
0; B(w,t) = 0;y(x,t) = —c2, tenemos que

a(m,t)'y(a:,t) - 62(Iat)_ = (1)(_68) - 02 = _0(2) < 07
por lo que la ecuacién es hiperbdlica. Entonces la ecuacion de Klein-Gordon es

tanto hiperbdlica como dispersiva.

Observacion 3.3.2. Escribamos la ecuacién de Klein-Gordon (24) usando dimensio-
m2ct
- . 2
nes fisicas, i.e., a® = :
h2

0? , 07 m?ct
o~ ot T v

Usando el modo fundamental p(z,t) = Ae’**=“t)  obtenemos:

5 0 2.0 07 2 4
h wgp—ch ﬁ@—i—mcgp = 0,
B2 (—iw)2p — (ik)**h%p + micte = 0,
—h2wr + K2R+ mPet = 0.
Si usamos la expresiéon de Planck-Einstein, £ = hw, y la longitud de onda de De
Broglie, p = hk, obtenemos la ecuacién de la energia cinética relativista de una

particula libre:

E? = ?p? + mPch.
De hecho, Klein y Gordon procedieron al revés para obtener su ecuacién. Volveremos
a esto mas adelante.

3.4. Algunas consideraciones importantes.

3.4.1.  Dispersion vs. hiperbolicidad. La mayoria de la gente cree que casi todos las
ondas se describen con ecuaciones hiperbdlicas. De hecho, creen que absolutamente
todas las ondas son hiperbdlicas o, ain peor, que la tnica ecuacién que describe
propagacién de ondas es la ecuacién de onda (1). Sin embargo, este no es el caso: la
mayoria de las ondas son dispersivas y se describen con EDPs (Ecuaciones Diferenciales
Parciales) dispersivas.

La forma en que debe ser ensenado, creo, es la siguiente: Las ondas hiperbdlicas
describen muchos fenémenos, pero la mayoria de las ondas son dispersivas.



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 195

Cuando era estudiante, de hecho yo pensaba precisamente esto, que las ondas eran
2 2

0
descritas unicamente por la ecuacion de onda: @go — cgﬁgp = 0. No obstante,
x
tiempo después, me di cuenta que hay muchas ecuaciones que describen movimientos

ondulatorios.

3.4.2.  Ondas planas. Todas las ecuaciones lineales cumplen el principio de super-
pocision. Gracias a esto, podemos construir soluciones mas sofisticadas a partir de
soluciones més simples. Si las ondas estdn en 3-dim, Z € R3, la soluciones més simples
son generalizaciones de (19) en forma compleja:

up(z,t) = ei(E'j_“’t), ke R®.

A estas ondas también se les llama ondas planas. Esto por la siguiente razon:
supongamos que la fase es constante: 0(x,t) = k - £ — wt = const. Entonces:

i(const.)

up(z,t) =e = const.

Sit=tg es fijo: O(z,t) = k-7 —wty = const., asf:

k- &= wto + const.
Esta es la ecuacién de un plano en el espacio, perpendicular al vector k e R3 que
describe la misma fase de la onda. Para diferentes valores de tg, tenemos diferentes
planos, todos perpendiculares a k, que se van moviendo con una rapidez w/||k||. Es
por esto que se llaman ondas planas.

FiguraA 11. Ondas planas.

Notemos que:

0
—upr = tkjuy
k JUR
8£Ej
0 .
auk‘ = —zwu,;.
Es por esto que se hace la correspondencias:
0
— > ik,
ale J
0 .
— > —iw.
ot

Pero recordemos que esto sélo aplica a ondas planas, o para combinaciones
lineales de las mismas, (discretas: series de Fourier; o continuas: transformadas de
Fourier.) Para generalizaciones, se parte de esta idea.
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3.5. Trenes de onda. Mas relaciones de dispersién. Como hemos comentado
en diversas ocasiones, para una EDP (Ecuacién Diferencial Parcial) lineal, homogénea,
con coeficientes constantes, cuya solucién es ¢(x,t) = A cos(kx — wt), decimos que la
EDP describe el movimiento ondulatorio de una onda dispersiva.

Definiciéon 3.5.1. Combinaciones lineales de los modos fundamentales de ondas
dispersivas son llamadas trenes de onda. Cada componente del tren, i.e., cada
solucién (19) es llamada modo fundamental de la onda, o bien, modo de oscilacién
o de vibracion. Y todos ellos son los modos fundamentales de la onda.

Estas combinaciones lineales pueden ser discretas (numerables; series de Fourier)
o continuas (transformadas de Fourier.) También aprendimos que para cada ecuacién
de onda dispersiva, existe una expresion asociada que relaciona la frecuencia, w, con
el nidmero de onda, k:

R(w, k) =0.

Algunas veces podemos despejar la w: w = wy (k),w = wa(k),...,w = wy(k), y obtener
varias raices de la relacion de dispersion.

El origen de la relaciéon de dispersiéon depende del movimiento ondulatorio en
particular a ser estudiado.

Otras relaciones de dispersién son las siguientes:

1. Para ondas generales en agua, se tiene la siguiente relaciéon de dispersién para
las ondas superficiales:

(29) w? = gk tanh(hk),
en donde g es la constante de gravedad (cerca de la superficie terrestre) y h es
la profundidad del agua en reposo.
2. Las ondas dispersivas en electromagnetismo tiene la siguiente relaciéon de dis-
persion:

(30) (w? = 12)(W? — k%) = w21/§,

en donde ¢ es la velocidad de la luz; vq es la frecuencia natural de oscilacion y
v, es la frecuencia de oscilacién del plasma.

3.6. Principio de superposicién. (Continuacién.) Regresamos nuevamente al
principio de superposicion. En el caso discreto, tenemos la serie de Fourier:

N
oz, t) = Z Ajcos(kjx — wjt),
j=1
en donde w; = w(k;). Aqui N < oo o N = oc.
Para la superpocisién continua hacemos uso de la transformada de Fourier:

+o00
oz, t) = / F (k) cos(kx — w(k)t) dk,

en donde F(k) = p(k,0) es la transformada de Fourier de la condicién inicial

o(z,0).
La notacién usual es con la exponencial compleja:

N
oz, t) = Z ajei(kj:rfwjt)’
j=—N
donde
w/k;

_ kj / f(x)efik:jw d(E,

I = o
—7/k;

y ©(x,0) = f(x) es la condicién inicial.
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Para el caso continuo, la notacién usual es:
+oo
(31) o(z,1) = / Fk)eika==() g

con
1 o
F(b) = 3(k,0) = 5 [ fla)e ™ d.
s

es la transformada de Fourier de la condicién inicial ¢(z,0) = f(x).

Nuevamente, sea con series o transformadas de Fourier, tenemos una superposi-
cién de diferentes modos dispersivos, e!*#=«(®)t) o5 cuales se mueven a diferentes
velocidades dependiendo del niimero de onda k.

Definicién 3.6.1 (Velocidad de fase). Considerando un tren de ondas discreto, la
velocidad )
w(k
gk = 2,
se llama velocidad de fase. Esta velocidad provoca que el tren de ondas se disperse.
Esto nos dice qué tan répido se mueve una onda con fase constante: § = kxz — w(k)t.

Definicién 3.6.2 (Velocidad de grupo). Una aproximacién para la solucién que
aparece en (31) puede ser hecha usando analisis asintético. A diferencia del caso
(mucho mas sencillo) de fase constante, aqui uno se fija en un nimero de onda fijo,
k = ko y calcula la velocidad a la que se mueve ese modo. Uno encuentra que el tren
de ondas, alrededor del niimero de onda k = kg, se mueve con una velocidad

dw
ko) = —(k
Cg( O) dk( O)’
la cual es llamada velocidad de grupo. Se puede mostrar que la energia que se
propaga con la onda es la velocidad de grupo, por lo que es de fundamental importancia

en el estudio de propagacién de ondas.

Notemos que en el caso de la ecuacién de onda: w(k) = +cok, se tiene que las
velocidades de onda y de grupo son iguales:
w(k) dw
cr(k) = % Co = %(k) = cqy(k).

De este modo, si cf(k) = c4(k), tenemos una onda no dispersiva. Podemos decir
entonces una onda dispersiva de la siguiente forma.

Definicién 3.6.3 (Onda dispersiva definida a través de velocidades de fase y de
grupo).

. . w(k) , dw
Onda dispersiva = - # %(k)

La velocidad de grupo, c¢,(ky) = ‘;—“,:(ko), es la velocidad que juega el papel
principal en propagacién de ondas.

3.7. Medios no uniformes. Hasta aqui hemos considerado que la amplitud de la
onda, A, la frecuencia, w, y el numero de onda, k, son constantes. Pero, ;qué tal si
conforme se desplaza la onda estos van cambiando? Entonces tenemos que pueden ser
funciones de (z,t).
k = k(z,t), numero de onda variable,
= w(x,t), numero de onda variable,
A= A(x,t), amplitud de onda variable,



198 JESUS ADRIAN ESPINOLA ROCHA

De esta manera, tenemos que un modo dispersivo no uniforme sera:

¢ = Az, t) cos(0(z, 1)),
en donde A = A(z,t) es la amplitud, 0 = (z,t) = k(z,t)z — w(x,t)t es la fase y la
frecuencia serd funcién del nimero de onda, w(z,t) = w(k(z,t)).
Una clase especial es un tren de ondas uniforme, en el cual
A(z,t) = const.,
0 = kx— wt,
pero ain con k = k(z,t) y w = w(x, t).
En el caso general, cuando 6 = 6(z,t), tenemos la siguiente definicién.
Definicién 3.7.1. Si la fase § = 0(x,t) de un movimiento ondulatorio dispersivo

es funcién del tiempo y espacio, (z,t), se definen el nimero de onda no uniforme
y la frecuencia no uniforme de la siguiente manera:

(32) k(z,t) = %O(x,t),
(33) w(z,t) = —%Q(m,t).

Por lo tanto, de la relacién de dispersién w = w(k) y usando estas definiciones

tenemos: 5 5
0 0

La solucién de esta EDP proporciona las propiedades cineméticas de trenes de onda.
También podemos eliminar 6 de las ecuaciones (32) y (33) con derivadas cruzadas:

es decir, obtenemos la EDP,

o 0 0 0
Eie( t) — a—ﬁﬁ(x t) = 0,
0 0
&k‘(x t) + afw(x t) = 0.
Ahora, puesto que la relacién de dispersién es w = w(k), ¢4(k) = Z—: y por la regla de
la cadena: 5 dw 8
w
i.e.,
0 0
atk -+ Cg(k)%k = 0,

la cual es una ecuacion hiperbdlica no lineal. De aqui podemos concluir que existe un
comportamiento hiperbdlico escondido en ondas dispersivas no uniformes.

Podemos mostrar también que, usando la solucién de transformada de Fourier de
ondas lineales dispersivas, que la energia se propaga con la velocidad de grupo.
(Consultar [43].)

3.8. Dispersion no lineal. George Stokes, en 1847, propuso que las ondas de
elevacion de una superficie de un fluido son ondas no lineales. Enseguida se explica
c6mo es esto.

Sin =n(z,t) es la elevacion de la superficie con respecto de una linea horizontal (el
eje x), entonces Stokes demostré que las ondas se propagan de la siguiente manera:

1 3
(34) n(z,t) = acos(kx — wt) + §kza2 cos2(kx — wt) + nga?’ cos3(kx —wt)+...,

con relacién de dispersién

w?=gk(1+k*a®+...)
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En el caso lineal:
(35) w? = gk,

lo cual coincide con el limite hk — oo para la relacién de dispersion en la ecuacién
(29).
En estos hechos, hay dos ideas clave.

AFIRMACION 3.8.1. La ewistencia de trenes de onda periddicos, en los cuales la
variable dependiente, n(x,t), depende de la fase

O(x,t) = kx — wt,

pero ya no son ondas sinusoidales. Es decir, la suma en (34) es infinita (ya
n(z,t) deja de ser sinusoidal).

AFIRMACION 3.8.2. La relacién de dispersion depende de la amplitud, a. Es
decir, al substituir ae?®*=“%) en la ecuacidn dispersiva, no se cancelan las amplitudes
en los términos no lineales. Esta es una caracteristica importante en ondas no
lineales.

La afirmacién 3.8.1 se puede verificar explicitamente en ondas periddicas de la
ecuacién de Korteweg-deVries (KdV)

0] 0 o3
(36) pr + (co + clu)%u + Vol = 0,
cuyas soluciones pueden ser escritas en términos de las funciones cnoidales, cn(6), i.e.,
las funciones elipticas de Jacobi. (Ver [43] o [21].)
La afirmacién 3.8.2, por otra parte, se puede verificar con la ecuacién no lineal de
Schrédinger (NLS):
0 0?

(37) iauz —@uivﬂuwu.

Linearizando la ecuacién de KdV (36), alrededor de u(z,t) = 0, obtenenemos:
3

§u + CQ%U + Vﬁu =0.

Substituyendo u = ae’(F*=«t);
—iw + co(ik) + v(ik)> = 0,
—i%w + co(i%k) +vitk® = 0,
w—cok +vk® = 0,
w = cok—vk3.

que es la relacion de dispersion de la ecuacién linealizada de KdV. Esto puede ser
mejorado por el postulado de Stokes, ecuacién (34). Sin embargo, como se mencioné
anteriormente, Korteweg y deVries (1895) [23] encontraron soluciones periddicas en
términos de las funciones elipticas de Jacobi: entonces tenemos soluciones periédicas
y no sinusoidales a una ecuacion de onda dispersiva no lineal.

Si uno busca soluciones a la ecuacién de KAV (36), de la forma

u(z,t) = f(0), con 6O(z,t)=kr — wt,

se obtiene uno de los dos siguientes casos:

1. f(6) = cn(d), o bien,
2. f(0) contiene una amplitud arbitraria a, y la solucién (como si fuera solucién
de una ecuacién lineal) involucra cierta relacién de dispersién que relaciona w, k

y a.
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;Cudl es la relacion de dispersion no lineal para la ecuaciéon de KdV? Dicha
relacion de dispersion esta dada por:

2 _
“:CO(”azB)k’

en donde a = a/hg, B = h2/I?, con a la amplitud del modo fundamental, hq la
profundidad del agua en reposo y [ es una longitud de escala tipica en la direccién x.
(Ver [43], seccién 13.12, Solitary and Cnoidal Waves, ecuacién (13.111).)

Adn més, para las soluciones de la forma f(6) = cn(f), se pueden deducir las
siguientes dos soluciones en los siguientes limites. Si o — 0:

f(0) = en() — cos = cos(kx — wt),

es decir, recuperamos el caso lineal.

Por otra parte, si % — 1, tenemos

£(0) = en(8) — n(z,t) = a sech? [ %(x - Ut)} ,

1
con U = cg+—acy. Esta es la onda solitaria que observé Russell en Edinburgh, Escocia,

en 1834. (Consultar [21].)

Algunas otras ecuaciones han sido estudiadas en otros contextos. Ya mencionamos
la ecuacién no lineal de Schrédinger, ecuacién (37).

Otra ecuacién importante es la ecuacién no lineal de Klein-Gordon:

82 9 82
38 —p—Cc = V'(p) =0,
(38) 52¥ " C 2P TV (9
la cudl es una generalizacién de la ecuacién relativista y cuantica de Klein-Gordon

(24).

La existencia de trenes de onda periddicos es una caracteristica tipica de las ondas
dispersivas no lineales, las cuales deben seguir del postulado de Stokes. De otro modo,
estudios méas detallados deben ser realizados.

En este caso, una extension del modo fundamental de ondas dispersivas,

o(x,t) = Acos(kz — wt),

solamente por una simple superposicién de Fourier, no es posible.

Muchas técnicas han sido desarrolladas como el método de dispersion inversa, las
transformadas de Backlund, las funciones propias cuadradas, superficies de Riemann,
el método de la monodromia, el método de Hirota y el de la funcién 7 (tau), para el
estudio y para resolver las ecuaciones de KdV, NLS y sine-Gordon (ecuacién (38) con
V(p) = cos @), entre muchas otras, siendo estos los més tipicos.

Todos estos métodos pueden ser estudiados a fondo y por separado, pero no lo
haremos en este curso. Para tal fin, pueden consultar [10], [21], [34], [37], [39], [43].

3.9. Tarea.

TAREA 3.1. En la tarea 2.8, se considerd la ecuacion (18), la cual describe una
onda dispersiva e hiperbélica. Calcule su velocidad de fase, (20). s Cudl es su velocidad
de grupo, (21)? ;Son iguales su velocidad de fase y su velocidad de grupo? ;Por qué
st lo son o por qué no? (Hint: Use las definiciones 3.1.3 y 3.1.4.)

TAREA 3.2. Usando el modo fundamental de una onda dispersiva, ¢(z,t) =
A cos(kx—wt), verifique que la relacidon de dispersion dada corresponde a las siguientes
ecuaciones.

También intente encontrar la relacion de dispersion considerando modos fundamen-
tals de la forma o(x,t) = e!F*=%) s Con cudl de las dos formas les fue mds sencillo
encontrar la relacion de dispersion?
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1. La ecuacion del haz:
0? , 04
-7 S p— k) = £yk>.
52 T 5% w(k) = +v
2. La ecuacién lineal de Korteweg-de Vries. Aparece en ondas de onda largas
y poco profundas:
3

d 0 0 3
au—!—coau—&—uﬁu_& w(k) = cok — VE>.

3. La ecuacion lineal de Boussinesq. También aparece en ondas de onda largas
y poco profundas:

0? 5 07 , 0t ak
—p—a"——=p=F"—5p; k) = tak——
a2 ” " 9a2% p 9220¢2 7 w(k) @ /T + B2k2
TAREA 3.3. Para las ecuaciones que aparecen en la tarea 3.2:
1. Encuentre las velocidades de fase 3.1.3, de grupo 3.1.4 y compdrelas.
2. Determine, segun nuestra definicion, ecuacidn (22), si son ondas dispersivas o
no lo son.

TAREA 3.4. Para las ecuaciones (29) y (30):

1. También encuentre las velocidades de fase, definicion 3.1.3, cy(k), de grupo,
definicion 3.1.4, cq(k), y compdrelas.
2. ¢Son ondas dispersivas o no lo son? (Ecuacion (22).) Explique.

TAREA 3.5. Usando el método de la fase estacionaria de Analisis asintético,
aplicado a la solucidn de onda dispersiva (31), encuentre que la velocidad de grupo
en el mimero de onda ko es, precisamente, cg(ko) = %2(ko). (Este problema es un
poco mds avanzado en donde conocimientos de Andlisis asintdtico son requeridos, los
cuales usualmente se dan en cursos de primer ano posgrado.)

TAREA 3.6. Demuestre que la energia de una onda dispersiva se mueve con la
velocidad de grupo. Consultar [43].

TAREA 3.7. Usando el modo fundamental de ondas dispersivas, u = Ae'ka=t)

verifique las afirmaciones 3.8.1 y 3.8.2 para las ecuaciones KAV (36) y NLS (37),
respectivamente. Para la afirmacion 3.8.1, vaya a las referencias [43] o [21].
TAREA 3.8. Para la ecuacion de KAV (36), usando soluciones de la forma
u(z,t) = f(z — ct),
encuentre las soluciones peridodicas cnoidales de Jacobi
u(z,t) = a+b en?(alx — ct — xz0)|m)

(para ciertas constantes a,b, o y m) y la solucion de onda solitaria:
L, 1 2
u(z,t) = —3k sech in(x —K*—x) | .

Puede consultar [10] o [21].

TAREA 3.9. Considere la ecuacion (29). En el limite, hk — oo, encuentre la
relacion de dispersion dada en la ecuacion (35).
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4. ONDAS DISPERSIVAS Y ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES

En esta seccién trataremos a mayor detalle la relacién entre ondas dispersivas y las
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs) que las describen. En la seccién siguiente
veremos cémo resolver estas EDPs usando la Transformada de Fourier.

Como mencionamos anteriormente, ésta es una de las dos clases principales de
ondas, para no llamarla “la primera”ni ”la principal”’, aunque por el nimero de
aplicaciones puede ser asi. El primer estudio es el de ondas hiperbdlicas, que forman
una de las clases principales de ondas, principalmente descrita por la ecuacién clasica
de onda o ecuacion de D’Alambert:

2
o2

Sin embargo, como también fue mencionado anteriormente, no todas las ondas pueden
ser descritas por ecuaciones hiperbdlicas. Podriamos entonces desarrollar fisica y
matematicas mas elaboradas para extender el estudio de ecuaciones hiperbdlicas
empujando la teoria a comportamientos especificos de ondas hiperbdlicas.

Sin embargo, estas ondas pueden ser parte de la otra categoria principal de ondas,
ondas dispersivas.

La definiciéon de ondas dispersivas, como deciamos, es menos precisa. Entonces
definiciones mas restrictivas serdn dadas, y ondas dispersivas més complejas, elabora-
das o sofisticadas se estudiaran dependiendo del problema en particular por resolver.

Por esta razén, las ondas dispersivas cubrirdn una amplia gama de posibilidades de
estudio. Enfatizamos que esta definicién estd enfocada al tipo de soluciones, no a
la forma de la EDP que debe ser satisfecha.

Para mayores detalles pude consultar el texto de G.B: Whitham [43].

u— ciAu = 0.

4.1. Relaciones de dispersién. (Continuacién.) Para ondas lineales, la disper-
sién es encontrada por la existencia de soluciones elementales a Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales (EDPs) (a ser determinadas) de la forma:

pla,t) = Aeilbe=et),

las cuales, al combinarlas linealmente, forman trenes de onda sinusoidales, con

k: el nimero de onda (equivalente a una “frecuencia” espacial);

w: la frecuencia de oscilacién (que en realidad es la frecuencia angular, pero se le
llama simplemente frecuencia en este contexto;)

A: amplitud de la solucién elemental dispersiva.

Definicion 4.1.1. El caso mas simple es el de ondas lineales, que corresponden a
EDPs lineales (homogéneas y de coeficientes constantes). Este caso nos lleva a poner
atencion en el factor A y notamos que se elimina por linealidad, por lo que deducimos
que en las ecuaciones lineales A es arbitraria. Por tanto, s6lo permanece una relacién
entre k y w:

R(w, k) =0,

la cual es la relacién de dispersion. Aqui R es una funcién de dos variables (o de
tres o cuatro si k = k € R? 6 R?) y depende del problema especifico en consideracién.

Ejemplo 4.1.1 (La ecuacion del haz). Buscando soluciones del la forma ¢(z,t) =

Aelkz=wt) o 1a ecuacién
2 0 34
A

obtenemos

R(w, k) = w? —¥*k* = 0.
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Hecho importante. En general, para ecuaciones lineales, homogéneas y con coefi-
cientes constantes, no se requerira la ecuacién una vez la relacién de dispersién
sea conocida.

Similarmente, una vez la relacion de dispersién sea conocida, jla Ecuacién
Diferencial Parcial (EDP) que gobierna el movimiento ondulatorio puede ser
construidal

Si podemos resolver la relacién de dispersién R(w, k) = 0 para w:

w = w(k),
todas sus raices necesitan ser raices reales, a saber:
w = wi(k),
w = wa(k),
w = wy(k),

deben ser reales, si la ecuacién es un polinomio de grado N.

Ejemplo 4.1.1I1. Para la ecuacién del haz,

02 o*
39 — 2 _0p=0
(39) 52 T 5P =0
encontramos
w? — %kt = 0.

la cual tiene dos diferentes modos:
w=w (k) =vk* =0,

(40) w=wy(k) = —vyk*=0,

4.2. Superposicion. Representaciéon en N dimensiones.

4.2.1.  Superposicion. En problemas lineales, combinaciones lineales de los modos
(principio de superposicién) pueden ser escritas para crear la solucién completa del
sistema.

Es mas sencillo trabajar con exponenciales complejas que con funciones trigo-
nométricas sinusoidales. El principio de superposicién nos permite trabajar con:

QD(.%‘,t) _ Aei(lcar:—u.:t)7
puesto que es equivalente a ¢(x,t) = Acos(kzr — wt) + iAsin (kz — wt). Es decir,
Re[p(z,t)] = Acos (kx — wt). O, en el caso de que A sea compleja, A = |Ale™,
%0(3C7t) _ Aei(k‘w—wt) _ ‘A|ei(lmc—wt—‘,-n)7
y asi, Re[p(z,t)] = Acos (kz — wt + 7).

4.2.2.  En mds dimensiones. En més dimensiones, ¥ € RY, ke RY, tenemos

o(Z,t) = AeiF—wt),
A la funcién

0(z,t) =k - — wt,
se le llama fase y nos dice en cudl parte del ciclo oscilatorio estd nuestra onda. Por
decir, si (%, t) = w/4, estamos en 1/8 parte del ciclo: 27/8 = 7 /4.
Ahora bien,
VO(Z,t) = k,

es llamado vector de onda (como similitud al nimero de onda). Nos dice en

qué direccién se mueve la onda plana descrita por esta fase. Es decir, k es normal
(perpendicular) al plano 6(Z,t) = constante.
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Definicion 4.2.1. Para calcular la “frecuencia espacial”, necesitamos calcular la
norma del vector de onda k:

k=[IVO(,1)]| = ||k,
y ésta la definimos como el nimero de onda, la cual podriamos decir que corresponde
a una “frecuencia espacial.”
Definicién 4.2.2. De manera similar. calculamos la frecuencia (angular),
0
=——0
5:0 (& 1)-

Definicion 4.2.3. Ya con estas definiciones, podemos definir la longitud de onda
y el periodo de una onda.

A o= T
1%
T = Q—ﬂ
w
Cualquier valor particular (fijo) de la fase, 8(Z,t) = 6y, se mueve en la direccién
k = ||k||k (con ||k|| = 1), con una velocidad de fase:
- W A
i (k) = —-k.
[l
La rapidez de fase es entonces cy (k) = ||UI:H

Ejemplo 4.2.I. Para la ecuacién de onda en RY,

la relacién de dispersioén es:

con dos modos:

w = w(k)=—collk|.

. w1
C1 (k) = —=—- = Cp,
1Kl
- wo
2(k) =T, = 05
It
con velocidades de propagacion:
_'1(];;) = 60]%7
52(E) = _00]%7

i.e., la velocidad de fase coincide con la velocidad de propagacion en este caso. (Aqui,
k el vector unitario en la direccién de k. )

En general, ¢ = E’(E) es de hecho una funcién de varias variables, ki, ks,..., kN, ¥
ésta es la razén de que el fenémeno de dispersién ocurra.

De esta forma, en las combinaciones lineales de Fourier (sean éstas series o trans-
formadas) tenemos componentes con diferentes nimeros y vectores de onda, teniendo
entonces paquetes o trenes de onda que se propagan a diferentes velocidades y el
fenémeno de dispersion es observado.
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4.3. Clasificacién de ondas dispersivas. Ahora bien, para clasificar (identificar)
ondas dispersivas comenzamos excluyendo el caso

¢(k) = constante,

puesto que observamos que todas las componentes del tren de onda se propagan a la
misma velocidad, ¢(k) = constante, i.e., no hay dispersidn.

También se requieren soluciones reales de la relacién de dispersion R(w, k) = 0.

Por ejemplo, para la ecuacién del calor esto no es posible. La ecuacion del calor es
©r = 7Ap. Buscando soluciones de forma dispersiva, ¢(z,t) = etkr=wt) ghtenemos
—iw = —vk? = w = —ivk?. Por tanto, la ecuacién del calor no tiene soluciones de
onda dispersiva. Esta relacién de dispersion es compleja.

Definicién 4.3.1 (ONDA DISPERSIVA LINEAL). Una onda dispersiva lineal es

-

una onda cuya relacién de dispersiéon w = w(k), es tal que:

(a):
w=wk)eR

i.e., es real, y

(b):

0w

Para problemas en una dimensién, la relacién (41) coincide con la condicién antes
encontrada:

d2
2

Esta condicién es mas fuerte que % # 0, puesto que WW # 0 excluye el caso
w(k) = cok + d, el cual corresponde a una onda hiperbdlica, como veremos adelante.
Sin embargo,
dey _
dk

siendo un caso particular de w(k) = cok + d.
Ahora bien, si

0 = cik)=co = ——=c = w(k)=cok,

(42) w(k) = cok + d, con d#0,
entonces ( )
w(k d
k)= —2 = _
Cf( ) ]f CO + k?
por lo que
deg __ @
dk k¥’

lo cual parece como si fuera una onda dispersiva, pero no lo es. Para verificar que no
es dispersiva, observemos lo siguiente. Tomemos una componente de Fourier de esta

onda:
SOk(l‘ t) — ei(km—wt) — ei(kz—(00k+d)t) — e—idtei(kz—cokt).
Tomando una combinacién lineal (Transformada de Fourier):

oo

/ F(k)ou(z. 1) dk,

— 00

o(,1)

— e—idt/ei(km—COkt)F(k_) dk‘,

— 00

e—idt u($7 )7
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(o}

siendo u(z,t) = / e'(ke—cokt) (k) dk, solucién de Ou Ou

4+ cg=— = 0, la cual es una

ot or

—0o0
ecuacion hiperbdlica. El factor e
el tiempo, mas no dispersivo.
Esto significa que la relacién de dispersién w(k) = cok + d (d # 0), corresponde a
una ecuacion de onda no dispersiva, a saber:
dp Oy

E+Coax

~idt o5 s6lo un factor (de la amplitud) oscilante en

+id ¢ = 0.

dc
La condicién —L # 0 no excluye este caso (ecuacién (42)), al contrario, lo incluye;

por tanto, ésta no debe ser la definicion de ondas dispersivas. Por otra parte, la

d
condicién % = 0 s6lo considera el caso w(k) = ¢ok.

Observacion 4.3.2. Podriamos tener

0? -
i —_— = 5 +oo.
IZLHI%O (81@-8/@-) wk)=0 6 00

Entonces, con una condicién como ésta, un andlisis asintético (aproximativo) se debe
llevar a cabo en detalle.

4.4. Correspondencia entre Ecuaciones Diferenciales Parciales y Relacio-
nes de Dispersion. Este es un tema clave para propésitos de modelaciéon mateméti-
ca o descripciones fundamentales de otros fenémenos como sucede, por ejemplo, en la
teorfa cudntica. Como se mencioné anteriormente, es equivalente (hasta cierto punto)
trabajar con la relacién de dispersiéon que con una ecuacién diferencial parcial
lineal, homogénea, con coeficientes constantes, que describa efectos dispersivos.
Dados los ejemplos anteriores, para obtener la relacién de dispersién (la cual debe
ser real), necesitamos potencias pares (o derivadas pares) y/o potencias impares
(derivadas impares).
» Debemos tener (—iw)?, (ik)? — —w?, —k?,
» 0 bien, (—iw)?, (ik)® — iw?, —ik3, y entonces eliminar i de la ecuacién.
De esta manera, en general, necesitamos coeficientes reales con potencias pares y
coeficientes puramente imaginarios con potencias impares. Por ejemplo:

(43) R(w, k) = a(ik)* + B(—iw)* = —ak? + Bw? =0,
es una relacién de dispersion real. O bien,
(44) R(w, k) = iy(—iw)? +id(ik)5 = —i*yw® +i%6k5 = —yw® — 6k° = 0,

es también una relacion de dispersion real.
La misma cosa sucede con derivadas. La onda plana ¢(z,t) = Ae**=«*0 debe
satisfacer un ecuacion diferencial con derivadas de orden par con coeficientes reales:

2 4
ag 5P+ Bpae = a(ik)?p + B(—iw) e = (—ak® + Bw')p = 0

la cual es una expresiéon con valores reales.
De manera similar, para coeficientes puramente imaginarios tenemos:
.03 0P . ) el . .
z’y%qp—!—zé%gp = iy(—iw)3p+id(ik)°p = —itywdp+i%0k5p = —(ywd +6k%)p = 0,

se necesitan derivadas de orden impar.

De esta discusién podemos concluir que en una Ecuacién Diferencial Parcial pode-
mos mezclar derivadas de orden par e impar siempre y cuando se tengan los coeficientes
reales e imaginarios apropiados con el fin de obtener una relacién de dispersién real.
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Ejemplo 4.4.1. La ecuacién de Schrédinger mezcla derivadas pares e impares:

0 n* 0?2
h—V¥ = ———U
T 2m Oz2
la cual tiene una relaciéon de dispersién asociada:
h2
hw = —k?,
2m

siendo ésta una expresion real.
Esto fue posible dado que podemos admitir coeficientes puramente imaginarios.
4.5. Relacién de Dispersion y EDPs. Considere un polinomio P con:

= coeficientes reales para potencias pares, y
= coeficientes puramente imaginarios para potencias impares.

Entonces, este polinomio define una Ecuacién Diferencial Parcial (EDP) lineal, ho-
mogénea y de coeficientes constantes:

0 0 0 0
(45) P<8tvaxaayvaz>¢_oa

de forma tal que, cuando usamos ondas planas como soluciones

i(k-Z—wt)
)

@('%yvzat) =e (f: (x,y,z)),

obtenemos la relacién de dispersion:

(46) P(*iw,ikl,ikg,ikg) =0.

De este argumento resuelta evidente la correspondencia usual que nos ensefian en
nuestros cursos de propagacién de ondas en las carreras de fisica e ingenierias:

0 . 0 . .
o = —iwe %jw =ikjp, (j=1,2,3),

ot
es decir,
0] . 0 . .
&<—>71w %j<—>zkj, (1 =1,2,3),
o bien,

0 0
w4 1— ki +— —i— i =1,2,3),
8t J ﬁxj (j )
Por lo tanto, es equivalente tener una EDP lineal, homogénea y de
coeficientes constantes para un movimiento ondulatorio dispersivo, ecua-
cién (45), a tener la relacién de dispersién misma, ecuacion (46).

Observacion 4.5.1. Esto obviamente restringe a relaciones de dispersién del tipo
polinomial. Podriamos entonces preguntarnos si hay relaciones de dispersiéon de una
forma funcional mas general. La respuesta es si. Estas se pueden obtener usando
funciones no sélo algebraicas (que generalizan los polinomios), sino también con
funciones trascendentes como para ondas de gravedad en superficies de ondas en el
agua, como en el mar, en donde se tiene una relacién de dispersion muy general como
w? = gktanh(hk), en donde g es la aceleracién de gravedad cerca de la superficie
terrestre y h es la profundidad del agua en reposo. (Nota: no confundir con ondas
gravitacionales.) Ver por ejemplo, [43].

Soluciones de la forma de onda plana ¢(x,t) = Ae!**=“!) pueden describir el com-
portamiento de ondas en unas coordenadas, pero un comportamiento mas complejo
en otras coordenadas.

Ejemplo 4.5.I (Teoria de ondas en agua profunda). Se supone que las ondas se
propagan de forma horizontal, pero la dependencia sobre la coordenada vertical no es
ocilatoria
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Ejemplo 4.5.IT (Comportamiento tipo ondulatorio en todas las variables). Se
requiere una ecuacién integro-diferencial, en una dimensién:

(47) / K (s, ) de = 0,

en donde ¢ = ¢(x,t) y K(z) es el kernel de la ecuacién y es una funcién dada de
antemano. Notemos que la ecuacion es lineal. Podemos entonces buscar soluciones de
onda plana, p(z,t) = Ae!®*=Y por lo que:

|
o

i+ / K(x — €)ikp(&.) de

—iwAe' ke 4k Aot / Kz —&e*de = 0,

—k / K(z—§€)e*de = 0.
Definamos ( = x — £. Entonces:

—k/K(g)eiW—O ¢ = 0,

oo

ekzikeikz/K(C)efﬂc( dC —_ O,

w—k / K(Q)e ™% d¢c = o,

es la relacion de dispersién. De esta manera, la velocidad de fase es:

= / K(Q)e ™ dc.

Asi pues, ¢ = c¢f(k) es la transformada de Fourier del kernel K (z) y asi:

1

() = o / cs (k)™ dk.

— 00
Por tanto, dada cualquier relacién de dispersién w = w(k), podemos construir un
kernel K (z), para obtener la ecuacién de onda dispersiva deseada, (47).
En particular, sea:

C(k) =co+ 62k2 + C4k4 + .+ CQM]C21VI,
Entonces,
K(x) = cob(x) — c28"(2) + a6 (@) + - + (=1)Meanr 6 (),

en donde d(x) es la funcién delta de Dirac. De aqui se sigue que la ecuacién (47)
resulta ser:
Op Op Do Py M
—= + el — i+ (-1
ot T Cor T P ox® T o -
Cuando c(k) es mds general, (como una serie de Taylor), tendrfamos una ecuacién
diferencial con una serie infinita en derivadas. Dichas derivadas se suman usando la
ecuacién (47).

82M+1<p

02M78$2M+1 =0.
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4.6. Tarea.

TAREA 4.1. Encuentre los modos de vibracion, ecuacidn (40), de la ecuacidon del
haz, (39).

TAREA 4.2. Para las siguientes ecuaciones, verifique que la relacion de dispersion
asociada es la indicada. Verifique también que todas son ondas dispersivas de acuerdo
a nuestra definicion. Encuentre sus velocidades de fase y de grupo.

1.

2
(48) %gp —a®Ap+ B2 =0, w(k)==E\0a2k2+ B2
2.
0? 0? ak
4 o 2A _ QA = =+ .
(19) g~ o= A () wlh) =2 —
3.
o? o1
(50) 2P T 72@90 =0, w(k)==+yk%
4.
0 0 ok
1 . Z o= = ok — Bk,
(51) P tag e tbyse=0 wk)=ak-pk
Observacion 4.6.1.
2
1. La ecuacién (48) es hiperbdlica y dispersiva: %w(l@) # 0. Representa vi-

braciones de amplitud ¢, con fuerzas restaurativas —3%p. Es la ecuacién de
Klein-Gordon que aparece en Teoria Cuéntica.

Las ecuaciones (49), (50) y (51) ya no son hiperbdlicas, pero son de hecho
dispersivas.

2. La ecuacién (49) aparece en elasticidad para ondas longitudinales en barras.
Aparece también en ondas en el agua, como la ecuaciéon de Boussinesq para
ondas largas.

3. La ecuacién (50) modela vibraciones de flexién en barras y haces.

4. La ecuacién (51) es la ecuacién linealizada de Korteweg-deVries, cuya ecuacién
no lineal correspondiente modela ondas largas en agua poco profunda.

TAREA 4.3. Para las relaciones de dispersion, ecuaciones (43) y (44), encuentre
las EDPs correspondientes que modelan ondas dispersivas.

TAREA 4.4. Construya la EDP correspondiente a la relacion de dispersion:
w? = gk tanh(hk).
Puede consultar el texto de Whitham [43].

5. ONDAS DISPERSIVAS: SOLUCION POR TRANSFORMADAS DE FOURIER

5.1. Definicién de ondas dispersivas (continuacién.) Revisemos nuevamente
la definicién de ondas dispersivas para posteriormente aprender como generalizarla y
estudiar cémo resolver la ecuacion dispersiva.

Definicién 5.1.1 (Definicién de Ondas Dispersivas). Una definicién restrictiva de
ondas dispersivas estd contenida con la solucién de onda plana

P (3,t) = AT,
junto con la relacién de dispersién

R(w, k) =0, o bien, w = w(k),
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que satisface:

-

w=w(k) € R,

0%w

Esta definicién es demasiado restrictiva, pues considera solo ondas asociadas a Ecua-
ciones Diferenciales Parciales (EDPs) lineales, homogéneas, con coeficientes constan-
tes. No obstante, éste es el punto de partida para generalizar a otras ecuaciones que
no son lineales, ni homogéneas, ni de coeficientes constantes para clasificarlas como
dispersivas.

Ejemplo 5.1.1. Entonces, uno generaliza un paso a la vez. Por ejemplo, la ecua-
cién del haz con coeficientes no constantes:

(52) Pt + 72 (x)@xxxz =0,

no tiene soluciones del tipo onda plana p(z,t) = etlkz—wt) Fsta ecuacién representa la

evolucién de una onda del haz dispersiva en un medio no uniforme, con v = y(z).
El tipo de soluciones de onda plana podria existir localmente, es decir, en intervalos
del tipo (z, — Az, z, + Az) con |Az| < |z,].
Para soluciones de la ecuacién (52) se espera tener un comportamiento similar al
caso cuando v = g es constante, pues la estructura de la ecuacién es basicamente la
misma.

Podemos considerar una separacién de variables de la forma:
(53) o(x,t) = F(kx)e ™™ con w=w(k),

en donde F' es una funcién oscilatoria (quizd F' podria ser una funcién de Bessel o de
Airy.) Esta solucién también describe una onda dispersiva, pero es dificil incluirla
en la definicién compacta de ondas dispersivas dada anteriormente.

Sin embargo, oscilaciones en el espacio estan acopladas con oscilaciones en el
tiempo a través de la relacion de dispersién. Debemos entonces esperar las
propiedades caracteristicas de ondas dispersivas, pero sélo localmente, en
problemas no homogéneos como el aqui mencionado.

Cabe hacer notar que la ecuacién de Schrodinger cae en este tipo de ecuaciones,
por lo que representa una onda dispersiva.

La misma idea aplica para problemas no lineales (ecuaciones no lineales): restrin-
gimos el tipo de soluciones o, mucho mejor, linealizamos la ecuacion y determinamos
si la linealizacién es una ecuacion dispersiva. Decimos entonces que la generalizacién
no lineal es una ecuacion de onda dispersiva no lineal

Una planteamiento atin més general es el de una formulacién variacional de EDPs.
Bajo este punto de vista variacional (integral de accién, ecuaciones de Euler-Lagrange,
Hamiltoniano, ecuaciones de Hamilton) podemos definir ondas dispersivas que cubren
un tipo méas amplio de ecuaciones. Para més detalles de principios variacionales en el
estudio de propagacién de ondas, véase [43], capitulo 14.

5.2. Solucién de ecuaciones de onda dispersivas por Transformadas de
Fourier. El método de Transformadas de Fourier es muy restrictivo y se limita
a Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs) que describen ondas dispersivas, y se
limitan a ecuaciones®:

2Aplica lo mismo que para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs). La ecuacién:
aoy + boy + coy = 0,
la cual es lineal, homogénea y de coeficientes constantes, tiene soluciones de la forma
y(t) = e,

como lo aprendemos en nuestro primer curso de EDOs en la universidad.
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1. lineales,
2. con coeficientes constantes, y
3. homogéneas.

Aqui, tenemos un polinomio P de grado N en la variable w, de tal forma que
tenemos una PDE de orden N en t:

0 0 0 0
54 Pl—= —,—,=— =0
(54) <8t’8x By az>90
Esta seria una PDE la cual satisface las propiedades 1, 2, 3 arriba mencionadas.
Entonces, admite soluciones de la forma:

(55) (@, t) = AeFF=wD " con A = constante,

en donde & = (z,y,2) y k= (k1.k2, k3) es el vector de onda. De esta forma, tenemos
la relacién de dispersion

P (72‘(4), Z'kl.llk‘g, ’Lkg) =0.
Esta es la relacion de dispersion, la cual puede ser escrita como

R(w, k) =0.

Habiamos pedido que esta ecuacién es de grado N en w. Asi, en principio, podemos
resolver para w y entonces obtener N diferentes modos de onda (diferentes formas
o frecuencias de oscilacién):

= w(k),
w = wg(E),
w = wy(k).

Puesto que la ecuacién (54) es lineal, podemos obtener una combinacién lineal de las
soluciones de onda plana, ecuacién (55), como una serie o transformada de Fourier:

(7, 1) = / B (R)eiFa-(®n) gf;
]R3

-

Para cada modo de onda w = wj(k), (j = 1,2,...,N), tenemos una expresiéon como
la anterior, de forma tal que, tomando la combinacién lineal de ellas, obtenemos la
expresion general:

(P(f, t) _ /\Dl(lg)ei(fc’ifwﬂls)t) dE—F‘/‘IJQ(E)ei(E'f*“&(E)t) dE
R3 R3
ot / Uy (F)elFa—wn (B)t) gE.
R3
Las funciones \IIJ(E) (j = 1,2,...,N) se encuentran dando N condiciones iniciales
para ©(Z,t):
o(Z,0) = fi1(2),
9

5PE0 = @)

aNfl . .
W@(%O) = [n(D),

En seguida tomaremos como ejemplo el caso N = 2.
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Ejemplo 5.2.1. Supongamos que la relacién de dispersién, R(w,k) = 0, es una
funcién de grado N = 2 en w. Supongamos ademds que & = (x,0,0) y k= (k,0,0)
son solamente vectores uni-dimensionales. Encontrar la solucién de la ecuacién que
describe una onda dispersiva.

En este caso, la relacién de dispersién, R(w,k) = 0, tiene dos raices, las cuales
deben ser reales de acuerdo a nuestra definicién de ondas dispersivas:

wi (k) = w(k),
= wy(k) = —w(k).
(Esto, el hecho de que wy = —wy, supone que el coeficiente de grado 1 en w en la

relacién de dispersion es cero.) Asf pues, requerimos dos funciones, ¥y (k) y Ua(k) (las
cuales estan por determinarse) tales que:

(56) oz, 1) = / Uy ()i bz =) gj; 4 / Uy (k)i ka0 g

— 00 — 00

Debemos proporcionar dos condiciones iniciales:
90(‘7370> = f(x),
0
&‘p(*xvo) = g($)7

para encontrar ¥q(k) y Uy(k).
Por tanto, evaluando (56) en ¢t = 0,

f(z) = ¢(x,0) = / \pl(k)eikx dk + / \I,2<k,)eik-x dk.

Calculando la derivada de (56) respecto a ¢ y evaluando en ¢ = 0,

o0 o0

%ap(x,t)= / —iw (k) Wy (k)e'Fe=w D df + / iw(k) Wy (k)etthere ) gr.
%w(%o): / —iw(k) Uy (k)e™™ dk + / iw(k)Us (ke dk.
Simplificando:
f@) = ple,0) = [ (0)+ Walb)e™ dk
9 yi '

Estas son Transformadas de Fourier inversas. Por el Teorema de inversién de Fourier,
obtenemos:

(k) + Ba(t) = F(0) = o= [ fla)e e dk
(k) (U ()~ 0a(R) = G) = o [ gle)e a.

—0Q0
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Podemos resolver este sistema para Uq(k) y Ua(k):

7 e LR
Uy (k) ;[F(k) zf((m

Al sustituir estas dos funciones en (56), obtenemos la solucién ¢ en términos de
F(k) y G(k) (las Transformadas de Fourier de f(z) y g(x), respectivamamente.) La
integracién de estas expresiones depende de la forma de la relacién de dispersién
w=w(k).

De esta manera, la solucién, ecuacién (56), toma la forma:

(oo}
1 , .
w(z,t): 5 / F(k)(el(km*‘*’(k)t)+el(kz+w(’“)t)) dk
(58) -~
) G k') i(kxz—w(k)t) i(kz+w(k)t)
*3 / o) © e ) dk.

También puede ser escrita de la siguiente manera:

pat)= 1+ 7 (F(k) +iG(k>) cilbz—w(B)t) g

2 ) w(k)
+;_/ <F(k:) Zg((:))) cilkae+w(k)) g1

A pesar de su forma, esta solucién es real. Procedamos a checar esto. Puesto que

f(x) y g(x) son funciones reales, los complejos conjugados de sus Transformadas de
Fourier son:

F*(k) = F(—h),
G*(k) = G(—k).
Entonces, de la ecuacién (57), y recordando que w(k) es real:
L G(h)] 1 G(=h)
= 2[ ) =z [0+ )
. 1 G*(k) 1 G(—k)
ECI e w*(/«)} s [+ S
Tenemos entonces dos casos.
(a) Siw(k) es impar, entonces —w(k) = w(—k) y asi:
o) = g |Fen S = nen,
w0 = 5 |Fen - iS5 = v
(b) Y si w(k) es par, w(k) = w(—k), entonces:
W) = g |Fen - iSo] = e,
(k) = % F(—k) + Zi((_];)) =Ty (—k)
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Ahora bien, tomando el conjugado de ¢(z,t) de la ecuacién (56)

o0 oo
gat) = [ Wie b iy [y e g,
Considerando los dos casos anteriores:
(a) Siw(k) es impar, entonces
ot (z,t) = / Uy (—k)e oD gk 4 / Wy (—k)e " Fetw®D) gy,
Con el cambio de variables K = —k se tiene w(k) = w(—k) = —w(k) y de esta
forma
ot (z,t) = / \I,l(ﬁ)ei(m—w(n)t) dk + / \I,z(ﬁ)ei(m—&-w(fs)t) dk = p(z, 1),
i.e., *(x,t) = p(x,t) es una solucién real.
(b) Y si w(k) es par,
O (x,t) = / Wy (—k)ehe=w®)) g 4 / U (—k)eitkate®)t) g,
—o0 —o0
Realizando el mismo cambio de variable k = —k se tiene w(k) = w(—k) = w(k),
y asi
(1) = / W ()eis+() g 4 / W (1)l e = (1),
—00 —00

i.e., nuevamente tenemos ¢*(z,t) = p(z,t) una solucién real.

En ambos casos tenemos una solucion real para una ecuacién real.

Ejemplo 5.2.11. Hay soluciones estandar de las cuales se pueden obtener el resto
de las soluciones. Una de éstas es una solucién con condiciones iniciales:

p(,0) = (x),
%np(x,O) = 0.

Encontrar esta solucién estdndar. Tenemos que §(x) es la funcién delta de Dirac. (En
el siguiente ejemplo veremos c6mo obtener la otra solucién estédndar.)

Recordemos que la Transformada de Fourier de la delta de Dirac §(x) es:

~ 17 ik 1
o(k) = 5 / O(z)e™ ™" dk = o~

Ahora bien, de la ecuacién (57), obtenemos:

O(k) | _
(k:)Jrzw k)] =

&)

Vi(k) =

1
2

v = i -] sl
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Entonces, la solucién (56) toma la forma:

oo o0

1 . 1 .
p1(x,t) = /Eez(szw(k)t) dk + / Eez(kx+w(k)t) dk,
1 r ikx ( —iw(k iw(k
= oo [ (et ) ak,
- 2 [ e cos(w(k)t) dk
 4rm ’
oo
L ]Ocos(kx) cos(w(k)t) dk
27 w ’

La ultima igualdad es debido a que sin(kz) es impar:

oo

/ sin(kz) cos(w(k)t) dk = 0,

—00
y cos(w(k)t) es par, independientemente si w(k) es par o impar. De este modo,

obtenemos:

s

(59) o1(z,t) = l/cos(/’csc) cos(w(k)t) dk.

Todo esto, por supuesto, es calculado en el sentido de las “distribuciones” o “funciones
generalizadas.” (Por ejemplo, la funcién delta de Dirac, §(z), y el Valor Principal de
Cauchy al calcular las integrales, son distribuciones o funciones generalizadas.)

Ejemplo 5.2.IT1. De igual modo, podemos pedir condiciones iniciales:

Il
=

¢(z,0)
So(.0) = i)

para encontrar la segunda solucién estandar.

Nuevamente, usando la ecuacién (57), obtenemos:

1|~ 5(k) 1 [
Vilk) = 5 0““)%(16)]2{ i (kﬂw(k)’

1|~ d(k) 1 1 !
\I/g(k) = 5 [O(k) - w(k)‘| - 5 l: N 27rw(k):| - _47TCU(]€).
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En este caso, la solucién (56) toma la forma:

i T eilke—w(k)) " i T eilkatw(k)) "
t) = — - - -
w2, 1) 4 / w(k) 47 / w(k) ’
. R ikx
_ v € —iw(k)t _ giw(k)t) gk
i | w(k) (e ¢ ) dk,
. o0 ik
i e'L xr
= —_— —2 3
yy w(k)( isin(w(k)t)) dk,
1 3 eikx
= 5% ] om sin(w(k)t) dk,
S cos(kx)Mdk.
27 w(k)

Nuevamente usamos la paridad de las funciones, y la ultima igualdad es debido a que
sin(kx) es impar:

/ sin(ij)M dk =0,
w(k)
y m(czlilj)ﬂ es par, independientemente si w(k) es par o impar. Finalmente obtenemos:
w
1T sin(w(k)?)
(60) po(z,t) = - /cos(k;x) o) dk.
0

De esta forma, con ¢1(z,t) v pa(x,t) (ecuaciones (59) y (60)), podemos construir
la solucién general con condiciones iniciales:

(p(ﬂLO) = f(.%‘),
0
Se(w0) = gla),
usando una combinacién lineal continua en forma de convolucién:
(61) plot) = [ or(e - 0@ s+ [ pal ~ w009(6) de.

Nuevamente, estas integrales deben pensarse en el sentido de las “distribuciones”.

5.2.1.  Un par de hechos curiosos. Para terminar esta seccién, tenemos las siguientes
afirmaciones.

AFIRMACION 5.2.1. Tenemos que para una relacién de dispersion cuadrdtica en w,
la solucion de la ecuacidn dispersiva es la siguiente (ecuaciom (56)):

@(z,t): / \Ijl(k)ei(kz—w(k)t) dk + / \IIQ(k)ei(szrw(k)t) dk.

— 00 —0o0
Entonces;

(a) siw = w(k) es impar, entonces el primer término de la solucidn representa un
tren de onda moviéndose a la derecha y el seqgundo otro tren de onda moviéndose
a la izquierda;

(b) si w = w(k) es par, entonces trenes de onda moviéndose a la izquierda y la
derecha estan presentes en ambas integrales.
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5.3. La ecuaciéon de Schrodinger de la Mecanica Cuantica. En esta subsec-
cién y en la siguiente, construiremos la ecuaciones de Schrodinger y de Dirac de la
Mecénica Cudntica. Veremos que son ecuaciones de onda dispersivas con coeficientes
no constantes, las cuales correspondes a generalizaciones de relaciones de dispersiéon
y, como consecuencia, a generalizaciones de ecuaciones de onda con coeficientes cons-
tantes.

5.8.1.  Construccion de la ecuacion de Schrodinger. Mas que una “derivacion”,
“construccion”; o “deduccion” de la ecuacién de Schrodinger, aqui daremos una mo-
tivacién de por qué la ecuacion de Schrodinger es la que conocemos y por qué tiene
esa forma (y no otra forma distinta.)

Cuando estaba en la licenciatura, un companero estaba llevando el curso de Mecani-
ca Cudntica y le hice la pregunta: ;Cdmo se deduce la ecuacion de Schréodinger?, a lo
que me respondié: No se deduce, se postula. Pues si, se postula, como muchas afirma-
ciones en Fisica, pero ;jpor qué se postula de esa forma y no de otra?, me pregunté
en ese momento y muchos anos después también, pero pues en aquel momento no me
quedaba nada claro qué maéas preguntar, ni siquiera mi pregunta me quedaba clara,
ni a qué se referia con “postular.” La respuesta a esta pregunta, sorpresivamente, la
encontré por primera vez en un libro de Mateméticas [31], mas no en uno de Fisica,
y es la motivacuién que a mi me hubiera gustado escuchar en ese entonces y que a
continuacioén describo.

5.83.2.  Mecdnica Cldsica. Para ello, recordemos la ecuacién de la conservaciéon de
la energia de la mecdnica cléasica (en una dimensién):

E = %va +U(x),

en donde v es la velocidad de la particula y U(x) es la energfa potencial. Recordemos
también que el momentum se define como p = mwv, por lo que la energia toma la
forma:

_ 1 2

Consideremos el caso particular de una particula libre:
U(z) = Uy = constante,

por lo que:

2

5.8.8.  Mecdnica cudntica. Ahora bien, hagamos uso de los conceptos encontrados a
principios del siglo XX de la incipiente Mecanica Cuantica. Max Planck y Louis De
Broglie propusieron que debe haber un andlogo cuantico a las cantidades clésicas, en
particular, a la energia F y al momentum p:

1
(62) E=_—p*+ 0.
m

E = hu:%(%‘u),
h h
P= T

en donde v es la frecuencia y A la longitud de onda de “la onda de materia”; h
es la constante de Planck, y se uso el hecho que 2 = Ak. Estas relaciones fueron
encontradas experimentalmente (lo cual enfatizo.)

Sabiendo que w = 27v es la frecuencia angular y definiendo:

_ N
T on’

obtenemos:
= hw,
p = hk.
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Substituyendo estas expresiones en la ecuacién (62), obtenemos:
h2
hw = —k* + Up.
2m

.Qué es esto? {ES UNA RELACION DE DISPERSION!

Y bien, ya aprendimos que para una relacién de dispersién, polinomial en w y k,
corresponde una ecuacién en derivadas parciales (EDP) (1) lineal, (2) con coeficientes
constantes y, (3) homogénea, bajo la “transformacién” o “equivalencia”

w < ’La,
k i
—> U
82
por lo que k? +— Rk
(Cudl es la EDP asociada a esta relacién de dispersién?
0 n? 02

63 h—Y = ——— Upt.
(63) [ 8tw 2m8m2w+ ot

Esta es la ecuacion de Schrédinger de la particula libre, la cual es, insisto, una EDP
(1) lineal, (2) con coeficientes constantes y, (3) homogénea. La generalizacién sencilla
es suponer ahora el potencial, que era constante Uy, pensarlo ahora variable, teniendo
entonces una ecuacién de onda dispersiva con coeficientes variables:
. 0 n? 02

tha = —5 55+ U@,
que es la famosa ecuacion de Schrédinger de la Mecanica Cuéntica. Aqui,
¥ =(x,t) € C. Si estamos en 3 dimensiones, obtenemos:

12— Ay UGy, 2
1 Bt - 2771, m7y7z b)

En donde A = 8‘9—; + 8‘9—:2 + 68—;2 es el Laplaceano.

5.8.4. Solucion de la ecuacion de Schridinger libre. En esta subseccion resolveremos
la ecuacion de Schrodinger libre, es decir, con potencial constante Uy, y en una
dimensién, ecuacién (63). Dado que es una EDP lineal y coeficientes constantes,
usaremos la Transformada de Fourier como lo hicimos en la seccién anterior, seccién
5.2.

Asi pues, tenemos la ecuacién (63):

L0 K2 02
Zhad) = 7%@1# + Uo®,
con condicidn inicial
¢(x7 0) = f(x)v

y comportamiento al infinito
|(z,t)] — 0, cuando x —> +oo, para t>0.

Requerimos, para empezar, la transformada de Fourier de la funcién Gaussiana:

s =, =[5

Definicién 5.3.1 (La Transformada de Fourier). En esta subseccién definimos la
transformada de Fourier como:

Flu](k,t) =k, t) = / u(z,t)e*® de,

— o0
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de forma tal que el Teorema de Fourier es

o0

/ a(k,t)e*e dk.

— 00

u(z,t) = oy

El Teorema de Convolucion en este caso se escribe como

Feg(k) = Fk)g(k).

Estamos listos. Tomemos la transformada de Fourier, miembro a miembro, a la
ecuacién de Schrédinger libre, ecuacién (63)3:

into = P Caeiiug
a” 2m 0%
Y(k,0) = f(k)
Simplificando:
d~ ([ h 5 U\~

Cada una de estas ecuaciones tiene por solucién

Dk, t) = Flk)e immk temi Rt

Ahora bien, sabemos que:

% = Lam = L
™

m —~
Entonces, definiendo b = 2iht la exponencial que aparece en ¢(k, t) se puede reescribir
i

=

como:

. 2
_712&](,2 _ k2
m e 4b

_ \/Ee/—?)?(k).

El siguiente paso no es riguroso, pues b se supone real, pero puede probarse con la
teoria de variable compleja:

€

e_i%kz = m 6_(2;%t)x2 (k)

Por lo tanto:

Dlk,t) = Flkjetmmteime
= Jlk)e it it
= ket [ i) (k)

I
¥
3
3

D

L

:*‘oq

=

-

N—

D

>

s>
N—
13

V)
—
=

Y, por el teorema de convolucién:

Blht) = | o % FLfa) w0,

F) .
3Nota. Para la equivalencia a—w = —ikt), se necesita el comportamiento asintético |¢(z,t)] — 0,
x

cuando x — Fo0.
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Entonces, por el Teorema de Fourier, finalmente obtenemos

(64 W) = g /fw— G gy

es la solucién de la ecuacion de Schrédinger libre.

Observacion 5.3.2. Observemos que esta solucién no se puede encontrar por la
técnica de separacién de variables, pues ésta ¢ (z,t) no es de la forma F(z)G(t).

Observacion 5.3.3. Si la ecuacién (63) la escribimos de la siguiente manera:

0 _h &? Uo
o’ = amom T Y
y ponemos la constante v = z— y Up = 0, obtenemos la ecuacién del calor:
32
aw =7 @W

Asi, usando la solucién (64), obtenemos:

vt = o= /fx— Jem 7" dy,
"}/71'

es la conocida solucién de la ecuacién del calor. Esto es de esperarse. Usamos la
misma técnica para resolver la ecuacion del calor que aprendimos en nuestros cursos
de Transformadas Integrales.

5.4. La ecuaciéon de Dirac de la Mecanica Cuantica. La ecuacion de Schrédin-
ger proviene de la cuantizacién de la energfa cinética cldsica (equivalentemente, de la
energia total de una particula cléasica libre, i.e., con potencial constante que bien pue-
de valer cero y, posteriormente, a ecuaciones con coeficientes variables.) No obstante,
dado que la fisica relativista era también de recién creacién, una idea es incorporar
la mecéanica relativista a la cudntica. Ese fue el objetivo de varios fisicos, como Klein,
Gordon y Dirac. Para ello, es necesario cuantizar la energia cinética de una particula
relativista, como el electrén. Esto fue lo que hizo Dirac en [7, 8, 9]. Aqui daremos una
breve descripcién del trabajo de Dirac e incluiremos brevemente la contribucién de
Klein y Gordon.

Dada que la ecuacién de Dirac es una ecuacién cudntica y, a su vez, relativista,
quizd vale la pena revisar los conceptos principales de Relatividad Especial. Para este
fin, puede usar el texto Mathematical Aspects of Quantum Field Theory, por Edson
de Faria (Universidade de Sao Paulo) y Welington de Melo (IMPA) [12].

Una pregunta que me surge justo en este momento es la siguiente: si la ecuacién
de Schrédinger es no relativista y si suponemos que en el mundo atémico-cuantico
se mueven las cosas a velocidades cercanas a la de la luz, jpor qué es mas usada la
ecuacion de Schrodinger que la de Dirac? Esta pregunta atn la tengo sin respuesta.

5.4.1.  Mecdnica relativista. Este texto [12] es, en muchas partes, un tanto descuidado
en cuanto a su manejo de las mateméticas, pero uno puede seguir muchas de las ideas
fisicas que presenta. Los puntos importantes los podemos enumerar, grosso modo, y
son los siguientes:

2

1 1
1. La energia cinética clasica F = §mv = 2—;02 tiene su equivalente relativista:
m

(65) E? = 2p? + m*ct,
en donde m es la masa de la particula en movimiento, p su momentum lineal y
c es la velocidad de la luz en el vacio. Si p = 0, obtenemos la famosa ecuacién

de Einstein de la energia de un cuerpo de masa m en reposo:

E = mc>.
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Si se considera el limite v/c — 0 (v es la velocidad de la particula), se recupera
la energia cinética clésica.

. De la ecuacién (65) uno puede construir la ecuacién de Klein-Gordon, que fue el

primer intento de “relativizar’ la mecdnica cudntica. De la relacion frecuencia-
energia de Planck-Einstein, £ = hv = hw, y de la relacién de longitud de onda
de De Broglie, p = h/X = hk (h es la constante de Planck, i = h/(27), w es la
frecuencia angular y k el ntimero de onda) obtenemos:

h2w? = ARPE? + m2ct.

iEsta es una relacion de dispersiéon correspondiente a una onda
dispersiva! Esta onda es de la forma usual, exp(i(kz — wt)), cuya ecuacién
diferencial parcial correspondiente se sigue de la correspondencia 0y +— —iw
y O «— ik, es decir, w «+— 10y y k +— —i0,:

2 9? _ 232 0? 2 4
Reescribiendo: ) ) ) 4

0 5 0 m-c

eV ot T TR =0

y ésta es la ecuacién de Klein-Gordon.

. Ahora bien, la ecuacién de Klein-Gordon no convencia mucho a los fisicos de

aquella época pues era de segundo orden. En principio no me queda claro por
qué el segundo orden no los convencia, pero haciendo una analogia con la energia
cinética cldsica, en la que E > 0 y en la ecuacién (65) podemos tener E > 0 o
bien E < 0, mejor se debe tener:

_ 2 2.2
E =c\/p? +m?c?,
como la energia cinética cldsica en donde E > 0. Ademds, en la conservacién

de energia clasica, la energia total aparece con potencia de grado 1.
Si usamos ahora la relacién de Planck-Einstein y la longitud de onda de De

Broglie, obtenemos
hw = e/ h2k2 + m2c2,

pero esta relacién de dispersiéon no es un polinomio en w y k, por lo que no
podemos asociarle inmediatamente una ecuacién en derivadas parciales, lineal,
homogénea con coeficientes constantes.

. Es por esto que Dirac ide6 una forma de escribir h2k? + m?c? = (algo)? de

forma tal que
hw = ¢y/(algo)? = c(algo),

y ésta deba ser una relacién de dispersién polinomial, a saber, de primer grado
en w y k, de donde se sigue (se debe seguir) la ecuacién de Dirac.

. Si P = (p1,p2,p3), entonces p*> = ||p]|? = p? + p3 + p3, la ecuacién de Klein-

Gordon en 3 dimensiones es:
92 2 4

9 m*c*
g AT T =0

con A es el Laplaceano en 3-dim. De esta forma, se espera encontrar una relacién
de dispersién equivalente a (66)

E = o[+ 2,

y asociarle una ecuacién diferencial parcial lineal, homogénea y de coeficientes
constantes.

Uno esperaria que esta ecuacion sea de primer orden en las tres dimensiones
espaciales. El término FE indica que se tiene una derivada de primer orden
temporal. Los brasilefios [12] factorizan el D’Alambertiano (? = §? — A = D?,
para algin operador D a ser determinado, pero no es la forma correcta de
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proceder. En las siguiente seccién, “factorizaremos” el operador —c?h2A+m?2c?,
para de esta manera construir la ecuaciéon de Dirac.

5.4.2.  Factorizacion del operador “momentum cuadrado” libre relativista: Construc-
cion de la ecuacion de Dirac. En esta seccién seguiremos el trabajo de Dirac [7], pero
podemos comparar con el trabajo en su libro [9], en el cual la unica diferencia es
un signo ”—", pero no tiene relevancia fisica ni matemaética. Son equivalentes como
veremos.

Tenemos que la energia cinética de una particula relativista libre (sin potencial)
con momentum p'y masa m, cumple la relacién como en la ecuacién (65):

B = p? + m2ct.
Ahora, escribiendo la energfa cinética como en (66)

E = c\/p? +m3c2,

y bajo la aproximacién asintética v/c — 0 (v = velocidad de la particula; ¢ = velocidad
de la luz) se recupera la energia cinética clasica:

2
E = mdc? (1 + %10% + O(U4/C2)> =mc® + %02 +O0(vt/c?).
(Esta es una de las razones por Is que se debe de encontrar una relacién de dispersién
para la ecuacién (66) y no para (65)).
Dado que para ecuaciones dispersivas necesitamos w <— i, entonces la relacién
de dispersién relativista debe ser de primer orden en el tiempo.
Ahora bien, la primera cuantizacién indica que:

E = hw, (Planck-Einstein,)
7 = hk, (DeBroglie.)

de lo que obtenemos:

(67) hw = eV k2 + m2¢2,

(en donde k? = ||k||?.) Esta es la relacién de dispersién para particulas cudnticas
relativistas. Queremos encontrar una ecuacién diferencial parcial (EDP) asociada a

esta relacion de dispersién. No es posible hacer directo el cambio w <+— za y

0

kg <— _287’ (a = 1,2, 3), porque se requieren relaciones de dispersién polinomiales,
a

como es el caso de la ecuacién (65). Por esta razén se trabaja con esta ecuacién cuya

EDP asociada es la ecuacion de Klein-Gordon
82
(68) h?w? = ARk + m?ct = —hQ@ = —*R2AY + m*cty.
Notemos que de (67), efectivamente, la EDP debe ser de primer orden en el tiempo.
Entonces quisiéramos una EDP de la forma:

L0 PN
(69) zh&w =Py,

con P un operador diferencial de primer orden en las variables 1 = z, x5 = y, z3 = 2,
de forma tal que:
9?2 ~
wﬂ} =P 1/}a
es decir, F? = (“algo”)Q. Aqui “algo” = ’ﬁ, el cual es el operador diferencial por
determinar.

Comparando con la ecuacién de Klein-Gordon que aparece en la ecuacién (68),

—h?

definimos P tal que:

(70) P2 = —Ph2 A + m2ctip.
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Notemos que queremos calcular la “raiz cuadrada”del operador £ = —c2h2A +m2c41d:

en donde Id es la matriz identidad.
Es aqui en donde a Dirac se le ocurrié escribir al operador P como sigue:

~ .0 .0 .0
P=c (_alm(%cl — ozghza—ac2 — aghza—x?‘ + mca4> ,

de forma tal que la ecuacién (70) en términos dispersivos, i.e.,

0
ko +— —z’a—,a: 1,2,3,

La

se escribe como:
& (a1 hky + aohiky + aghks + mca4)2 = (02h2k2 + m204)1d,
i.e.:
(71) (arhky + aoliks + ashks + meay)® = (h2k? + m*c?)1d,
que si usamos la relacién de DeBroglie, p = hk:
(a1p1 + aopy + asps + meay)® = (p? + m2c)Id,

que es la ecuacién con la que trabaja Dirac, pero no lo muestra directamente en su
articulo pues incluye al operador temporal pg = W/c = fiw/c = i(h/c)0;, pero este lo
tratamos més adelante. Es asi como Dirac estuvo trabajando en términos de ondas
dispersivas sin decirlo (;o sin saberlo?)

De esta forma Dirac trabaja con la expresién en términos dispersivos (71) y no con
operadores diferenciales, aunque tampoco lo diga de forma explicita en su trabajo.

Para ello, expande el lado izquierdo de la ecuacién (71), pensando en las a,’s
como matrices y no como escalares (jcémo se le ocurri6 esto de pasar de un ecuacién
escalar a una matricial? No tengo la menor idea) para, al hacer corresponder los
términos obtenidos con el lado derecho de la misma ecuacion, obtener las relaciones
de conmutacion:

(72) ?=ai=ai=0a7 = Id,
(73) agoy oo, = 0, pv=1,234, p#uv.

En este punto es en donde uno encuentra las Algebras de Clifford en su represen-
tacién matricial, oy, € C**4. Entonces, la ecuacién (69) es la ecuacién de Dirac:

0 ) 0 , 0 ) 0
(74) zhaw =c (—zhal 8—%7,[1 - zhaga—mw — zhaga—xgw + mcauﬁ) ,
Aqui, ¢ : R? x Rt — C*. Dado que
0
zhaﬁhw:E:VV:cpo
' 3]
_Zhaxa — hky, = pa,

se sigue la relacién de dispersién,
hw Id = ¢ (haiky + hasks + hagks + meay) ,

con Id, la matriz identidad, pues aqui estamos manejando matrices.
En términos de las variables dinamicas, la relacién de dispersién se escribe

po Id = (a1p1 + aops + asps + meaa)
y es la ecuacién que aparece en su libro [9]. En el articulo [7] tiene:

po Id = — (a1p1 + aops + asps + meay) .
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(Por qué se pueden admitir estos dos signos? Esto es lo que se dejé pendiente
anteriormente.

Para argumentar (no necesariamente demostrar) que las dos ecuaciones son plau-
sibles, procedemos como sigue. Consideremos los operadores

9 R
hld— —
ihld o P,
9 R
chld —
thld= + P,
y apliquémoslos uno tras otro a la funcién v y en order inverso, es decir:
. 0 = . 0 = _ 9 05 4. 0 9
(mId@t — P) (thdat + P) Vv = D) Idﬁw + lhIdatP chIda P,
; 9 ) : 9 5 _ 2 0? . S 5. 0 =9
(thdat + P) (thdat — P) v = —h Idﬁ@/} — thdgp + ’chlda - P,

Ahora bien, como la matriz identidad, Id, conmuta con las matrices «,,, asi como
la derivada, 0;, conmuta con cada una de las derivadas espaciales, 0;,, que aparecen

en P, se sigue que J; y P conmutan y, asi:

N PP,
+ihld =P — Pihld o =0,
por lo que
(z’hlda - 73) (ihlda + 73) - 212 w P2 =0
ot ot ot? ’
(z’hlda + 73) (z’hlda - 73) v = —hzld—w Py =
ot ot

Esto tltimo por la definicién de 7/527 ecuacién (70), y la ecuacién de Klein-Gordon,
ecuacién (68).
Podemos concluir entonces que las “raices” de la ecuaciéon de Klein-Gordon,
0? ~
2 _ P2 )
—h Id@ﬂ) = P 'l[), sSon:

ihld = w = Py,
ihld = w = —Py,
por lo que ambas ecuaciones, la que aparece tanto en el articulo como en el libro de

Dirac, son validas.
De forma explicita tenemos:

0 B . 0 0 0 .mecaoy
Zhalﬁ = —ihe (04162311/14‘@26@@/14‘@3631/1‘*‘2 3 1/J> )

0 B . 0 0 .meaoy
'Lha'l/) = +ZhC (Oél aixlw =+ O{QTM'IZJ + « 3 1/} +1 3 /(/}> .

Es de aqui de donde se sigue que la particula cuantica relativista puede tener tanto
energia positiva como negativa y la prediccion de la existencia del positron sigue de
esta conclusion.

Para terminar esta seccién, escribimos de forma explicita las matrices de Dirac:

_ (02 gy _
a] - (JJ 02) ) J= 1a2537

(L 0y
Qg = 02 12 )
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en donde 0z es la matriz 2x2 de ceros, I es la matriz identidad de 2x2,y 0,7 =1,2,3,
son las matrices de Pauli:
(0 1
= 1 0)°

{0 -1
oy = 1 1 0 5
1 0
0 —-1/°
Si la particula estd bajo la influencia de un potencial externo, la generalizacién es
similar como para la ecuacién de Schrodinger:

g3

0 ) 0 0 0 meay
h— :—h _— _ Q—
thagv =1 c(a13x1w+a28x2¢+a38x3w+l n

1/J> + U(x).
Esta es la ecuacién de Dirac con potencial externo.

5.4.83. Solucion de la ecuacion de Dirac libre. En esta seccién resolveremos la ecua-
ci6én de Dirac libre, es decir, con U(z) = 0, como en la ecuacién (74):

L0 0 0 0 .meay
(75) zh&w = —ihc (al %ZZJ + aga—yd) + 043%1/) +1 - 1/)) ,

y condicién inicial:
P(z,y,2,0) = f(z,9,2).
Tomemos la transformada de Fourier en (75):
0 ~

. meog\ ~
Fride —ic (alkl + asks + agks + W 4) .

En donde la transformada de Fourier de ¢ = v¢(z,y,2,t) es zZ = {p\(k‘l,kg,k:&t).
Resolviendo este ultimo sistema de ecuaciones, obtenemos:

mcay

i(kjlv k‘g, kg,t) _ e—ict(a1k1+(x2k2+a3k3+ = )f(kla kQ, /413),
Aqui, f(k:l,k:g,kg) = IZ(khk‘Q,k‘g,O) es la transformada de Fourier de f(z,y,2).
Aplicando la transformada inversa, obtenemos.
1/J($ Y, 2 t) _ i/efi((kna:+7€2y+k32)1d+ct(a1k1+a2k2+a3k3+mcha4)) A(kl ko k3) d];
b b) b 271_ ) ) b
RS

con dk = dkidks, dks.
Notemos que aqui debemos ser cuidadosos porque tenemos la exponencial de
matrices que no conmutan entre si.

5.5. Tarea.

TAREA 5.1. Resuelva la ecuacion (52) usando la separacion de variables dada en la
ecuacidn (53). Para ello, comience resolviendo la ecuacidn con coeficientes constantes,

y(z) = 0-

TAREA 5.2. Usando este método de la Transformada de Fourier, resuelva le ecua-
cion de onda:

02 9 0?
¥~ g =0
con condiciones iniciales:
o(x,0) = f(z),
0
—(x,0) = g(),

ot
para obtener la solucidn de D’Alambert, ecuacion (10).
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TAREA 5.3. Si w = w(k) no es par ni impar, entonces w(k) serd una funcion
compleja. Recuerde que, en este caso, los coeficientes de potencias pares de k deben ser
pares y los coeficientes de las potencias impares de k deben ser puramente imaginarios.
Bajo estas consideraciones, demuestre que la solucion (58) es real.

TAREA 5.4. Partiendo de la solucion de la ecuacion dispersiva usando soluciones
estdndares, ecuacion (61), construya la solucidn encontrada directamente por trans-
formadas de Fourier, ecuacion (58).

TAREA 5.5. Pruebe la afirmacion 5.2.1

TAREA 5.6. Ezpandiendo el lado izquierdo en la ecuacidn (71), encuentre las
relaciones de conmutacion (72) y (73).

6. PARES DE LAX: EJEMPLOS BASICOS

Comenzando con esta seccién podemos decir que comenzamos con la segunda parte
de estas notas, con el estudio de ondas no lineales. Como veremos, la teoria lineal sera
de suma importancia para el estudio no lineal. Comenzaremos estudiando los afamados
“pares de Lax”, los cuales son centrales para una formulacién de integrabilidad de
EDPs, las cuales forman un caso muy particular de ecuaciones de onda dispersivas y
no lineales. Veremos como se integran todas ellas més adelante. “Integran” en ambos
sentidos, de aprender cémo se juntan en un todo y también en el sentido de calcular
sus soluciones exactas.

6.1. Los ejemplos mas elementales de pares de Lax: el oscilador arménico.

6.1.1. El oscilador armdnico. Sabemos que el oscilador arménico tiene, como Hamil-
toniano:

L oo 1,
con ecuaciones de evolucién (ecuaciones de movimiento de Hamilton):

. 0OH 1
q = ap = mpa
OH
) = —— = —kq.
p dq q
. . k
Si definimos w = {/ —,
m
. 1
q = —Dp,
m
p = —mwq,
resulta la ecuacién del oscilador armonico:
j=—uwq.
También podemos escribir
1 1
H — 20 Cm?d?
(@:p) = 5 —p" + 5mw’y

Algunos autores normalizan con m = 1, pero aqui mantenemos nosotros la masa m
arbitraria.

Definicién 6.1.1. El par de Lax del oscilador arménico es un par de operadores
lineales (en este caso, matrices) dados por [5]:

1
_(mP  wa ). _1 (0 -1
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La ecuacién de Lax es (en la siguiente seccién veremos por qué es esta ecuacion):
(77) L+[L,P] =0,
la cual, para el caso del oscilador armoénico, resulta:
Ly wg wlq —%p 0 0
me i.]+ w me ) = .
wq — P —=p —wq 0 0

De aqui se sigue:

1.
—p+wiqg = 0,
m
m
las cuales son las ecuaciones de Hamilton para el oscilador arménico. Por tanto,
4 = —w?q, que es la ecuacién del oscilador arménico.
Calculos.
Aqui calculamos el conmutador [£, P]:
1 1
_ wp  wqg \1 (0 -1 _1 0 -1 =P wq
£, P] (wq — ;p) 2w 1 0 2w 1 0 wq — %p
1 1 1 /_ 1
Mg )k D)
2 \—mp —wg) 27\ ;P wg
1 _2
= (e e
2 \—75p —2wq

_1
—mp —lwg
6.2. Ecuaciéon de Lax para EDOs. Dados dos operadores lineales, £ y P,
podemos considerar un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

ov
(78) o =LY
oV
(79) - =PV

Para ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), no hay dependencia explicita de z,
asi que tomemos:

(x,t) = p(t)er®.
Por lo tanto, la ecuacién (78) resulta ser:

W) = L) = €T = ML)

(El caso més general serd considerado posteriormente). Entonces, el sistema de ecua-
ciones (78)-(79), se convierte en

(80) Ly = M,
oY
(81) o P

Este es un sistema de ecuaciones sobredeterminado para . Hay una condicién
de compatibilidad que hace de estas dos ecuaciones (80)-(81) ser consistentes. Para
ello, debemos eliminar la funcién ¢ del sistema. Notemos que la ecuacién (80) es
un problema de valores propios. Derivando miembro a miembro dicha ecuacién con
respecto a t, se tiene

Liyp + Lapy = Mtp + Ay
Ahora, usando la ecuacion (81),
L+ LPY = M+ AP,
= MY+ P(\Y), dado que P es lineal
= MY+ PLyY, por la ecuacién (80)
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Por lo tanto,
L)+ LPY = M\ + PLY,
i.e.,
Lip+ (LP —PLYY = M.
Si esto se cumple para cualquier ¢ que satisface (80)-(81), se tiene

Et + [E,P] == )\t.

Por lo tanto,

Li+[L,P]=0 — At = 0.
Entonces los valores propios son constantes de movimiento, si la ecuacién de Lax (77)
se cumple.

TEOREMA 6.2.1. ([26, 27]) Para los operadores lineales L y P que definen el sistema
(80)-(81), entonces los valores propios de L son constantes de movimiento si, y sdlo
st, la ecuacion de Lax:

L+[L,Pl=0

se satisface.
En seguida, veremos cémo resolver el oscilador arménico usando su par de Lax (76).

6.3. Resolucién del oscilador armoénico: el método de dispersion inversa.
En esta subseccién resolveremos el oscilador arménico usando el método de dispersion
inversa. Veremos que es muy elaborado y pues uno se preguntaria por qué no mejor
uno lo resuelve con los métodos clasicos de EDOs. Pues porque, por una parte, los
métodos cldsicos ya los conocemos y, por otra, para aprender en qué consiste el método
de dispersién inversa y asi poder aplicarlo a ecuaciones como la de Korteweg-deVries
(KdV) y también darnos cuenta desde ahora que es un método muy elaborado, que
lleva tiempo digerirlo y entenderlo.

6.3.1. El problema de valores iniciales. Queremos resolver el problema de valores
iniciales del oscilador arménico:

1
= = 0) =
q D, q(0) = qo,

p = —mw’q  p(0)=po.
Consideremos el problema espectral (80) en ¢t = 0, £(0)%(0) = A(0)1(0), i.e.,

1 (0) (0)
who  wWqo v _ 1
82 m = X0 .
(52) (mie o) < ém) 0 ( §O>>
6.3.2.  Los valores propios. Calculemos los valores propios A(0) resolviendo la ecua-
cién caracteristica:
det(L(0) — X(0)I) =0,

i.e.,
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la cual es la ecuacion caracteristica. Las soluciones a esta ecuacién son los valores
propios del problema y, dado que sabemos que son independientes del tiempo,

2
MﬂkﬂﬂkﬂmiVE%ﬂﬂﬁ

Ahora, usando la ecuacién caracteristica,
)\2+)\2—2>\2—2<+w q0> 2 +2w 2q2,

i.e.,

1
(AT +X3) = 2pf0+ 2mw .

|3

Por lo tanto,

Energia(0) = %Tr(ﬁz(O)).
De forma similar,

Energfa(t) = %Tr(ﬁz(t)).
Puesto que las A’s son cantidades conservadas,

Tr(L£%(t)) = Af + A3 = Tr(L£*(0)).

Y asi,

Energfa(t) = %Tr([?(O)).
Por lo tanto, el Hamiltoniano se conserva:

H(q,p) = 7 Tr(£%(0)).

6.3.3.  Los vectores propios. Tenemos que resolver el sistema (82) en A(0) = A; (con

j=12),
(Tlnpo —Aj wqo ) ¢1 (0) .
wqo T wé?j) 0

Las dos ecuaciones son equivalentes (porque el determinante es 0). Por lo tanto, la
primera de las ecuaciones es

<1p0 - ) w + wqo '(/)2 = 0,
m

i'ev <)‘ - pO) ,(/Jl = WQOQ/JS?J)a

i.€., los vectores propios son
70) _ ( wio, )
1,2 =
’ A2 — mPo

Tenemos entonces un conjunto propio (A2, 1%02)) Deseamos calcular la evoluciéon
en el tiempo de este conjunto propio. Esto nos ayudard a calcular £(t), la cual contiene
q(t), p(t), es decir, las soluciones del oscilador armdnico. Este es la parte del problema
inverso, de donde proviene el nombre del método.

En este punto, ya conocemos la evolucion en el tiempo de los valores propios
A12(t) = A1,2(0), puesto que son constantes de movimiento. Para encontrar ﬁl’g(t),
haremos uso de la ecuacién (81):

% = P, == P;i(t) = eptwj(O), ji=12.
Ahora necesitamos calcular e??. Esta es una tarea sencilla puesto que P es la matriz
constante:

1 /0 -1 pt _ [cos@ —sind
(84) 73—2w<1 O) - ¢ _(sin9 cos@)’

(83)
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con § = wt. Notemos que e”* = U(t) es una matriz unitaria:

UMU*(t) = U (U (t) = 1.

Célculo de la matriz ¢”?.

La matriz P tiene valores propios
1.
12 =+—w
1,2 2

y su matriz de vectores propios es

con matriz inversa

1 /i -1
S - N—1 4
(’Ul,’Ug) = % (Z 1 ) .

Si M = diag(p1, pi2), entonces
Mt eéiwt 0
e = 0 e—%iwt

cosf) —sin 9)

sinf  cosf

y asi,
ePt _ (1—)»171—}»2) eM't (1—)»171—}»2)—1 — (

la cual es la matriz que aparece en (84).

Ahora ya sabemos cémo es la evolucion temporal de los valores y vectores propios,
A;i(t) = X;(0), ¥;(t) = eP';(0) (j = 1,2), de la matriz £, y también sabemos que la
ecuacion:

(85) L(t)Y;(t) = A;(0)eh;(t),
wh Wy
se cumple; pero ignoramos qué es L(t) = (zq 1 ), la cual contiene la solucion

a nuestro problema.
Ahora bien, jcémo encontrar L£(t)? Procedemos como sigue. Sustituyamos 1;(t)
dada en la ecuacién (83) en la ecuacién (85),

—

LOT;(1) = A(0)d;(0),

LOU®E;0) = M\ (0)U(t);(0),
U= ) LOU);(0) = 2;(0)3;(0).

Evaluemos la ecuacién (85) en ¢t = 0 y comparemos con la ecuacién anterior. Se sigue
que:

B L(t) =U#)LOYU(t).

(i) Notemos que jhemos “vestido” ( “dressed” ) al operador inicial £(0) para obtener
al operador que evoluciona en el tiempo L(t)! (Este no es el método de “vestir”
(dressing method), pero una idea muy similar estd detrds de él.)

(ii) También notemos que, dado que U(t) es unitario, jentonces el espectro de £(0)
y de L(t) es el mismo! Consecuentemente, los valores propios A(t) de L(¢) son
independientes del tiempo

lo cual fue ya demostrado.
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Por lo tanto, podemos calcular:

L) = cosf) —sinf %po wqo cosf)  sinf
~ \sinf® cos@ wqy — =po) \—sinf cosf
20 (cos? § — sin 20) — wqp2 cos b mn 0 1;0 2cosfsinf + wqo(c% 6 — sin? 0)
299 cos 0 sin 6 4 wqo(cos? 6 — sin 20 — 2o (cos? § — sin 20) + wqp2 cos O sin O

(22 cos20 —wqosin20 B2 sin 26 4 wqq cos 260
 \Zsin20 +wgocos20 — p—“ cos 260 + wqq sin 260

i.e.,

(86) L) = B0 cos(wt) — wqosin(wt)  Eosin(wt) + wqo cos(wt)
=\m PO sin(wt) 4 wqo cos(wt)  — "bo PO cos(wt) + wqo sin(wt)

ya que definimos = 1wt. Usando la definicién de £(t), la ecuacién (76) y comparando
con la ecuacién (86),

p(t) = pocos(wt) — mwqp sin(wt),
bo .
t) = —s t) + qo cos(wt
at) = O sin(et) + g cos(w),

jes la solucién del oscilador armoénico!
Vemos que las ecuaciones de Hamilton ¢ = £ y p = —mw?q, son satisfechas. De
esta manera, resolvimos el problema de valores iniciales del oscilador arménico usando

el formalismo de los pares de Lax.
6.4. Los ejemplos mas elementales de pares de Lax: el cuerpo rigido.

6.4.1. El cuerpo rigido. Supongamos que un cuerpo rigido rota con una velocidad
angular 0 y que tiene un momentum angular L. La ecuacién de movimiento para una
particula en rotacién es:

dL  ~ -
— =Qx L.
at
Componente a componente,
!?1 QoL3 — Q3L
(87) Ly | = | =(€u1Ls — QsLy)
L3 Q1 Ly — QoLy

Estas ecuaciones pueden también ser escritas en forma matricial como sigue. Sean las
matrices,

R 0 —-Li Lo R 0 Q-0
L=1| L, 0 —-Ls], Q=|-M 0 Q3
_LQ L3 0 QQ —Qg 0
Este es el par de Lax del cuerpo rigido. Calculando:
. 0 —L; Ly 0 Q1 —Q
LY = L1 0 —L3 —Ql 0 93
—L2 L3 0 QQ —Q3 0
QL1+ QoLs —Qo L3 —Q1 L5
= —Q3L, WLy + Q3L MLy ;
—QsLy —Qo L4 QoLg + Q3L
y
QL = |- 0 O Ly 0 ~—IL3

Q —Q3 0 ~Ly Ly 0O

L1y + LoQo — Ly —L1Q3
—L38)y L9y + L3Qs —L1Qy ,
—L3Oy —Ly(y Loy + L33

(0 Q —Q 0 —L; L,
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podemos ahora calcular el conmutador

o 0 LQQ3 — QQL3 ngg — Qng
[L,Q] = | LsQe — Q3L 0 LiQy — QLo
Lng — Qng LQQl — Qng 0
Usando la ecuacion (87):
o 0 —L; L
[Lv Q] = Ll 0 _LS
—Ly L3 0
Por lo tanto, )
[L,0) = L.

Es decir, podemos escribir las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido como un
conmutador de sus pares de Lax. Esto significa que el cuerpo rigido también es
integrable.

Los valores propios de L. Cantidades conservadas.

La ecuacién caracteristica de L se calcula de la forma usual,

P(\) = det(L — \I).

Por lo tanto,

A —Li Ly
P\ = det| Iy -\ —Ls
L, Ly -\

= MM+ L3) — (=L1) (=LA — LyL3) + Lo(L1 L3 — Ly)\)
= =N = MLi+ LY+ L3) = (LaLaLs) + (L1 Lo La),
i.€.,
P(A) = =X° — \(L3 + L3 + L3).
Los ceros del polinomio caracteristico, P(A) = 0, son los valores propios de L,

A =0, A5 = +i| L].

Notemos que Tr(L) = A + A2 + A3 = 0, la cual es una cantidad conservada
trivial. También Tr(L2) = A2 + A2 + A2 = —2|L||. Esto significa que la magnitud
del momentum angular se conserva. No hay mdas cantidades conservadas desde este
punto de vista (TrL3? = 0, TrL* = 2||L||*, las cuales son cantidades ya obtenidas).

Ahora, usando un cambio de variables, podemos escribir las ecuaciones del cuerpo
rigido con un par de Lax diferente. Para ver esto, regresemos al movimiento del cuerpo
rigido y a la rotaciéon de una particula.

Velocidad angular

La velocidad angular & es un vector perpendicular al plano de rotacién de la
particula, la cual rota con una rapidez (no velocidad) angular (jun escalar!) w = %,
en donde 6 = 6(¢) es la posicién angular de la particula al tiempo t. De este modo,
|w| = ||&||. También se sigue por la regla de la mano derecha. Ver figura 12.

El momentum angular y el tensor de inertia

El momentum angular (a diferencia del momentum lineal) de una particula que

rota se denota con L y se define como

L=7xp,
en donde 7 es la posicién de la particula y p’ = mu es su momentum lineal. Ver figura

13.
La relacion entre velocidad angular y la velocidad de la particula estd dada por

WX T =7,

y se rige de la regla de la mano derecha. Ver figura 14..
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FicURrA 12. Velocidad angular: regla de la mano derecha

L
A

FicUrA 13. Momentum angular

—

Observemos que L =7 X p=mr X v, i.e.,

=1

—

L=mix (@& x7)

En el mismo orden de ideas, p = m¥ es una transformacién lineal, f : R® — R3, con
U P, i.e., f(¥) =m0 = p. Aqui, m es la constante de proporcionalidad. Es decir, la
transformacién es una operacién de multiplicacién.

=
— —\

Ahora, para el momentum angular, tenemos que L = m# X (& X 7) es también una

-

transformacién lineal que toma la forma, F : R3 — R?, con & — L i.e.,
F(&)=mix (& x7)=L.
Puesto que cada transformacién lineal puede ser representada por una matriz,
tenemos que
F(©) =18, ie, L=Id,
en donde I es una matriz (un tensor) llamado momento de inercia de la particula
rotante (o bien, el operador de inercia, o el tensor de inercia).
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F1GURA 14. Velocidad angular como producto cruz

Notemos que, como tenemos p' = mv y L= I3, I juega el papel de “la masa
angular” de la particla rotante, en el mismo papel que la masa juega en el momentum
lineal. También notemos que el momento de inercia, I, depende de m y de 7.

AFIRMACION 6.4.1. El momento de inercia es simétrico.

Prueba. Si ( , ) denota el producto interno usual en R3, debemos probar que

(F((El),dig) = ((31,F((Ijg))7 Ywy, wo ERB.
Tenemos que:

(F(@1),&2) = m

7) - (&1 X 7), (aqui vemos que es simétrico)

7), (dado que el producto interno es simétrico)

& X
[\V]
X
-

,  (puesto que el producto interno es simétrico)

i.e., F' es simétrico, asi también lo es el tensor de inercia I.
O

Dado que el tensor de inercia I es simétrico, entonces es diagonalizable. Si estamos
en el marco de referencia en donde I es diagonal, tenemos:

. = I, 0 0
L=16=F(J), endonde I=|(0 I» O],
0 0 I3
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y la energia cinética resulta ser,

1 3
K= 5;@%?.

AFIRMACION 6.4.2. La energia cinética es

o 1
K = 5(16,6) = 5 (18,6) = ZIM,
en donde & = P& es la velocidad angular en el marco de referencia del tensor de
wercia diagonal I, y P es la matriz de vectores propios del tensor de inercia.

—

Prueba. K = 3m(7,7) = 3m(@ x Fo X ) = m(@ x 7 (@ % F) = sm(7 x (@ x
_1 = 7
)

@
7))@= im(Fx (& x 7),0) = LF(@),0) = (I&,&) = (P~ IP&,&) = (IPQ, P&) =
3
=1

Ahora, de la expresion de la energia cinética, podemos encontrar la expresion para
el momento de inercia, I.
Puesto que la energia cinética es K = %( @, ), entonces,

1 =
K = $(F@)0) =20 x@x7,8) = 3@x7dx7)

m, -

= §||W><TH2
m — — -

= 5 (Sl = 1 - 71%)

2

- (e ()
m

- 3 wazrf-(zwm) S
m

= E —o.)in'TiT'j)
m

= — Z (wlwﬁ wiwjrirj>
= 3 szw] ( (5] mq)) ,
i,j

1 T = _ 1 i . ~' .
y comparando con K = 3(Id,d) = 3 >, ; wiw;1; j, encontramos que

T _ .2
Iz,j—m(éirj rlrj)

son las componentes del tensor de inercia.
Regreso a los pares de Lax
Ya aprendimos que las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido son

dL

=

en donde
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Puede ser definido un nuevo par de Lax de la siguiente manera:

o 1. ~ A
Lanﬁ+XL,y M(X\) = AT +Q,

en donde
I+ 1 — I 0 0
== 0 L+13—1 0 ,
2 0 0 Iy+Is— 1,

(suponiendo I; # I; para i # j) y A siendo el pardmetro espectral.
Podemos verificar que:

0 Qlll —QQI2

IN+ QL = -0 0 Qs
QQIQ —Qg[g 0
0 Ly -1y
= —Ly 0 L3 |, en el eje principal de inercia,
L, —-L; O
i.€.,
(88) 0+ 0T =1

en el marco de referencia del eje principal del tensor de inercia.

AFIRMACION 6.4.3. Las ecuaciones
dL . . .
P _n v N =i, Loy

son equivalentes.

Prueba. Supongamos que se cumple que

dL(\) oo -
—r = M), L(V)]

Entonces,

1dL

1.
A\ dt (I2 + L) , puesto que Z es constante,

A

~ 1 ~ =«
Ahora observemos que,
[Z,L] +[Q,77 IL — LT+ Q1% - 1°Q
= Z(ZQ+QI) — (ZQ+ Q)T + Q7% — 7%Q, de la ecuacién (88)
= I(Q07) — (IQ)1,

0.
1dL A
Por tanto, de (89), ST X[Q’ L], y asi
dL



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 237

como queriamos probar. Procediendo al revés, obtenemos la implicacién en la direccion
opuesta.
O

Entonces, los valores propios de i(A) son constantes de movimiento Asi,

o 2 A
TR0 = It (1),
. 3 .
Tr(L*(N\) = Tr(Z° - F(TM)QL2 — LII3H),
son cantidades conservadas adicionales, en donde H representa el Hamiltoniano,
3
1A 12

=1
7. TRANSFORMACIONES ISOSPECTRALES

Las transformaciones isoespectrales son ciertas transformaciones de operadores que
dejan intacto el espectro de dichos operadores. Uno de los “milagros” de los sistemas
integrables es que los operadores que en estos aparecen de forma “natural” (!?) son iso-
espectrales. En esta seccion explicaremos qué son y veremos dos ejemplos de sistemas
integrables, la latiz de Toda y la ecuacion de Korteweg-deVries, en los que aparecen
este tipo de transformaciones.

7.1. Consideraciones generales. Sea

2

L(t) = - % + u(z,t)

el operador de Schréodinger en donde u(z, t) es cierto potencial periédico (o no periédico
con “periodo” o) y L(t) acttia en funciones periédicas (i.e., en L*([0, P]), P > 0) o
no periddicas (i.e., en L?(R),) cuyo espectro puntual es:

Tpoint (£(8)) = {Ai}ily

y suponemos que es finito.

Dado el potencial, u(z,t), los valores propios estdn completamente determinados.
La contrapuesta no es verdad: dados los valores propios, el operador L£(¢) no esta
completamente determinado.

En particular, si u(x,t) resuelve la ecuacién de Korteweg-deVries (KdV),

Ju 6 ou n Bu
R e R i
ot ox = Ox®
con condicién inicial u(z,0) (periddicas o no periédicas), entonces los operadores

:0,

2

£(0) = — @ + u(x,O),
(90) L(t) = — % +u(a, 1),

tienen el mismo espectro, A(0) = A(¢).

= Esto es, el operador L(t) es isoespectral, siempre y cuando u(z,t) satisfaga
la ecuacién de KdV [15].

= En 1968, P. Lax [26] encontré una forma de construir operadores isoespectra-
les; i.e., encontré una manera de generar una sucesion infinita de ecuaciones
diferenciales cuyas soluciones tienen la propiedad de que £(0) y £(t) son isoes-
pectrales.

» C. Gardner identificé este conjunto de ecuaciones como un conjunto generali-
zado de ecuaciones de KdV. (Ver seccién 5 en el articulo de P. Lax, [27]).

Explicamos estos resultados en esta seccién.
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7.2. Operadores isoespectrales de Lax. Sea L(t) una familia de un pardmetro
de operadores auto-adjuntos (més generalmente, no es necesario que sean auto-
adjuntos) en un espacio de Hilbert. Sus valores propios y espectro en general, en
el caso de operadores auto-adjuntos, son reales. Para detalles, vea [26, 27].

AFIRMACION 7.2.1. El espectro de L(t) es independiente del tiempo, si todos los
elementos de la familia de operadores L(t) son unitariamente equivalentes uno a otro;
i.e., si existe una familia de operadores U(t), de un pardmetro t, tal que:

(91) U*)L)U(t) = L(0), VteR.
Prueba. Es muy conocido el hecho de Algebra Lineal y Anélisis Funcional que el
espectro L(t) y £(0) coinciden:
L0)=A = U @)LEUE) — AU*)U(¢)
U*(6)(L(t) = AU (¥).
Si A ¢ o(L(t)), entonces L(t) — A es invertible, con inversa (L£(t) — A\I)~!. Ahora,

(L) =AD™" = (U@®))HLE) —AD)TH U (#)
= UL —ADTIU(),

dado que es unitario: U(t)U*(t) = U*(t)U(t) = I. Puesto que (L(t) — AI)~! existe,
entonces (£(0) — AI)~! también existe, y asf

A ¢ a(L(0)).

Este es un argumento de “si, y sdlo si”, por lo que
b )

A¢o(L(t) = A¢a(L(0)),
. X e o(L(t) & A e a(L(0)),

i.€.,

O
Supongamos que ambos operadores L£(t) y U(t) son diferenciables respecto a t.
Entonces, de U(t)U*(t) = I se sigue lo siguiente:

UU* ) +UU*(t) = o,
(92) Unu*(t) = ~U@U*(1),
Uty = —U@U6)U*t)~"
Uity = -U@U*0U(®),
o bien

Definamos

(93) B(t) = U(t)U* (1),
por lo que

(94) B*(t) = U(t)U*(t).
Sustituyamos (93) y (94) en (92) para obtener

B(t) = =B*(1),
i.e., B es un operador anti-simétrico (o anti-hermiteano, o skew-simétrico).
Ahora, de la definicién de B(t), de U*(t)U(t) = U(t)U*(t) = I, y de la ecuacién
(93),
UMU*(t) = B(t) = UMU* (U () = BOU (),
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y asi
(95) U(t) = Bt)U(¢).
Por el contrario, dado B(t), podemos probar que existe un operador U(t) tal que

L U(t) = BOU®), y

2. U*()L@)U(t) = L(0).
De hecho, resolviendo el problema de valores iniciales,
(96) hi(t) = B(1)h(t), h(to) = ho,
(h es un vector), pongamos

h(t) = U(t)h(0).
Esta operacién es isométrica para U(t) unitario:
IRz = (h(t), h(t)) = (U)h(0), U(#)h(0)) = (U*($)U(t)h(0), h(0))
= (h(0),1(0)) = [[R(0)]]3-

Si para cada tg, la ecuacién (96) puede ser resuelta en un conjunto denso cerca de hy,
entonces U(t) y su inversa estdn densamente definidos. Por lo tanto, la cerradura es
unitaria.

Puesto que hy(t) = B(t)h(t) y U(t)h(0) = h(t), entonces Uhg = h = B(t)h(t) =
B(t)U(t)ho, y ast:

U(t) = B)U(t).

Ahora, conjugando la ecuacién anterior, (U)* = (BU)* = U*B* = —U*B. Multipli-
cando desde la izquierda por U,

(97) UU* =-UU"B.
Conjugando la expresién anterior, UU* = —B*UU* y, dado que B es anti-simétrico,
(98) UU* = BUU*.

Sumando miembro a miembro las dos ecuaciones previas, (ecuaciones (97) y (98)),
obtenemos UU* + UU* = —UU*B + BUU™, i.e.,

d

a(UU*) = BUU* —UU*B.
Si el operador U es unitario, UU* = I, entonces la tltima ecuacién se cumple
idénticamente.

Por otra parte, Uy = BU
t
S U®#) = exp / B() di | Uto),

to
t

= U*(t) = U*(to)exp / B* (i) di

to

— UMV to)exp |~ [ B(E) di
to
= U*(to)U(to)U™ (1),
en donde usamos el hecho de que B es anti-hermiteana. Por lo tanto,

U*(t) = U*(to)U(to)U ™ (t) = U*()U(t) = U* (to)U (to)-
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Escojamos U(tg) = I, para obtener
U U@) =U@)U*(t) =1,

i.e., U es unitario. Entonces, U=BU=UU*= B, y la cerradura es unitaria.
Ahora diferenciemos (91) con respecto a t,

(ULOUE): = (£(0))e

U LU + U*LU +U*LU = 0
—(U*B)LU + U*LU + U*LBU = 0
U(-BL+L+LBU = 0
~BLAL+LB = 0

por la ecuacién (95) y B* = —B .

Por tanto,
(99) L+ 1[L,B] =0,

en donde [£, B] = LB — BL es el conmutador de £ y B. La ecuacién (99) es conocida
como la ecuacién de Lax.

Si procedemos en sentido contrario, la ecuacién (99) implica (91), como queriamos
demostrar. Esto prueba el siguiente teorema de P. Lax. [26, 27]

TEOREMA 7.2.2. Sea L(t) una familia, con pardmetro t, de operadores auto-
adjuntos. Supongamos que la ecuacion (99) se cumple y que (96) puede ser resuel-
ta para un conjunto denso en la vecindad de hg. Entonces, los operadores L(t) son
unitariamente equivalentes.

oL 0
Apliquemos el teorema a L, el operador de Schrodinger, ecuacién (90): T a—;&,
de tal manera que la ecuacién (99) se convierta en
9u =BL-LB
ot

Esta es la ecuacién de evolucién de u(x,t).

7.3. Ecuaciones generalizadas de KdV y sus pares de Lax. El operador

m—1
By, = 02+ 4 3 b2t 4 g2t plm),
3=0
genera una jerarquia de ecuaciones [26, 27, 10],
ou
Ot

Ahora no las estudiaremos, pero las estudiaremos pronto.
En el mismo orden de ideas, veremos que estas ecuaciones pueden ser escritas en
forma variacional como sigue

= B,,L — LB,,.

0 (0T,
100 =cm— | —2 ),
(100) = enge (52
en donde T, [u] son las cantidades conservadas de
0

u
Z~ =B\L-LB
o1~ DL LBy,

y se expresan como

Tonlu] = /Pm dz,
—o0
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en donde P, es un polinomio en u y sus derivadas hasta orden m. Para m = 0,1, 2,
obtenemos,

o _ o
8t0 o 81’7

ou ou  Pu

ou 50U Ou 0%u Bu  Pu
e GO 9ot | 1ot Y
ot 00 G T 0 a2 T 1% g

y estas son las primeras tres ecuaciones que son elementos de la jerarquia de Lax
de la ecuaciéon de KdV. Las correspondientes cantidades conservadas son

o0

T [u] 1/u2 dz,

2
—00

o0

1 1
(102) Tolu] = §/u3+§ui dzx,

1 3
3 / 21u® + 105u%u? + 21uu?, + §uim dz.

— 00

TQ [u]

Veremos después como es que uno puede generar estas cantidades conservadas,
T, [u], funciones de u y, consecuentemente, poder generar (100). Por el momento,
continuemos estudiando los pares de Lax como primeras impresiones.

7.4. Ecuaciones Lax: idea intuitiva. Esta seccién y las secciones posteriores
fueron escritas con base a [14].

Estudiaremos algunos ejemplos de ecuaciones en dimensiones finita e infinitas.
Todas ellas tendran en comun la ecuacién de Lax

(103) L=[B,L],

en donde £ y B son operadores diferenciales, (£ estd en un Algebra de Lie o un dual
de uno, de acuerdo con Flaschka [14]).
Esta ecuacidn, (103) es llamada ecuacién de Lax. Tenemos entonces que

= tiene propiedades muy especiales,

= conduce a la mecanica Hamiltoniana,

= también a la mecanica Hamiltoniana integrable,

= hay una relaciéon entre ecuaciones solubles con teoria espectral y geometria
algebraica.

De forma intuitiva. Hagamos unos ejemplos concretos. Tomemos £, B € M™*™
y consideremos la ecuacién (103). Calculemos
(L%, = LL+LL, (L y £ no siempre conmutan)

= [B,L]L+ L[B, L],

= (BL—-LB)L+ L(BL—LB),
BL? - LBL + LBL — L?B,
BL? - %B,
= [B,L?.

En general,
(£*), = [B,L*], VkeN.
De algebra lineal, Tr[A, B] = 0, siempre. Por tanto, Tr(£¥); = Tr[B, £¥] = 0 y asi

(104) Tr(£*) = constante en ¢, Vk e N.



242 JESUS ADRIAN ESPINOLA ROCHA

Por tanto, las ecuaciones de Lax (103) tienen un montén de constantes de movimiento,
Tr(LF).

Ahora, por el teorema de Cayley-Hamilton, £ = ¢, L™ + -+ 4+ ¢, £ + ¢, (co es
una matriz de n x n), de forma tal que Tr(£"!) = ¢, Tr(L") + - - - + 1 Tr(L) + Tr(co),
por lo tanto, a lo més n de estas constantes de movimiento son independientes. Esto
lo podemos sintetizar como un teorema que es el siguiente.

TEOREMA 7.4.1. Supongamos ahora que L es diagonalizable. Sean A1, ..., A\, sus
valores propios. Entonces, por la ecuacion (104),
(105) Mo 4 NF = constante en t, Vk € N.
Es claro de (105), que \;(t) = X;(0),i=1,...,n, i.e., A\; es independiente del tiempo,
i.e., \; es una constante de movimiento (i =1,...,n.)
Demostracion. Esto es cierto. Para cada k = 1,...,n, tenemos una ecuacién con n
incognitas: A1, ..., \,. Entonces, para todo k, tenemos un sistema de n ecuaciones y n

incégnitas (de hecho, un sistema de ecuaciones no lineales.) Este sistema, en principio,
puede ser invertido. Puesto que el término no homogéneo es independiente de t, cada
A; es también independiente de t. Esto conduce a la idea original, fundamental y
seminal de Peter Lax. O

TEOREMA 7.4.2 (Lax (1968)[26]). Si la funcion matricial L(t) satisface una ecua-
cion diferencial de la forma

(106) L =[B,L],

entonces el espectro de L(t) es independiente del tiempo.

Decimos que la matriz L£(t) es deformada conforme t cambia, pero el espectro
permanece siendo el mismo. Es por esto que este cambio de L es llamado una
transformacion iso-espectral. Mas adelante daremos ejemplos con operadores
diferenciales actuando en espacios de Hilbert, #.

7.4.1.  Preguntas sobre ecuaciones de Lax. Una lista de preguntas acerca de las
ecuaciones de Lax estd ahora ya lista para ser planteada, para poder escribirla, y
tenerla en mente durante este curso.

1. ;Cuédndo una ecuacion diferencial puede ser escrita en forma de pares
de Lax? Si tenemos una ecuacién & = f(x) el problema es encontrar un par
de matrices (u operadores), el par de Lax, L, B tal que

i=f(z) <= L=[B,L],.

Entonces tendriamos un montonal de propiedades para @ = f(x).

Equivalentemente, jcudndo una ecuacién diferencial puede ser resuelta exac-
tamente? Esta pregunta es muy dificil de responder (y, probablemente, quede
sin responder.)

2. Dada una ecuacién diferencial, £ = [B, L], ;{es Hamiltonianana? Una
vez que se sabe que una ecuacion es Hamiltoniana, hay una luz e indicios de si
puede ser soluble o no. La mayoria de las ecuaciones que se pueden escribir en
la forma de pares de Lax resultan ser Hamiltonianas en Algebras de Lie duales
(o bien, “drbitas co-adjuntas”), pero no hay siempre una manera directa (o
receta) de hacer esto.

3. Dada la ecuacién £ = [B, £] Hamiltoniana, y que los valores propios
de £ son constantes de movimiento, ;éstas estan en involucién? ;Son
suficientes para integrar el problema?

4. Dado que L = [B, £] puede “en principio” ser resuelta, en la practica
;cémo obtiene uno la solucién? Esta es la pregunta que conduce a las
superficies de Riemann, a problemas espectrales inversos, y a muchas buenas
matematicas.



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 243

Este punto ya lo ejemplificamos al resolver el oscilador arménico con su par
de Lax.

5. Dada una soluciéon explicita, ;jcomo uno extrae informacién? Uno
puede encontrar una solucién en forma integral, o una funcién complicada (por
ejemplo, la funcién theta de Jacobi de muchas variables.) No es trivial deducir
informacién y propiedades cualitativas o cuantitativas de formulas feas.

— De hecho, responder esta pregunta es lo que hace la diferencia entre un
matematico “puro” de un matematico “aplicado.”

6. ;Qué mas sucede? Una vez que ya hemos respondido a las preguntas ante-
riores:

a) ;Similaridades con otras ecuaciones de Lax?

b) ;Otros campos de las matemadticas?

¢) i “Simetrias” geométricas no explicadas?

d) ; “Simetrias” calculadas y no explicadas?
Estas preguntas abren nuevas perspectivas de ecuaciones no solubles y en
matematicas.

7.5. Ecuaciones de Lax: Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs).

Ejemplo 7.5.I. La ecuacién de Lax de 2 x 2. Sea £ una matriz de 2 X 2 con
traza cero, Tr(L) =a+d =0,
a b
- (e a)

@
B= (7 ?) .

Por tanto, de la ecuacién de Lax £ = [B, L], obtenemos

a = Pc—nb,

b = ab+pBd—Ba— b,

¢ = —ac—~vyd+ya+dc,

d = —cB+b.
Ahora, sabemos por nuestro argumento anterior, que Tr(£) = a + d es constante
en el tiempo. (Esto coincide con nuestra primera y ultima ecuaciones de nuestro

conjunto anterior de ecuaciones.) Podemos tomar las constantes tal que su traza sea
cero: Tr(£L) =a+d=0 = d= —a. Por tanto,

a b
e 4):

Tomemos

y
a = ﬁC - ’)’b,
b = ab—2Ba—db,
¢ = —acH+ 2ya+de.
Por consiguiente:
1
§Tr(£) = 0, es constante en el tiempo,
1
§Tr(£2) = a®+4bc, también es constante en el tiempo.

Principio general. Las ecuaciones de Lax tienen constantes de movimiento por
virtud de su forma especial.

En este ejemplo, a, 3,7, pueden ser escogidas arbitrariamente como funciones del
tiempo, t, asi como también las variables dependientes a, b, c: a® + bc es independiente
de t.
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Sin embargo, no sabemos si esta informacién es 1til para resolver la ecuacion
diferencial.

Ejemplo 7.5.I1. La latiz de Toda. Sea £ una matriz tridiagonal simétrica,

b a1
ar by ag
az bz ag

(107) L= ,

an—2 by_1 an—1

an—1 by
endonde a; >0,i=1,2,..., N-1ybjeR,j=12,...,N.Cona; >0,y b; €R,
tal que la matriz es llamada matriz de Jacobi. También sea

0 —ai
ay 0 —as9
a9 0 —as
(108) B=
aN—_2 0 —aN-1
anN_—1 0

Considere ahora la ecuacién de Lax £ = [B, £].
Por lo tanto, obtenemos el sistema de ecuaciones:

a1 = ai(b —be),
éLQ = ag(bg — bg),
an—1 = an-1(bn—1—bn),
(109) by = —2ai,
62 = 2(0‘% - ag)v
i)i = 2(0’1271 - a’?)v
i)N = QCL?V_l,

De (109), no podemos directamente determinar que Tr(£*) sean constantes en el
tiempo. Esto se sigue de las ecuacién de Lax, £ = [B, £].

Interpretacion fisica de la latiz de Toda. Tomemos un sistema masa-resorte
como un modelo para una cadena unidimensional de dtomos interactuando debido a
fuerzas no lineales. Ver figura 15.

Vi1 Vi Vi+1

FiGurA 15. Representacién fisica de la latiz de Toda.

Tomemos entonces las siguientes consideraciones.
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= Las masas en general son diferentes. La masa de la i*™? particula = m.
» La cantidad de trabajo (energia) para comprimir el resorte una distancia r la
denotamos por V;(r) para la i particula. Si r < 0, el resorte se comprime.
Ver figura 16.

FicURA 16. Extensién y compresion en la latiz de Toda.

» Los resortes no tienen masa.
= Energia total:

L. i i
E =3 5mi(@) + Vild"™ = q"),

= ¢; es el desplazamiento de la i* particula de su posicién de equilibrio.
» ¢i11 — q; es la extension total o compresién de el ™ resorte.
» V;(r) es el trabajo hecho para comprimir /estirar el resorte = la energia potencial
almacenada en el resorte.
= Definamos:
-ésima

p; = m;¢; = momentum de la ¢ particula.

= La energia total, o el Hamiltoniano, estd dada por:

1 . _
(110) H=Y" 5 (pi)* + Vi(g" ) — ™).

La suma se extiende sobre todas las particulas.

Condiciones de frontera. Informacién acerca de la primer y ultima particulas es
requerida. Ver figura 17.

(i) Estén atadas.

(ii) estdn libres o,

(iii) son periddicas (la dltima se pega con la primera.)

El potencial V;(r) modela diferentes clases de fuerzas interatémicas. Ademds,
sistemas generales de masa-resorte no son necesariamente sistemas Hamiltonianos
integrables en general. Digamos, para el Hamiltoniano (110),

Op; ’

(111) " Ol
p = - )

0q;

Morikazu Toda [40, 41] inventé un sistema no lineal con:

(i) mi=m, Vi=1,2,...,N,..., i.e, todas las masas son iguales,

(ii) y todos los resortes iguales, i.e., Vi(r) =V (r), Vi=1,2,...,N,....
(iii) Entonces también todas las fuerzas son iguales y propuso el potencial

(112) V(r)= % (e —1) +ar.
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Clave —
v

= mi
() ————- 0008000 . “Aegiato’

ma

Mo mi
(\i] Final de — e “Libre"

lacadena /

(i) Mu+1=mi

“Periodico”

FI1GuraA 17. Condiciones de frontera de la latiz de Toda.

En casos limite, el potencial V(r) se sproxima a algunos modelos fisicos estdndar.
= Si k= af, sea f — 0 y mantengamos fija «,
@

3 (e =1) +ar = % (—rﬁ + %527“2 + 0(63)) +ar = %aﬁﬂ +0(5%)

i.e., para || < 1, tenemos el potencial del oscilador arménico:
1
Vir)= 50467‘2 +0(B?).

» Si 8 — oo, V(r) — potencial que gobierna la interaccién de bolas eldsticas
duras.

Entonces, poniendo a = =1, m =1y r =r; = ¢t — ¢() el Hamiltoniano es

1 (D) (D) i i
(113) H = Z%(W 4 e (a @) 4 (gD — gy — 1.
i

Si las condiciones de frontera son periédicas, ¢Vt = ¢(1) (o bien, gV = q(o)),
entonces la suma de (q(i“) — q(i)) es telescopica, la cual entonces suma cero, y uno
se queda con (mds una constante que puede ser despreciada pues eso sélo desplaza el
origen en donde la energia valga cero)

(i+1)_q(i)).

(114) H=Y" %(W 4ol

Esta es la definicién del Hamiltoniano de Toda y las propiedades bajo condiciones
periodicas y no periédicas son estudiadas.
Las ecuaciones de Toda son:

. OH 1
gk = 37]916 = %pk
(115) OH (k) _ (k=1) (ot 1) _ (k)
ka = pk = - = e_(q —q ) _ e_(q —q )

Oqk
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Si movemos la particula 0% a x — —oo y la (N 4 1) particula a 2 — +oo0,
entonces

(116)

Las ecuaciones de Toda, (115), junto con estas condiciones de frontera, son llamadas
la latiz de Toda libre.

La latiz de Toda con Hamiltoniano general (113) tiene més significados fisicos que el
de la latiz de Toda libre, pero esta ultima tiene muchas més propiedades matemaéticas
interesantes.

Excepto por las condiciones de frontera periédicas, (114) tiene como potencial
V(r) = e™", el cual para r pequena, V(r) = 1 —r + %7‘2 — ... no es el potencial
del oscilador armoénico, al contrario de (112).

Regresando a (109), definamos para ¢ = 1,2,3,...,

1 (q(i+1)_q(i))/2

a; = <€
(117) 2
b= -pi.
5P

Esto es lo que se conoce como la Transformacion de Flaschka.

Bajo la transformacién de Flaschka, (117), podemos checar que la latiz de Toda,
ecuaciones (115), (116), son equivalentes a las ecuaciones de Lax, (109). (jCalcilelas!).

Realmente no hay una interpretacién fisica de la representacion de Lax de la
ecuacién la latiz de Toda en coordenadas de Flaschka, ecuacién (117).

Podemos ahora hacernos entonces varias preguntas.

Q1. Si comenzamos con el Hamiltoniano de Toda, (110), (111), (112) (o las ecua-
ciones (114), (116)), jcémo podria uno ir a la representacién de Lax de la latiz
(109)?

Q2. Las ecuaciones fisicas son Hamiltonianas. ;Cémo es que las ecuaciones de Lax
son Hamiltonianas? Ellas estan sobre una drbita co-adjunta.

Ecuaciones fisicas:
Ecuaciones: v'ya escritas.
Hamiltoniano: v'ya escrito.
Ecuaciones de Lax:
Ecuaciones: v'ya escritas.
Hamiltoniano: Ain no lo escribimos.

Q3. Los valores propios de £ son constantes de movimiento. ;Qué representan
fisicamente?

Q4. ;Coémo resolvemos las ecuaciones?

Ejemplo 7.5.IT1. La cadena de Toda periddica. Sea el par de Lax,

by @ an
ar by a
ay bz ag

(118) L= ,

an—2 by-1 an-—1
an an-1 by
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0 —a an
aq 0 —as9
a9 0 —as
(119) B=
aN—2 0 —anN—1
—an anN—1 0

Notemos que las esquinas superior derecha e inferior izquierda no son cero. Esto es
debido a la periodicidad.
Para el caso periddico, tenemos (en cambio de (109)),

dl = al(bl - b2)7
az = az(ba — bs3),
an—1= an-1(bn-1 —bn),
61 = 2(0’?\/ - a%)7
120 .
. b= e d),
i)i = 2(@?_1 - azz)7
bN = 2(a?v71 - a?\/’)7

Estas ecuaciones, (109) y (120), tienen la forma,

a; = ai(b; — bit1),
i)i = 2(a2271_a2)7

?

En (109), ag = any = 0. Y en (120), ag = an y bo = bn.

Las ecuaciones (120) representan la latiz de Toda periédica. Aqui, la transformacién
(117) es ambigua (de hecho, su inversa es la ambigua). Para quitarle la ambigiiedad,
requerimos:

aiag - --anN = 2N

bi+by+-+by= 0.

La segunda condicién p; + p2 + --- + py = 0 es la conservacion del momentum en
mecanica.

El poder de las nuevas variables.
En el ejemplo, 7.5.11, tenemos el polinomio caracteristico de L,

b1 - A aq
aq bg - A a9
a9 b3 - A as

b ()‘) = det - . )
an—2 bn_1—X an—1
anN—1 bN - A
pr(A) es independiente del tiempo, puesto que A1, Ag, ..., Ay (sus raices) son indepen-

dientes de t.
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En el presente ejemplo, £ y B se pueden reemplazar por

b a1 pan
ap by a
as bg as
L= ,
an—2 by_1 an—1
e an-1 by
0 —a pan
al 0 —a9
a 0 —as
B = ,
an—2 0 —an—1
an
_— anN—1 0
p
en donde p # 0 es un pardmetro arbitrario. Si calculamos £ = [B, £], jobtenemos

(120)!

De nuevo, las raices de det(£ — M) = 0 son independientes del tiempo ¢ = el
polinomio det(£ — AI) también es independiente de t.

Por otra parte, tenemos que la funcién racional

R(p,A) =det(L — AI)
es un polinomio en dos pardametros, p y A. Ahora.
R(p,A) =0

representa una curva algebraica, jy la teoria de superficies de Riemann comienza
a aparecer aqui!l No obstante, el estudio de ecuaciones periddicas, la teoria de la
Geometria Algebraica y las superficies de Riemann las dejaremos para otra ocasion.

Ejemplo 7.5.IV. Mais notas sobre la cadena de Toda: preguntas de matematicas.
Sea £ una matriz de la forma (107) o (118), en donde tenemos:

= sea N—1a,’sy N b,’s,
= o0 bien, N a,,’s y N b,’s.

i Debemos esperar que una deformacion iso-espectral exista? I.e., podemos cambiar
las entradas de £ y aun obtener que los valores propios de £ sean constantes en el
tiempo?

Las £’s tienen sea 2N — 1 o 2N entradas distintas de cero. Los N valores propios
constantes imponen N condiciones, tales que restan N — 1 o N relaciones (grados de
libertad) para variar las entradas de L.

Hasta el momento, tenemos s6lo una deformacién invariante, a saber £ = (B, L]
De este modo, esperamos N —2 o N — 1 deformaciones iso-espectrales méds, todas ellas,
independientes ( “independientes” en un sentido a ser definido.)
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Q1. ;Coémo podria uno dibujar esto geométricamente? El conjunto de las £ de la

forma
by ax
ar by a
az by as

an—2 by-1 an—1
an—1 by

puede ser puesto en un espacio de RV x (R*)N~1 Las a,’s viven en (RT)N—1!
y las b,,’s viven en RY. (R es el conjunto de los niimeros positivos reales.) Y

la matriz
by ay an
ar by a
az by as

an—2 by_1 an—1
an an-1 by

estd en RN x (RT)N (a, e R*, b, € R,n=1,2,...,N). Los subconjuntos (en
RN x (RT)N=1 o en RN x (R*)Y) de £L’s con valores propios dados A1, Az, -+ Ax
son llamados variedades iso-espectrales. Estas variedades iso-espectrales
son subconjuntos (2N — 1)— o (2N)-dimensionales (los cuales, de hecho, son
subvariedades.)

Las deformaciones iso-espectrales, como las curvas t — L(t) que resuelven la
latiz de Toda, caeran enteramente en estas variedades. Los campos vectoriales,
que definen la ecuacién de Lax, £ = [B, L], son tangentes a la variedad iso-
espectral. Ver la figura 18.

Subvariedad Isospectral para A1,..., 4,

2 \t\‘
T,

(R+)N+1 "

-]

FiGurA 18. Deformacién isospectral



Q2.

Q3.
Q4.
Q5.

7.6.
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PROBLEMA 7.5.1 (Problema matematico.). Aclarar la estructura de las
variedades iso-espectrales.

Para resolver la ecuacién diferencial £ = [B, L], formulemos otra pregunta:
Dados los desplazamientos y las velocidades iniciales de todas las masas de
1 N
la latiz de Toda libre, en ¢ = 0: 2)1 ,...,8 ,1(31, e ,]%N, queremos resolver las

ecuaciones de movimiento de Hamilton, ecuaciones (110), (111).
. o o
Primero, consideremos £ = [B, L], y calculemos 31, ceey 8]\;_1, bi,...,bN, por

la transformacién de Flaschka, ecuacién (117). Ahora, construyamos una matriz
o o
de Jacobi, £(0) =L. Los valores propios de £ son constanes en el tiempo.

En orden para resolver £ = [B, £], con condiciones iniciales £(0) =L dadas,
“solamente” necesitamos seguir otros N parametros, las coordenadas que
distinguen diferentes matrices sobre una sub-variedad isoespectral.

(Qué cantidades, aparte de los valores propios, determinaran todas las entradas
de la matriz de Jacobi? ;Cémo estas cantidades cambian con L£?

Relaciéon con mecanica Hamiltoniana. Dadas las constantes de movimien-
to, jcomo se reduce, de manera efectiva, el nimero de incégnitas?

Todo esto implica una teoria espectral inversa. jHasta que punto el espectro de
un operador lineal £ determina el operador?

Para hacer una analogia, nos referimos al operador de Laplace. Consideremos
el problema de valores propios del operador de Laplace en un dominio Q C R2,
con condiciones de frontera de Dirichlet:

Au = —u, x €9,
u = 0, x € 0N

siendo {\;};en los valores propios del operador de Laplace, que fisicamente
representan frecuencias naturales de un tambor de forma Q:

Forma de un tambor Q = {Ai}ien — frecuencias.

Ahora, formulemos la pregunta opuesta. Bueno, mas que opuesta, la pregunta
tnversa.

De [20], si uno puede escuchar los sonidos (todos los sonidos) de un tambor
(i.e., escuchar todas sus frecuencias), entonces uno puede recobrar todos los
valores propios A\ < Ag < --- < A, < ... (hay un ndmero infinito de ellos).
Ahora bien, jpuede conocer la forma del tambor que los genera?

El problema fue resuelto en 1992 por Gordon, Webb, and Wolpert [17, 18],
cuya respuesta es no.

En [14], se estudian y resuelven varios problemas andlogos més sencillos en
una dimensién.

Ecuaciones de Lax: Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs).

Ejemplo 7.6.1. La ecuacién de Korteweg-deVries. Aqui, £ no es una matriz,
es un operador diferencial. Este es el ejemplo original de la ecuacién Lax.

Una pregunta auténtica en este sentido es la siguiente. ;Cémo se ve el conjunto de
todas las matrices con espectro fijo? Trataremos de resolver esta pregunta, pero en el
contexto de operadores diferenciales.

Sea L el operador diferencial D? + ¢, en donde D = % y q = q(x). Este puede ser
definido en L?([a,b]), con —oco < a < b < 400 y condiciones de frontera apropiadas.

Ejemplo 7.6.I1. El operador Laplaceano en una dimension. Consideremos
el problema de valores propios con ¢ = 0 y condiciones de frontera periddicas:

(121)

yva (l‘) — /\y(x), —0<a< b < +00,
y(a) =y(b),
y'(a) =y (b).
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Los valores propios son

21 \? 25 2
(122) A =0,A\1 =Xy =— ey Agjo1 = Agj = — ey

b—a b—a

con funciones propias

(123) Yo(z) = 1L,y1(x) = sin(v/ A1), y2(x) = cos(v/ M), . ..
Si g(x) # 0, los valores propios estan separados: A1 # Ag, ..., etc. Veremos los detalles
maés adelante.

Hay mas posibilidades de condiciones de frontera. Podemos pensar también en
D? + ¢, como una matriz grandotota con valores propios y, como las matrices usuales,
tiene valores propios. Similarmente, £ = [B, £] debe implicar que estos valores propios
son independientes de t.

Intentemos encontrar un operador B, asociado a L, tal que,

L=[B,L)
Comencemos con £ = L(t) = D? + q(x;t). Para cada t, tenemos un operador en la
variable x. El coeficiente es diferente para cada t. Entonces, el operador es una funcion,
L(t), del tiempo t y es deformado en el tiempo ¢. También suponemos que g(z,t) es
suave en t.
El operador £ aplicado a f(z) es

Lf(z) =f"(z) +q(z,t)f(2),
de tal forma que si tomamos % a Lf(x), obtenemos

5y L) = (pate0) flo)

De esta forma, definamos:

‘C:a = qt,

el cual es un operador de multiplicacién: £f = ¢, f. Asi, debemos requerir que de igual
modo [B, L] sea un operador de multiplicacién, de forma tal que todos los célculos de
derivadas se cancelen. '

Caso 1. B=D. Aqui, £ = ¢; = [B, L] = [D, D? + q]. Calculemos separadamente
el lado derecho de esta ecuacion.

[D,D*+ql¢ = D(D*+q)y — (D* + q) D,

D" +q) — (D* + q)¥/,
V" +d Y+ g = (@ + gy,
qv.
Por lo tanto, [D, D? 4 q] = ¢, de forma tal que £ = [B, L] es

dt = Gz,
la cual tiene solucién general
q(z,t) = qo(z + 1),
en donde ¢o es una funcién diferenciable, go € C*(R).

AFIRMACION 7.6.1. Los valores propios de D? + qo(x) son invariantes bajo trasla-
ciones.

Prueba. Si y(z) es una solucién de
Y7 (@) + qo(2)y(z) = Ay (=),
para algtin A, entonces z(x) = y(x + t) resuelve

27(x) + qo(x + t)z(z) = Az(x).
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O
Caso 3. (Iremos al caso 2 enseguida.) Echémosle un vistazo al operador de tercer
orden B de la forma,

B = a(x)D* + u(x)D + v(x),
tal que [B,L] es un operador de multiplicacién. Tenemos que calcular [B, L] =
[aD3? +uD + v, D? + gJ:

[aD? +uD + v, D* + qJ3

(aD? +uD +v)(¥" + q) = (D* + q)(ay)” + ug)’ + vy)),
— a(w(5) + q///¢ + 3(]”’(/)/ + 3q/w// + qw///)
+u(@” + ¢+ g )y + vgy
_(a//d]/// + 2a/¢(4) + a,(/}(5))
—(u"i//—i—Qu'vﬁ"—{—uM”)
=" + 20"+ 0") — (qap"™ + quy’ + qui),
_ a(q"’w + 3q//1/)/ + 3q/w//)
+ug'y
_(a//¢/// + 2a/¢(4))
_(u//w/ + 2UI¢”)
—(" + 2'Y),
_ _2a/¢(4) _ a//'@[]m + (3aq/ _ 2u/)w//
+(3aq” - 27’/)7/)/ + (aq/// + uq/ _ v//)w
= [-2dD*-d"D?+ (3aq’ — 2u)D?
_|_(3aq// — - QU/)D + (aq/// + uq/ _ ’U”)]lﬁ.

Para tener un operador de multiplicacién, necesitamos que los coeficientes del operador
de diferenciacién sean todos cero:

D* . a; = 0 = a = constante.
D3 aze = 0, se satisface automaticamente.
D?: 3aq’ —2u' = 0 = (3aqg — 2u), =0, puesto que a = constante,

3
3aq72u:5:>u:§aq+c,
3
D: 3ag” —u” — 20" =0 = 3aq” — §aq” —20' =0

3 3
—aq’ =20 =0=1" = Zaq”

2
3
=>v= Zaq' +d (d = constante).
Por lo tanto,
q = L = [B7 E] = gz + UQr — Uy

a + §a +c — §a
dzxa B q dx 1 dzax
1

3
Zaqzxm + §CLQQx + Cqx,

i.€.,

a
t = Z(sz:c + 6qq, + 40‘130)7
la cual es una EDP no lineal para ¢ = ¢(z,t). Escojamos a = 4, ¢ = 0. De esta manera
obtenemos la famosa ecuacion de Korteweg-deVries:

q

Caso 2. jPor qué nos saltamos este caso de operadores de segundo orden? Por lo
siguiente.
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Consideremos el operador lineal de segundo orden B = a(x)D? + B(x)D + v(z).
Calculemos [B, L]:

[B,Lly = [aD?+BD+~,D* +ql¢
= (aD*+BD +7)(¥" + q) — (D* + q)(a)” + By + y¥)
(124) = ...( algunos célculos no muy largos ... )
(125) = [(_QQ/)D?) + (_O‘H - 2ﬁ/)1/1D2 + (204(195 - 6// - 2’7/)D + (O‘QM:

+B¢: —")] .

Como en el caso anterior, requerimos un operador de multiplicacién, de forma tal
que debemos poner en ceros todos los coeficientes del operador D y sus potencias:

D3 —2a’ = 0 = o = constant = ay.
D?: —o/ — 2B =0 = 8 = constant = .
D:  20q,—f =27 =0=17 =g = v=aq+cr.

Por lo tanto,
[Ba EWJ = Q0Gzas + BoGe — (O‘OQ)N = Bo4.,

B=a0D2+ﬁoD+(O¢0q+Cl) = B =oaoLl + BoD + c;.

Podemos verificar que [B, L] = [agL + BoD + ¢1, L] = aplL, L] + Bo[D, L] + 1[I, L] =
0+ Bo[D, D? +q] +0 = --- = Boqa, el cual es una variacién del Caso 1.

Caso 2j + 1. Hay operadores diferenciales de todos los ordenes impares, tales que
[B, £] es un operador de multiplicacién. Por lo tanto, la ecuacién de Lax £ = [B, L]
se convierte en la EDP

32j+1

q: = expresion no lineal en ¢, q,, ..., Wg.

Método general para encontrar las ecuaciones de Lax de orden “maés alto”: se
hard mas tarde.

Caso mas general: 2j. Si queremos que B sea de orden par y el [B, L] sea un
operador multiplicativo, entonces necesitamos:

B = const.L? + cosas de orden (2] — 1),

lo cual implica que [£7,£] = 0, i.e., hay una contribucién nula en este orden, y
regresamos al caso anterior y B tiene que ser de orden impar (hecho no obvio por el
momento.)

Hemos encontrado entonces una familia de EDPs relacionadas a la ecuacién de
KdV,

g: = (Operador diferencial no lineal)[g],

llamada la jerarquia de Lax de la ecuaciéon de Korteweg-deVries o, simple-
mente, jerarquia de la ecuacion de Korteweg-deVries. Estos son flujos Ha-
miltonianos conmutativos en un espacio fasico co-dimensional. (El corchete indica
“aplicado a ...”).

Las ecuaciones de Lax, L= [B, L], son “deformaciones” iso-espectrales del ope-
rador diferencial £. Hemos considerado este operador diferencial en particular, pero
hay otros tipos de operadores los cuales también son isoespectrales, tales como ope-
radores integro-diferenciales o el operador de Zakharov-Shabat [35]. Esto require un
entendimiento profundo de teoria espectral.

Ejemplo 7.6.IT1. La ecuacién de Korteweg-deVries. Interpretacion fisica.
La ecuacién de Korteweg-deVries

gt +69qs + qrzae =0

es muy importante en hidrodinamica, fisica de plasmas, etc.
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Comencemos con la ecuacién de onda més simple, la ecuaciéon uni-dimensional de
onda (retomémosla aunque ya la hayamos estudiado,)

(126) g +aq, =0, a = constant.

Si la condicién inicial es dada,

q(l‘,O) = f(m)7

entonces, la solucién es
q(x,t) = f(z — at).

Si, digamos, a > 0, tenemos una translacién por una distancia, at, a la derecha. Ver

figura 19.

T a0 = r qCt) = f(x — at)

06}
04}

0.2r

I e e e e

0.0

y
=
(=]
+
)
=

=
=)
A

Ficura 19. Onda translacional

Disipacién. Es el mecanismo en el cual se le quita energia al sistema. Si a la
ecuacién (126) le agregamos el término bg,.,, obtenemos:

(127) Gt + agy = bgzy, b>0, Q(xa 0) = f(I)

El término bq,, es el termino disipativo.
Este problema de valores iniciales se puede resolver con el método de transformadas

de Fourier cuya solucién es:

(128) 0(ot) = /oof(y)exp (e

Si substitufmos q(z,t) = e**=<!) en (127), obtenemos
w(k) = ak — ibk>.

Por lo tanto, ¢(¥) = eik(@=at)=bk*t regyelve (127). Tomando, digamos, la parte imagi-
naria (aplica lo mismo si tomamos la parte real,)

bk’ sin(k(xz — at)),

describe
(a) una onda sinusoidal,
(b) una onda translacional con velocidad a, y

. . _pk?
(c) una onda con amplitud decreciente por un factor e =% ¢.
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Analisis de Fourier. La solucién puede ser escrita en términos de todas las ¢*):

q(x,t): /A(k)eik(zfat)fbk("t dk’,

con condicién inicial
aw0) = [ A
— 00

|A(k)| denota la amplitud de la componente ¢**. Entonces, todas las componentes
son trasladadas una distancia at:

ez’kx N eik(w—at).
Asimismo, la amplitud decrece como

JA(K)| — et A(R)|.

El factor de amortiguamiento e~bk*t oliminaré componentes de k grandes mas rapida-
mente.
Terminologia.
k = numero de onda,
w = frequencia,
27
A= %= longitud de onda,
R(w,k) = 0: relacién de dispersién

Efectos dispersivos. Consideremos la ecuacion de onda dispersiva
(129) G = —aqy + CGra-
Sustituyamos ¢(z,t) = ¢**=“% para obtener
w(k) = ak + ck>.

La solucién a esta ecuacién de onda dispersiva es
(130) q(z,t) = ][.A(k)e““w‘<a+fk“f)dk.

Notemos que la amplitud no es amortiguada. Los modos armoénicos se trasladan
con velocidades dependientes de k.

ik(x—(a+ck?)t)

e’Lk.’E e ,

i.e., la velocidad de propagacion de un modo depende del nimero de onda. Ver figuras
20 y 21.

Este fenomeno se llama dispersion: la luz pasando a través de un prisma, onditas
en el agua después de que una piedra se aventé en un charco, etc.

La ecuacion de onda,

Uy — Ugy = 0,

ino muestra disipacién ni dispersién!

Efectos no lineales. Cambiemos ¢; = —agq, por:

4t = — 49z,

la cual es una ecuacién no lineal. La exponencial compleja, g(x,t) = e**=«Y no
resuelve esta ecuacion, precisamente por la no linealidad: el andlisis de Fourier no
puede ser usado aqui.

En esta situacién, busquemos soluciones de la forma

q(z,t) = f(z — qt),
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1.4

t>0 q(x,t)

L)
T
1

=Y /\
= 7

40 41 42 43 44 45 46

FiGurA 21. Evolucién de la onda dispersiva

para alguna funcién continuamente diferenciable, f € C*(R), excepto, quiza, en
algunos puntos aislados. Notemos que ¢ = ¢(x,t) aparece en el argumento de f,

Este tipo de solucién, para la condicién inicial g(z,0) = f(x), evoluciona como lo
muestran las figuras 22, 23 y 24.

Decimos entonces que la onda “se rompe”, “se quiebra” o que ha “desarrollado una
discontinuidad” (jen q.(x,t)!) o un “shock” o “choque”. Es comun estudiar ondas de
choque “promediando” las ondas de choque [28]. Ver figura 25. Por ejemplo, ondas
poco profundas en la playa desarrollan ondas de choque, como lo vemos en las olas
del mar cuando llegan a la playa.

La ecuaciéon de Korteweg-deVries. La ecuacién de Korteweg-deVries, como
se ha mencionado previamente, es una ecuacién que describe propagacién de ondas
en agua poco profunda [37, 38, 23]. La ecuacién incorpora tanto efectos dispersivos,
como no lineales. Algo completamente sorpresivo (j;0 milagroso acaso?!) es que
soluciones a esta ecuacion describen el equilibrio entre la dispersién y la no linealidad.
Como consecuencia, no hay pérdidas de energia o cambios en la forma de la solucién.
Ver figuras 26 y 27.
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=

q(x,0)

FigurA 22. Condicién inicial para una onda de choque

% q(x,t)
%// |

=

FiGurA 23. Evolucién de una onda de choque

La ecuacién de KdV,

surge como una aproximacién a 6rdenes mayores de dispersién y no linealidad. Si ¢ es
pequeiio, |¢?¢.| < |qq.|. Puesto que g no es tan pequefio, i.e., no es “infinitesimal”,
entonces |gq.| contribuye a la ecuacién.

Similarmente, |¢zzzaz| < |¢zzz|, 1o cual significa que ei(ka+k"t)
que e*2=kt)  Fgto funciona si k es chico. Entonces, k° es mas pequefio que k3.
Sin embargo, para valores grandes de ¢, entonces k°t es grande y podria tener una
contribucién significativa.

No linealidad ~ Amplitud de onda.

es menos significativo

¢ infinitesimal = no hay términos no lineales (matematicamente, una ecuacién
no lineal es reemplazada por su linealizacién alrededor de cero).

q pequena — términos no lineales cuadraticos.
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L~

q(x,1t)

-

FIGURA 24. Mas evolucién de una onda de choque

FiGurA 25. Promediando ondas de choque

Esto solamente es una expansién en Taylor en los parametros que miden el tamano
de q.
Dispersion ~ Longitud de onda.

q tiene una longitud de onda “infinita” 0 kK ~0 = no hay dispersion.
q tiene ondas largas solamente. O k es chica perono 0 = quzs,
— dispersion de 3 orden

Esto es s6lo una expansién en Taylor alrededor del nimero de onda k.

Una aproximacién mas es la derivacién de la ecuacién de KdV: efectos 2-dimensionales
o 3-dimensionales son débiles. Pero atin asi podemos tener propagacién hacia la iz-
quierda o derecha.

La derivada de primer orden, 0;, restringe el movimiento a la derecha o a la
izquierda, como en ¢; + aq, = 0.
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Solucion KdV soliton
1.2 - ; ; — . e

q(x,0)

0.2+ 1

0.0

Ficura 26. Condicién inicial del soliton de KAV

Sin pérdidas de forma o energia
1.2 T T T T

1.0t ]

0.8f E

o 0.6} i

0.0

Ficura 27. El solitén de KdV

7.7. Resumen. Tenemos una ecuacion para operadores:

£=[B,L]

Esta define una “deformacién” iso-espectral del operador L. Aqui representa una
EDO, o una EDP, o una ecuacién discreta, para los coeficientes del operador L.
Falta:

= checar que esta ecuacién es Hamiltoniana y
s checar cémo podemos extraer informacién de ella.

No obstante, esto lo dejaremos para otro curso.

Dos ejemplos. Se estudiaron dos ejemplos: la cadena de Toda y la ecuacién de
Korteweg-deVries y se pusieron en forma de la ecuacién de Lax. Son los ejemplos de
ecuaciones y modelos tipicos (y més sencillos) de ecuaciones integrables.

Estos también representan algunas cantidades fisicas y fenémenos en la naturaleza.
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Referencias. Esta seccion estd basada principalente en las siguientes cuatro fuentes:
[14] H. Flaschka. Notes on Soliton theory, [26] P. Lax, Integrals of nonlinear equations
of evolutions and solitary waves. CPAM XXI. 467-490 (1968), [27] P. Lax, Periodic
solutions of the KdV equation. CPAM XXVIII. 141-188 (1975), y [21] A. Kasman.
Glimpses of Soliton Theory. American Mathematical Society. Student Mathematical
Library, vol. 54 (2010).

7.8. Tarea.

TAREA T7.1. Construya las primeras tres ecuaciones de KdV en la jerarquia de
Laz, (101), usando la formulacidn variacional (100) y las primeras tres cantidades
conservadas de la ecuacion de KdV, (102).

TAREA 7.2. Revise la prueba del teorema de Laz, 7.2.2, en [26], [10], [38], [37], [35]
o en [21].

TAREA 7.3. Considere ahora la ecuacion de Lax L = [B, L]. Pruebe las siguientes
afirmaciones para B y L dadas como en (107) y (108).

(i) Checar que [B,L] es tridiagonal y simétrica. Puesto que L es tridiagonal y
simétrica, también [B, L] debe ser tridiagonal y simétrica.
(i) De un cdlculo directo, podemos checar que el producto de matrices tridiagonales
es tridiagonal. Asi, [B, L] es tridiagonal. Verifiquelo.
(iii) Ahora [B,L]T = (BL)T — (LB)T = £TBT — BTLT = L(-B) — (-B)L =
—LB+ BL = [B, L] = [B, L] es simétrica.
(iv) Los elementos fuera de la diagonal de L no son necesariamente positivos.

TAREA 7.4. Construya las ecuaciones (109) usando (107), (108) y la ecuacion de
Laz (106).

TAREA 7.5. Usando el Teorema de Lax, teorema 7.4.2, pruebe que Tr(LF) son
constantes de movimiento

TAREA 7.6. Usando la transformacion de Flaschka (117), transforme las ecuacio-
nes de Toda (115), para obtener las ecuaciones de Flaschka (109).

TAREA 7.7. Constuya las ecuaciones (120) usando los operadores definidos en las
ecuaciones (118) y (119), y la ecuacidn de Lax (106).

TAREA 7.8. Verifique que los valores y funciones dados en (122) y en (123) son
efectivamente los valores propios y funciones propias correspondientes al problema de
valores en la frontera dado en (121).

TAREA 7.9. Efectie los célculos no muy largos que deben ir en la ecuacion (124)
para obtener la ecuacidn (125).

TAREA 7.10. Calcule el operador B de orden 5° y la correspondiente ecuacidn de
Laz £ = [B, L]. Debe obtener:

qt + 3q2Qx + QOQzsz + 10%%@:1 + (92(]

TAREA 7.11. Resolver la ecuacion (127) con transformadas de Fourier para obtener
la solucion (128). Puede hacerlo de dos maneras.

1. Aplicar la transformada de Fourier a la ecuacion (127) y usar propiedades de
la transformada.

2. Con el camino de variables, x = at + vy, t = T para obtener la ecuacion del
calor y resolverla como se hizo en la seccion 5.3.

TAREA 7.12. Con la transformada de Fourier, encuentre la solucion (130) de (129).
Describa qué es A(k) en términos del problema de valores iniciales de (129).
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8. EL METODO DE DISPERSION INVERSA.

La ecuacién que ahora deseamos resolver es la ecuacién de Korteweg-deVries (KdV),

(131) up — 6uUy + Ugge = 0.

Notemos que hemos puesto ¢(z,t) = —u(z,t). Como condicién inicial para este
problema tomemos:

(132) u(z,0) = V(x),

donde la funcién V(z) es una funcién dada.

Nuestro problema es un problema de propagaciéon de ondas en un canal con
agua poco profunda y también de longitud infinita, por lo que debemos dar el
comportamiento de la solucién u(z,t) en el infinito.

Como en cualquier tiempo finito la onda estd a una distancia finita, en el infinito
el agua debe de estar quieta, en reposo. Por tanto, vamos a pedir para la amplitud de
onda

(133) u(z,t) -0, cuando |z| — oo,

para todo tiempo finito ¢. As{ pues, deseamos resolver la ecuacién (131), con condicién
inicial (132) y comportamiento en el infinito (133).

8.1. Invarianza de Galileo. Probaremos enseguida que la ecuacion de Korteweg-
deVries es invariante bajo transformaciones de Galileo. Este resultado es esperado,
pues para la construccién de las ecuaciones se usaron desde un principio la ley de
Newton y las leyes de la hidrodinamica. Tomando:

(134) u(z,t) =U(, 1) — A,
con:

& = x—6Xt

T = 1,

entonces, sustituyendo en (131):
(Ur —6AUg) — 6(U — \)Ue + Ugge =0,
i.e.,
Ur —6UU: +Ue&€ =0,
la cual es la ecuacién de Korteweg-deVries (KdV). Por lo tanto, la ecuacién de KdV
es invariante bajo transformaciones de Galileo.

8.2. La transformacién de Miura y la ecuacién de Schrédinger de la
Mecénica Cudntica. Para su referencia, puede consultar detalles en [41].

La ecuacién de KdV (131) es una ecuacién no lineal, debido al término uu,. En
general, las ecuaciones no lineales, aiin las ordinarias, son muy dificiles de estudiar y
ain mds, de resolver. Sin embargo, hay algunas ecuaciones que, usando alguna trans-
formacién méas o menos ingeniosa, pueden ser linealizadas. Por ejemplo, ecuaciones del
tipo
(135) Y + P(2)y* + Q(x)y + R(z) =0

llamadas ecuaciones de Riccati, pueden ser linealizadas bajo la transformacién:

Zl

zP(x)

(136) y=

que conducen a la ecuacién:
(137) P(z)2" +(PQ - Py + PRz =0
la cual es lineal en z [24], [33]. La complejidad en el método de solucién de esta ecuacién

depende de las funciones P(x), Q(z) y R(z), pero el hecho que es lineal puede facilitar
enormemente la tarea de resolverla.



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 263

También existen ecuaciones en derivadas parciales no lineales, las cuales pueden ser
linealizadas. Por ejemplo, la ecuaciéon de Burgers:

(138) Ut + Uy = VUgy, (v >0),
puede ser linealizada por la transformacion
Pa
139 u=—2v—,
(139) 5

que se le llama Transformacion de Cole-Hopf, y que conduce a la expresion

().-(%)
¢/, ¢ ),
que al integrar respecto a = se obtiene:

¢t = VPaz + O(t)qu

donde C(t) es constante de integracién. Ahora, llamando

¢ = Dexp [/C’(t)dt} ,
obtenemos la ecuacién del calor
(140) D, = vd,,,

por lo que la ecuacién de Burgers puede ser integrada para cualquier C(t).

Pensamos en utilizar transformaciones del tipo de Cole-Hopf (139), u = v, /1, para
tratar de linealizar la ecuacién de KdV (131), pero sélo nos lleva a una ecuacién mds
complicada ...y no lineal:

(Dt — Vuthe)? — 6(Vng — V2)hthy +--- =0

La solucién al problema de resolver la ecuaciéon de KAV (131), con condicién inicial
(132), se encontré por un camino realmente inesperado. Para verlo, definamos primero
los operadores K y M de la siguiente manera:

Ku] =  us — 6uuy + tgqy
(141) :
M[’U] = v+ 607V, + Vg

Con esta notacion, la ecuaciéon de KdV se escribe:
Klu] =0
Ahora, a la ecuacion:
Mv] =0,
se le conoce como ecuacién modificada de KdV (mKdV).
Muchos matematicos siguieron buscando una transformaciéon que linealizara la
ecuacion de KdV, mientras R. Miura estudiaba simultdanemante las ecuaciones de

KdV y mKdV [32]. En sus estudios, Miura observé que si u y v (soluciones a las
ecuaciones de KdV y MKdV respectivamente) estan relacionadas por la ecuacién

(142) u = >+,

entonces,

(143) gMM+%MM:KM
T

donde los operadores Ky M estdn dados por (141).

Asi, si v satisface la ecuacién mKdV, M[v] = 0, entonces u satisface la ecuacién de
KdV,

Klu] = 0.

Al revés también es cierto. Esto es, si u satisface la ecuacién de KdV, K[u] = 0,
entonces v es solucién de una ecuacién mucho mas complicada, %M [v]+20Mv] =0,
que no necesariamente es la ecuacién MKdV, pero que si se pide v — 0 para x — 00,
entonces M[v] = 0.
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A la transformacion (142), se le conoce como transformacién de Miura.

El siguiente intento fue linealizar la transformacién de Miura (142). Si en dicha
transformacién u(x) fuese dada, entonces es una ecuacién del tipo de Riccati (135)
para la funcién v(z), con P(z) =1,Q(z) =0y R(z) = —u(z). Podemos asf linealizar
(142) (cf. (135)) con la transformacién (cf. (136)):

e

w )

por lo que v satisface la siguiente ecuacién:

Yz —ur) = 0.
Ahora, recordemos que la ecuaciéon de KdV es invariante bajo las transformaciones
de Galileo (seccién 8.1). Es decir, podemos tomar la transformacién (134):

v

U —u— A\

Entonces:

iPero ésta es la ecuacion estacionaria de Schrédinger de la mecdnica cuédntical

En este momento, el enfoque ha cambiado. Ahora, mas que hablar de una transfor-
macién, hablamos mds bien de un problema asociado de dispersién (o bien, un pro-
blema espectral) para la funcién 1, cuya informacién puede ser usada para conocer
propiedades de u = u(x,t). Desde este punto de vista, el perfil de la onda u = u(z,t)
es el potencial de dispersién. El tiempo ¢ aparece aqui como un parametro, por lo que
hay un problema de dispersion para cada valor del parametro t.

Es importante hacer notar que el tiempo ¢ de la ecuacion de KdV no tiene
nada que ver con la variable temporal de la ecuacién dependiente del tiempo de
Schrodinger. De esta forma, la idea de Greene (uno de los inventores del Método de
Dispersidn Inversa) fue buscar el “potencial” u = u(x,t) para todo tiempo ¢, a partir
de informacién del espectro A = A(¢) y de las funciones de onda ¢ = ¥ (x,t) en todo
instante t. Su idea fue correcta ...

8.3. Los Espectros Discretos y Continuos. Al resolver la ecuacién de Schrédin-
ger y buscar cudles valores toma la energia (i.e., buscar los valores propios), encon-
traremos que pertenecen a dos tipos de conjuntos: uno discreto y otro continuo, y
les llamaremos espectro discreto y espectro continuo, respectivamente, a dichos
conjuntos.

Tomemos A = k? en la ecuacién (144), por lo que :

En nuestro problema de propagacién de ondas en el agua, u(x,t) — 0 para |z| — oo.
Asi, las asintéticas de las soluciones de la ecuacién (145) son:

’(/J(LL‘, k) ~ eikw 6 e—ikau7

pues en el caso u(x,t) =0, (145) es

ez + k21/1 =0.
Elijamos el comportamiento:
(146) Y(z, k) ~ e para z~ oo,

debido al hecho de que queremos estudiar un problema de dispersién. Esto es, pedimos
que hacia el infinito se propague una onda de médulo 1 (de amplitud 1), después de
haber interactuado con el potencial u(z,t).

Para estudiar el efecto de u sobre ¢, consideremos la ecuacién no homogénea:

donde n(z) = u(x, k) es el término no homogéneo. A la ecuacién (147), podemos
encontrarle una solucién particular usando el método de variacién de pardmetros,
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pues conocemos dos soluciones linealmente independientes del problema homogéneo:

6ik:v y efik::c'
La solucién estara dada por
(148) P(, k) = ™ + gy (x, k),
donde 9, (x, k) es una solucién particular dada por
(149) Vp(z, k) = A(x)e“” + B(z)e =,
con
z 7iky
_ n(y)
A(IL’) - 7\/ W(etky e Zky) d
zky
n
B@) = [ proms dn

tales que A(z), B(z) — 0, cuando  — 0, de tal modo que ¢, (z, k) — 0, pues pedimos
el comportamiento ¥(z,k) ~ e*%  si x ~ co. La funcién W es el Wronskiano de las
soluciones linealmente independientes de la ecuaciéon homogénea y su valor es

W (e, e~y = —2ik.
Asi la solucién particular (149) de la ecuacién de Schrodinger (147) esta dada por:

_ [ e Mu(y)g(y, k)™ + eMuly)y(y, ke
Vp(z, k) 7/;5 ik dy

que simplificando y sustituyendo en (148) obtenemos:

oo
(150) o) = et — [T I dy
x

Esta es un ecuacién integral para la funcién ¥(x, k), solucién a la ecuacién de
Schrodinger. Veremos mas adelante que la ecuacién integral puede resolverse usando
iteraciones, y que, ademds, es una funcién analitica de la variable k para Im(k) > 0.

Ahora, la ecuacién de Schrodinger es un problema de Sturm-Liouville. Sabemos
que las funciones propias corresponden a valores propios discretos. También
sabemos que, cuando se trata de funciones propias, los valores propios son negativos:
Aj = —K)? <0,(j=1,2,3,...), dado que el potencial u(z) < 0 y u(z) — 0 cuando
|z| — oo. Para tener tal comportamiento, pedimos que k; = ix;. La continuacién
analitica impondrd la condicién Im(k;) = k; > 0. Los estados correspondientes a las
funciones propias forman lo que se llama los estados ligados.

Observacion 8.3.1. Para un estudio detallado sobre la continucién analitica de las
soluciones, el lector interesado puede consultar [44].

En el caso Im(k) = 0, tenemos que A = k? > 0. Aqui, las soluciones v (x, k)
oscilan y estan acotadas, por lo que los valores de k no estan restringidos y pueden
tomar cualquier valor real, esto es, pueden variar continuamente en Im(k) = 0. Aqui
hablamos del espectro continuo. Estos son los estados libres.

Para visualizar que los estados libres pertenecen al espectro continuo y los acotados
al discreto, recurramos a las ideas de la mecanica cuantica. Sabemos que en mecénica
cudntica la energfa (aqui representada por la letra A) es muy probablemente mayor
que la “energfa potencial” u(z). (En mecédnica cldsica, siempre es mayor). Por tanto,
A—u=k?—u>0. (Figura 28).

Para el valor de A = —x? dado en la figura 28, los estados son acotados. Es decir,
el dominio de la funcién de onda ¥ (z, k) es (muy probablemente) acotado, y es dado
por la restriccién:

2

A—u=—k"—u>0 (muy probablemente)
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u(x)

e /|
V4

FIGUrA 28. El espectro discreto

Cuando ésto sucede (los estados acotados), la energia estd cuantizada, es decir, los
valores propios toman valores discretos:

A=) =—k; <0.

Como estudiamos el caso A = k? = —m? < 0, debemos pedir: k; = ir;. Asi, tenemos un
energia negativa: \; = *Ii? < 0. Podemos pensar, por ejemplo, en los estados acotados
de un electrén atrapado por un nicleo de hidrégeno (esto es, recordemos el modelo
atémico de Bohr). En este modelo, los estados de los electrones estdn cuantizados, son
discretos.

A=k’

u(x)

FicurA 29. El espectro continuo

Si A = k? (Figura 29), A\ — u = k% —u > 0, para cualquier valor de z, de aqui que
para el ejemplo o analogia con el electrén en el dtomo de hidrégeno de Bohr no esté
atrapado, es decir, que el estado sea no acotado.

En mecédnica cudntica, cuando un estado es mo acotado, se tiene un espectro
continuo, esto es, cualquier valor de la energia es un valor permitido. Continuando
con la analogia del atomo de hidrégeno, en el caso del estado no acotado, el electrén
es libre, no esta atrapado. Cambiar su energia A; > 0 por otra arbitraria Ay > 0, no
altera el estado libre del electrén, pues su energia siempre es positiva. Asi, el cambio de
energia serd siempre en forma continua en el intervalo A > 0, por lo que el espectro,
en este caso, es continuo.
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8.4. La Invarianza del Espectro en el Tiempo. Como mencionamos al final
de la seccion 8.2, tenemos un problema de dispersién para cada valor del parametro
t. Sin embargo, no conocemos la solucién u(z,t) de la ecuacién de KdV, por lo que
nos gustaria saber si se puede determinar el “potencial” u(x,t) con cierta informacién
dada de antemano que debe, por supuesto, depender de ¢. La respuesta es que si es
posible encontrar la solucién a tal problema, dando como datos “el coeficiente de
reflexion”, “las constantes de normalizacion” (que més adelante definiremos) y “los
valores propios.” Todos deben ser conocidos en el instante t.

Como veremos a continuacion, jel espectro es constante en el tiempo t!. De este
modo, lo tinico necesario es encontrar los valores propios en ¢t = 0. Esto se puede
lograr resolviendo el problema directo:

pues recordemos que V(z) = u(x,0) es la condicién inicial del problema de valores
iniciales para la ecuacién de KdV.

Tenemos pues que a la ecuacion de KdV le podemos asociar el problema lineal de
la ecuacién estacionaria de Schrédinger:

wmx + (kz 7“)1/) =0

La funcién de onda ¢ (x, k) es una funcién de = y de k, y el valor propio A es una
constante (jen z!). Ahora, el potencial es solucién de la ecuacién de KdV (131), por
lo que depende tanto de la variable espacial x como de la temporal ¢: u = u(x,t). Asi,
el tiempo ¢ juega el papel de pardmetro en la ecuacién de Schrodinger (144):

2

(e ks ) + M) — (e, )b, ks 1) =0,

por lo que no solo la funcién de onda (x,k;t) puede depender del tiempo, sino
también del valor propio A(t).

Ahora, nos podriamos hacer la siguiente pregunta: ;jcémo evoluciona en el tiempo el
valor propio A(t), si el “potencial” u = u(x,t) evoluciona de acuerdo a la ecuacién de
KdV? La respuesta, como lo mencionamos anteriormente, es bastante sorprendente.

Veamos primero cémo evolucionan en el tiempo los valores propios correspondientes
al espectro discreto \;(t) = —r2(t). Para ello, escribamos u(z, t) de la siguiente forma,

J
usando la ecuacién de Schrodinger,

ik (t),t
u(x,t): Z/}w:l?(x.lﬁ]( ) ) _K/2(t)
P, ing(t),t) 7
Substituyendo esta expresién de u(zx,t) en la ecuacién de KdV, tendremos la relacién
siguiente entre 1 (x, irj(t),t) y sus derivadas con la evolucién de —2(t):

J
Rdsd 9 0Q; Oy

donde
¢] = ¢($, Z.K:ja t)v

_ oY

(152) Q=2

y

+ugt) — 2(u + 2)\)%

Qj = Q‘k:inj .

La prueba de la validez de la ecuacién (151) serd dada en el apéndice D.
Ahora, por ser 9; funcién propia:

(153) ¢; =0, cuando |z]| — oo.
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Integrando desde —oo hasta oo la ecuacién (151) y usando el comportamiento (153)
de la funcién propia 1);, obtenemos

2 oo
dlij

(154) -

;]2 dx =0

— 00
Ademi4s:

/ W}J'de 7&07

y es convergente, por ser v; funcién propia. De (154) se concluye que

(155) "y
dt
Esto es, jA;(t) = 7&? (t) es una constante de movimiento!. Por tanto escribiremos:

K (t) = k;(0) = K;.

Ahora, jqué pasa con el espectro continuo? Sabemos que el espectro continuo
consiste de los valores A = k2 > 0 y esto se cumple para toda k real. Ahora, el
espectro continuo siempre es positivo, independientemente del pardametro t. Por tal
motivo,

dk?
—Y
dt
jtambién es constante de movimiento!. Por lo que escribiremos:
At) = k2,

sin anotar explicitamente el tiempo para recordar que se trata de una constante de
movimiento.

8.5. Evolucién de las Funciones de Onda. Es un hecho también muy sorpren-
dente que podemos “casi” calcular la evolucién temporal de las funciones propias ¢; =
(z,ik;;t) y de las funciones correspondientes al espectro continuo ¢ = ¥(x, k;t). Es-
to nos servira posteriormente para calcular la evolucién temporal de “las constantes
de normalizacion” y del “coeficiente de reflexion”. Aqui por temporal se refiere a la
evolucién en el tiempo “t” de la ecuacién de KdV.

Veamos primero cudl es la ecuacién de evolucién de las funciones propias. Usando

la ecuacién de evolucién (155) de los valores propios, A\; = —m?, en la ecuacién (151)
obtenemos:
9 0Q; N
il . —0, 22 ) =o.
Ox (% Ox @ Ox
Integrando con respecto a x se sigue que:
0Q; _ 5 9%

(r o - Qj o = D(t),

donde D(t) es una funcién arbitraria del tiempo. Notemos que, dividiendo la ecuacién
anterior entre wf-, la podemos escribir como

9 (C?a') _ D@

817 ¢j d)jz ’
que integrando resulta
Q; / vody
156 — =Dt — + E(t),
(156) =P [ GErEe

donde E(t) es otra funcién arbitraria del tiempo. Como v;(y) — 0 exponencialmente,
cuando y — oo (ver ecuacién (153)), tenemos que 1 /w]2 crece exponencialmente, por
lo que la integral

oo U3
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es divergente. Ahora, por (156), tendriamos que @, diverge cuando z — oo. Pero
Q; mno puede diverger, ya que depende de v; y sus derivadas, por lo que ; — 0, si
x — oo. Asi, debemos escoger D(t) = 0 en (156), resultando:

Q(z, ik 1 t) = Y(x, ik : t)E(t).

Usando la definicién (152) de Q y A =\, = fnfz

0 o
(157) wﬂ +ugh; — 2(u — 2;@% = BE(t);,
z
y tomando ; = @ el E(t) @t tenemos:
0, Op
('“)tj +uzp; — 2(u — 2k7 ) axj =0,
por lo que, equivalentemente,, podemos escoger E(t) =0 en (157), quedando:
w] 2 61/)3'
Usando la ecuacién de Schrodinger (144), despejemos A = \; = —li? y derivemos dicha
ecuacién respecto a x para obtener:
ZZJ‘ xx
A=Xj=-kK) = U—(£, y
u _ (w])zfcm . (%)m(%)x
(7 V2

Usando estas expresiones en la ecuacién (158), encontramos que la ecuacién de
evolucién de 9, es

oY, 33, o,
159 44 =L — 3piu, = 0.
(159) 9 + 9 6u 5 3ju, =0
Definamos al operador B del siguiente modo:
83@ 9y
Asi, la ecuacién de evolucién (159) de % se puede escribir como:
oY
161 Z7 — Bl
(161) i = Bly,|

Observacion 8.5.1. El operador B, ecuacién (160), es uno de los operadores de Lax,
y aparece en la ecuacién de Lax (99) y del que hablamos en toda la seccién 7 , pero
aqui aplicado a la ecuacién de KdV.

Con un ragonamiento andlogo, podemos llegar a que las funciones 1 correspondien-
tes al espectro continuo A = k? cumplen con la ecuacién:
oQ 51/)
Vo~ @a, = DO
Usando la definicién (152) de @ y el comportamiento asintético 1 ~ e*** en x ~ oo
(ecuacién (150)), tenemos:

D) =92 Q% 0. para 2o
y, por tanto,
(162) D(t) =0,
pues es constante en x.
Asi, se cumple la ecuacién
waQ o
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Entonces, y de la misma manera como se hizo para el caso discreto, obtenemos

o "o - 3yug =0,

o bien,

(163) - = BlYl,

ot

la cual es la ecuacién de evolucién para las funciones ¢(z, k;t) correspondientes al
espectro continuo, donde B estd definido en (160).

8.5.1. Panorama del método de dispersion inversa: resolucion de la ecuacion de
KdV. Notemos ahora que, dado que la condicién inicial u(x,0) = V(z) (ecuacién
(132)) es dada de antemano, en principio podemos resolver la ecuacién estacionaria
de Schrédinger en el instante inicial ¢t = 0,

Yo (2, k,0) + (A0) = V(2))d(2, k, 0) = 0.

Esto es, podemos conocer los valores propios, A(0) = —m?(O), y funciones propias,

(z,ik;,0), en el instante inicial ¢ = 0. Es decir, habremos resuelto el problema de
dispersion directa.

Conocemos la evolucién temporal de los valores propios A(t) = —/{? pues, como
vimos, son constantes de movimiento. Adema&s, podemos también “casi” conocer
la evolucién en el tiempo de las funciones propias ¥; = ¥(x,ik;,t) y de las que

corresponden al espectro continuo ¢ = ¢ (x, k; t) (ecuaciones (161) y (163)). Y hacemos
énfasis en la palabra casi, pues en el operador B (ecuacién (160)), aparece la funcién
desconocida u(zx,t).

Ahora, con esta informacién de los valores propios A;(t) = A; = —/if (constantes de
movimiento), de las funciones propias ¥, = ¥(x,ix t) de las funciones de onda
Y = Y(x,k;t), {podemos conocer el potencial u(x,t).. Es decir, ahora queremos
resolver el problema inverso: dadas las funciones v (z,ix,t), ¥(x, k;t) y los valores
propios A;(t) = —k3, determinar el “potencial” u(z,t).

En el ano de 1951, Gel'fand y Levitan [16] encontraron que esto si es posible. Atin
mas, no es necesario conocer completamente las soluciones 1; y v, sino que solo basta
conocer “la constante de normalizacién” ¢;(t) de ¢;, y el comportamiento asintético
de la funcién ¢ en © ~ 0o y & ~ —oo . En estos limites, la funcién u(x,t) es conocida,
por lo que tomando las asintéticas en las ecuaciones de las funciones v; y ¢, (161) y
(163), tendremos un medio para conocer la evolucién temporal de ¢; y ¢ en oo.

Gel'fand y Levitan [16] se dieron cuenta ademds que, dando solamente el com-
portamiento asintético de las funciones propias, 1;, y de onda 1, las constantes de
normalizacién c¢; y los valores propios A;, es posible plantear una ecuacién integral
lineal para cierta funcién K (x,y). De hecho, la ecuacién que relaciona el potencial
u(z,t) con la funcién K (x,y;t) es

dK
u(z,t) = —25(1}, x;t)

Por lo que el problema inverso quedaria resuelto y conoceriamos la solucién de la
ecuacion de KdV. Los detalles seran dados mas adelante.

8.6. Problemas de Dispersion. En esta seccién daremos una idea sumamente
intuitiva de qué queremos decir con problemas de dispersién, y daremos una idea
de lo que queremos decir por datos de dispersion, como coeficientes de transmision,
reflexiéon y estados ligados. Reitero: serd muy intuitiva.
Tenemos entonces que la ecuacién de Schrodinger nos plantea dos tipos de proble-
mas:
1. Problema de dispersién directa o bien problema espectral. Dada u(z)
y su comportamiento en el infinito, |z| — oo, determinar ;(x), ¥(x) y A;, i.e.,
las funciones propias, la funcién de onda y los valores propios.
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2. Problema de dispersién inversa Dadas v,(x),¥(x) y A;, determinar el
potencial u(x).

De manera muy intuitiva y nada rigurosa, veamos la descripcién de un sencillo
problema que, en cierto modo, se parece al problema inverso de dispersién en mecénica
cuantica.

Imaginemos que lanzamos N pelotas desde la derecha sobre algunos obstéculos y
valles, cuya forma desconocemos. (Figura 30).

u(x)

A pelotas B pelotas N pelotas
o000 0000 O000000

u(x)

\ 7/~ Estados acotados
O

Desconocemos esta forma.

F1auraA 30. Problema de dispersién (imagen descriptiva)

Lo que deseamos conocer es la forma de los obstdculos y valles, i.e., del potencial
u(x). Para tal fin, serd necesario conocer el nimero A de pelotas que pasan las barreras
y el nimero B de pelotas que rebotan en dichos obstdculos. Ademads, quedaran otras
pelotas atrapadas en los valles. La region de movimiento de estas pelotas atrapadas
es finita, lo que constituird los estados acotados, pues la regién en que se encuentran
es acotada (de otra forma serfan estados libres).

Ahora, como mencionamos en la seccién anterior, para conocer la forma de u(z),
los datos necesarios son B/N (el coeficiente de reflexién, el cual se determina del
comportamiento asintético de ), los valores propios (determinados por los estados
acotados) y las constantes de normalizacién (que en este ejemplo no tienen andlogo) de
las funciones propias ¥ (x, ix;). A estos datos se les conoce como datos de dispersién.
Mas adelante daremos expresiones precisas para los coeficientes de reflexién, las
constantes de normalizacién y de los estados acotados en términos de las soluciones 1)
de la ecuacion de Schrodinger.

Notemos que el nimero total de pelotas debe de conservarse, esto es, A+ B = N.
O bien:

A B g

N N
Esta ecuacién lo que nos dice es que lo que se transmite mas lo que se refleja, debe de
ser siempre el total, la unidad. (En este dibujo la expresién anterior no es tan precisa,
pues quedan pelotas “atrapadas.”) En términos de la funcién de onda v (solucién de
la ecuacién de Schrodinger), encontraremos una relacién similar a ésta.

8.7. La Expresién Integral para la Funcién de Onda. La expresién (150) es
una ecuacién integral para la funcién 1 (z, k), que podemos escribir en la forma:

(164) Bla, k) = et 4+ T,
donde T es el operador
~ X gink(x —
(165) 7= [ =g, ay

Resolvamos la ecuacién (164) por iteraciones. Esto es, substituyamos el valor de v
dado por (164) en el miembro derecho de esta misma ecuacién, resultando:

w(x’k) _ eikx +T€ikx +T2w
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Repitiendo el argumento anterior sucesivamente, eventualmente tendremos una expre-
sién para la solucién de la ecuacién de Schrodinger (145),

(x, k) = eiht | Peikr | PReike o pngike
Denotemos por L(z,y) al kernel del operador T definido en (165):

(166) La,y) = HEZ0), )

Asi,
Tis(a, k) = / L, y)(y, k) dy

Tendremos entonces que:

o0

Y(z, k) = eik”/ L(z,y)e™ dy+/ L (z,y)e™ dy+- - '+/ L™ (2, y)e™ dy+- - -

x

donde hemos definido

L®(z,y) = [ L(z,y1)L(y1,y) dys,

\c@

L@ (2,y) Lz, y1)L(y1, y2) L(ya, y) dyady,

\@

/y
T Y2

y, en general,

L™ (z,y) / // (2, Yn—1)L(Yn—1,Yn—2) - L(y2,y1) L(y1,y) dy1dys - - - dyp—1.

Y3 Y2
Notemos que estas integrales definen las desigualdades z < yp—1 < yp—o < -+ < yo <
y1 < g, por lo que tenemos:
z <y

La serie de Neumann,
(167) K(z,y) = L(z,y) + L (,y) + -+ L™ (2,y) + - -

define una nueva funcién K (z,y) en la regién x < y. Si esta serie es uniformemente
convergente, entonces:

=€t /(L(x, y) + LA (z,y) + -+ LM (z,y) + - )e™ dy

y de la definicién (167) de K (z,y):
(168) = ek 4 /K(x,y)eiky dy en z<uy.

Esta es la expresion integral para ¥ (z, k), solucién de la ecuacién de Schrodinger (145).

Ahora tenemos que el nicleo K(z,y) depende de cada una de las funciones
L®¥)(z,y) (k=1,2,3,...). Estas dependen de L(z,y), quien a su vez depende de u(y),
por (166). Por tanto, el kernel K(x,y) debe de tener cierta relacién con el potencial
u(x). Para nuestros fines, no ser necesario encontrar todas las L¥)(z, ), inicamente
es necesario encontrar la K(x,y), como veremos enseguida.

Es importante observar que la solucién ¢ del problema espectral con u(z) # 0, jestd
dada en términos de las soluciones e*** del problema libre! Es decir, la solucion 1 es
una combinacién lineal (continua) de las funciones e***, como es claro de la ecuacién
(168).
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Desde luego, hay una relacién entre K(x,y) y u(z), pero ésta es explicita, como
ahora veremos. Para sustituir la representacién (168) de la funcién ¢ en la ecuacién
(145), necesitamos calcular

d? , dK , . oK _
—d;éj = —k%ethr — %(J;,x)e”” — kK (z,z)e* — %(I,x)e““—k
(169)

+ /0082 K(z )eiky d
6.1:2 7y y?
xr

y, por otra, integrando por partes la representacién (168) con la suposicién adicional
que K(z,y) — 0, si y — oo:

0K

Bz, k) = k2™ 4+ ikK (z,z)et*® — e

(l’, x)eikz+

(170) s 82 "
+/— 8—y2K(x,y)e’ Y dy.

Sumando miembro a miembro las ecuaciones anteriores, y usando la regla de la
cadena, %K(x,x) + B%K(m, z) = L K(z, ), se sigue que:
(171)
2 d ika i 0 0 ik
T2 + kY (x, k) = {—QdIK(x,x)] e +/ [MK(x,y) - a—yQK(x,y) e™* dy.

x

También tenemos que:

o0

u(@)d = u(z)e™ + / (@)K (2, 5)e™ dy,

x

y como %@/} + k% (x, k) = u(x) (ecuacién de Schrodinger (145)), de las dltimas dos
igualdades obtenemos finalmente

2 2
(172) 5o (@) = 5 K (ay) = @) K ),

(173) u(z) = —Q%K(x,m)

La ecuacién (173) es la relacién buscada entre u(z) y K(x,y). Asi, si conocemos
K (z,y), podemos conocer el potencial u(z), y el problema inverso quedaria resuelto.

Vale la pena hacer notar que, para resolver el problema directo (encontrar
conociendo K (x,y)), estas relaciones (ecuaciones (172) y (173)) no son tan ttiles. Si
u(z) es dado, hay que resolver la ecuacién en derivadas parciales (172) con datos (173)
dados sobre la caracteristica x = y, lo cual complica el problema. A este problema
se le conoce como el problema de Goursat [6], cuyas soluciones también se sabe son
Unicas, por lo que la funcién K(x,y) debe de ser tnica. Mds adelante veremos una
forma de encontrar la funcién K (z,y) para asi poder determinar el potencial u(z) (ver
seccién 8.11).

En resumen, hay una relacién simple entre el potencial u(x) y el nicleo K(z,y) de
la representacién integral (168) de la solucién v (z, k) de la ecuacién de Schrodinger
(145), con u(z) # 0, y en términos de las soluciones e*** del problema libre.

8.8. Datos de Dispersién. La utilidad del niicleo K (x,y) es que puede ser deter-
minado a partir de informacién asintética. Para esto es conveniente introducir solu-
ciones apropiadas, linealmente independientes, de la ecuacién de Schrodinger.
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Para tal fin, y usando el mismo razonamiento que en la seccién anterior, podemos
expresar la otra solucién linealmente independiente ¢(x, k) de la siguiente manera:

xr
o(x, k) =e 4 / K (z, k)e ™ dy,
—0o0
la cual tiene el siguiente comportamiento asintético:

o ~ e kT en I ~ —oQ.

También, como en la seccidén anterior, existe una relacién sencilla entre el potencial
u(z) y el nicleo K(z,y):

u(x) = 2%[((:6, x)

Introduzcamos aqui, un cambio de notacién:

(174) fah) = v h) = e [ KR dy,

(175) g(z, k) = o(a, k) ik | /f((x’k)e_iky .

— 00
A estas funciones, soluciones linealmente independientes de la ecuacién de Schrodinger,
se les conoce como funciones de Jost.
Podemos tomar la continuacién analitica de las funciones de Jost, pero esto sélo
lo podemos hacer en el plano Im(k) > 0. En efecto, escribiendo:

k= pu+ik,
con k£ = Im(k) > 0, tenemos que:
lim e = lim e " =, y
r—00 T—>00
lim e % = lim e "% =,
r—r—00 T——00

pues de otro modo las funciones de Jost serfan divergentes.

Por tanto, k puede ser, en general, un numero complejo. De la definicién de k,
A = k2, se sigue que \ puede ser también un niimero complejo. Sin embargo, es real
(como probaremos en el apéndice A). Esto iltimo como consecuencia directa del hecho
que A es valor propio de la ecuacion de Schrodinger. Esto también ya fue utilizado
en la seccién 8.3, en donde comentamos que la energia A > 0 corresponde al espectro
continuo, mientras que para los valores A < 0 tenemos el espectro discreto. Como
vemos, usamos el hecho de que X es real.

Por todo esto, los valores posibles que puede tomar k son de dos tipos:

1. k € R. En este caso, A = k? es real positivo, y corresponde al espectro continuo.
2. k = ik es imaginario puro, con £ > 0, pues k = Im(k) > 0. Aqui, A = —x?
también es real, pero negativo. Se trata del espectro discreto.

8.9. El Espectro Continuo: el Coeficiente de Reflexién. Como mencionamos
anteriormente, el nicleo K(z,y) puede ser determinado por informacién asintética de
las funciones de Jost. Dicha informacién asintética es el coeficiente de reflexién, que
definiremos enseguida.

Tomemos la funcién de Jost f(z,k) (ecuacién (174)) solucién de la ecuacién de
Schrédinger (145). Dicha funcién tiene el siguiente comportamiento asintético en el
infinito, oo:

flz,k) ~ ez~ 0.
Y, por tanto,
flz,—k) ~e ™ 2~ oo,
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es otra solucién, linealmente independiente, de la misma ecuacién. Como aqui tratamos
con el espectro continuo, k es real.

Consideremos ahora g(z, k) y g(x, —k) (ecuacién (175)), soluciones también lineal-
mente independientes de la ecuacién de Schrédinger (145), pero con comportamiento
en menos infinito, —oo:

g(ﬂf, k) ~ eiikma T~ —00,
glxz,—k) ~ e* 1z~ -0

Como la ecuacion de Schrodinger es una ecuacion de segundo orden, tiene unica-
mente dos soluciones linealmente independientes y cualquier otra solucién estard dada
como combinacion lineal de la dos primeras. Por tanto:

(176) 9(@, k) = a(k) f(z, —k) + b(k) f (z, k)
El comportamiento asintético de g(x, k) serd entonces:
(177) glx, k) ~ a(k)e”* £ b(k)e™™™, z~ oco.
(178) glx, k) ~ e e X~ —00.
u(x)
g~e™ g~arikx + b
X ~ -00 X ~00
u(x)

Desconocemos esta forma.

FicurA 31. Problema de dispersién

Esto significa lo siguiente. (Ver figura 31). Inicialmente mandamos una onda
a(k)e”** desde +oo, con direccién negativa y amplitud a(k). Como resultado de
la interaccion de la onda con el potencial, seguiran dos ondas: una transmitida y otra
reflejada.

La primera, e , se dirige hacia —oo con amplitud 1 y es la onda transmitida.
La segunda es la onda reflejada, pues se dirige hacia +o00, llevando ésta una amplitud
b(k).

Es un resultado de mecdnica cudntica (enseguida lo probaremos) que las proba-
bilidades se conservan. La probabilidad de que una particula se encuentre en el
intervalo [a, b], estd dada por

—ikx

b
/ p(, k) 2 da.

A la funcién |¢(z, k)|? se le llama densidad de probabilidad.

TEOREMA 8.9.1. Dado que las probabilidades (las densidades de probabilidad) deben
conservarse, entonces la (densidad de) probabilidad |a(k)|? que se manda inicialmente,
debe de ser igual a la (densidad de) probabilidad 1 que se transmite, mds la densidad
|b(k)|? que se refleja. Esto es:

la(k)[* =1+ [b(k)[?,

y es la igualdad que debemos probar.
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Demostracion. Para ello, veamos que las soluciones linealmente independientes de la
ecuacion de Schrodinger:

g(z. k) = e_ik“r/f((fc,y)e_““ydy,
—o0

gle,—kK) = %oy / R, y)e™ dy,

estan relacionadas por:
g*(-'lf, k) = g($7 _k)

en vista de que k y K (z,y) son reales (K (z,v) es real, pues u(z) = 2% es real). Aqui
g*(z, k) denota el complejo conjugado de g(x, k). De igual modo:

f*(l‘,k) = f(SC, 7]{)

Calculemos ahora el Wronskiano de las soluciones g(x, k) y g*(z, k), y tomemos su
comportamiento asintético en x ~ oo, usando (177):

Wi(g,9") = 995 — 929"
~  2ik(|a* — |b]?), si x~ 00

y en & ~ —oo, usando (178):
. e—ikx eikx
W(g,g ) ~ det( _ike—tkr Lotk )
= 2ik.

Ahora, como el Wronskiano de dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacién de Schrodinger es una constante (la prueba estd en el apéndice B), entonces:

W(g,9")z=00 = W(9,9")|lz=—oo

Por tanto,
2ik(|al* — |b|?) = 2ik,

o bien,

la]? = [b” +1,
como queriamos probar. O

Si |a|? # 0:
Lo
[al? " a2

Esta es la identidad que define el coeficiente de transmisién T'(k) = ﬁk) y de reflexién:

b(k)
R(k) =
= e
1
Tomamos esta definicién, pues T'(k) = W es la proporcién de la cantidad reflejada
a

1, sobre la cantidad o amplitud inicial a(k). Del mismo modo, el coeficiente de

reflexién R(k) es la proporcién de la amplitud reflejada b(k) a la amplitud inicial
. _ (k)
a(k): R(k) = alh)’

La igualdad |a|? = |b|> + 1 es andloga a la planteada para el caso de “conservacion
de pelotas” que pasan y rebotan por los valles y obstdculos (ejemplo dado en la seccién
3.6):

A B i
NTNT
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Tenemos pues, la conservacién de probabilidades:
1 [b(k)|?

(k)2 Ja(k)P?

If
—

i.e.,

T(k)]? + |R(K)]* =1

8.10. El Espectro Discreto: Estados Acotados, Constantes de Normali-
zacion y Valores Propios. La funcién g, cuando se continda analiticamente para
Im(k) > 0, determina toda la informacién sobre el espectro puntual. En efecto, los
ceros de la ecuacién a(k;) = 0 son los puntos del espectro. Es decir, si a(k;) = 0
tenemos:

(179) 9@, kj) = pj f(z, kj)
donde p; es la constante de proporcionalidad.
Para k; = Im(k;) > 0 sabemos que:

g9z, kj) = pjf(x,k;) ~ pjeikf‘” = p;e ¥ =0, cuando x — o0
g(z,kj) ~ e T =m0, cuando x — —o0.
Asf pues, g(z,ik;) es funcién propia, con valor propio A\; = ka = —Ii? < 0, pues

recordemos que los valores propios son negativos. Para tal kj;, la funcién g(x,k;)
representa un estado acotado, esto es, la probabilidad de que una particula con
funcién de onda g(x,k;) se encuentre en un intervédlo acotado es muy alta, debido
al decaimiento exponencial de la funcién de onda cuando |z| — co.

Aqui tenemos que Im(k;) > 0, y que \; = ka = —Ii? es real. Para ello, recordemos
que al principio de la seccién pedimos que k; sea imaginario puro:

k’j = iﬂj

Recordemos también que, cuando nos encontramos en la regién donde la energia,
Aj, es negativa, el espectro es discreto. Podemos recordar aqui el espectro discreto del
electron, en el modelo del dtomo de Hidrégeno de Bohr. Dicho electrén estéd atrapado
por el nicleo atémico del Hidrégeno y esté en un estado acotado. Asi, vemos que todo
es consistente. (Figura 32).

u(x)

FIGURA 32. Espectro discreto

La rafz k = k; = ik; de la ecuacién a(k) = 0, es un cero simple pues, como
probaremos en el apéndice C,

d oo
%a(i/ij) = —ip; / fP(w,ik;) dx # 0,
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yaque p; #0y ffooo f?(z,iK;) dz # 0, dado que queremos soluciones no triviales.
Ademas,

1 1
Resk=ix; k) = kl—ifiI}-ej m(k‘ —ikj), por definicién de residuo,
k—iK;
= 1/ A Ki) = 0
Jm S atingy Pues alin) =0,
1
(180) = T
%|k=il€j
Y asi,
1 )
Resg=ix, = !
a

k w° ) '
(k) pi | f*(wx,ik;)dx
Definiendo c¢; del siguiente modo,
1

(181) = 5——
| 12 (x,ikg) dx

)

podemos escribir
1 ic?
182 Resp—ip, — = —Z,
152 k)
La constante c;, es la constante de normalizacién, pues normaliza la funcién
de Jost, f(x,ik;), del siguiente modo:
o0
/ [c; f(z,ik;)]* do = 1.
—oo
La relacién existente entre la constante de proporcionalidad p; y la constante de
normalizacion c; se sigue de las ecuaciones (180) y (182):

o d
(183) pj = zc?ﬁa(mj)

De aqui que es equivalente dar c? o dar p;.

Ahora, si u — 0 suficientemente rapido, cuando |z| — oo, tenemos el siguiente
teorema.

TEOREMA 8.10.1. El ndmero de raices de la ecuacion a(k) =0 es finito.

Demostracion. Esto es una consecuencia de la continuacién analitica de las expresiones
integrales de las funciones de Jost:

flz k) = eik”+/K(x,k)eikydy,
glx, k) = e_ikm—i—/f((x,k)e_ikydy.

Para |k| — oo, las integrales se anulan, por el lema de Riemann-Lebesgue (si K (z,y)
y K(z,y) son absolutamente integrables). Asi, cuando |k| ~ oo, con Im(k) > 0,

f(iC, k‘) ~ eik;c
glz, k) ~ e e
Sabemos que el Wronskiano de f y g estd dado por (apéndice B):

W(f(x, k), g(x, k)) = —2ika(k)
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de donde:
)
alk) = 5 W(/.9)
Si |k| ~ oo:
_ L ~ i ikx —ikzy _
Entonces:
(184) lim |a(k)| = 1.

|k|—o0

Por tanto, los ceros de a(k) = 0 deben de estar en una regién acotada D del plano
complejo.

Si el nimero de ceros es infinito, todos ellos deben de estar en D, y tendran al menos
un punto de acumulacién. Si a(k) es analitica en D, de la unicidad de las funciones
analiticas se sigue que a(k) = 0 en D. Ahora, por continuacién analitica, a(k) = 0 en
todo el plano complejo C. Pero en este caso limy_,« |a(k)| = 0, lo cual contradice la
igualdad (184). Por tanto el nimero de ceros de a(k) = 0 debe de ser finito. O

El hecho de que |a(k)| — 1, cuando |k| — oo, es sencillo de entender en términos
de dispersién de ondas en mecéanica cudntica. Recordemos que el momentum p esta
relacionado directamente con el nimero de onda k: p =% k.

Si una particula se mueve con gran velocidad, o momentum p, sera dificil que se
refleje, y si muy facil de que se transmita totalmente:

(k)] — 0, y
la(k)] — 1,

esto si p — o0, es decir, si k — oo.

Tenemos pues que la ecuacién a(k) = 0 tiene un nimero finito de ceros k = ix;, j =
1,2,3,...,n,con \; = —KJ? como valores propios. Las constantes de proporcionalidad
p; v de normalizacién c¢; estdn dadas por las ecuaciones (181) y (183).

8.11. La Ecuaciéon de Gel’fand-Levitan. La ecuacién de Gel'fand-Levitan es
una ecuacién integral lineal para la funcién K(z,y) en la regién & < y, quien
determina la funcién de Jost f(z,k) bajo la transformacién integral (174). Como
veremos, dicha ecuacién estard determinada por el coeficiente de reflexién R(k), por
los valores propios \; = —H? y por las constantes de normalizacién ¢; (o por las
constantes de proporcionalidad p;) los cuales constituyen los datos de dispersién.

Partimos de la ecuacién (176):

9(x, k) = a(k) f(z, —k) + b(k) f(z, k)
Dividiendo entre a(k),

b(k)

= Flo. k) + s F o R)
Recordemos que hemos tomado la continuacién analitica de f y g, para Im(k) > 0.
Consideremos una curva cerrada C que consta de un semicirculo de radio A y centro
en k = 0, en el semiplano complejo Im(k) > 0, y el segmento rectilineo que inicia en
el punto (—A,0) y termina en (4, 0). (Figura 33).

Tomemos A suficientemente grande de tal modo que contenga todos los ceros de
a(k): kj =ik, j =1,2,3,...,n. Multiplicando (185) por e**¥ para y > x, e integrando
sobre C, tenemos

7{79(“"’]“) ¢ dl = %f(x, —k)e’ dk + j{R(k)f(:c,k)eiky dk,
C C C

(185)

a(k)
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-A A

FicurA 33. El espectro discreto: polos en el plano complejo

b(k)

donde R(k) = alk) es el coeficiente de reflexién. Ahora, la dltima ecuacién se puede
a

escribir como:

donde:
g(x, k) ik
L = Y dk
1 f a(k) € )
c
I, = ff(x,—k)e”“y dk,
c
Iy = f R(k)f(z, k)e™ dk.
c
Calculemos I5:
g(ka) ik . S g(x,k) ik
I - Zydk:2 R 71'5.77'?/:
1 j{ o(F) e mz eSk=in, ) e
c J=1
= 2m’zn:e_"jyg(x iﬁ-)l:{eskﬂ-nL
j=1 Y ~alk)
De la ecuacién (182) tenemos:
o ic?
L= 27riZe_”“"yg(m,iﬁj)—J
—~ pj
J
y de (179):
n
(186) I = —QWZe_“-fyc?f(x,mj)
j=1

Por otra parte, usando la representacion integral de f (ecuacién (174)), tenemos:
o0
flz,ikj) = e ™% + /K(m7 z)e "% dz,
x
que sustituyendo en (186):

L=-2r |Gz +y) +/G(y+ 2)K (z,2) dz,
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donde: .
G(s) = Z e_"jsc?
j=1

Calculemos ahora I. Usando (174):

I, = ?{eik(yfz) dk—|—f /K(I,z)eik(y%) dz | dk

c c
= ]{ /K(x,z)eik(y—z)dz dk
C x

pues la funcién exponencial es analitica. Tomando el limite cuando A — oo:

I, = / / K(z,2)e*=2) dz dk,

—0o0 T
va que la integral sobre el semicirculo se anula cuando A — oo, pues y—z > x—2z > 0,
es la regién donde estd definida K(z,z) y Im(k) > 0. (Este es el lema de Jordan.
Consultar cualquier texto de Variable Compleja.)
Ahora, como y > x, y usando el teorema de inversién de Fourier obtenemos:

I, = 27K (z,y)

Finalmente, usando la expresién integral de f(z, k), calculemos I3:

(oo}
Iy = ]{ R(k)e™*@+Y) qk + ]{ / R(E)K (x, z)e*+2) dz | dk.
C C T

Si A — oo, las integrales se anulan sobre los semicirculos (por la misma razén que
antes), resultando:

I = / R(k)e™ ) g + / K(z, 2) / R(k)e™ W) gy | dz,

donde usamos el teorema de Fubini.

Llamando

H(S)E% / R(k)e®™s dk

a la transformada inversa de Fourier de R(k), entonces

Ig:27rH(:E+y)+27r/K(x,z)H(y—|—z)dz.

Asi, la ecuacién:

—Il + IQ -|— I3 - 0
es:
(187) K@)+ Flo+9)+ [ Ko 2)F(+2)d: =0
en la region:
r<y

y donde

oo

(188) F(s)=G(s)+ H(s) = ﬁ:e-wsc? + % / R(k)ei* dk
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La ecuacién (187) es la ecuacién de Gel’fand-Levitan. También se le conoce
como ecuacién de Marchenko. Es una ecuacién integral para K(z,y) en el
semiplano x < y. Si consideremos F'(s) como dada, el problema es ahora resolver
una ecuacién lineal (lo cual simplifica infinitamente el problema). Esto es, dados
los wvalores propios A\; = —n?, las constantes de normalizacion c; y el coeficiente de
reflexion R(k) (i.e., los datos de dispersién), estard dada F(s).

Resolver la ecuacién de Gel'fand-Levitan es encontrar K(z,y) para x < y, lo cual
nos llevard inmediatamente al cdlculo del potencial, a través de la relacién (173):

d
=-2—K
u(x) . (z,z)
Esto es, jrecuperamos el potencial de la ecuaciéon de Schrodinger!

8.12. Evolucién Temporal de los Datos de Dispersién. Como mencionamos
en la seccién 8.4, los valores propios son constantes de movimiento (155):
dr;
dt
y las funciones de Jost f y g (soluciones a la ecuacién de Schrédinger) evolucionan de
acuerdo a la ecuacién ((161) y (163)):
N

S =Blel (conv=f6g),

tanto para el espectro discreto (funciones de Jost, f y g, evaluadas en k = ix;) como
para el continuo. El operador B esta dado por (ecuacién (160)):
_ 4 Pe Oy
Bly] = 483:3 +6u3x
Pero como hicimos notar en las secciones anteriores, sélo es necesario el compor-
tamiento asintético de las funciones de Jost en |z| ~ co. Esto nos dard la evolucién
temporal de los datos de dispersion:

:0,

+ 3pug.

kj = k;(t)=k;(0) (ya conocemos esta evolucién),
R = R(k,t),
¢ = ¢(t).
Podemos asi, encontrar una solucion:
K = K(z,y;t)

a la ecuacion de Gel’fand-Levitan, y encontraremos el “potencial’ de la ecuacion de
Schrédinger en todo instante:

u(z,t) = —2%[((1‘, x;t),

ique es la solucién a la ecuacién de Korteweg-deVries!

Esto nos da un método, el método de dispersiéon inversa, para resolver la
ecuacién de KdV, jla cual es muy dificil de resolver directamente!. Por ejemplo,
podemos buscar soluciones del tipo de onda viajera:

u(z,t) = u(x — ct),

la cual, como veremos posteriormente, también se encuentra con el método de disper-
sién inversa. Pero hay otras soluciones que pueden ser encontradas usando dispersiéon
inversa, jque mno pueden ser encontradas usando la suposiciéon de onda viajera! Tam-
bién, como vimos en la seccion 8.2, los intentos de linealizar la ecuacién de KdV
resultaron ser infructuosos.

Asi pues, vemos que el método de dispersién inversa resulta ser muy efectivo.
Calculemos asi, la evolucién temporal de las constantes de proporcionalidad p; y del
coeficiente de reflexion R(k), para poder determinar completamente la funcién F(s;t)
en todo instante t.
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Notemos que la asintética de la ecuacién (161) es:

0 0%

ot Ox3 "’

pues u, u; ~ 0 en este limite y 1); es una funcién propia de la ecuacién de Schrédinger
(145) (no necesariamente la funcién de Jost f(x,ir;,t)). Consideremos la funcién de
Jost g(x,ir;,t). Como también es solucién a la ecuacién de Schrédinger (145), g; y
1; son proporcionales:

(189)

(190) Q/J(xai’ijat) = h(i/ﬁj,f)Q(l’Jﬁj,f)

Si escribimos h; = h(ik;,t) y substituyendo en (189) obtenemos:
dh;

(191) i = —4hy,

donde usamos el comportamiento asintético g; ~ e** en x ~ —oo. Ahora, como g; y
fj, son proporcionales, la ecuacién (190) se puede también escribir como:
(192) Ql)(l',ilij,t) = h(i"{]’vt)pjf(mviﬁjat)
Tomando nuevamente la asintética de (161) en & ~ oo, pero con ; como en (192)
obtenemos: p
3
5 (hapi) = 4xjpih;
Usando (191), se sigue
3
@ Sen
la, cual describe la evolucién temporal de la constante de proporcionalidad p; y tiene
solucién:
3
p;(t) = p;(0)e*".
Pero quienes aparecen en la ecuacién de Gel’fand-Levitan son las constantes de

normalizacion ¢3(t), relacionadas con p; segin la ecuacién (183):

Jralikg) Jralikg)
por lo que
204y _ 2 8r3t
(193) cj(t) = c;(0)e

es la evolucién temporal de c2(t).
(e J . .7 . .
La evolucion temporal del coeficiente de reflexion se encuentra de un modo similar.
La asintética de la ecuacién (163) en & ~ —oo es:

9 O3

o~ Yas

(194)

Si escogemos 1 proporcional a g,
P(x, k,t) = hk,t)g(z, k, t),

para x ~ —o0, obtenemos

oh
— = —4ik>h.
ot~
Tomando ahora la asintética (163) en x ~ oo,
o 40
ot ox3
con ¢Y(x, k,t) = h(k,t)g(z, k,t), obtenemos, usando (177):
0 3
§(ha) = —4ik’(ha)
3}

E(hb) = 4ik>(hb)
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Y de la ecuacién de evolucién de h, se sigue

da

% 0

ab -
E = 8’Lk b

jObtenemos nuevamente otra constante de integracién a(k,t)! Ademds, como la evo-
lucién temporal de b(k,t) es muy sencilla, la evolucién temporal del coeficiente de
reflexién también serd realmente sencilla:

b(k,0) g;x3
R(k.t) = ’ 8ik”t
( ) ) a(k, 0) e 9
o bien,
(195) R(k,t) = R(k,0)e5*’t,
Conocemos entonces c?(t),)\j = —m? vy R(k,t) en todo instante ¢, por lo que el
nucleo F(s,t) de la ecuacién de Gel’fand-Levitan esté bien determinado:
F(s,t) = ; 02.(15)6**”~J'5+i / R(k,t)e™** dk
7 = J 27 ’

La ecuacion de Gel’fand-Levitan sera
K(z,y;t) + F(z +y;t) +/K(x,z;t)F(y+z;t)dz =0
cuya solucién K (x,y;t) determina la funcién de Jost f(x, k;t),
o0
fz,kit) = e + /K(x,y;t)eiky dy en x<y.

solucién a la ecuacién de Schrodinger y también determina el potencial
u(z,t) = —QEK(I x;t)
) dr ) T3
jsolucion a la ecuacién de KdV!

8.13. Esquema del Método de Dispersion Inversa. Podemos dar aqui un
esquema del funcionamiento del método, el cual es realmente sorprendente, jpues es un
analogo no lineal de la transformada de Fourier! Para ello, recordemos cémo funciona
la transformada de Fourier.

Por ejemplo, resolvamos la ecuacién de onda

Ugp — Ugg = 0

con condiciones iniciales

u(z,0) = f(z),
ur(2,0) = g().
Usando la transformada de Fourier obtenemos
Uy +k*a = 0,
a(k,0) = f(k),
ﬁt(k,()) = g(k

que es un ecuacién ordinaria en ¢ para la funcién a(k

ik, 1) = cos(k) F(k) + T p)

,1) y cuya solucién es
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Lo que pemitié encontrar esta solucion es que la evolucién en el tiempo es simple, por
ser desacoplada de la variable espacial x. Invirtiendo esta ultima ecuacién obtenemos:

x4+t
z+t)+ fz—1 1
u(z,t) = il il ) + = | g(s)ds.
2 2
x—t
Graficamente, representanmos este método en la figura 34.
u-u,=0 Transformada de Fourier T(k,0)
Evolucion
sencilla (desacoplada)
en el tiempo.
u(x,t) Transformada Inversa de Fourier Tk,0

FIGURA 34. Fourier Transform

El problema de resolver la ecuaciéon de KAV mediante el método de dispersion inver-
sa, tiene el mismo esquema que de resolver un problema lineal usando la transformada
de Fourier. La diferencia consiste que con la transformada de Fourier se obtiene una
transformada @(k,t) de la incdégnita u(x,t), mientras que en el problema de KdV
trabajamos con los datos de dispersién

Sp(k,t) = {)\j(t),c?(t),R(k,t), donde j=1,2,3,...,n, y ke R}.
En el instante inicial conocemos u(z,0) = V(x), lo que nos permite conocer por
dispersién directa (i.e., resolviendo la ecuacién de Schrédinger con el potencial V(x))
los datos de dispersién Sy, (k,0) en el instante inicial ¢ = 0.
Sabemos ademds, como evolucionan los datos de dispersion en el tiempo ¢:

Sulk,t) = {25(6) = 3(0), 3(8) = E(O0)e¥",j = 1,....n, R(k, t) = R(k, 0)** " k€ R }

Usando ahora la ecuacién de Gel’fand-Levitan, resolvemos el problema de Dispersion
Inversa, esto es, encontraremos el potancial u(z,t). El esquema del método se da en
la figura 35.

u-6un+u, =0 Dispersion S (k ,0)

Evolucion
sencilla (desacoplada)
en el tiempo.

u(x,t) Dispresion_inversa. S (k. 1)

FicurA 35. El método de dispersién inversa

Debido a esta analogia, el método lleva también el nombre de Transformada de
Dispersion Inversa, aunque no tratemos con alguna transformada para la funcién
u(z,t).
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8.14. Ejemplo. Queremos resolver la ecuacién de KAV (131):
U — 6UUL + Uggy = 0
sujeta a la condicion:
u(x,0) = —2x%sech® (k)
como perfil inicial. La ecuacién que debemos resolver corresponde a resolver el pro-
blema directo de dispersion o problema de valores propios

(196) Yz + (% 4 2r%sech® (k) )1 = 0

donde ¥ es una funcién de = y k, evaluada en t = 0, 9(z, k,0), y cuyo dominio es
—o0o <z < 0.
Tomando el siguiente cambio de variable

¢ = tanh(kx),
p€) = ¥((©)),

tenemos que su dominioes -1 < ¢ <1y

(197)

dy PN
% K(l - g )d7§7
d? d d
= ra-g (o)
Asi, la ecuacién de Schrodinger se transforma en
2 2y @ 2, dp 2 2 21, _
(198) n(l—§)ci§<(1—§)cig>+[2m 1-&)+Ek)e=0.
Dividiendo entre x2(1 — £2),
d N k2 B
(199 i (0-%) + [+ =] oo
Ahora, la ecuacion,
d o dw m? B

es la ecuacién asociada de Legendre [29]. Para que la ecuacién (199) de Schrodinger
sea la asociada de Legendre (200), se debe cumplir:

viv+1) = 2
kfn = —k’m% m=0,1,2,...
De la primer ecuacién, v =1 6 —2. Pero v = —2 es un polo de las funciones asociadas
de Legendre w(z) = P™(z) soluciones de (200). Por tanto,
v=1.
Ahora, m # 0, pues queremos encontrar valores propios A,, = —&2m? # 0. Ademds,

como v =n = 1 debe ser natural y se debe de cumplir la desigualdad:
O0<m<r=1,
resulta forzosamente m = 1 y tenemos por tanto un tnico valor propio:
A = —K~.

Asi, la funcién de onda ¢(£), solucién de la ecuacién (199) (transformada de
Schrodinger) debe de ser proporcional a la funcién asociada de Legendre P/51(€):

(&) ~w(€) = PN = —2(1 - 1)
Como £ = tanh kx, entonces:
Y(x) ~ —2sechkx
Pero recordando el comportamiento asintético

f(z,ik) ~ e "7, si x~ 00,
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se tiene que
fz,ik) = %sechmx
y la funcién v debe de ser proporcional a la funcién de Jost f,
P(x, k) = cf (z,ik) = gsech/m,

donde c es la constante de normalizaciéon por determinar. Para ello, pedimos

oo 2 o0
/|1p(x)|2dx = CZ / sechkz|* dr = 1.

Como
r 1 [ d 2
/sechzmcdx = - / — (tanh kz) dox = —,
K dz K

entonces se sigue
c=V2k.

Tenemos asi el valor propio A y la constante de normalizacién ¢ en el instante inicial
t=0:
A0) = —&?
c(0) = V2k
En lo que sigue, para encontrar informacién respecto al espectro continuo, seguire-

mos [25]. Falta entonces encontrar el coeficiente de reflexién R(k, 0). Para ello notemos
que la ecuacién (198) se puede escribir como

@ - (a-a%F)+ v+ na-e)- (’“)] p=0

dg dg

donde hemos puesto 2 = v(v + 1).
Efectuando la substitucién

(203) p(€) = (1 - €2) 3 x(¢),

llegamos a la ecuacion

oy - (Z-0) (Frwan)uo-2 (e 0- 20 -

K K

(201)

Usando el cambio de variables,
§ = 1- 2777
H(n) = x(&m),

tenemos que la ecuacién (204) es:

(205)

(206) | |
(% 0) (B wrn) Ho+ (L 1) @ - 20 @+ o - ) =0,
Si tomamos o % .

(207) at+B+1

b = (Eo) (B rwe)

entonces la ecuacién (206) resulta ser

—afH(n) + (v — (a+ B+ 1)n)H' (n) +n(1 —n)H"(n) =0,

Il
[\
7N\
e
+
—_
~
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la cual es la ecuacién hipergeométrica, cuya solucién es
H(n) = F(a, B,7;n).
Usando (205), (203) y (197), obtenemos

ik
(208) U(z, k) = tho(sechrz) ~ F(a, B,7;n(x))
donde
1 — tanh kx
n(a) =
v %o es una constante por determinar.
Del sistema (207) se sigue
ik
ay = — =V
K
ik
/81 = —+ (V + 1)v
K
ik
Y1 = — 4+ 1.
K

Observacion 8.14.1. También podemos escoger:

ik
= = 1
1% K+(1/+)
ik
B = —-—v
K
ik
Y2 = —+1
K

pero recordemos:

F(ag, f2,72;m) = F(B2,a2,72;m) = F(aq, f1,7137)

por lo que tenemos la misma solucién.

Una posible solucién es
* * ;lk
f (Q?,k) = fO (SeChK/.’L’) " F(ahﬂh’yl;n(‘%’))
Sify= Q%M, entonces, para T ~ 00:
¥ (@, k) ~ e F (0, B1,m1;0)
Pero
F(ar, Bi1,m;0) =1
y asi se tiene que
ik —ik
[, k) = 2% (sechkz) ™~ F* (a1, B1,115n(x))
es una solucién con comportamiento asintético
f(z, k) ~ et*e, si x ~ oo.

Ahora, como la ecuacién de Schrédinger (196) es invariante si se toman las subs-
tituciones k — —k 6 x — —x, podemos tener otra solucién g(z, k). Haciendo dichas
substituciones en la solucién (208):

—ik

9(x, k) = p(—z, —k) = go(sechrz) = F(a, B, 7;n(-x))

donde

—ik

a = — —v,
K
—ik

B = —=+(+1),
K
—ik

2
I

— 41
K
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1 + tanh kz
n(—r) = —SHE

Tomando gy = 2% y como F(a,8,7v;0) =1,
g(x, k) ~ e si x~—00.

Entonces g(z, k) estd dada por:

—ik
h Tk
(209) otk = (25) 7 Flasint-o),
Ora, para encontrar el coeficiente de reflexion = —5 ebemos tomar la
Ah I coeficiente de reflexion R(k) = 24J, deb 1

[

asintética de g(z, k) cuando x ~ oo, pues determina los factore
(177)):

a(k) vy b(k) (ecuacién

g(x, k) ~ a(k)e™™* £ b(k)e*™, =~ oco.
Para tal fin, recordemos que la funcién hipergeométrica puede ser escrita de la
siguiente forma:

F()r(e+B—-7)

F(O@B,’Y,Z) F(Q)F(ﬁ) (1_Z)ﬂ/_a_ﬁF(’y_a"y_ﬁvry_a_ﬁ—’—171_2)+
LIy —a—p) .
+ F(7—Q)F(’Y—B)F(a,ﬂ’a+ﬂ77+1’172),
donde 1 + tanh kx
z=n(—x) = —

Para z ~ o0, se tiene z ~ 1:
F(V—a»’y—ﬁﬂ’—a—ﬂ;l—z) ~ 1
Fla,pa+B-7+11-2) ~ 1

y también

1— 2z~ e 287,
Asi, si x ~ o0,

P(y)(a+B8-7) e—2ikz | P(YL(y —a—5)
[(e)D(B) I'(y—a)l(y—8)

pues v — a — B = £ De aqui, la asintética de g(z, k) (209) en z ~ oo es

F(a,B,7:2) =

I\ TN+ 8-7) g, (1) TOITO—a=B) 4,
e~ (3) " e+ (3) " ros =g

Comparando con (177), el coeficiente de reflexién es

b(k)  T(y—a-BI(a)T(p)
a(k) T(a+p—yT(y—a)l(y-5)

R(k) =

con modulo cuadrado

s _|[Ply—a-58) I'(a)L'(8)
RF =[5 e
Ahora,
a4+ 6—7) I(=ik) ’
pues |T'(iy)|? = TGy Para y real. Asi,
L@@ [
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Usando I'(z 4+ 1) = 2I'(2) y T'(3 + 2)T'(3 — 2z) = (—1)*m y usando el hecho que v =1,
podemos escribir:

. . . 2
(s nsrEn) o

|R(K)|* = 71-(% - cos(7) =0.
Asf, ju(x,0) = 2x%sechkx es un potencial sin reflexién!:
(210) |IR(E)]?=0
Conocemos ya los datos de dispersion en el instante ¢t = 0:
M0) = —k?
c(0) = V2x,
R(k) = 0.

Ahora viene el paso importante: podemos conocer la evolucion en el tiempo de los
datos de dispersion. Como sabemos, estan dados en términos muy sencillos:

M0) = —k% (jconstante de movimiento!)
c(t) = V2ket

R(k) = 0
Ahora, la expresion (188) de F'(s;t) estd dada por
F(s;t) = 2B RS,

por lo que la ecuacién de Gel’fand-Levitan es

(oo}
K (x,y;t) + 2ke3 1 r@ty) 4 9pe8r’t / K(x, 2;t)e ") dz = 0.

T

Busquemos soluciones del tipo degenerado:
K(z,y;t) = A(x;t)e ™.
Entonces, la ecuaciéon de Gel’fand-Levitan se reduce a,
A(x;t) + 2keBr IR | 68”’3"‘_2”14(1‘; t) =0,

la cual es una ecuacién algebraica para A(z;t). Entonces,

por lo que el kernel de la ecuacién de Gel’fand-Levitan es

_pedr’ttr(z—y)

Kz, y3t) = — 5 e
De este modo,
—9kedr’t
K({l?7.%';t) = 2K + e8r3t”
Ahora,
d 2 2 8n3t+2mz
—K(z,z;t) = (2r)%

dx (€2Ha: + €8H3t)2’

2
9 2
= K err—4r3t + e~ (kz—4r3t) ’

= wZsech’®rk(z — 4k%t).

Entonces la solucién a la ecuacién de Korteweg-deVries (131) con condicién inicial
(132) es

d
u(z,t) = —QEK(:E,x;t) = —2k%sech®k(x — 4K>t).
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Esta solucién también se puede recuperar proponiendo soluciones del tipo de onda
viajera u(z,t) = u(z — ct) como lo mencionamos anteriormente. Sin embargo, para
perfiles iniciales de la forma

V(z) = =N (N + 1)x%sech’®kz,
tendremos también un potencial sin reflexién, R(k) = 0, con N valores propios,
A = —(mr)?, m=1,2,3,...,N,

dando esto como resultado soluciones mucho mas complicadas jque no pueden ser
recuperadas con la sencilla suposiciéon de onda viajera! Por ejemplo, si N = 2, la
solucién a la ecuacién de KdV sera:

3 + 4 cosh 2k (z — 4K%t) + cosh dk(z — 16K>%t)
[cosh 3k(x — 12k2%t) + 3 cosh k(z — 28K3t)]?
solucién que no es del tipo de onda viajera y que en ¢ = 0 se reduce a la condicién
inicial,
(212) u(x,0) = —6r%sech’® k.
2

Esta solucién tiene valores propios A\ = —k2 y Ao = —4x2.

(211) u(z,t) = —12

8.14.1.  Otra forma de abordar el problema. Formulemos la siguiente pregunta: ;exis-
te potencial u(z,0), tal que el coeficiente de reflexién sea nulo,

R(k,0) =07

Para dar respuesta, debemos resolver la ecuacién de Gel’fand-Levitan,

(213) K(x,y)—|—F(a:+y)+/K(m,z)F(y+z)dz:0
con

F(s) =e "%,
Asi,

(oo}
K(x,y) 4+ e @) 4 /K(x, 2)e " WH2) 4z = 0.

Como lo hicimos anteriormente, propongamos un kernel degenerado,
K(z,y) = A(z)e™",

por lo que debemos de resolver la ecuacién algebraica para A(z;t),

A(z) + e ™ + A(x) /672'{2 dz = 0.

x

Entonces
—2Kke™ "
Alx) = —————
(@) 2K + e~ 2K
y el kernel sera
— ke r(zty)
K =
(@) = - e
por lo que
—2%36_2Rw
K =
(LC, LU) 2K + e—2Kw
y

2
d 2
—K(z,z) = K? .
dx (z,2) <\/ 2Kert + %Ne_m‘)
Definiendo dg tal que

e% = V2K,
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obtenemos

d
u(z,0) = -2 %K(x,x) =
= —2x%sech?(kz + ).
Adn més, dado que conocemos el kernel K (z,y), podemos conocer las funciones de
Jost f(z,k) y g(x, k). La funcién de Jost f(x,k) es

oo

; 2ke™ " (i
f(x,k) = €Zkz — m/e ( k)y dy

x

Integrando y usando e’ = v/2x obtenemos

f(z, k) = e <1 —

Qike 2K
(€200 + e=267)(k + i) )

Multiplicando y dividiendo por e®*~%  sumando y restando ike"*T% en el segundo
sumando, encontramos

; k + ix tanh(kx + &)
_ ikx
k) = et (R L)),

ila cual es una solucién sorprendentemente sencilla! Notemos que, en efecto,
flz, k) ~ e s z~oo
Ahora, sabemos que (ver ecuacién (177)):
9(x, k) = a(k)f*(x, k) + b(k) f (2, k).

kE+16\ ik kE—i8\ e
g(z, k) ~ a(k) (k—iﬁ)e k +b(k)(k+m>ek.

Para x ~ —o0,

Pero también sabemos que
gz, k) ~e sz~ —00,
para cualquier k. Por tanto,
k—ik
VERT
Entonces, la segunda funcién de Jost es
k — ik tanh(kz + 50)>

k — k; * k — —ikx

k) = al)f (o h) = et (EIE

Ahora, sabemos que los valores propios son las raices de la ecuacién
a(k) =0,

que en este caso solo tenemos un valor propio:

a(k) y b(k)=0.

k=1ik
Asi pues, la funcién F'(s;t) serd
F(s;t) = (t)e "

y la ecuacién de Gel’fand-Levitan es
K(z,y;t) + A (t)e ") 4 2(t)e ™ / K(z,z;t)e ™ dz=0
x
Suponiendo

K(z,y;t) = A(z;t)e™ ",

tenemos
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Asi,
_CQ(t)eK:C
Alwit) = L e@
et
por lo que el kernel sera
—c2(t)ee=v)
Kyt = 2w
e RT + =
Entonces,
—c*(t)
K(x7 x? t) = 2 C2(t)
e
y
2
d 2Kc2(t)ere 2
G @ml) = AR R oy
(62”95 + CQT) We + me

Definiendo §(t) del siguiente modo:

eé(t) _ V 2K
c(t)”’

entonces,

%K(ay7 z;t) = k2sech?(kx + 8(t))

por lo que la solucién de la ecuacion de KdV es
u(z,t) = —2k%sech? (kx + 6(t)).

Ahora, si dg se define como

650 vV 2K

~(0)

se sigue

PRI R— V2 _ \/ﬂe—zm?’t — o 4s°t+do

c(t) <0 ’
por lo que,
5(t) = —4K>t + do.
Asi,
u(z,t) = —2k%sech? (kz — 43t + 8p).
Pero en t =0, u(z,t) = —92k2sech?kz, de donde &y = 0 y la solucién de la ecuacién

de Korteweg-deVries resulta ser

u(z,t) = —2k%sech? (kx — 4K3t),
y la constante de normalizacién

c(0) = V2k

es la misma que antes. La velocidad de propagacién del soliton es

Velocidad de propagacién = 42,
y como vemos es proporcional a la amplitud

Amplitud = —2x2.

Asi, los solitones mas altos son los solitones mas rapidos.
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8.15. ;Qué hace el Espectro Continuo? En la seccion anterior vimos un ejemplo

en que el coeficiente de reflexién es nulo, R(k) = 0, pero en general tendremos
potenciales en los que dicho coeficiente sea distinto de cero:
R(k) £ 0.

Lamentablemente, y a pesar de ser una ecuacién lineal, la ecuacion de Gel’fand-Levitan
no podra ser resuelta explicitamente en la mayoria de los casos.
Veamos qué sucede si la condicién inicial es

u(z,0) = —v(v 4 1) sech®z.

donde v > 0 no es un entero. Aqui, los valores propios son

M o= —(v—(N-1))72
Ay = —(v—(N-2))2
)\N = —V2,

donde N es el méximo entero tal que N < v+ 1. (Ver la nota al final de esta seccién).
Si por ejemplo v = 0,5, entonces el perfil inicial tiene amplitud
A =v(v+1)=0,75.

Aqui N = 1 y el solitén correspondiente al valor propio \; = —k7 = —v? = —0,25,
tiene amplitud

Ay =2K2 =0,5.
Notemos que la amplitud inicial es mayor que la amplitud del solitén en cualquier otro
instante posterior:

A; > Ay

Y esto es debido a que parte de la amplitud se pierde en radiacién, debido a que el
coeficiente de reflexién no es idénticamente cero: R(k,0) # 0.

Soliton

. . 2
Radiacion

FicurA 36. Espectro continuo: radiacién

Vemos que efectivamente en este caso R(k) # 0, pues:

T'(a)T(B) ’ ~ COS (y + ;) T

Ly —a)l(y = B)
lo cual no necesariamente vale cero.

Observacion 8.15.1. Los valores propios estdn dados por los polos del coeficiente
de reflexion:

LCS

2 2

I'(a)L(B) b(k)
I'(y—a)l'(y = B) a(k)
Por tanto, los polos de |R(k)|? son los polos de I'(«) y T'(3), los cuales son los siguientes:

[R(K)]* =

a = —ik—v=—-n,

B = —ik+w+1)=-m,



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 295

donde m,n =0,1,2,.... Asi,
k=iv—m) 6 k=—-iln+v+1).
Pero como pedimos Im(k) > 0,
v—m > 0,
n+v+1l < O,

los valores propios son

A = =17,
)\M = —(1/— 1)27
)\1 = —(I/—M)Q,

donde M es un entero tal que v — M > 0. Esto es, M es el maximo entero menor que
v. Si definimos
M=N -1,
entonces:
N<v+1,
como deseabamos verificar.
Apéndice A. Aqui probaremos que los valores propios de la ecuacién de Schrodinger

son reales.
Tomemos la ecuacién de Schrodinger y también su conjugadas:

waca: + ()\ - U)?/J =0
d);x + (/\* - u)@/fk = 0,
donde el arterisco denota conjugacién. El potencial u = u(z,t) es real, por ser la

amplitud de nuestra onda. Multiplicando la primera de nuestras ecuaciones por ¥* y
la segunda por v y restando,

de donde

d
(214) T2 W = ¥30) + (A= A = 0.

Tenemos ahora dos casos:

a) Im(k) = 0. Entonces \ = k? es real y positivo y corresponde al espectro continuo.

b) Im(k) > 0. Tomemos, por ejemplo, ¥ (x, k) = g(z, k) (se hace de igual forma para
Y(z, k) = f(z,k)). Como g(z,k) ~ e~ cuando . ~ —c0 y ™% — 0, si 2 — —o0
(pues Im(k) > 0), entonces

g(z, k) = 0, cuando x — —o0.

Sabemos que
9(@, k) = a(k)f*(z, k) + b(k) f (2, k),
entonces
gz, k) ~ a(k)e™ ™ 4 b(k)e® cuando x ~ oo.
Sea k = k1 +ix, con Im(k) = k > 0. Entonces
g(x, k) ~ a(k)e”F1==re 4 p(k)ethro—re ), cuando x — o0.
Por tanto,
gz, k)[* — 0

exponencialmente, cuando |z| — co.
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De aqui que al integrar la ecuacién (214), desde —oo hasta +oo, el término de
frontera se anule,
(992 — 929)[%% = 0
pues |g| — 0, cuando |z| — co. Entonces:

(A= %) / g, k)2 dz = 0

— 0o

Ahora, la integral f_oooo lg(x, k)|? dr es convergente, pues |g| — 0 exponencialmente,
para |z| — oco. Ademds es distinta de cero, pues buscamos soluciones no triviales.
Entonces
A= A"

i.e., A es real y es lo que deseabamos probar.

Ahora,

A= k* = k? — K% + 2ik K

Como A es real, kyk = 0. Pero k = Im(k) > 0. Asi ky =0, \ = —k2 <0y k = ir . Asi
pues, tenemos que si Im(k) > 0, entonces k = ik, con k = Im(k) > 0 y corresponde al
caso discreto, por ser A < 0, esto es, tener energia negativa.

Apéndice B. El Wronskiano de dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion de Schrodinger es una constante independiente de x.
Sean 11 y 15 soluciones linealmente independientes a la ecuacién de Schrodinger,
2

0
W’l/)l + (k2 — u)wl = O,

0? 9
Wl/)z—F(k —uw)py = 0.

Multiplicando la primera de las ecuaciones por s, la segunda por v, y restando
obtenemos

0?2 H?
11’2@1/)1 — @1/12 =0

que podemos escribir como:
0 0 0
9z <¢2&E¢1 - 1?18961?2) =0

Entonces
0

or (W(T/Jl,%)) =0.

Y asi,
W (1, ¥2)(2, k) = W (41,12)(0, k)
es una constante (i.e., independiente de x pero puede depender de k).
Si por ejemplo ¥y = f(x, k), Y2 = g(x, k), entonces
W(f,9) = WI(f.af" +0bf),
~ W(eikm’aefik:z _|_b€ikz)7

en x ~ o0o. Asi,

6ikz aefikx +bezkm
W(f, g) ~ ( iketkr  _jkae— ik _|_Z-k.beikm )
y, por tanto,
(215) W(f,g) = —2ik a(k).

De aqui se sigue que si k = k; = ik; es raiz de a(k), i.e., a(k;) = 0, entonces
f(z,ik;,t) y g(x,ik;,t) son linealmente dependientes:

g(z,ikj,t) = pjf(x, ik}, 1)
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Dado el comportamiento asintético en  ~ oo y en en ¢ ~ —oo de f(z,ik;,t) y
g(x,ik;,t) respectivamente, resulta que g(z,ik;,t) = p;f(z,ik;,t) es funcién propia
2

con valor propio A\; = ka = —Kj.

Apéndice C. Probaremos el siguiente teorema.
TEOREMA Se cumple

d

%a(ko) = —ipo / f2(z, ko) d,

donde ko = ik corresponde a un valor propio.

Demostracion. Sabemos que (ver ecuacion (215)):
W(f,g) = =2ik a(k).

Calculando la derivada en ambos miembros de la ecuacién respecto a k,

d d
1 — = —2ia(k) — 2ik—a(k).
(216) de(f, 9) 2ia(k) 22kdka(k)
Ahora, la derivada respecto a k en ambos miembros de la ecuacién de Schrédinger es:
d d
21 — 2 —u)—f+2kf=0.
(217) g foo + (K =) f +2kf =0
También tenemos
(218) Guz + (K —u)g = 0.
Multiplicando (217) por g, (218) por % y tomando la diferencia obtenemos
df d
= g fow —2kfg = 0.
Goa g = 9 g for —2kfg =0

Asi,

d df
21 2 - '
(219 ths= 5o | (59|
Intercambiando los papeles de f y g en (219), obtenemos:

d dg
22 2kfg=— —
(220) fo= g |w (51)]

Integrando (219) desde algin punto xo hasta I y (220) desde —! hasta z,
!

(221) 2k [(fo)de = [W (ﬁg)y ,

zo
Zo
o d Zo
(222) 2k/(fg)dz = w(% )| .
a’ )|
e
Ahora, en k = kg = ikg, (ko > 0), sabemos
g(z, ko) = pof(z, ko),
con

g(x, ko) — 0,
f(kao) — 07

cuando |z| — co. Entonces

e (G, - o ()i

e o ()] = [ ()
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Por consiguiente, las ecuaciones (221) y (222) se escriben

o0

2ko /(fg) dv = - {W <;l]{,g>} (o, ko),

o (5)

Zo

2ko / (fg)dx

— 00

Sumando miembro a miembro,

o0

2k0/(fg)dx _ —[W (zjlf;,g)](xo,ko)—[w (f,ji)](xo,ko)

— 00

d
= *%[W(f,g)](fﬂo,k'o)
Usando el hecho que g(x, ko) = pof(z, ko):

d

%[W(f’g)](l“o,ko) = —2kopo / [z, ko) da

Comparando con (216) evaluada en k = kg y recordando que a(ko) = 0, tenemos

d 7
%a(ko) = —ipg / fQ(z,k:o) dx

como desedbamos probar. O

Ademés, como f(z, ko) Z 0, entonces f2(x, ko) Z 0 y la integral ffooo (2, ko) do #
0, por lo que

d

@a(ko) # 0,

y asi
a(k)=0

tiene ceros simples.

Apéndice D. Aqui probaremos la igualdad

N0 (000
dt ~ oz ox ox )’

es valida, en donde

_ _ %
Q= 5 + uzth — 2(u + 2)) o
y
A= k2(t).
Demostracion. Calculemos:
0 oY o\ _

Pero para ello necesitamos conocer

Qe = Vur + Uga® — Ugty — 2(“ + 2/\)1/)96907
Qw:v = wa:wt + uzwww - 3umwxw - 2(u + 2A)wxwwa

Usando ¢, = (u— A)9 en la expresién para Q,, tenemos
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Entonces

o
= [t + ua®h — 2(u + 20) Y],
—{(ug — M) + (U — Ny + Ugaat)
—3ug Ve — 2(u+ 20)[ug? + (u — A)¢].}
Arreglando,

% (Qam - ?ﬂaﬁ) = wmz [wt - 2(” + 2)\)wm] - ?ﬁ(ummlﬁ - 4umwwz)

+P[(Ae — we)th + (A — u)iby]
+2¢(u 4 22 [uz ) + (u — N ].

Usando nuevamente la ecuacién de Schréodinger ¢, = (v — X)), tenemos

(Q oY _ gf) = Y ugas + 41— Nugh? — (ug — A)p? 4 202 (u + 20\ )u,
= wQ[—umm — Uy + Buny, + A

Como se cumple la ecuacién de KAV, entonces

o 0Q
v = o (e -3

como queriamos probar. O
8.16. Tarea.
TAREA 8.1. Use la transformacion (136) en la ecuacion (135) para obtener (137).

TAREA 8.2. Use la transformacion de Cole-Hopf (189) en la ecuacion 1-dimensional
de Burgers (138) y obtener la ecuacion del calor (140).

TAREA 8.3. Usando la transformacion de Miura (142) y la definicidn de los ope-
radores K y M, (141), pruebe que la relacion (143) es vdlida.

TAREA 8.4. Termine la prueba de K[v] = 0 = M|v] = 0, usando la ecuacion

(143).

TAREA 8.5. Complete los detalles del cdlculo para encontrar la solucidn (150) de
la ecuacion (145) con condiciones de “frontera” (146).

TAREA 8.6. De la ecuacion (158), deducir la ecuacion (159).
TAREA 8.7. Pruebe que, efectivamente, D(t) =0 (ecuacion (162).)
TAREA 8.8. Demuestre las ecuaciones (169), (170) y (171).
TAREA 8.9. Demuestre las ecuaciones (172) y (173).

TAREA 8.10. Partiendo de las ecuaciones (189) y (194), de todos los detalles
para encontrar la evolucion temporal de las constantes de normalizacion c;(t) y del
coeficiente de reflexion R(k,t), ecuaciones (193) y (195).

TAREA 8.11. Partiendo de la ecuacién de Schrédinger (196), rellene todos los
detalles para encontrar las condiciones iniciales \(0), ¢(0), ecuacion (201).

TAREA 8.12. Rellene todos los detalles para demostrar que el coeficiente de reflexion
es idénticamente 0, ecuacion (210). Parta de la ecuacion (202).

TAREA 8.13. Verificar que la solucidn dada en la ecuacidn (211) se reduce a la
condicion inicial dada en (212).
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TAREA 8.14. Para un potencial de la forma:
V(z) = =N(N + 1)k%sech’k,

con N € N y siguiendo el mismo argumento que en la presente seccion, demuestre que
la ecuacion de Schrédinger tiene N walores propios, A, = —(nk)?, n=1,2,3,...,N
y coeficiente de reflexidn R(k) = 0.

TAREA 8.15. Para la ecuacién de Gel’fand-Levitan-Marchenko (213), proponga un
nicleo F(s) como:
F(s) = cie "™ 4 cie "8,
es decir, con datos espectrales que consisten en dos valores propios y cuyo coeficiente
de reflexion R(k,0) = 0. Aqui, c1 = c1(0) y ca = c2(0) son las constantes de
normalizacion. Encontrar la solucion de 2-solitén dada en la ecuacion (211).
Para este fin:

1. Proponga una separacion de variables en la solucion de la forma:
K(x,y) = Aj(x)e™"Y 4+ Ag(x)e™"2Y.

Usando la ecuacion de Gel’fand-Levitan-Marchenko, encuentre un sistema de
ecuaciones (jlineales!) para Ay y As, resuélvalo. Encuentre asi la condicion
inicial (212)

2. Ahora, proponga

F(s;t) = c1(t)?e™"° 4 co(t)2e "2,

Recuerde que conoce la evolucion de cq(t) y ca(t) pues su evolucion es sencilla.
Considerando la separacion de variables:

K (@,y3t) = Au(as )™ + Ap(as e,

resuelva la ecuacion de Gel’fand-Levitan-Marchenko.
3. Encuentre la solucidn 2-soliton de la ecuacion de KdV (211).

9. TRANSFORMACIONES DE BACKLUND

9.1. Comentarios iniciales. Las transformaciones de Bdcklund fueron llamadas
asi después del matematico sueco Albert Viktor Bécklund (1845-1922). Las trans-
formaciones de Béacklund relacionan soluciones de dos EDPs, de las cuales las més
interesantes son las EDPs no lineales. Si las dos EDPs son la misma, entonces se les
llama auto-transformaciones de Backlund.

Los origenes de las transformaciones de Bécklund se remontan al trabajo de Bianchi
y Bécklund a principios de la década de 1880. Estaban interesados en encontrar
superficies de 2 dimensiones con curvatura negativa. Si se conoce una superficie con
curvatura constante negativa, fueron capaces de encontrar otra superficie con la misma
propiedad.

Esto tiene una aplicacién muy amplia en teoria de solitones. Si uno tiene una
EDP que describa solitones, y si tenemos una soluciéon especiica de dicha EDP,
las transformaciones de Bécklund pueden generar una nueva solucién a esa EDP.
Es costumbre que todas las ecuaciones de solitones tengan una transformacién de
Béacklund correspondiente. Al revés, no es necesariamente cierto.

9.2. Las transformaciones de Backlund mas elementales.

9.2.1.  Las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann es
el ejemplo mas sencillo de transformaciones de Backlund:

o _ o
or oy’
ou ov

dy o



ONDAS HIPERBOLICAS, DISPERSIVAS Y NO LINEALES 301

Sabemos que si u resuelve la ecuacién de Laplace,
Ugg + Uyy = 0,

entonces u(z,y) es la parte real de la funcién f(z) = u(z,y) + iv(x,y) la cual debe
ser analitica en la variable compleja z = = 4 iy. Entonces las ecuaciones de Cauchy-
Riemann se cumplen vy,
Vg + Vyy = 0,

de forma tal que hemos encontrado otra solucién a la ecuacién de Laplace. Es decir, las
ecuaciones de Cauchy-Riemann son la transformacién de Béacklund de la ecuacion de
Laplace. De hecho, ellas son una auto-transformacién de Backlund , es decir, conecta
soluciones de la ecuacién de Laplace con soluciones de la ecuaciéon de Laplace.

Como ejemplo, consideremos la solucién u(z,y) = 2% — y? de la ecuacién de La-
place. Sustituyendo en las ecuaciones de Cauchy-Riemann e integrando, encontramos
v(z,y) = 2zy, la cual también resuelve la ecuacién de Laplace. Podemos repetir este
procedimiento a soluciones polinomiales de grado superior, como también a otros tipos
de soluciones de la ecuaciéon de Laplace.

9.2.2.  La ecuacion de sine-Gordon. La ecuacién de sine-Gordon,
(223) Ugy = sinu,
aparece en el contexto de superficies de curvatura constante negativa y en teoria de

solitones, y aunque este ejemplo no es elemental, aparece en el trabajo de V. Backlund.
Esta tiene una auto-transformacién de Backlund dada por el sistema:

. (fu+tv
vw:um+2as1n< 5 ),

2 . U—v
Vy = —Uy — — SIn ,
Y Y a 2

en donde a es un pardmetro arbitrario. Si sabemos que u(z,y) resuelve la ecuacién de
sine-Gordon, entonces resuelve el sistema anterior de ecuaciones de primer orden para
v(x,y) y habremos descubierto que

(224)

Ugy = SIN 0.
9.2.8. La ecuacion Liouville. La ecuacion Liouville es
(225) Ugy = €.

La transformacién de Backlund para la ecuacién de Liouville estd dada por el sistema

Vp = Uy + 2ae(%qj),
(226) L (u0)
Vy = —Uy — 56 2/,

en donde a es también una pardmetro libre. Este sistema conecta la ecuacién de
Liouville con la ecuacién de onda

(227) gy = 0.

Asi pues, si resolvemos la ecuacién de onda, resolvemos la correspondiente transfor-
macion de Béacklund, podremos encontrar soluciones de la ecuacién de Liouville.

9.3. Problemas de valores propios de segundo orden y sistemas de ecuacio-
nes de primer orden. El resto de este capitulo estda basado en Elements of Soliton
Theory, de George L. Lamb, Jr. [24].
El sistema de ecuaciones
0.V = (iED+ N)V¥,

siendo E el pardmetro espectral y

(Y (-1 0 (0 ¢
v=() 2= ) =0 D),
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en donde ¢ = ¢q(z) y r = r(x). (si r = +¢*, ¢ = u, esto corresponde al problema de
valores propios de Zakharov-Shabat, asociado a la ecuacién no lineal de Schrodinger
(NLS) para u.) Explicitamente,

Ox1 =  —iEy + qio,

(228) Bothe = 1By + 1.

Definamos ¢ y ¢- tales que

P = %((151 + i),
(229)

. 1 .
ihy = §(¢1 —iga).
Tomemos r = —q. (Si ¢ = u, el sistema estd asociado a la ecuacién modificada

de KdV (mKdV) para u. Si u = ¢,/2, el sistema estd asociado a la ecuacién de
sine-Gordon para ). Entonces el sistema (228) con (229) se convierte en

6z¢1 = E¢2 - iqd)lv
Oz 02 —E¢1 +iqeps.

O, en forma matricial:

8,® = (EJ +igD)®,

o-(2) (%)

Calculando segundas derivadas y haciendo un poco de dlgebra, encontramos el sistema
desacoplado

con

o1+ (B* +ige +¢*)p1 = 0,

22+ (B® —ige + ¢*)p2 = 0.

Esto significa que podemos asociar ecuaciones de segundo orden a problemas de valores
propios de primer orden.

Si ¢ = u, r = —1, nuevamente calculemos segundas derivadas, y el sistema (228) se
puede llevar al sistema,

(230)

Opo + uhy = —E%s,
Oy +uhy = —EPy +ugy)®

La primer ecuacién es un problema de valores propios de segundo orden, el cual co-
rresponde al problema asociado de valores propios para la ecuacién de KdV. De hecho,
es la ecuacién estacionaria de Schrodinger. La segunda ecuacién no es propiamente un
problema de valores propios. Es decir, esta asignacién, ¢ = u, r = —1, corresponde a
la ecuacion de KdV y u debe satisface dicha ecuacion.

(231)

9.4. Relacién entre sistemas de una y dos componentes y ecuaciones de
Ricatti. Previamente comenzamos con el sistema (230). Multiplicamos la primer
ecuacion por ¢, la segunda por ¢1, y restamos miembro a miembro; después dividimos
por ¢2. Observemos que aqui esté la regla de la derivada de un cociente. Definamos
entonces: 5

1

7T 6
Obtenemos una ecuacion para ¢
Oop = B(1+ ¢*) = 2iqy,
1 00

la cual es una ecuacion de Ricatti para ¢. Sea ahora ¢ = “Ei e Obtenemos,
x

—0%0 = E°0 + 2iq0,0,
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ila cual es una ecuacién lineal para 6! (En principio, puede ser resuelta.) Ahora
pongamos 6 = ¢z exp (—i [ q(z) dz), para obtener

(232) O2¢s + (B* —igy + ¢*) 3 = 0.

Esta es la segunda ecuacién que aparece en (230) obtenida anteriormente.

Esta manera de proceder de sistemas de primer orden a problemas de valores propios
de segundo orden puede parecer mas complicado. Sin embargo, pasando por una
ecuacién de Ricatti es un paso crucial, pues la ecuacién de Ricatti aparece muchas
veces en el andlisis de transformaciones de Backlund.

Observacion 9.4.1. El proceso de ir en direcciéon opuesta partiendo de la ecuacién
de Ricatti al sistema de primer orden es un proceso mas sutil pero puede realizarse.

9.5. Propiedades generales de ecuaciones de Ricatti. Comencemos de la
ecuacion general de Ricatti:

donde A = A(z), B = B(z) y C = C(z). Definamos 6 = 0(z) de la siguiente manera:
A
T

Sustituyamos en la ecuacion de Ricatti para obtener una ecuacién lineal en 6,
2 B,

la cual en principio puede ser resuelta.
Si 01(x) y O2(x) son dos soluciones linealmente independientes, la solucién general
estd dada por 0(z) = abi(x) + bh2(x), para a y b ciertas constantes. De aqui (b # 0),
%@91 (.T) + 8;92(.13)
B(z) (301 (x) + 02(x))
es una solucién de la ecuacién de Ricatti. Podemos entonces imponer una solucién
general de la ecuacién de Ricatti de la siguiente forma:

(235) www=Z§Qj§g;

(234) p(r) =

con k la constante de integracion.
De manera similar, se puede demostrar que si ¢1 y @2 son soluciones de la ecuacién
de Ricatti, una nueva solucién ¢ puede ser encontrada resolviendo la siguiente relacion

p-elm) _ ex T z) — po(x)) dx
(236) P2 o ([ Bla)(eato) - pala) di )

siendo k£ una constante de integracion.

Observacién 9.5.1. Tenemos un comentario final. La ecuacién 92,0 + a(z)d,0 +
b(x)0 = 0, usando la siguiente transformacion,

0 = pexp (—; /a(x) dx) ,

puede ser llevada a la siguiente forma

(237) 926 + (b - i(aQ + 2%)) 6=0.

Bajo cierta eleccion de a y b, ésta puede ser la ecuacion estacionaria de Schrodinger.
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9.6. FEcuaciones asociadas de Sturm-Liouville. La ecuacién
— R+ V(x) = M,

es la ecuacion estacionaria de Schrédinger y es de importancia fundamental en mecani-
ca cuantica y teoria de solitones. De hecho, la teoria de solitones adopto las ideas y
técnicas de la mecénica cuantica para resolver sus propios problemas. Ver, por ejemplo,

[10], [21].

Uno de estos problemas es resolver esta ecuacién para potenciales sin reflexién para
encontrar soluciones exactas de solitéon de la ecuacién de KdV.

Cémo encontrar soluciones sin reflexién por métodos directos fue adoptado por
primera vez por Darboux (1882) y muchos otros. Aqui seguiremos el procedimiento
de Darboux, de acuerdo a G.L. Lamb [24].

Supongamos que hay una conexién entre los siguientes problemas de valores propios:
(238) v = (A +u@)y,

(239) 27 = (A+ou(a))=.
Supongamos ademés que las soluciones estan relacionadas por:
(240) z=A(z,\)y + B(z,\)y'.

Por simplicidad, tomemos B(z, \) = 1.

La ecuacién (240) serd de fundamental importancia dado que nos permitird encon-
trar mas soluciones a ecuaciones no lineales.

Sustituyendo (240) en (239), usando (238), considerando A independiente de z,
agrupando términos como factores en y y %', y suponiendo que y y 3’ son linealmente
independientes, obtenemos el sistema:

(241) A"+ Alu—v)+u = 0,

(242) 24+ (u—v) = 0.

Multiplicando (242) por A, restando de (241), e integrando, obtenemos
A — A% pu =),

con A constante de integracién. Esta es una ecuacién de Ricatti, la cual la podemos
linealizar con

obteniendo
(243) 7 = (A +u(z))g,
i.€., j§ es una solucién particular de (238)!

N
De la ecuacién (242), v=u+ 24" =u —2 (y~) , i€,
Y

v=1u—2(Log 7)",
de forma tal que z resuelve el problema de valores iniciales
(244) 2" =[A+u—2(Log §)7]z.
Obtuvimos una ecuacién de Schrédinger con un nuevo potencial

u(x) — u(z) — 2 (Log g(z))”.

" 1 1
Ahora, por la identidad 2 (Log f)” = 7 —f <f> , vy usando la ecuacién (243),

o 1\” ~ 1\”
A—!—u—z{—l—gj(N) ]ZZ >\—|—u—()\—|—u)+§<~> ]z,
Y Y Y

Z?’ —
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i.€.,

N 1 1
(245) 2= A=A47 <~) z.
Y
. 1. : < .
Notemos que la solucién de (245) es z = —, siempre y cuando escojamos A = A, i.e.,
Y

Z” 1 "
()
z Y

Esto nos permite encontrar condiciones iniciales para soluciones de solitones puros
(sin radiacién) de la ecuacién de KdV. Esto se hace de la siguiente manera.

la ecuacién (245) llega a ser:

PROBLEMA 9.6.1. El prodecimiento es como sigue. Dado un potencial u(z), encon-
trar una solucion g(x) a
g = A+ u(@))y,
para un valor particular de . Entonces, una nueva solucion (con un nuevo potencial)
a la ecuacion
Y= A+ ux))y,
se puede encontrar a través de la ecuacion (244),
2" =[A+u—2(Log §)”] 2.
y el nuevo potencial es
(246) unew(:E) =u—2 (LOg g) 777
~/

con z = A(z, S\)y + B(x, S\)y’ = —yfy + 4. El nuevo potencial es la nueva condicion

inicial para la ecuacion de KdV.

Ejemplo 9.6.1I. Condiciones iniciales para la ecuacion de KdV. Considere la
ecuacion
Y7 = (A tu(x))y,
con u(z) = 0. Notemos que la ecuacién de KdV, u; — 6uuy, + Uy = 0 tiene una
solucién exacta, u(x,t) = 0 para la cual u(x) = 0 corresponde a su condicién inicial.
Ahora vamos a generar la condicién inicial para la solucién de 1-solitén.
Entonces la ecuacion previa resulta ser, y” = Ay y tiene solucién general

y(z) = aeV T ﬁe_ﬁx.
Tomemos A\=A=1,a=/8= 1/2:
g(x) = ¢ J;e = coshz

Por tanto, por (246)

7\’ 1 / 2 . 2
h h —_ h

7 coshz cosh?

i.e.,
Upew () = —2 sech’z.
la cual es la condicion inicial para la solucién 1-solitén de la ecuacién de KdV.
Ahora la solucién del problema de valores iniciales
27 = (A — 2 sech®z)z,

esta dada por

. (Y
Y

, ’ inh
= avdeV?® — gy e VAT (aeﬁ“” + Be‘ﬁx)izgr;h ac’
x



306 JESUS ADRIAN ESPINOLA ROCHA

i.e., la funcién propia asociada al problema de valores iniciales estd dada por
2(x) = ae¥?* (VX - tanh z) — Be (VA + tanh z).

Este procedimiento puede ser repetido iterativamente tantas veces como uno desee,
digamos N veces, para generar la condicién inicial para la solucién N —solitén de la
ecuacién de KdV.

9.7. La transformacién de Backlund para la ecuacion de KdV. En la seccion
anterior aprendimos cémo generar condiciones iniciales para la ecuacion de KdV
tales que evolucionen como soluciones de N-solitén puros. Aqui encontraremos tales
soluciones de N-solitén partir de la solucién (N — 1)-solitén. Para este fin, requerimos
de un sistema de dos problemas de valores propios de Sturm-Liouville, tales que el
potencial también dependa del tiempo ¢, en donde ¢ aqui es un parametro.

Hipotesis. El valor propio A de este sistema de problemas de valores propios de
Sturm-Liouville es independiente de ¢.

Tenemos entonces dos problemas de valores propios de Sturm-Liouville,

Wew = [N+ ¢(z,t)]w;

los cuales comparten el mismo valor propio, A. Las funciones ¢(z,t) y ©¥(x,t) se toman
como soluciones de la ecuacién de KdV y se trata de saber como se relacionan.
Las soluciones y(z,t), w(zx,t) de estas ecuaciones estdn relacionadas por

w(z,t) = A(z, t; Ny + '
Tal y como encontramos en la seccién anterior,
(247) 2, +p—1p = 0,
(248) A — A, —p = A(t),

en donde X(t) es una constante de integracion, que podria depender de t. Linealizando
(248) con A = —y,./y, obtenemos,

Yax = (A() + @)y

Puesto que ¢(z, t) resuelve la ecuacién de KAV, A(t) = X es independiente del tiempo.
Definamos z y ¢ tal que ¥ = z, y ¢ = (,. Integrando (247) y poniendo la constante
de integracion igual a cero,

(249) A= %(z ~ o).
Sustituyamos A, de la ecuacién (247) en (248), para obtener
(250) A2:X+%(1/J+cp).

Ahora, sustituir (249) en (250) y rearreglando términos,
(251) Vo= —2X+%(2—C)2.

Esta es una ecuacién tipo de Ricatti que relaciona las funciones z y , las cuales estdn
relacionadas por las soluciones ) = z, v ¢ = (,, soluciones de la ecuacién de KdV.

AFIRMACION 9.7.1. Si9p(x,t) satisface la ecuacion de KdV
Yy — 69Uz + hgza =0,
entonces
2t — 3(22)° + Zggw = 0,
(252) Gt = 3(Ce)? + Coae
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Con la ayuda de esta afirmacién, se puede encontrar una ecuacién de evolucién para
z y ¢. El punto inicial es calcular la derivada de la ecuacién (251) y, después de un
proceso largo y no tan obvio, obtenemos

2+ G = 2<Zi + 24 (e + C:%) - (Z - C)(sz - C:E:v)

Esta ecuacidn, junto con la ecuacién (251), conforman la transformacién de Béacklund
de la ecuacién de KdV:

2z + (o = _2X+ %(Z - C)27
2t + Ct = 2(2§ + zzCz + Cg) - (Z - C)(sz - CII)

Asi es como funciona el método de las transformaciones de Backlund para sistemas
integrables. Encontrar una solucién {(z,t) a (252), en donde (. (x,t) = ¢(x,t), con
¢(z,t) solucidn de la ecuacién de KdV. Se sustituye ((x,t) en (253). Tenemos entonces
un sistema de dos ecuaciones acopladas para z(z,t). Se resuelve y resulta ser que
P(x,t) = Jyz también es solucién de la ecuaciéon de KdV.

(253)

Ejemplo 9.7.I. La solucién de 1-soliton de la ecuaciéon de KdV. Notemos que
¢(z,t) = 0 resuelve (252),
Ct - 3(CT)2 + C:c:c'p =0.
Ahora, sustituyamos en la transformacién de Backlund de la ecuacién de KAV (253)
para obtener,

~ 1
. = 204527
z +2,z
2y = 2zi—zzm.

Diferenciando la primer ecuacién y sustituyendo en la segunda,

~ 1
(254) Zg = 72/\+522,

(255) 2 = —4hz,.
Haciendo X = k2 (k> 0), y resolviendo (254) por fracciones parciales, obtenemos

z — 2K
z+ 2K

_ eZﬁ(wfwo) ,

en donde z( es la constante de integracién. Hay ahora dos casos, 2« < |z] v |z| < 2k.
Resolviendo para z en ambos casos,

2K
- f 2Kk <
“1(@) tanh k(xz — x¢)’ or 2r<l|al,
zo(x) = —2rtanhk(z —xp), for |20 < 2k.

Ahora resolviendo (255), z(z,t) = f(z — 4Xt) = f(z — 4k>t), obtenemos

(256) z1(x, t) “fanb (s —2’11121& g for 2k < |z1],
z(x,t) = —2rtanhr(z —4k%t — o), for |zo| < 2k.

Puesto que 13(x,t) = 0,22, entonces

(257) u(z,t) = oz, t) = —2k%sech’®k(x — 4Kt — x)

es la solucién de 1-solitén de la ecuacién de KdV.

Podemos construir soluciones més elaboradas, tales como una solucién de 2-solitén
o de N-solitén, y podemos usar tambien el teorema de permutaciéon para encontrar
de una forma un poco més facil soluciones de N-solitén. Podemos ver detalles del
teorema de permutacién en [24] o en [36].
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9.8. Tarea.

TAREA 9.1. Verifique que u(x,y) = 22 — y? es solucion de la ecuacion de Laplace.
Usando ls condiciones de Cauchy-Riemann, encuentre la solucidn v(z,y) = 2xy.

TAREA 9.2. Compruebe que u(z,y) = —x% —y> + 3zy? + 322y, resuelve la ecuacion
de Laplace. Encuentre una sequnda solucion v(z,y) usando las condiciones de Cauchy-
Riemann.

TAREA 9.3. Considere cualquier solucion polinomial de grado n de la ecuacion de
Laplace en 2 dimensiones, u(x,y). Encuentre una sequnda solucidn v(xz,y) usando las
condiciones de Cauchy-Riemann.

TAREA 9.4. Por cdlculo directo, verifique que si u(x,y) satisface la ecuacion de
sine-Gordon (223), entonces v(x,y) dada por (224), también la satisface.

TAREA 9.5. Dado que u(x,y) = 0 es solucion de la ecuacidn de sine-Gordon (223),
encuentre una sequnda solucion usando las transformaciones de Bdcklund (224).

TAREA 9.6. Verifique por cdlculo directo, que siv(x,t) satisface la ecuacion de onda
en coordenadas de curvas caracteristicas, ecuacion (227), entonces u(x,t) dada por la
solucién de la transformacion de Backlund (226), satisface la ecuacidn de Liouville
(225).

TAREA 9.7. Considere la funcién v(z,y) = F(x)+G(y), solucion de la ecuacién de

onda en coordenadas de curvas caracteristicas, ecuacion (227). Encuentre una solucion
de la ecuacion de Llouville (225).

TAREA 9.8. Considere la solucion de D’Alambert (10) de la ecuacion de onda en
coordenadas de laboratorio (1). Encuentre una solucidn a la ecuacion de Liouville en
coordenadas de laboratorio:

Uy — uxx = e
Para ello, use el cambio de wvariables (7) y proceda usando la transformacidn de
Bdécklund para la ecuacion de Liowville en coordenadas de las caracteristicas (225).
TAREA 9.9.
1. Deduzca la ecuacion (230).
2. Deduzca la ecuacion (231).

TAREA 9.10. Usando las indicaciones de la seccion 9.4, deducir a ecuacion (232).

TAREA 9.11.

1. Deducir ¢, dada como en (234), solucion de la ecuacidn de Ricatti (253).
2. Verificar por cdlculo directo que ¢ es, efectivamente, solucion de la ecuacion
de Ricatti (233).

TAREA 9.12. Encuentre las condiciones sobre P(x),Q(x), R(x) y S(z) para que
o(x) dada en (235), sea solucion de la ecuacion de Ricatti (233).

TAREA 9.13. Verificar que ¢ dada en (236) es solucion de la ecuacion de Ricatli.

TAREA 9.14. Derive la ecuacidon (237) y, posteriormente, encuentre a y b que la
transforme en la ecuacion de Schridinger.

TAREA 9.15. Realice todos los detalles del ejemplo 9.6.1 para obtener la condicion
inicial del 1-soliton.

TAREA 9.16. Repita el procedimiento, comenzando con ugq = —2sech’z, para
obtener la condicion inicial del 2-soliton.

TAREA 9.17. Realice todos los detalles del ejemplo 9.7.1.
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TAREA 9.18. Encuentre otra solucidn, 11 (x,t) = 0y21, de KdV usando la ecuacion
(256). sA qué corresponde esta solucion?

TAREA 9.19. Partiendo de la solucion 1-soliton de KdV, ecuacion (257), encuentre
la solucion 2-soliton.
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