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COLORACIONES DISTINGUIDAS EN GRAFICAS

DIEGO GONZALEZ-MORENO, EMILIO YEDIDIA LICEA MESINO, LUCERO LIZETH
MACHORRO FIERRO, AMANDA MONTEJANO CANTORAL, MARCOS ESAU NOLASCO
SALGADO Y LETICIA RAMIREZ ESPINOZA

REsUMEN. Dada una grafica GG, una coloracion distinguida de G es una coloraciéon
de los vértices de la grafica que rompe todas las simetrias de ésta. El minimo
namero de colores necesarios en una coloracion distinguida de G se conoce como el
namero distinguido de G. En este trabajo estudiamos las coloraciones distinguidas
de la unién disjunta de una gréafica G, y damos el naumero distinguido de ésta unién
en términos del namero distinguido de G. Como corolario obtenemos el nimero
distinguido del octaedro.

1. INTRODUCCION

La definicion formal de las coloraciones distinguidas fue propuesta por Albertson y
Collins [1]. Ellos se inspiraron en un acertijo matematico planteado por Rubin [5] en
1979, que dice lo siguiente:

Tienes un llavero con seis llaves iguales. ;Cudl es el minimo
numero de colores que necesitas para colorear las llaves
de tal manera que puedas identificar cada una de ellas?

Este acertijo se puede plantear en términos de teoria de las graficas de la siguiente
forma: considera el ciclo Cg, donde cada vértice representa una llave y dos vértices
son adyacentes si las llaves correspondientes estan juntas en el llavero. Buscamos una
coloracion de los vértices del ciclo de longitud 6, es decir, Cs que nos permita identificar
cada llave por su color y ubicacién, en otras palabras, buscamos una coloracién de los
vértices que rompa todas las simetrias, haciendo que cada configuraciéon de vértices
(llaves) sea tnica. A una coloracién que cumpla con estas caracteristicas la llamaremos
distinguida. En la figura 1 aparece una coloracion distinguida de Cg que resuelve el
acertijo propuesto por Rubin.

FiGURA 1. Una coloraciéon distinguida de Cg con 2 colores

Albertson y Collins generalizaron el acertijo de Rubin considerando coloraciones de
los vértices de graficas en general que distingan a cada vértice.

Una coloracion distinguida de una grafica G es una asignaciéon de colores a los
vértices de G que “rompe” todas las simetrias de G. Esto significa que cada vértice de
G se vuelve distinguible de los demas de manera tnica. En términos de algebraicos de
la teoria de las graficas, esto quiere decir que el inico automorfismo que mantiene la
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coloracion es el automorfismo trivial de la grafica, donde cada vértice se mapea a si
mismo.

En este trabajo presentamos cotas para el niimero distinguido de la unién disjunta
de una gréfica, mostrando que la cota se alcanza cuando G es la grafica completa.
También estudiamos el caso en el que G es el ciclo de longitud 4. Estos resultados
fueron obtenidos durante el quinto Taller de Otono Metropolitano, realizado en el
Mineral del Chico, Hidalgo, en 2023.

2. DEFINICIONES BASICAS

En esta seccion presentamos definiciones necesarias para estudiar las coloraciones
distinguidas. En este trabajo solo consideramos graficas simples, es decir, gréficas sin
lazos ni aristas multiples. Para las definiciones y conceptos que no aparecen aqui nos
referimos al libro de Chartrand, Lesniak y Zhang [3].

Un automorfismo de una grafica G es una permutacion de los vértices de G, es
decir, una funcion biyectiva 7 : V(G) — V(G) tal que para cualquier par de vértices
u,v € V(G), tenemos que uv € E siy solo si w(u)w(v) € E(G).

Los automorfismos de una grafica forman un grupo bajo la operaciéon de composicién
de funciones, conocido como el grupo de automorfismos de la grafica y denotado
por Aut(G). Este grupo captura la informaciéon de todas las permutaciones que dejan
la estructura de la grafica invariante, es decir, las simetrias de la grafica.

Una k-coloracién de una grafica G es una funcion T' : V(G) — {1,2,...,k}.
Considera una grafica con los vértices coloreados, es decir, una pareja (G,T'). Sea 7
una permutacion de V(G). Decimos que 7 es un automorfismo coloreado de la
pareja (G,T') si m cumple las siguientes condiciones:

1) wv € E(G) siy solo si m(u)m(v) € E(G) (7 es un automorfismo).
2) Para todo v € V(G) se cumple I'(v) = I'(w(v)).
Observa que los autormorfismos coloreados son aquellos que preservan la coloracién.

Dada una grafica G, utilizamos Sy () para denotar al conjunto de todas las
permutaciones de V(G) y Aut(G,T) para el conjunto de los automorfismos coloreados
de G. La siguiente observaciéon es inmediata.

Observacion 1. Si G es una grafica y I' una coloracién, entonces
» Aut(G,T) < Aut(G),
» Aut(G,T) = Aut(G,T).

Con estos elementos podemos dar la definicion formal de coloraciéon distinguida de
una grafica.

Definicién 1. Sea G una grafica y I' una k-coloracion de GG, decimos que I" es una
coloracion distinguida si Aut(G,T") = {(1)}, donde (1) es el automorfismo trivial-

Observa que si I' es la coloracién que asigna a cada vértice un color diferente,
entonces I' es una coloracién distinguida. Entonces, se define el namero distinguido
de G como:

D(G) = min{k € Z : existe una k-coloracion distinguida}.

Ademés, como Aut(G) = Aut(G), se sigue que D(G) = D(G), donde G es el
complemento de G.
3. RESULTADOS

En esta secciéon presentamos los resultados obtenidos durante la semana de trabajo
en el TOMMAD 23. Para esto es necesario presentar una definicion maés.

Definicion 2. Sea G una grafica, definimos la grafica kG como la grafica que se
obtiene de la unién disjunta de k copias de G.
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En el siguiente teorema presentamos una cota superior para el nimero distinguido
de esta familia de graficas.

TEOREMA 3. Sea k € Z* y G un grdfica con D(G) = 2, entonces

1+\/1+8k—‘
2

)

D(He) < |
y la igualdad se alcanza si G = Ks.

Demostracion. Dado k € Z™T, definimos d = [1-5-7 V21+8k—‘ Observamos que (g) >k,
pues

<62l>:d(d2_1)2k — d®—d>2%

— ?—-d-2k>0
1++1+ 8k
—

<— d>

Sean X1,Xs,..., X} subconjuntos de 2 colores de [d] tales que X; # X, para
todo i # j, Nota que esto se puede hacer pues (g) > k. Sea I' la coloracion
I : V(kG) — {1,2,...,d} que colorea a la i-ésima copia G en kG de manera
distinguida con los 2 colores de X; (sabemos que lo podemos hacer porque D(G) = 2).

Como todo autormorfismo de kG o bien manda los vértices de una copia a otra
o es un autormorfismo de G. Entonces por construcion al estar cada copia coloreada
distinguidamente y no haber dos copias coloreadas con la misma pareja de colores, el
tnico autormorfismo coloreado de (kG,T') es la identidad. Por lo tanto,

D(kG) < F**é”isﬂ .

Para ver que la desigualdad es justa cuando G = K», supongamos que D(kKs) =dy
sea I' una d-coloracion distinguida de kK5. Observa que en toda coloracién distinguida
de kK> todas las copias de K5 reciben una pareja de colores distintos, es decir,

()14

Por lo tanto,

1+ i
0<dd—1)—2k — d> {Jr;rgﬂ

Por otro lado, como D(K5) = 2, entonces por la primera parte de este teorema 3

tenemos
1+v1 k
D(kK;) =d < {JF2+8-‘ )
Juntando ambas desigualdades el resultado se sigue. U

Se sabe que el namero distinguido del tetraedro es 4 [4], y el del n-cubo @,, es 3
cuando n =3y 2 si n > 4 [2]|. La familia de los octaedros n-dimensionales, denotada
por O,, se define como el complemento de n copias de Ks, es decir, O, = nks.
Utilizando el teorema 3 y la observacion 1 se tiene el siguiente corolario.

COROLARIO 4. Sea n > 2 un entero. Entonces, el numero distingido del octaedro

n-dimensional es
1++v/14+8n

D(On) = 9

El siguiente teorema generaliza al teorema 3.
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F1GURA 2. Una coloracién distinguida del octaedro Os con 6 colores

TEOREMA 5. Sea k € Z* y G una grdfica con D(G) = r, entonces

D(kG) < min{d € 7 : (‘:) > k).

Demostracion. Sea d el minimo entero tal que (f) > k, donde k es el nimero de copias
de G. Sean X, Xs,..., X} subconjuntos de r colores tales que X; # X, para todo
i # j. Sea I' la coloracién que asigna a la i-ésima copia de kG los r colores de X; de
forma distinguida (sabemos que lo podemos hacer porque D(G) = r). Observa que I'
es una coloracion distinguida de kG que utiliza d colores. Por lo tanto,

D(kG) < min{d € Z : (f) > k).

TEOREMA 6. Sean r,k € Z*, entonces

D(kK,) =min{d € Z (f) > k}.

Demostracion. Sea D(kK,) = d' y sea d el menor entero tal que (g) > k. Observa que
en toda coloracion distinguida de kK., cada copia de K, recibe r colores distintos, ya
que si dos copias reciben los mismos 7 colores, existe un automorfismo no trivial que
manda una copia en la otra. Por lo tanto,

!
@)>h
-
que implica d < d'.

Por otro lado, el teorema 5, implica que
d
d =D(kK,) <min{d € Z: < ) >k} =d.
T

Por lo tanto, d = d'. O

AGRADECIMIENTOS. Los autores expresan su gratitud a todas las instituciones que
apoyaron la organizacion del TOMMAD 2023. Particularmente a la Universidad
Autonoma Metropolitana, a través de las unidades Cuajimalpa e Iztapalapa, al
proyecto CONAHCyT CB-47510664 y al arbitro anénimo.

REFERENCIAS

[1] Albertson, M. O., K.L. Collins, K. L. Symmetry Breaking in Graphs, Electronic Journal of
Combinatorics, vol. 3, no. 1, R18, 1996. doi:10.37236,/1242.

[2] Chan, M. The distinguishing number of the augmented cube and hypercube powers, Discrete
Mathematics, vol. 308, no. 11, pp. 2330-2336, 2008. https://doi.org/10.1016/j.disc.2006.09.056

[3] Chartrand, G., L. Lesniak, L., Zhang, P. Graphs and Digraphs, Chapman and Hall/CRC, 6th
ed., Boca Raton, FL, 2016.



COLORACIONES DISTINGUIDAS EN GRAFICAS 317

[4] Pilsniak, M., Tucker, T., Distinguishing index of maps, European Journal of Combinatorics, vol.
84 2020. https://doi.org/10.1016/j.ejc.2019.103034

[5] Rubin, F. Problem 729: The Blind Man’s Keys, Journal of Recreational Mathematics, vol. 11,
p. 128, 1979. Solution in vol. 12, 1980. As cited by Albertson & Collins (1996).

Diego Gonzdlez-Moreno

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Cuajimalpa,

Division de Ciencias Naturales e Ingenieria,

Departamento de Matematicas Aplicadas.

Av. Vasco de Quiroga 4871, Col. Santa Fe Cuajimalpa

Alcaldia Cuajimalpa de Morelos, C.P. 05348 Ciudad de México, México
e-mail: dgonzalez@cua.uam.mx

Emilio Yedidia Licea Mesino

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Iztapalapa,

Division de Ciencias Béasicas e Ingenieria,

Departamento de Matemaéticas.

Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco 186, Col. Leyes de Reforma, 12 seccién
Alcaldia Iztapalapa, C.P. 09310 Ciudad de México, México

e-mail: emilioyedidia@gmail.com

Lucero Lizeth Machorro Fierro

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Iztapalapa,

Division de Ciencias Béasicas e Ingenieria,

Departamento de Matemaéticas.

Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco 186, Col. Leyes de Reforma, 12 seccién
Alcaldia Iztapalapa, C.P. 09310 Ciudad de México, México

e-mail: 1izethmachorro20@gmail.com

Amanda Montejano Cantoral

Universidad Nacional Auténoma de México,

Facultad de Ciencias,

Unidad Multidisciplinaria de Docencia e Investigaciéon de Juriquilla.
Campus UNAM 3001, C.P. 76230 Juriquilla, Querétaro, México

e-mail: amandamonte jano@ciencias.unam.mx

Marcos Esai Nolasco Salgado

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Cuajimalpa,

Division de Ciencias Naturales e Ingenieria,

Departamento de Matemaéticas Aplicadas.

Av. Vasco de Quiroga 4871, Col. Santa Fe Cuajimalpa

Alcaldia Cuajimalpa de Morelos, C.P. 05348 Ciudad de México, México
e-mail: marcos.nolasco@cua.uam.mx

Leticia Ramirez Espinoza

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Cuajimalpa,

Division de Ciencias Naturales e Ingenieria,

Departamento de Matemaéticas Aplicadas.

Av. Vasco de Quiroga 4871, Col. Santa Fe Cuajimalpa

Alcaldia Cuajimalpa de Morelos, C.P. 05348 Ciudad de México, México
e-mail: leticia.ramirez@cua.uam.mx



