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COLORACIONES ROBUSTAS DE GRAFICAS

GABRIELA J. BLANCO RODRIGUEZ, KAREN MIRANDA, MIKA OLSEN, AXEL
PRESTEGUI RAMOS Y NADIA VASQUEZ

REsUMEN. Las coloraciones son fundamentales para resolver diversos problemas
y una coloraciéon robusta busca mantener su validez incluso con modificaciones.
El Problema de la Coloraciéon Robusta (RCP) introduce el concepto de rigidez en
la coloracion de graficas, definida como la suma de penalizaciones de las aristas
en la grafica complemento que conectan vértices del mismo color. El RCP busca
minimizar la rigidez en una k-coloracion de la gréfica, y tiene aplicaciones en
planificacién, asignaciéon de tareas y disenio de sistemas tolerantes a fallos. Este
trabajo analiza el RCP en varias familias de graficas y propone una heuristica util
para abordarlo.

1. INTRODUCCION

Las coloraciones es uno de los tépicos méas estudiados en la teoria de graficas. Hay
problemas interesantes tanto desde un punto de vista teérico como para problemas
de aplicaciones donde se colorean vértices, aristas o ambos y se les puede asignar
un so6lo color, un conjunto o una lista de colores a cada vértice y/o arista, asi
como definir la coloraciéon en términos de propiedades del conjunto de colores o en
términos de propiedades o estructuras de la grafica. Los problemas relacionados con
coloraciones en graficas reciben (y a lo largo de los altimos 200 afios han recibido)
mucha atencién gracias a lo seductores que son los problemas teodricos, asi como
sus diversas aplicaciones en problemas reales tales como la asignaciéon de recursos,
la programacién de tareas y la optimizacion de redes.

Los problemas de coloraciones iniciaron con el famoso problema de los 4 colores (ahora
teorema de los 4 colores), que data del siglo XIX, conjeturado por un estudiante,
Francis Guthrie en 1852. Sin embargo, la conjetura no se volvié importante hasta
que Arthur Cayley la consideré en 1878. El problema de los 4 colores establece que
toda grafica plana' se puede colorear con 4 colores de modo que vértices que estan
unidos por una aristas tienen colores distintos, justo el tipo de coloracién que se conoce
como una coloraciéon propia. Dice la leyenda que este problema esta inspirado en los
conocimientos de los cartografos (las personas que dibujaban los mapas), un oficio de
mucha importancia en ese entonces.

Las coloraciones en graficas han mostrado ser una herramienta importante en la
solucién de problemas. En este contexto, es deseable que una coloracién que resuelve
algtin problema siga siendo una buena solucion aun si se hacen algunas modificaciones
al problema. Una coloracién robusta de una grafica busca la k-coloracién propia
de G con la propiedad de que al hacer modificaciones a la coloracion, ésta continie
siendo propia con una alta probabilidad y con ello, también una solucién al problema.
Se distingue del problema de una coloracién propia minima, principalmente, porque
permite obtener soluciones donde no sé6lo es importante encontrar soluciones vélidas,
sino también que sean estables. En éste trabajo exploramos las coloraciones del
Problema de la Coloracion Robusta (RCP, por sus siglas en inglés), que introduce

Palabras clave. Coloraciones propias, rigidez, algoritmos genéticos.
Una grafica es una grafica dibujada en el plano de modo que las aristas no se intersectan.

319



320 BLANCO RODRIGUEZ, MIRANDA, OLSEN ET AL.

la idea de rigidez en la coloracién propia de graficas. El objetivo de la RCP es encontrar
una coloracién propia con la minima rigidez.

Dada una grafica Gy su grafica complemento G2, consideramos una funcion de
penalizacién definida sobre las aristas de la grafica complemento G. La rigidez de
una k-coloracion de los vértices G se define como la suma de las penalizaciones de
las aristas de G’ que conectan vértices del mismo color. Asi en el RCP se busca la
k-coloracién propia con la minima rigidez posible.

La importancia del estudio del RCP esté relacionado con la gran cantidad de aplicacio-
nes en diversas areas y, ademés, por ser una herramienta importante para mejorar la
capacidad de adaptacion y el rendimiento de sistemas complejos en entornos dinamicos
y cambiantes como, por ejemplo,

= Optimizacion de Redes de comunicacién: En redes de comunicacién, en
redes inalambricas y en redes de sensores, es importante minimizar la interferen-
cia entre canales. La coloracion robusta permite asignar frecuencias o canales de
manera que se minimice la penalizacion asociada con la interferencia, aseguran-
do asi una comunicacion mas eficiente y fiable. Este enfoque es particularmente
atil en entornos dinamicos donde las conexiones pueden cambiar con el tiempo.

s Planificacién, Programacion y Asignacion de Tareas: En sistemas de
asignacion de tareas, programacién de turnos, horarios escolares, distribucion de
trabajos en centros de datos y organizacion de eventos es importante minimizar
los conflictos y maximizar la eficiencia. La coloracién robusta ayuda a asignar
tareas a recursos limitados de manera que se minimicen las penalizaciones por
conflictos o sobrecargas, mejorando el rendimiento general del sistema.

» Diseno de Redes y Sistemas Tolerantes a Fallos: En el diseno de redes y
sistemas tolerantes a fallos, la robustez es un factor importante. La coloraciéon
robusta asegura que el sistema pueda seguir funcionando eficientemente incluso
cuando se producen fallos o cambios en la red. Esto es crucial en aplicaciones
criticas como las redes eléctricas, sistemas de transporte y redes de emergencia.

= Optimizacion de Infraestructuras: En la gestion y optimizacion de infraes-
tructuras, y en las redes de distribucién de energia o agua, la coloraciéon robusta
permite minimizar los costes y penalizaciones asociados con el mantenimiento
y la redistribucion de recursos. Esto ayuda a asegurar que la infraestructura
opere de manera més eficiente y sostenible.

= Seguridad en Redes de Computadoras: En ciberseguridad, la coloracién
robusta puede utilizarse para minimizar las vulnerabilidades y maximizar la
resistencia de las redes frente a ataques. Al asignar recursos de seguridad
de manera Optima, se puede reducir la penalizacién asociada con brechas de
seguridad y mejorar la proteccion general del sistema.

E1 RCP es un problema NP-completo® por lo que se ha trabajado con diferentes heuris-
ticas computaciones tales como: Simulated Annealing, GRASP (Greedy Randomized
Adaptive Search Procedure), Scatter Search, Algoritmos Genéticos y Busqueda Tabi.
Cada uno de estos algoritmos tiene sus fortalezas y se adapta a diferentes caracteris-
ticas del problema. La eleccién de la heuristica adecuada depende de la naturaleza
especifica de la grafica y de los requisitos del problema en cuestion y permite en-
contrar buenas soluciones de manera eficiente. Otro enfoque para abordar problemas

2La grafica complemento de G tiene los mismos vértices que G y una arista es arista de G si y
solo si no es arista de G.

3Un problema de decisiéon (es decir solamente tiene como respuesta S7 o No) es del tipo NP-
completo cuando la respuesta S7 puede ser demostrada mediante una respuesta en tiempo polinomial,
la correctitud de cada solucién puede ser igualmente verificada; y el problema se puede emplear para
simular cualquier otro problema cuyas soluciones puedan ser rapidamente verificadas.
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NP-completos, es estudiar las RCP en familias particulares, un enfoque que, hasta
donde sabemos las y los autores, aiin no se ha abordado.

En este trabajo vamos a trabajar tanto con heuristicas como con un enfoque teorico,
determinando para una funcién de penalizacién dada, la minima rigidez para diferentes
familias de graficas, tales como trayectorias, arboles, ciclos con una funcién de penali-
zacioén constante y posteriormente ciclos con una funcién de penalizaciéon en términos
de las distancias entre los vértices del ciclo. Finalmente, construimos un Algoritmo
Genético Simple para aproximar la rigidez de una gréfica.

2. DEFINICIONES

Sea G = (V, A) una grafica donde V (0 V(G)) es el conjunto de vérticesy A (o0 A(G)) es
el conjunto de aristas. El complemento de la grafica G = (V, A), denotado G, tiene los
mismos vértices que G y una arista e es una arista del complemento de G si y solo si no
es una arista de G, es decir, G = (V, A). Decimos que dos vértices u, v son adyacentes
si hay una arista que los une, es decir, {u,v} € A(G). Una k-coloracién propia de los
vértices de una grafica es una asignacion de k colores a los vértices de la grafica tal que
dos vértices adyacentes tienen color distinto. La penalizacion de las aristas de una
grafica es una asignacion de nameros a las aristas de la grafica. En este trabajo vamos
a considerar solamente penalizacion del complemento de una gréfica. Dada una grafica
G con una k-coloracién propia ¢ y una penalizacion w sobre las aristas de G, definimos
la rigidez de la coloracion ¢, denotada R(¢*), como la suma de las penalizaciones de
las aristas entre vértices del mismo color en G. Si definimos el conjunto A de todas las
aristas de G que unen vértices del mismo color, A = {{i,j} € A(G) | " (i) = p*(4)},

entonces
k
R(p") = Z Dij-
{i,j}eA
El problema de la coloracién robusta, para un nimero k de colores dada, consiste en
minimizar la rigidez considerando todas las k-coloraciones propias de la grafica:

R(GY) = min(R(¢")).

Primero revisamos algunos ejemplos sencillos que luego generalizaremos en la seccion
4. Vamos considerar una penalizacién constante igual a 3 en todos los ejemplos.

Si coloreamos propiamente una trayectoria de longitud 9 con dos colores, habra 5
vértices de un color y 4 vértices del otro color y cualquier par de vértices del mismo
color esta conectado por una arista con penalizacion 3 en el complemento. Asi la rigidez
de una trayectoria de longitud 9 coloreada con dos colores y penalizaciéon constante 3
es (como se observa en la figura 1)

R(P?) = 3(2) + 3(3) = 3(16) = 48.

Si coloreamos propiamente un ciclo de longitud 10 con dos colores, habran 5 vértices
de cada color y cualquier par de vértices del mismo color esta conectado por una arista
de peso 3 en el complemento. Asi la rigidez es de un ciclo de longitud 10 coloreado
con dos colores y penalizacion constante 3 es (como se observa en la figura 2)

R(C},) = 3(2) + 3(2) =3(5)4 = 60.

A lo largo del trabajo vamos a considerar ciclos con diferentes funciones de penaliza-
cion. Para simplificar las explicaciones vamos a definir la longitud de una arista. Si
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FIGURA 2. R(C%) =10(3) + 10(3) = 3(5)4 = 60

tenemos un ciclo con n vértices y la arista {v;,v;} con j > ¢, decimos que la longitud
de la arista es la distancia entre los vértices v; y v; sobre el ciclo, es decir,

long({vi,v;}) = min{j —i,n — (j —i)}.
Por ejemplo, en la figura 3, la longitud de la arista {2,6} es 4, mientras que la longitud
de la arista {1,7} es 3.

3. CICLOS IMPARES CON PENALIZACION CONSTANTE

Si tenemos un ciclo de longitud impar, necesitamos 3 colores para colorear los vértices.
En la figura 3 podemos ver dos coloraciones distintas del ciclo Cy. En la figura 3 de

Coloraciéon ¢ Coloracién ¢

3

/&

(=)

F1GurA 3. Dos coloracidones de Cy con rigidez distinta

la izquierda, la coloracion ¢ tiene un color asignado a un solo vértice {0} y los otros
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dos colores estan asignados a cuatro vértices cada uno {1,3,5,7} y {2,4,6,8}. Esta
coloraciéon tiene rigidez R(¢3) = 6 + 6 = 12. En la figura 3 de la derecha, en la
coloracion 1 cada color esta asignado a tres vértices {0,3,6}, {1,4,7} y {2,5,8} por
lo que tiene rigidez R(¢3) = 3+3+3 = 9. Es decir, la segunda coloracién es mejor que
la primera ya que tiene rigidez menor. Con estos dos ejemplos podemos concluir que
R(Cy) < 9. Para poder probar la igualdad necesitamos probar que no hay ninguna
coloracién de Cy con rigidez menor a 9.

Si la penalizacién es constante, necesitamos minimizar el nimero de aristas entre
vértices del mismo color y este objetivo se alcanza cuando la cardinalidad de los
conjuntos de vértices del mismo color son lo més balanceados posible. Decimos que un
conjunto Uy, Us, . .., U, de conjuntos es balanceado si para cualquier par de conjuntos
U;,U; se tiene que

IUs] = U5 < 1.

El siguiente resultado determina la rigidez de ciclos de longitud impar con penalizacién
constante.

TEOREMA 1. Sea G un ciclo de longitud impar con penalizacion constante £. Entonces

éw si n = 3k;

R(C3) = { ¢RBEZL iy — 3%+ 1;
Ew st n=3k+2.
Demostracion. Consideramos un ciclo de longitud impar n = 3k+r, donde 0 < r < 2,

coloreado con 3 colores. Vamos a considerar por separado los siguientes 3 casos: n = 3k,
n=3k+1yn=3k+2.

Caso n = 3k
Cuando n = 3k podemos encontrar 3 conjuntos con el mismo nimero de vértices en
cada uno. Los conjuntos de vértices con el mismo color son C; = {1,4,...,3k — 2},

Cy=1{2,5,...,3k— 1} y C3 = {3,6,...,3k}. Cada conjunto tiene k vértices y entre
los k vértices hay (g) aristas con penalizacion ¢, por lo que cada conjunto aporta é(g)
Asi encontramos una coloracion que nos proporciona una cota superior para la rigidez
de un ciclo de longitud 3k y penalizacién constante ¢ y

R(C3,) < 3¢ (k) < (FBE=3)

2 2

Cason=3k+1
Cuando n = 3k + 1 podemos encontrar 3 conjuntos balanceados tales que hay un
conjunto con k + 1 vértices y dos conjuntos con k vértices. El conjunto con k + 1
vértices del mismo color es C; = {1,4,...,3k + 1} y los conjuntos con k vértices del
mismo color son Cy = {2,5,...,3k—1} y C3 = {3,6,...,3k}. El conjunto con k + 1
vértices tiene (’2“) aristas con penalizacion £, por lo que aporta K(kgl) y cada conjunto
con k vértices tiene (’2“) aristas con penalizaciéon ¢, por lo que cada conjunto aporta
12 (g) Asi encontramos una coloraciéon que nos proporciona una cota superior para la
rigidez de un ciclo de longitud 3k + 1 y penalizaciéon constante ¢ y

k+1 k k(3k —1
R(C311) ge( 5 ) +2£(2> :e%.

Caso n =3k +2

Cuando n = 3k + 2 podemos encontrar 3 conjuntos de colores balanceados tales que
hay dos conjuntos con k + 1 vértices y un conjunto con k vértices. Los conjuntos con
k + 1 vértices del mismo color son Cy = {1,4,...,3k+1} y C2 ={2,5,...,3k + 2} y
el conjunto con k vértices del mismo color es C5 = {3,6,...,3k}. Cada conjunto con
k + 1 vértices tiene (’;) aristas con penalizaciéon ¢, por lo que cada conjunto aporta

12 (kgl), el conjunto con k vértices tiene (g) aristas con penalizacion £, por lo que aporta
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12 (g) Asi encontramos una coloraciéon que nos proporciona una cota superior para la
rigidez de un ciclo de longitud 3k + 2 y penalizaciéon constante ¢ y

R(Chs) < 20" 1) () =ML,

Como la rigidez se minimiza cuando los conjuntos de colores son balanceados obtene-
mos en cada caso la igualdad. O

4. GRAFICAS BIPARTITAS CON PENALIZACION CONSTANTE

Las graficas bipartitas es una familia de graficas que contiene entre otras a las
trayectorias, a los ciclos pares y a los arboles. Esta familia de graficas tiene la
caracteristica que la coloracién propia con dos colores es tnica (salvo la permutacion
de colores).

Observacion 1. Si la coloracion propia es tnica, la rigidez es tnica.

Observacion 2. Sea G una grafica bipartita con biparticion (Uy,Us), |U;| = n; y una
penalizacion constante £. Si coloreamos propiamente los vértices de G con dos colores,
entonces hay (”21) aristas de peso ¢ entre los vértices de U; y hay (”22) aristas de peso

¢ entre los vértices de Us. Por lo tanto

nl(nl — 1) +€n2(n2 — 1)

2\
R(G?) = (755 .

En particular, las trayectorias, los ciclos pares y los arboles son graficas bipartitas
con una 2-coloracién propia tunica. Si la penalizacion es constante ¢ y coloreamos
propiamente una trayectoria de longitud n con dos colores, habran [n/2] vértices de un
color y |n/2] del otro color y cualquier par de vértices del mismo color esta conectado
por una arista de peso £ en el complemento. Asi la rigidez es de una trayectoria de
longitud n coloreado con dos colores y penalizacion constante £ es

R(P}) —€<[”/21> +4(W2j) _{ {mfm 1) sin = 2m:

2 2 stn=2m+ 1.

Si la penalizacion es constante ¢ y coloreamos propiamente un ciclo de longitud 2n
con dos colores, habran n vértices de cada color y cualquier par de vértices del mismo
color esta conectado por una arista de peso £ en el complemento. Asi la rigidez es de
un ciclo de longitud 2n coloreado con dos colores y penalizacion constante £ es

R(C2) :z(Z) +£<’;) = tn(n — 1).

De la misma manera, si la penalizacién es constante £ y coloreamos propiamente con
dos colores un arbol con n vértices, tendremos n; vértices de un color y ne vértices
del otro color, con n; + ny = n. Como cualquier par de vértices del mismo color
esta conectado por una arista de peso ¢ en el complemento, la rigidez de un arbol
coloreado con dos colores, donde hay n; vértices de un color, no vértices del otro color
y penalizaciéon constante ¢ es

R(T?) = e(’?) +£("22> - e”l(";_ 2 +e”2(”;_ 2

El siguiente resultado asegura que si n; y no son enteros positivos, entonces existe un

arbol con n = nj + ng vértices que realiza la rigidez R(G?) = E"l(";_l) + E"Q(n;_l).
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PROPOSICION 2. Sea n > 2 un entero positivo. Para todo par de enteros positivos ny
y ng tales que n = ni + ny existe un drbol T de orden n tal que si la penalizacion es
constante £, entonces

Demostracion. Considera dos conjuntos independientes V7 y Vo de vértices con n; y
ngy vértices respectivamente, ver figura 4.

ni n2

F1GURA 4. La particién de los vértices de un arbol T

Construye un arbol con la biparticion (Vi,V3), es decir, todas las aristas del arbol
deben estar entre los dos conjuntos V3 y Vo y no debe haber aristas entre vértices que
pertenecen al mismo conjunto. Claramente, la 2-coloraciéon propia es tnica y por las
observaciones 1y 2,

_ énl(nl -1 +£n2(n2 — 1).

2 2
Como n = n; + ny es una particiéon cualquiera, entonces para todo par de enteros
positivos nqy y no tales que n = ny + ng existe un arbol con una 2-coloracién que
realiza tal rigidez. O

R(T?)

El siguiente resultado establece el rango de rigidez de una grafica bipartita para el cual
no conocemos la biparticién y determina la rigidez exacta en caso de que conocemos la
biparticion, generalizando los resultados obtenidos para la trayectoria, los ciclos pares
y los arboles.

PROPOSICION 3. Sea G una grdfica bipartita de orden n con funcién de penalizacion
constante £. Entonces

/21 (In/2] ~ 1)42r [n/21(In/2] - 1) _ R(G) < on = 1)2(71—2)'
Ademds, si la particion de vértices es (V1,Va) con |Vi| = ny y |Va| = na, entonces

_ énl(nl -1 +€n2(n2 -1)

R(G?) 5 5

Demostracion. Considera el conjunto de todas las gréficas bipartitas de orden n con
funcién de penalizaciéon constante k. Las graficas bipartitas que realizan la minima
rigidez son las graficas balanceadas y las gréficas bipartitas que realizan la mayor
rigidez son las estrellas. O

5. CICLOS CON PENALIZACION CONSTANTE SALVO UNA LONGITUD

Vamos a considerar una funcién de penalizacién que le asigna el valor 1 a todas las
aristas del complemento salvo las aristas de longitud* i. Formalmente esto significa
que tenemos el ciclo C,, con los vértices etiquetados con los nameros 0,1,2,...n —1
(Z,,) tal que {i,i+ 1} € A(C,), para 0 < i < n — 2, y ademas, {n — 1,0} € A(C),,).

41,3 distancia entre los vértices de la arista sobre el ciclo.
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Definimos la penalizacion del complemento de C),, como sigue: sea 7 un entero fijo con
2<i<n/2,
, | i silong({u,v}) =74;

w(fu,v}) = { 1 silong({u,v}) #i.
Denotamos al ciclo C,, con penalizacion w’ por Cy, ;. En la figura 5 se puede ver el ciclo
Cr,2, es decir, un ciclo de longitud 7 donde las aristas del complemento tienen peso
1 (aristas punteadas) y las aristas entre vértices a distancia 2 del ciclo tienen peso 2
(aristas “rayadas”).

FIGURA 5. Las graficas C3 5 y C3 5

Para entender la idea, vamos a revisar dos ejemplos donde coloreamos propiamente
el ciclo de longitud 7 con 3 colores. Primero el ciclo de longitud 7 con las aristas de
longitud 2 de peso 2 C7 2 y luego el ciclo de longitud 7 con las aristas de longitud 3 de
peso 3 Cr 3.

FIGURA 6. R(C3,) =1+ 1+14+242=7,R(C3;3)=1+1+14+143=7

En el caso del ciclo C72 vamos a procurar que no haya aristas a distancia 2 con
el mismo color. En el ciclo, los vértices adyacentes tienen colores distintos, y como
tenemos 7 vértices y tres colores hay al menos 3 vértices del mismo color. No importa
como acomodamos estos tres vértices, siempre utilizan dos aristas de longitud 2. En la
figura 6 hay un ejemplo de una coloraciéon que utiliza solamente dos aristas de longitud
2, los demaés aristas tienen peso 1, por lo que esta coloracién es la que tiene la rigidez
menor y podemos concluir que

R(C3,) =T1.

En el caso del ciclo C7 3 vamos a procurar que no haya aristas a distancia 3 con el
mismo color. Igual que en el caso anterior, si tenemos 3 vértices del mismo color hay
una arista de longitud 3. En la figura 6 hay un ejemplo de una coloracién que utiliza
solamente una arista de longitud 3, los demés aristas tienen peso 1, por lo que esta
coloracion es la que tiene la rigidez menor y podemos concluir que

R(C34) =T.
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Claramente, el ciclo C,; tiene una k-coloracién balanceada que no usa aristas de
longitud 4, entonces R(C} ;) = R(C}). El siguiente teorema determina la rigidez para
cualquier ciclo impar C, 2 segtn si n es miltiplo de 3 o no.

TEOREMA 4. Sean > 5 un entero impar. Considera el ciclo C,, 2 con penalizacion w'.
FEntonces
R(C3) st n = 3k;
3 _ n )
R(Cp2) = { R(C3)+2 sin#3k.

Demostracion. Sea C = vg,v1,...,v,_10p €l ciclo Cp 9.

Si n = 3k, consideramos la siguiente 3-coloracién propia que no utiliza las aris-
tas de longitud 2: C7y = {vi,v4,...,036—2}, Co = {112,115,...,1135_1} y C3 =
{vo,v3,...,v3,_3}. En este caso la rigidez coincide con la rigidez de C?.

Si n # 3k, vamos primero a probar que en cualquier 3-coloraciéon ¢ hay al menos
una arista de longitud 2 (dos vértices a distancia dos del mismo color). Para llegar
a una contradiccién, suponemos que no hay vértices a distancia dos del mismo color.
Sin pérdida de generalidad, ¢(vg) = 0. Entonces ¢p(vz) # 0y @(vy,—2) # 0. Si
p(va) = p(vp—_2) (ver figura 7 de la izquierda), entonces p(v1) = p(vp—1) lo cual
contradice que no hay vértices a distancia dos del mismo color.

o Yo
Un—1 U1 Un—1 U1

Un—2 U2 Un—2 U2

Un—3 U3

Ficura 7. Hay al menos dos vértices del mismo color a distancia dos

Por lo tanto ¢(vs) # p(v,—2). Sin pérdida de generalidad, p(ve) = 2y p(vp—2) = 1
(ver figura 7 de la derecha). Como la coloracion es propia ¢(v1) = 1y @(vp—1) = 2.
Ademas, como no hay aristas del mismo color a distancia 2, ¢(v,—3) = 0, ¢(vs) =0,
siguiendo con esta idea, tendriamos que ¢(v;) =0si ¢ =0 méd 3, p(v;) =1sii=1
méd 3 y ¢(v;) = 2 si i =2 méd 3, contradiciendo que ¢p(v,—3) = 0 ya que n Z 0
moéd 3.

Por lo tanto, cualquier 3-coloraciéon usa al menos una arista de longitud 2 (dos vértices
a distancia dos del mismo color).

Vamos, ahora, a probar que siempre hay al menos 2 aristas de longitud 2 (2 pares de
vértices a distancia dos del mismo color). Supongamos, para llegar a una contradiccion,
que hay exactamente dos vértices a distancia dos del mismo color. Sin pérdida de
generalidad, p(vg) =0y ¢(v1) = ¢(v,—1) = 1. De manera analoga al caso anterior y
por la suposicion de que solo hay una pareja de vértices del mismo color a distancia 2,
o(v2) = p(vn—2) = 2, p(v3) = p(vp—3) = 0y asi sucesivamente. Si n es par (ver figura
8 de la izquierda), entonces @(vym—1) = @(Um+1) v los vértices vy,—1 y U1 tienen el
mismo color, lo cual contradice la suposicion de que hay una sola pareja de vértices a
distancia dos del mismo color.
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Si n es impar (ver figura 8 de la derecha), entonces ¢(v;—1) = @(Vmi2), ahora los
vértices v,, Vv Um+1 no pueden tener el mismo color ya que son adyacentes, por lo que
al menos uno de ellos debe tener el color de los vértices vy,—1 ¥ Upm42. En cualquiera
de los dos casos obtenemos otra pareja de vértices a distancia dos con el mismo color.

Vo
Vo

Un—1 vy
Un—1 U1
Un—2 V2
Un—2 U2
Un—3 v3
Un—3 U3
v VUn—
m+1 m—1 Um+2 Um—1

Um+1 Um

n=2m n=2m+1

FIGURA 8. Exactamente dos vértices del mismo color a distancia 2

Entonces cualquier 3-coloracion usa al menos dos aristas de longitud 2 (dos parejas
de vértices a distancia 2 que tienen el mismo color). Las siguientes coloraciones usan
exactamente dos aristas de longitud 2.

Sin =3k + 1, consideramos la siguiente 3-coloracioén:

0
pvi) =41
2

sii=3lyi#n—1
sti=3l+1ot=n—1;
sii=3l+2.

Si n = 3k + 2, consideramos la siguiente 3-coloracion:

0 sii=3l;
o)) =491 sii=3l+1;
2 sii=3l+2.

Como la coloracion utiliza exactamente dos aristas de longitud 2, entonces aumenta
la rigidez en una unidad por cada arista y la rigidez es igual a R(C3) + 2. O

TEOREMA 5. Sea n un entero impar. Considera el ciclo Cy, 3 con penalizacion w'. Si
para algin entero impar k se tiene que n € {9k, 9% + 2,9k + 4}, entonces R(C} 3) =
R(C3).

Demostracion. Si para algiun entero impar k se tiene que n € {9k, 9k + 2,9k + 4}, se
puede construir una 3-coloracién balanceada que no utiliza las aristas de longitud 3.

Primero observamos que en la sucesion de colores S = (1,2,3,2,3,1,3,1,2) no hay
dos entradas del mismo color a distancia exactamente tres. La idea en cada uno
de los casos, es repetir esta sucesion de colores sobre el ciclo. La concatenacién de
sucesiones se denota con el simbolo o. Es facil ver que al pegar dos de las sucesiones
S, tampoco vamos a tener aristas de longitud 3 ya que SoSes (1,2,3,2,3,1,3,1,2) 0
(1,2,3,2,3,1,3,1,2) = (1,2,3,2,3,1,3,1,2,1,2,3,2,3,1,3,1,2).
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Caso n =9k
Construimos la coloracién ¢q repitiendo la sucesion S de colores k veces. La coloracion
del ciclo Coy, 3 es

SoSo---08.

Como S se pega bien y es balanceado, entonces la coloraciéon que obtenemos al repetir
la sucesion S de colores k veces también lo es.

Caso n =9k + 2
Construimos la coloracion g repitiendo la sucesiéon S de colores k veces y al final
pegamos con (1,2). La coloracion del ciclo Cogy2.3 €s

SoSo---0850(1,2)08.

El pegado final es S o (1,2) 0 S = (1,2,3,2,3,1,3,1,2,1,2,1,2,3,2,3,1,3,1,2) no
tiene aristas de longitud 3 y como S usa cada color exactamente 3 veces, esta nueva
coloracion usa los colores uno y dos 3k + 1 veces y usa el color tres 3k veces, por lo
que la coloracion es balanceada.

Caso n =9k +4
Construimos la coloraciéon propia ¢4 repitiendo la sucesion S de colores k veces y al
final pegamos con (1,2, 3,2). La coloracion del ciclo Cogt4,3 €S

SoSo--0850(1,2,3,2)08.

El pegado final es So(1,2,3,2)05 = (1,2,3,2,3,1,3,1,2,1,2,3,2,1,2,3,2,3,1,3, 1, 2)
no tiene aristas de longitud 3 y como S usa cada color exactamente 3 veces, esta nueva
coloracion usa el color uno y el color tres exactamente 3k 4 1 veces y usa el color dos
exactamente 3k + 2 veces, por lo que la coloraciéon es balanceada. O

6. CICLOS CON PENALIZACION SEGUN LA LONGITUD DE ARISTA

Sea C), un ciclo donde los vértices estan etiquetados con Z,, tales que {i,i+1} € A(C),).
Definimos la penalizacién w del complemento de C),, como sigue: si u — v = nk + i,
con 0 <4 < n, entonces w({u,v}) = i. Denotamos el ciclo C,, con penalizacién w por
C,,. El caso maés sencillo es el ciclo de longitud 5, Cs, coloreado con 3 colores. No es
dificil ver que habra un color asignado a un solo vértice y los otros dos colores estaran
asignados a dos vértices cada uno, y no importa cémo coloreamos los 5 vértices del
ciclo, siempre habra exactamente dos aristas en C's entre vértices del mismo color, cada
uno con peso 2, por lo que R(C2) = 4. Una anélisis similar en la coloracién de C; en
la figura 9 lleva a que R(C2) = 11 y una revisiéon exhaustiva arroja que R(C3;) = 49.

wt

FIGURA 9. R(C3)=2+2+2+2+3 =11

Antes de probar la cota superior para la rigidez de los ciclos impares con funcién
de penalizacién w, vamos a revisar el ejemplo de Ci3 coloreado con 3 colores y con
4 colores. La idea principal es partir los vértices en conjuntos (colores) tal que los
vértices en cada conjunto utilicen el menor nimero de aristas de longitud grande.
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Recordamos que dos vértices adyacentes tienen que tener color distinto, y por eso no
podemos tener vértices adyacentes en un mismo conjunto. En la figura 10, podemos
ver dos coloraciones del ciclo de longitud 13. En la figura izquierda usamos 3 colores
y esta coloracion es un ejemplo del teorema 6, mientras que la figura derecha es un
ejemplo del teorema 8 donde usamos 4 colores.

FIGURA 10. R(C3;) =37+ 20+20 =77y R(C{;) =20 + 8 + 8 + 8 = 52.

El siguiente resultado establece una cota superior para la rigidez de un ciclo de longitud
impar con funcién de penalizacién w.

TEOREMA 6. Sea n > 9 un entero impar. St w es la funcion de penalizacion, entonces
la rigidez R(C3) es menor que o igual a:
33k + (k— 3)[2+ (k — 2)[Z + 1(2k — 5)]]) si n = 3k;
3Bk+1)+2(k—3)2+(k—2)[3+2@2k—5)]]+(k—2)[2+(k—1)[3+1(2k—3)]] sin=3k+1;
3Bk +2)+ (k—3)24+ (k—2)[3+ 12k —5)]]+2(k—2)2+ (k—1)[2 + 22k —3)]] sin=3k+2.

Demostracion. Para establecer una cota superior de la rigidez del ciclo impar C,
coloreado con 3 colores, vamos a definir una 3-coloraciéon balanceada. Analizaremos
por separado los 3 casos n = 3k, n = 3k + 1y n = 3k + 2 y para facilitar las
explicaciones, vamos a usar lenguaje de geometria.

Caso n = 3k

Consideramos la siguiente 3-coloracion g del ciclo impar Csi: Cy = {0, 2,...,2k—2},
Cy = {2k,2k+2,....n—1,1,...;k—4,k -2} y C3 = {k,k+2,...,n — 2}. Los
poligonos formados al colorear el ciclo de esta manera, procurando usar el mayor
nimero de aristas de longitud 2, seran todos iguales, en donde para cada uno de ellos:

= La penalizacién del perimetro estara dado por n = 3k.

= Debido a que las diagonales internas de un poligono estan dadas por su nimero
de vértices menos 3 y dado que las diagonales incrementaran su salto de 2 en
2 al “alejarse” del vértice inicial, se puede expresar el valor total de la longitud
de sus aristas de la siguiente manera:

k—3 k—3 1
Z(2+2i)+ZZ(2+2j).

Lo cual, al simplificar para quedar en funcion de k, nos lleva a:

k— 3 4 k-3

3 k—3 1 k—3 7
D42+ > 2+2)=2k-3)+2) i+> [2+2>
i=1 i=1 j=1

i=1 i=1 j=1
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k—3

= ok —3) 42 A= 3)+1)+Z<2 +2<21)>

2
i=1

k—3
=2(k—3)+ (k—3)(k— 2+3Zz+Zz

(k=3)((k—=3)+1) (k=3)((k—-3)+1)(2(k—-3)+1)
2 + 6
=(k-3)[2+(k-2)[3+ (2k—5)/6]].
Por lo tanto, la penalizacién total de cada uno de los 3 poligonos formados es:
(1) 3k+(k—3)[24+ (k—2)[2 + (2k—5)/6]] .

Dado que la penalizacion de los tres poligonos son iguales, basta multiplicar la
ecuacion (1) por 3, y la rigidez de la 3-coloracion ¢g del ciclo impar Cgy, es

R(gg) = 3(3k + (k = 3)[2+ (k — 2)[3 + §(2k — 5)])).

=2(k—3)+(k—3)(k—2)+3

Cason=3k+1

Consideramos la siguiente 3-coloracion ¢; del ciclo impar Csiq1: C1 = {0,2,..., 2k},
= {2k+22k+4,...n—1,1,3,... . k—1} y Cs = {k+ 1,k +3,...,n — 2}.

Los poligonos formados al colorear el ciclo de esta manera, procurando usar el mayor

nimero de saltos de dos, seran un poligono de k + 1 vértices y dos poligonos de k

vértices, en donde:

= El perimetro de cada uno estard dado por n = 3k + 1, siempre que k > 2.

» Para la figura de k + 1 vértices, las diagonales internas sumaran un peso de

k—2 1
(2) Z 2+20)+ ) > (2+42)) = (k—2)[2+ (k— 1)[3 + (2k — 3)/6]].
i=1 =1 j=1
= Mientras que para las figuras de k vértices, las diagonales internas sumarén un
peso de:
k—3 1
(3) Z 24+2i)+ > Y (2+2)) = (k—3)[2+ (k — 2)[3 + (2k — 5)/6]].
i=1 i=1 j=1

Dado que la penalizaciéon de los dos poligonos con k vértices son iguales, para obtener
la rigidez de la 3-coloracion ¢ del ciclo impar Csg1, basta multiplicar la ecuacién
(3) por 2 y sumarle la ecuacion (2).

R(?) = 3(3k+1)+2(k—3)[2+ (k—2)[2+ £ (2k—5)]]+ (k—2) [2+ (k—1)[3 + § (2k—3)]].

Caso n=3k+2

Consideramos la siguiente 3-coloracion ¢y del ciclo impar Csiq0: C = {0,2,..., 2k},
Cy = {2k+2,2k+4,...,n—1,1,3,...,k} y C3 = {k+2,k+4,...,n—2}. Los poligonos
formados al colorear el ciclo de manera equilibrada, procurando usar el mayor niimero
de los saltos de dos, seran dos poligonos de k + 1 vértices y un poligono de k vértices,
en donde:

= Kl perimetro de cada uno estara dado por n = 3k + 2, siempre que k > 3

= Para la figura de k vértices, las diagonales internas sumaran un peso de:

k-3 i

k-3
(4) d@+20)+> > (2+2)) = (k-3)[2+ (k—2)[3 + §(2k — 5)]].

=1 j5=1
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= Mientras que para las figuras de k + 1 vértices, las diagonales internas sumaran

un peso de
k—2 k—2 1
(5) 2+20)+ > D (2+2)) = (k—2)[2+ (k- 1[5 + L2k — 3)]].
i=1 i=1 j=1

Dado que la penalizaciéon de los dos poligonos con k + 1 vértices son iguales, para
obtener la rigidez de la 3-coloracién o del ciclo impar Cgspy2, basta multiplicar la
ecuacion (5) por 2 y sumarle la ecuacion (4).

R(3) = 3(3k+1)+(k—3)[2+ (k—2)[3+ L (2k—5)]] +2(k—2)[2+ (k—1)[3 + L (2k—3)]].

En cada caso encontramos la rigidez de la 3-coloracion ¢; del ciclo impar Csy41 para
i1 =0,1,2 y larigidez de estas coloraciones establecen una cota superior para la rigidez
de las 3-coloraciones del ciclo impar C,,. (]

Para tener la igualdad en el teorema anterior falta probar que no hay una coloracién
propia con menor rigidez que la coloraciéon que proporcionamos. Sin embargo, no
logramos completar la prueba formal de esta afirmacion.

CONJETURA 7. Sea n > 9 un entero impar. Si w es la funcidn de penalizacion,
entonces la rigidez R(C3) es igual a:

33k + (k —3)[2+ (k — 2)[5 + 2(2k — 5)]]) si n = 3k;
3Bk+1)+2(k—3)2+(k—2)[53+22k—5)]]+(k—2)[2+ (k—1)[5 + 2(2k—3)]] sin=3k+1;
3Bk+2)+ (k—3)24+ (k—2)[3+ 2Rk —5)]]+2(k—2)[2+ (k—1)[3 + 2(2k—3)]] sin=3k+2.

TEOREMA 8. Sea w la funcién de penalizacion del ciclo Copy1. La rigidez R(C3, ;)
es menor o igual a
2(1)(2k —=3) + - +2(s)(2k — (4s — 1)) + - - - + 2(k/2)(1) si k=21,
2(1)(2k —=3) + - 4+2(s)(2k — (45 — 1)) +--- +2((k = 1)/2)(3) si k=204 1.

Demostracion. Como la rigidez es la penalizacién minima, para la cota superior basta
encontrar la penalizaciéon de una 4-coloracion propia de Cox41. Vamos a analizar por
separado dos casos, segtun la paridad de k.

Caso k = 2l.

Definimos los conjuntos de colores C; de la 4-coloracion ¢g de Cogq1 como sigue:
Co=1{0,2,... . k—2}, Cy={1,3,...,k—1},
Cy={k,k+2,...,2k}, Cy={k+1,k+3,...,2k—1}.

Observamos que los conjuntos Cy, Cy y C3 tienen [ vértices, mientras que el conjun-
to Cy tiene [+1 vértices, ademas, son conjuntos disjuntos y CoUC; UC,UCs = V(C3).

Los conjuntos Cy, C1,Cs tienen: El conjunto Cs> tiene:
[l —1 aristas con penalizacion 2, l aristas con penalizacion 2,
|l — 2 aristas con penalizacién 4, Il —1 aristas con penalizacién 4,
|l — s aristas con penalizacién 2s, l —s aristas con penalizacion 2(s + 1),
1 arista con penalizacion 2(I — 1), 1 arista con penalizacion 21.

La suma de las penalizaciones de cada uno de los conjuntos Cy, Cy y C3 es
20-1)4+4(0-2)+---+(l—s5)2s+---+2(I - 1).
La suma de las penalizaciones del conjunto Cs es

20 +40 -+ -+ (1 —-s)2(s+1)) +---+ 2L
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La rigidez de la coloracion ¢q es
Rlpd) = 3201-1)+40—-2)+ -+ (1—8)2s+---+2(l—1))+
200 +40 -+ -+ (l—-5)2(s+1)+---+21
= 2(1)(2k—=3)+---+2(s)(2k — (4s = 1)) 4+ --- + 2(k/2)(1).

Caso k£ =2]+ 1.

Definimos los conjuntos de colores C; de la 4-coloracion ¢; de Cox11 como sigue:
Co = {0,2,...,21}, C1=1{1,3,...,20+1},
Cy={20+2,2l+4,...,41 + 2}, C3={214+3,2l+5,...,4¢0+ 1}.

Observamos que los conjuntos Cy, Cy y Cs tienen [ + 1 vértices mientras que el con-
junto Cs tiene [ vértices, ademés, son conjuntos disjuntos y CoUC;UC,UCs = V(C3).

Los conjuntos Cp, C1 y C2 tienen: El conjunto Cs tiene:
l aristas con penalizacion 2, -1 aristas con penalizacion 2,
Il —1 aristas con penalizacién 4, -2 aristas con penalizacién 4,
|l — s aristas con penalizacién 2s — 1, l—s—1 aristas con penalizaciéon 2(s + 1).
1 arista con penalizacioén 21, 1 arista con penalizacion 2(I — 1).

La suma de las penalizaciones de cada uno de los conjuntos Cy, Cy y Cs es
20 +40 -1+ -+ 2s(l—s+1)+---+2(1).
La suma de las penalizaciones del conjunto C5 es
20—-2)4+4(1-2)+ -+ 2(s+ Dl —s—=1)+---+2(I—-1).
La rigidez de la coloracién ¢; es

R(¢d) 32 +4(l -1+ +2s(l—s+1)+---+2(1)+
20-2)4+40-2)+---4+2(s+ )l —-s—-1)+---+2(1-1)
202k —3)+ -+ 2(s)(2k — (4s — 1)) + - - - + 2(k/2)(1).

En cada caso encontramos la rigidez de la 4-coloracion ; del ciclo impar Cy(g44)+1

para ¢ = 0,1 y la rigidez de estas coloraciones establecen una cota superior para la
rigidez de las 4-coloraciones del ciclo impar C,,. O

CONJETURA 9. Sea w la funcion de penalizacion del ciclo Copy1. La rigidez R(Cgkﬂ)
es igual a

2(1)(2k —3) + -4+ 2(s)(2k — (45 — 1)) + - - - + 2(k/2)(1) st k= 2l;
2(1)(2k = 3) + - +2(s)(2k — (4s — 1))+ - +2((k —1)/2)(3) si k=20+1.

7. CONOS

Una grafica es un cono si tiene un vértice que es adyacente a todos los demés vértices.
Para poder describir las graficas en esta seccién, definimos la suma de dos graficas G
y H, denotado G + H, como la grafica resultante de tomar las dos graficas Gy H y
afiadir todas las aristas {u, v} donde u es un vértice de G y v es un vértice de H. Asi, si
H es una grafica y u es un vértice que no pertenece a la grafica H, entonces la gréfica
G = {u} + H (que también se denota como G = u + H) es un cono ya que el vértice
u es adyacente a todos los demés vértices de G. Hay muchas familias de graficas que
son conos, las graficas completas, estrellas y ruedas para mencionar algunas.

PROPOSICION 10. Sea G = u+ H tal que H es conera. Entonces R(G*) = R(H¥)
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Demostracion. Sea @ una coloracion propia de G. Como el vértice u es adyacente a
todos los vértices en la grafica H, entonces u es el unico vértice de su color, es decir,
p(u) # p(v) para todos los vértices v € V(H). Esto significa que el vértice u no aporta
nada a la rigidez de la grafica G ya que no hay aristas entre vértices del mismo color
que el vértice u y todas las aristas que aportan valor a la rigidez son aristas de la
grafica H. O

La rueda W,, es una grafica cono u + C, 11, es decir es un ciclo de longitud n — 1 con
un vértice en el centro que es adyacente a todos los vértices del ciclo.

COROLARIO 11. R(WF) = R(Ck_)).

8. PRIMERAS APROXIMACIONES CON ALGORITMOS EVOLUTIVOS

El algoritmo genético es un tipo de algoritmo evolutivo que se inspira en la reproduc-
cion natural y que sigue los principios darwinianos de la supervivencia del mas apto.
Se comienza con un conjunto (poblacion) de objetos individuales que se reproduciran
y heredaran a la siguiente generacion ciertas caracteristicas. Aquellos individuos que
tengan mejores caracteristicas sobreviviran y se reproduciran para crear una nueva
generacion de la poblacion. Se le llaman algoritmos genéticos porque la informacion
de los individuos asemejan el sistema del ADN, donde se tiene un conjunto de genes
que representan ciertas caracteristicas especificas de cada individuo y que se agrupan
en cromosomas.

Este tipo de algoritmos son usados con frecuencia en la resolucién de problemas de
NP-duros y NP-completos. Dado que la coloracién robusta pertenece a los problemas
NP-completos, es interesante utilizar algin algoritmo genético para encontrar solu-
ciones (ver [2, 3]). El algoritmo genético enfatiza la importancia de la cruza sexual
(operador principal) sobre el de la mutacién (operador secundario) y de la seleccion
probabilistica.

En esta primera aproximacion, se utilizo el Algoritmo Genético Simple o Canénico
como muestra el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo Genético Simple o Canénico

Entrada: Poblacion P que va a evolucionar
Salida: Poblaciéon P* resultado del proceso de evolucion
Py« P
Evaluar P, y asignar aptitud
140
Repite
Seleccionar padres de P; y recombinar para obtener la nueva poblacion @;
Mutar @;, evaluar y asignar aptitud
Seleccionar P; 11 de P,y Q;
14 1+1
Hasta Parar cuando se alcancen los criterios
Regresa P* + P,

8.1. Formulacién del problema. Dado que el PCR consiste en:
R(G*) = min{R(p")},
]

el problema de coloracion robusta se puede formular como un problema de programa-
cion lineal binaria:
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= z,; = 1 si el color es asignado al vértice u, 0 en otro caso;

= Y. = 1 silos vértices u y v pertenecen a la misma clase cromética, 0 en otro
caso.

Sujeto a:

Zle Zyi = 1 para todo u € V,

Zyi + Ty < 1 para todo uv € FE y para todo i € {1,...,k},

Tui + Toi — 1 < Yo para todo uv € E y para todo i € {1,...,k},
Zqy; € {0,1} para todo u € V, para todo i € {1,...,k},

Yuw € {0,1} para todo uv € E.

Funcién objetivo

Dada una coloracion ¢ de la gréfica, la funcién objetivo evalia dos parametros: (i)
la cantidad de vértices adyacentes de mismo color y (ii) la rigidez de ¢. El parametro
(i) nos permite evaluar negativamente aquellas coloraciones que no son propias y, en-
tre mayor sea la cantidad de pares de vértices adyacentes de mismo color, peor es la
evaluacion de la coloracion. Puesto que nuestro objetivo es encontrar una coloracion
con la menor rigidez posible, el pardmetro (ii) es esencial para la evaluacion de una
coloracion.

Poblacion inicial

La poblacién inicial del algoritmo consiste en coloraciones propias de la gréfica.
Para implementar una coloracién, se usa un vector donde la entrada i-ésima consiste
en el color asignado al vértice i. Obtener la poblacion inicial es relativamente sencillo
puesto que el método all_graph_ colorings(k) de SageMath nos proporciona todas las
coloraciones propias de una grafica dada si se desea colorearla con k colores. Nuestra
poblaciéon se comprende de “individuos” representados como vectores de longitud n
conteniendo un rango de 1,..., k valores representando los colores.

Operador de cruza

La cruza de la poblacién se realiza como sigue: dadas dos coloraciones padre de nues-
tra poblacion, se escoge un valor ¢ entre 1 y n (el ntimero de vértices de la grafica y el
tamafo del vector que representa nuestra coloracion). Los colores a partir de ese valor
son intercambiados entre las coloraciones padre para obtener dos nuevas coloraciones.
De esta forma, basta emparejar la poblacion actual para obtener la nueva poblacion.

Mutacion

La mutacién es un mecanismo que se usa para alcanzar soluciones en el espacio de
busqueda que la cruza no exploraria, es decir, que el algoritmo encuentre soluciones
parcialmente 6ptimas. Esto se realiza al cambiar el color de un vértice de manera
aleatoria con una probabilidad de entre el 5% y 10 %.

En esta primera etapa del trabajo, se delimité y plante6 el problema de manera de
que posteriormente se pudiera implementar en algin lenguaje de programacion para su
ejecucion y prueba. En particular, se considera como trabajo futuro la implementacién
de la formulacién y el algoritmo genético simple en el lenguaje Python.
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