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LA GRAFICA DE SUCESIONES DE PRUFER

JULIAN ALBERTO FRESAN FIGUEROA, TANIA JIMENEZ ALVARADO, ALDO LOZANO
PINA, OSVALDO PADILLA MORALES Y MAXIMILIANO RAMIREZ MEJIA

RESUMEN. Sea ¢ una asignaciéon de grados de los vértices de la grafica completa
de n vértices. La grafica P,(n) es la grafica cuyos vértices son todas las sucesiones
de Priifer de arboles generadores de K, con la asignacién de grados o, es decir,
aquellos arboles T tales que dr(u) = o(u) para todo vértice u de K. En Py (n) dos
sucesiones son adyacentes si difieren en exactamente dos entradas, y la diferencia
entre los naimeros en estas entradas es uno. En este articulo mostramos que la
grafica es conexa y algunas propiedades sobre Py (n).

1. INTRODUCCION

En una era de interconectividad global, es fundamental disenar redes 6ptimas que
aseguren la conexién entre personas. Desde este punto de vista, un desafio que ha
intrigado a matemaéticos y cientificos informaticos desde hace casi 100 anos, es como
obtener un arbol generador de peso minimo, que representa una manera eficiente y
rentable para conectar distintos puntos. Desde entonces algoritmos como los de Prim,
Kruskal o Borivka se han presentado como unos métodos eficientes para encontrar
arboles de peso minimo. Sin embargo algunos problemas no solo necesitan que el peso
del arbol sea el minimo, sino que ademas tenga algunas restricciones. Por ejemplo, en
un sistema de distribucion eléctrica, se busca transmitir energia de manera eficiente
y confiable entre las estaciones de distribucion y los hogares. Podemos modelar este
problema usando una grafica en la que los vértices representan las estaciones y los
hogares, y el peso en las aristas refleja el costo de instalar las lineas eléctricas.

En este contexto, la manera més econémica de asegurar que todas las estaciones y
hogares estén conectados sin necesidad de mantener demasiadas lineas eléctricas, es
encontrar un arbol de peso minimo. Sin embargo, es esencial considerar las limitaciones
de capacidad, energia y recursos de procesamiento en cada estaciéon de distribucion.

Cada estacion puede tener una capacidad limitada para manejar conexiones simul-
taneas debido a restricciones de infraestructura. Esto se traduce en que se debe elegir
una cantidad de aristas que salen de un vértice en funciéon de su capacidad. Encontrar
un arbol generador de peso minimo que respete las restricciones en los grados de los
vértices, es decir, el nimero de aristas que inciden en un vértice v, denotado por d(v),
permite que la solucién sea factible en términos préacticos, optimizando el costo y la
eficiencia y asegurando el uso 6ptimo de los recursos disponibles, evitando la sobre-
carga en los vértices. Esto implica que existan restricciones de forma que d(x) < b(x),
donde b(z) es el maximo de aristas que en el arbol puede tener el vértice x.

Por otro lado, para las redes eléctricas de alta demanda, es importante distribuir
equitativamente la carga de trafico entre las diferentes aristas y vértices para evitar
congestiones o sobrecalentamientos y maximizar la eficiencia del sistema. Al tener
miltiples aristas conectadas a cada vértice, se facilita la distribuciéon de la carga de
energia y se evita la congestién en estaciones individuales, mejorando el rendimiento
general de la red. Esto se refleja en que necesitaremos una restriccion a(z) < d(z),
donde a(z) es el minimo de conexiones que debe tener un vértice para que la carga se
distribuya de manera efectiva.
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Es importante observar que en las soluciones para el arbol de peso minimo dadas
por los algoritmos clésicos como Kruskal, Prim o Bortvka no hay control sobre el grado
que tiene cada vértice z en un arbol de peso minimo. Sin embargo, hay problemas en
los que, de manera natural, el grado de algtin vértice « en el arbol de peso minimo
necesita cumplir ciertas restricciones (a(x) < d(z) < b(z)).

Cuando en un problema de este estilo no se conocen algoritmos eficientes para
resolver el problema, se desarrollan algoritmos heuristicos. Estos algoritmos, que no
realizan una busqueda exhaustiva, son cruciales para abordar de manera eficiente
problemas complejos en la optimizacién combinatoria. A diferencia de los algoritmos
exactos, que aseguran una solucién 6ptima, los algoritmos heuristicos adoptan un
enfoque practico, explorando el espacio de busqueda' para encontrar una solucién
que, aunque no sea la mejor, se obtiene rapidamente y es suficientemente buena en
la practica (en nuestro ejemplo, el espacio de busqueda incluiria todos los posibles
arboles generadores que cumplen con las restricciones de grado, independientemente
de su peso).

Frecuentemente estos algoritmos necesitan una representacion adecuada del espacio
de biisqueda y maneras de moverse dentro de él. En este contexto destacan las graficas
de objetos combinatorios. Sea C' un conjunto de objetos combinatorios y sea f una
transformacion de un objeto en C en algtn otro objeto en C. La grafica de objetos de
C con la transformacion f es la grafica cuyos vértices son los elementos de C'y dos
objetos en C' son adyacentes si puedo ir de uno a otro mediante la transformacion f.
Estas graficas nos ayudan para modelar los espacios de busqueda de los algoritmos
heuristicos.

En este trabajo presentamos los resultados obtenidos durante el Quinto Taller
Metropolitano de Matematicas Discretas, llevado a cabo en el Mineral del Chico,
Hidalgo en el 2023. En este trabajo nos centramos en el caso particular de la grafica
de arboles en el que a(xz) = b(x), es decir el grado que debe tener cada vértice en
el arbol esta fijo. Para ello usaremos una representacion de estos arboles mediante
sucesiones de Priifer.

2. SUCESIONES DE PRUFER

En 1918, Priifer [1] mostr6é una manera de codificar 4rboles al dar una demostracion
del Teorema de Cayley. Consideraremos arboles etiquetados de manera decreciente en
funcién del grado de cada vértice, es decir, el vértice con la etiqueta 1 tiene grado
mayor que o igual al grado del vértice de etiqueta 2, el cual a su vez tiene grado mayor
que o igual al vértice que tiene etiqueta 3, y asi sucesivamente. Sea 1" un arbol con n
vértices y etiquetemos los vértices de T' con los ntimeros del 1 al n.

Removamos de T el vértice terminal que tenga la menor etiqueta, digamos u;. Sea
v1 el vértice adyacente a u; en T. De los n — 1 vértices restantes, sea uy el vértice
terminal con la menor etiqueta y sea vy el tnico vértice adyacente a él en T — u;.
Removamos ahora el vértice us de T'— uy y repitamos esta operaciéon hasta que so6lo
queden 2 vértices. Esto nos define una unica sucesion (v, va, . .., v,_2) de n—2 enteros,
todos entre 1 y n. A esta sucesion se le conoce como ucesion de Priifer. En la figura
1 se muestra un ejemplo de construcciéon de una sucesién de Priifer.

De igual manera, dada una sucesion S = (vi,ve,...v,_2) de n — 2 enteros entre
1 y n, no necesariamente distintos, podemos contruir un tnico arbol de n vértices
de la siguiente manera: determinemos cual nimero de la sucesion @ = (1,2,...,n)
es el primero que no aparece en la sucesiéon S. Llamemos u; a ese nimero. Entonces
diremos que el arbol tiene la arista uiv;. Removamos a v; de la sucesion S y a uy
de la sucesion ). En lo que queda de la sucesién @@ determinemos cuéal es el primer
nimero que no aparece en lo restante de la sucesion S. Sea ug este ntimero e inclumos
a nuestro arbol la arista usvs. Repetimos estos pasos hasta que la sucesion S no tenga

IE] espacio de busqueda se refiere a todas las posibles soluciones, aunque no sean 6ptimas.
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(5.3,2) (5:3,2,3) (5.3,2,3,2)

Ficura 1. Construccion de una sucesion de Priifer

ningtn elemento mas. Finalmente hagamos adyacentes los tltimos dos vértices que
aparecen en (. En la figura 2 podemos ver la reconstrucciéon del arbol de la figura 1.
Esto nos define una biyeccién entre los arboles de n vértices, es decir, arboles
generadores de una grafica completa, y las sucesiones de n — 2 enteros entre 1 y n.
Las sucesiones de Priifer tienen algunas propiedades muy bien conocidas, de entre
ellas es muy facil probar la siguiente:

PROPOSICION 1. El nidmero v aparece d(v) — 1 veces en una sucesion de Priifer.

3. LA GRAFICA DE SUCESIONES DE PRUFER

Siguiendo la notacién en [3],una sucesion de n enteros decreciente o = (dy, da, ..., dy,)
es una sucesion arbdrea siy solo si

1.1<d;<n—1parai=12,...n
2. dy+do+--+d,=2(n-1)

Claramente una sucesion o es arborea si y solo si existe un arbol generador T de
K, tal que dr(u) = o(u) para todo vértice u de K.

Sean > 2y sea o= (dy,ds,...,d,) una sucesion arborea. La grafica de sucesiones
de Priifer de o, denotada por P,(n) es la grafica cuyos vértices son todas las sucesiones
de Priifer de arboles generadores de K, con la asignacion de grados o, es decir,
aquellos arboles T tales que dr(u) = o(u) para todo vértice u de K,,. En P,(n) dos
sucesiones son adyacentes si difieren en exactamente dos entradas (una transposicion),
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Q:(27374757677) Q:(273757677) Q:(2737677)
S =(3,2,32) S =(2,3,2) S =(3,2)

G\Q
=)
)

2,3,7) Q=(2,7) Q=0
5=

F1curA 2. Construcciéon de un arbol a partir de una sucesion de Priifer

y la diferencia entre los niimeros en estas entradas es uno. En la figura 3 se presenta la
grafica correspondiente a la sucesion arboérea (2,2,2,1,1), es decir, a las trayectorias
cuyas hojas son los vértices 4 y 5. Observa que las sucesiones de Priifer de estos arboles,
por la proposiciéon 1 seran permutaciones de la sucesion (3,2, 1).

El siguiente teorema es una consecuencia directa de la proposicién 1:

TEOREMA 2. Sea n un entero y sea 0 = (di,da,...d,) una sucesion arbdrea.
Entonces las sucesiones de Priifer correspondientes a drboles con la asignacion de
grados o son reordenamientos de la sucesion:

S=(1,1,...,1,2,2,...,2,...,n,n,...,n)
—_——— —— —_——
dy—1 dy—1 dn—1

Como se observa en el teorema anterior, la sucesiéon arbérea determina por completo
las sucesiones de Priifer. Sea ny para k = 1,2...n el numero de veces que aparece
k en las sucesiones de Priifer asociadas a una sucesién arboérea o. Con esta notacion,
podemos reescribir el siguiente teorema debido a Moon.
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S I o

FIGURrA 3. La grafica P,(5) para o = (2,2,2,1,1). Las sucesiones de
Priifer estan aparecen como el arbol al que codifican

TEOREMA 3. [2] Sean n un entero, o una sucesion arborea de orden n y ny para
k=1,2...n el numero de veces que aparece k en las sucesiones de Priifer asociadas

. . n!
a 0. Entonces la grifica Py(n) es una grdfica de orden Tl

El grado de un vértice en P,(n) est4 dado por el nimero de transposiciones validas
entre sus entradas. Entonces por un argumento sencillo de conteo tenemos el siguiente
teorema:

TEOREMA 4. Sean n un entero, o una sucesion arborea de orden n y ny para
k=1,2...n el numero de veces que aparece k en las sucesiones de Priifer asociadas
a 0. La grifica P,(n) es una grifica (ning + nang ...+ ny_1n,)-regular.

Demostracion. Sea o una sucesion arborea y sea ny para k = 1,2...n el nimero de
veces que aparece k en las sucesiones de Priifer asociadas a ¢ y sea S un vértice de
P,(n). Como dos sucesiones son adyacentes si difieren en exactamente dos entradas
(una transposicion), y la diferencia entre los nimeros en estas entradas es uno, entonces
S sera adyacente a n;n; 1 vértices en P,(n) pues son todos los posibles intercambios
en entradas con los elementos i e i + 1. Al sumar sobre todas las posibles parejas de
elementos consecutivos el resultado se sigue. O

Una consecuencia directa de los teoremas 3 y 4 y del lema del apretén de manos es
el siguiente corolario.

n!(ninz+nang...4+np_1n4,)
2n1nsl..ny,! .

COROLARIO 5. El tamario de la grdfica P,(n) es

Sea o = (dy,ds,...,d,) una sucesion arbérea y sea nj para k = 1,2,...,n el
numero de veces que aparece k en las sucesiones de Priifer asociadas a o. Como o es
decreciente entonces se cumple que ny > ng > ... > n,. Sea H; la subgrafica de P, (n)
de todas las sucesiones en cuya ultima entrada aparece el nimero j.

LEMA 6. Sean o una sucesion arbdrea y v el entero mds grande que aparece en las
sucesiones de Priifer asociadas a o. Todo vértice en H, es adyacente a un vértice en
Hyyi paraa=1,2,...7r— 1.

Demostracion. Sea v € V(H,). Notemos que v es de la forma u = (z1, T2, ... Tp_3,a)
conl <z <z parai = 1,2,...,n — 3. Como n; > ny > ... > n, entonces en
particular n, > ney1 > n, > 1 por lo que existe un entero j tal que z; = a + 1. Sea
w= (Yi,Y2,---,Yn—2) tal que y; = a, yp—2 = a + 1y y; = x; en cualquier otro caso.
Claramente, u € H, 11 v u es adyacente a v en P, (n). d

LEMA 7. Sea 0 = (dy,da,...,dr,...,d,) una sucesion arbérea con r el entero
mas grande que aparece en las sucesiones de Priifer asociadas a la sucesion o. Sea
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7 = (dy,da,...,dr_1...dp_1) una sucesion arborea. Entonces la subgrdfica H, de
P,(n) es isomorfa a Pr(n —1).

Demostracion. Sea © : V(H,) — V(Pr(n — 1)) dada por la regla de correspondencia
O((z1,z2,...,xp—3,7)) = (x1,22,...,Tn—3). Por el teorema 2, las imégenes de la
funcién © seran una sucesion de Priifer, por lo que O esta bien definida y claramente es
una funcién biyectiva. Si dos sucesiones de Priifer v y v son adyacentes en H, entonces
existen dos entradas i y j, con i # j # r en las que difieren y la diferencia entre los
valores de esas entradas es 1, por lo que ©(u) y ©(v) seran adyacentes en Pr(n — 1)
pues tienen los mismos valores en cada entrada k = 1,2,...,n — 3. Analogamente y
por el mismo argumento si ©(u) y ©(v) son adyacentes en P, entonces u y v seran
adyacentes en la subgrafica H, de P,(n). Por lo tanto, © es un isomorfismo. g

TEOREMA 8. Sea n > 4 un entero y o una sucesion arbdrea. La grifica Py(n) es
una grdfica conexa.

Demostracion. Para n = 4 las tnicas sucesiones arboreas posibles son (3,1,1,1) y
(2,2,1,1) y las graficas de sucesiones de Priifer se pueden ver en la figura 4.

Pis11,1)(4)
P(21211»1)(4)

Ficura 4. Las gréﬁcas P(3717171) (4) y P(2717171) (4)

Procederemos por induccién suponiendo que para un entero m > 4 y para cualquier
sucesion arboérea A, la grafica Py(m) es conexa. Probaremos que P,(m + 1) es conexa
para cualquier sucesiéon arboérea o.

Sea r el entero méas grande que aparece en las sucesiones de Priifer asociadas a o y
sean u y v dos sucesiones de Priifer en P,(m + 1). Si en ambas sucesiones la tltima
entrada es r entonces u y v pertenecen a la subgrafica H, de P,(m + 1). Por el lema
7 la subgrafica H,. es isomorfa a P-(m) y por hipotesis de induccion es conexa, por lo
que existe una uv-trayectoria en H, y por lo consiguiente en P,(m + 1).

Por otro lado si en u la ultima entrada tiene un valor k£ # r entonces por el lema
6 existe una sucesion u; adyacente a u en P,(m + 1) tal que la tltima entrada de u4
es k + 1. Este proceso se puede repetir obteniendo una trayectoria w, uy, us, ..., Ur—g
donde la dltima entrada de u,_j tiene el valor de r. Si la ultima entrada de la sucesiéon
v es r entonces por el caso anterior existe una u,._pv-trayectoria y por lo consiguiente
existe una uv trayectoria en P,(m + 1). Si el valor de la dltima entrada de v es £ # r
entonces podemos encontrar una trayectoria v,vy,vs,...,v,_¢ tal que el valor de la
altima entrada de v,._y es r y por el caso anterior existe una wu,_xv,._¢-trayectoria y
por lo tanto una uv-trayectoria en P,(m + 1). Por lo tanto P,(m + 1) es conexa. [

La conexidad de P,(n) nos garantiza que los algoritmos heuristicos puedan transitar
por todo el espacio de busqueda usando el movimiento que define a las aristas de la
grafica. Finalmente mientras construiamos diversos ejemplos, en todas las instancias
de la grafica, ésta fue hamiltoniana. Por ello planteamos la siguiente conjetura:

CONJETURA 9. Sean n un entero y o una sucesion arborea. La grifica Py(n) es
hamiltoniana.
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