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DOMINACION A DISTANCIA k& EN GRAFICAS

ILAN A. GOLDFEDER, NAHID YELENE JAVIER NOL Y LIZZETH ARIADNA SANCHEZ
SOLIS

REsuMEN. El problema de determinar el nimero de dominacién de una grafica G
ha sido ampliamente estudiado y se han derivado muchas variantes. Entre éstas,
estd el nimero de dominacién a distancia k de una grafica G. Este trabajo esta
dedicado a presentar este concepto y mostrar algunos resultados al respecto en
las trayectorias y mallas.

1. INTRODUCCION

En la figura 1 (a) aparece la distribuciéon de un museo, donde las lineas representan
pasillos de exhibicién y los puntos representan sitios en los que se confluyen dichos
pasillos. La administracion desea colocar puestos de asistencia para quienes visitan el
museo en los puntos de confluencia de los pasillos. Colocar uno puesto en cada punto
es excesivo y consideran que recorrer a lo més dos pasillos serfa una distancia adecuada
para llegar a uno. ;Cudl es el menor nimero de puestos que se requieren colocar? La

(a) Plano del museo (b) Puestos de asistencia a distancia dos

FI1GURA 1. Puntos de asistencia en un museo

respuesta es dos. Con uno solo no basta para que cualquier visitante recorra a lo mds
dos pasillos para encontrar un puesto de asistencia, pero con dos si es posible, como
se muestra en la figura 1 (b).

El problema anterior es un ejemplo de lo que se conoce como dominacion a distancia
k. Pese a que puede parecer un problema «sencillo», en términos matematicos y
computacionales es un problema muy dificil, lo que vuelve su estudio relevante.

2. DEFINICIONES BASICAS

Una grdfica G es una pareja ordenada (V(G), A(G)), donde V(G) es un conjunto
finito y no vacio, los wvértices de la grafica, y A(G) es un conjunto de parejas no
ordenadas de vértices, las aristas de la gréfica.

Dados dos vértices v y v en una grafica G, u y v son adyacentes o u es vecino de
v si {u,v} € A(G). La vecindad de u es el conjunto de todos los vecinos de u y se
denota como N (u).

Dados dos vértices v y v en una grafica G, una trayectoria o una (u,v)-trayectoria
es una sucesion de vértices P = (zg,x1,...,T;) que empieza en v y termina en v (es
decir, g = u y xp = v) tal que cualesquiera dos vértices consecutivos son adyacentes
y su longitud se define y denota como [(P) = k.
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La distancia entre dos vértices u y v en una grafica conexa! G, se denota por dg(u, v)
o simplemente d(u, v), es la menor de las longitudes de entre todas las posibles (u, v)-
trayectorias en G. Si S C V(G), la distancia de v a S es la minima d(u, w), para todo
w € S,y se denota como d(u, S).

3. PROBLEMA

Un conjunto dominante de una grafica G es un conjunto S de vértices de G tal
que todo vértice que no estéd en S tiene un vecino en S. En particular, el conjunto
de los vértices V(G) es un conjunto dominante de G. Lo interesante es preguntarse
cudles son los conjuntos dominantes con el menor nimero de elementos y cual es
este valor. Asi, se define el nimero de dominacion de G como la cardinalidad de un
conjunto dominante con el menor nimero de elementos y se denota por v(G). Este
concepto estd motivado por problemas de varios tipos, entre ellos problemas con piezas
de ajedrez y ya aparece aparece definido en los libros de Claude Berge [1] y Oystein
Ore [7].

En 1975, Amram Meir y John W. Moon [6] combinaron los conceptos de distancia
y dominacion en graficas e introdujeron el concepto de dominacién a distancia k en
una grafica (ellos le llamaron k-cubiertas). Dado k > 1, un conjunto S es un conjunto
dominante a distancia k en G si para todo vértice que no esta en S, éste se encuentra
a distancia k de algin vértice de S, es decir, que para todo vértice v € V(G) \ S, se
tiene que d(v, S) < k. El numero de dominacion a distancia k, denotado por v (G), es
la minima de las cardinalidades de entre todos los conjuntos dominantes a distancia
k. Note que si k = 1, entonces 11 (G) = v(G).

Oo——O—O0—@—0O—0

FIGURA 2. Los vértices de color rojo forman un conjunto dominante
a distancia 1 minimo en Py

Por ejemplo, si G = P; (véase la figura 2), la trayectoria de orden 7 y longitud 6,
para k = 1 un conjunto dominante puede ser S = V(P;), el cual es de orden 7, pero
no es un conjunto minimo, ya que si retiramos cualquier vértices de S, el conjunto
restante sigue siendo dominante. Los tres vértices de color rojo que se muestran en la
figura 2 forman un conjunto dominante de P, la pregunta que falta por hacernos es
si es un conjunto dominante minimo. Dicho de otra forma, ;podemos dominar P; con
solo dos vértices? Si ponemos en el conjunto dominante a alguno de los extremos, véase
figura 3 (a), éste dominara a su vecino, pero nos faltaran cinco vértices por considerar y
con un sélo vértice no es posible dominarlos. Concluimos que en el conjunto dominante
no nos conviene considerar a los extremos. Pero dado que alguien debe dominar a los
extremos, necesariamente los vecinos de ambos extremos deben estar en S, véase la
figura 3 (b). Asi, faltaria que alguien domine al vértice de en medio. Por lo tanto, dos
vértices no son suficientes para dominar a distancia uno a los vértices Pr y el conjunto
dominante minimo es de cardinalidad tres.

—O0—O—8—O0—0O0——=0 O——O—O—0O0—@—=O
(a) Si consideramos a un extremo en (b) Los vecinos de los extremos de-
el conjunto dominante faltaria por ben estar en el conjunto dominante
dominar a los 5 vértices de la dere- de P7

cha, lo cual no es posible con un vér-

tice

FIGURA 3. Dos vértices (de color rojo) no forman un conjunto domi-
nante a distancia 1 minimo en P;

IEsto significa, intuitivamente, que la grafica esta formada por una sola pieza.
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El razonamiento previo muestra la forma en cémo usualmente se aborda este
problema, por un lado se muestra un conjunto dominante de cierta cardinalidad vy,
por el otro, se argumenta porqué con menos vértices no es posible dominar a todos.
Sin embargo, esto ultimo puede llegar a ser muy complicado.

En el siguiente ejemplo consideramos G = C7 y k = 2 los dos vértices de color rojo
que se muestran en la figura 4 forman un conjunto dominante a distancia dos de CY,
dicho conjunto es de cardinalidad minima, porque no es posible dominar a distancia
dos a todos los vértices del ciclo con un solo vértice ya que quedarian dos vértices
sin ser dominados a distancia dos. Por lo tanto, el conjunto dominante minimo es de
cardinalidad dos.

FicURA 4. Un conjunto dominante a distancia dos de cardinalidad
minima del ciclo C5

Se conocen los niimeros de dominaciéon a distancia & de muy pocas familias de
graficas y determinar dicho valor para graficas en general no es sencillo. Uno de los
primeros resultados es el siguiente.

PROPOSICION 1 (A. Klobuéar [5]). Para k > 1, v¢(Cy) = v(Pn) = [g557 |-

Demostracion. Primero, dada una trayectoria P, para algin n, mostraremos un
conjunto dominante a distancia k en dicha grafica. Para ello, obsérvese la figura 3.
Cada uno de los vértices en rojo y uno mas escogido apropiadamente de la parte que
dice resto forman un conjunto dominante a distancia k en P, formado por |55 ]
vértices. Por lo tanto, vx(Pn) < [5757]-

2k + 1 vértices 2k + 1 vértices

LﬁJ bloques Resto

FIGURA 5. La dominacién a distancia k en P,

Por otro lado, que cada vértice domina a distancia k, cada vértice en P domina a
lo més a 2k + 1 vértices (k vértices a cada uno de los dos lados del vértices ademas de
él mismo). Por lo tanto, v (P,) > fﬁ}

De las dos desigualdades previas, se sigue que v (Pn) = [ 5757 |-
Finalmente, para el caso del ciclo C), se usa el mismo argumento. O

Otra familia de graficas para las cuales pareceria asequible determinar su numero
de dominaciéon usual y de dominacion a distancia k son las mallas, que son el producto
cartesiano de dos trayectorias. El producto cartesiano GUH de dos graficas G y H es
la grafica con conjunto de vértices V(G) x V(H) y en la que dos vértices (g1,h1) y
(g2, ho) son adyacentes si g1 = go y hiho es una arista en H o si hy = ha y g1g2 es
una arista en G. A la grafica P,[0P,, se la conoce como malla de n por m.

Para ilustrar la definicién de producto cartesiano de graficas, mostramos los dos
siguientes ejemplos. Considere G; = Py y Hy = Py, véase la figura 6 (a), y Gy = P,
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y Hy = Pg, véase la figura 6 (b). Observe que P;[0P; coincide con P, y, en general,
P 0OP,, coincide con P,,.

Fs
Py oO—O0—0—0—0—0
0—0—0—0 5
Py
P, o oO—O0—0—=0
(a) PiOP4 (b) P,OP6

FiGura 6. Producto cartesiano de P[P, y P[P

Sin embargo, pese a que las mallas pueden parecer una familia de graficas rela-
tivamente sencillas, se conocen pocos resultados al respecto. Durante el taller, los
participantes trabajaron en encontrar conjuntos dominantes a distancia k£ en mallas
P,0P,,, para distintos valores de k, n y m, y a argumentar por qué serian conjuntos
minimos. En particular, dichos ejemplos aportan cotas superiores para dichos valores.

4. 'TABLAS

En la tabla 1 aparecen los valores encontrados en el taller de la dominacién usual
(o a distancia uno), mientras en la tabla 2 aparecen dichos valores con respecto a las
formulas conocidas (véase [3]).

TABLA 1. Valores de la dominacién a distancia uno de P,,[JP, con
1 < m,n <9 hallados en el taller

1 23 4 5 6 7 8 9
1111 2 2 2 3 3 3
21 2 2 3 3 4 4 5 6
3 1 2 3 4 4 6 6 7 8
4 2 3 4 4 6 7 7 9 10
5 2 3 4 6 7 9 10 12 13
6 2 4 6 7 9 10 11 13 15
v 3 4 6 7 10 11 12 15 17
8 3 56 7 9 12 13 156 17 20
9 3 6 8 10 13 15 17 20 22

TABLA 2. Valores de la dominacién a distancia uno de P,,[JP, con
1 <m,n <9 conocidos

123 4 5 6 7 8 9
1111 2 2 2 3 3 3
21 2 2 3 3 4 4 5 6
3 1 2 3 4 4 5 6 7 8
4 2 3 4 4 6 7 7 8 10
5 2 3 4 6 7 8 9 11 12
6 2 4 5 7 8 10 11 12 14
7 3 4 6 7 9 11 12 14 16
8 3 5 7 8 11 12 14 16 18
9 3 6 8 10 12 14 16 18 20
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TABLA 3. Valores de la dominacién a distancia dos de P,,[JP, con
1<m <7y 1<n<9 halladas en el taller

1 23 45 6 7 8 9
111111 2 2 2 2
21 112 2 2 2 3 3
3 111 2 2 2 3 3 4
4 2 2 2 3 3 4 4 4 5
5 2 3 3 3 4 4 4 5 6
6 2 3 3 4 4 4 6 6 7
v 2 3 4 45 6 7 7 8

TABLA 4. Valores de la dominacién a distancia tres de P,,[JP,, con
1<m<6y1<n<12 halladas en el taller

1 23 45 6 7 8 9 10 11 12
1111111122 2 2 2
2111112222 2 2 3
3 11111 2 2 2 2 2 3 3
4 111 2 2 2 2 3 3 3 3 4
5 1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4
6 1 2 2 3 3 3 4 4 4 5 5 6

TABLA 5. Valores de la dominacién a distancia cuatro de P,,,[JP,, con
1<m<6y1<n<12 halladas en el taller

10 11 12

ST W N
== | e
— == = = =N
e e e e =
N = = = = N
DN = = = = = O
I I R S
N NN H | =g
WNNNDND |
WD - O
W W NN NN
W W WND NN
= W N NN

5. RESULTADOS CONOCIDOS

Los resultados previos coinciden en algunos casos con lo poco que se sabe al respecto
(resultados que los participantes no conocian). Entre ellos, presentamos los niameros de
dominacién usual para P,00P,,, con n € {1,2,3,4,5,6}, y los nameros de dominacion
a distancia k para P,0P,, con m € {1,2,3}. Notese que en las tablas 3, 4, 5 y 6, para
los valores que corresponden a m € {4,5,6} no se conocen formulas publicadas.

TEOREMA 2 (M. S. Jacobson y L. F. Kinch [4]). Se tiene que:

a) y(POP,) = | ® 2J n>1
) Y(P,OP) = [%52],n > 1
L" |,n>1

sin€{1,2,3,5,6,9}

en otro caso con n > 4.

)
c) v(PsOP,) =
)
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(a) Conjunto dominante mini- (b) Conjunto dominante minimo de P4[0Py
mo de P3P

F1GURA 7. Conjuntos dominantes minimos a distancia uno de P3P
y PyO0P,

Para ilustrar el teorema 2 (c) y (d), veamos los siguientes ejemplos. La figura 7 (a)
muestra una solucion 6ptima de P3sCJPs . En este caso, v(Ps0Ps) = 5. El inciso (b)
de la figura 7 muestra una soluciéon 6ptima de P,O0Py, por lo que v(P4O0Py) = 10.

TEOREMA 3 (T. Y. Chang y Clark [2]). Se tiene que:

. |SE£6 | sim € {2,3,5,6,9}
(a) v(Ps0P,,) = {LGerSJ

, en otro caso con m > 1

10m+10J
)

(b) v(Ps0Py) = {bOmHz

sime{2,3 om=1méd 7 conm > 1
|, en otro caso con m > 2.

Del teorema 1, se sigue que para k> 1y n > 2,

n
(P,OP,) = v (P,) = .
W(AOR) = (P) = | 7]

TEOREMA 4 (Klobucar [5]). Se tiene que:
5p +1, sin=0méd 2k

f%}, en otro caso.

(a) Parak>1yn>2, v(P0OP,) = {

(b) Para k>2yn>2, w(P0OP,) = [55].

TABLA 6. Valores de dominacién a distancia cinco de P,,[JP, con
1<m<6,1<n<12

10 11 12

U W
i e e T e i B )
= = = = =N
e S e S e e B UV
e e N e o e BTN
— = = = = = Ot
N~ PR+~~~ O
N = = = ===
NN~ B+~ |0
N NN~ R~ R~ ©
NN DN NN =
NN DN
W N NN DN

Para ilustrar la tabla 6 presentamos el siguiente ejemplo el cual muestra una solucién
o6ptima del conjunto dominante a distancia cinco del producto cartesiano de P3[1Fs y
PsP;1, véase la figura 8.
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(a) Conjunto dominante mini- (b) Conjunto dominante minimo a distancia 5 de PsOP11
mo a distancia 5 de P3(0Pg

Ficura 8. Conjuntos dominantes minimos a distancia cinco de
P30Ps y PsUP1y
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