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POLICIAS Y LADRONES EN GRAFICAS

SEBASTIAN FRANCO MARTINEZ, AARON RODRIGUEZ GONZALEZ PACHECO, RAUL
GONZALEZ PEREZ, SAC-NICTE DAMAYANTI SALAS REYES Y MIGUEL TECPA-GALVAN

REsUMEN. En este trabajo se estudi6 el juego de Policias y Ladrones en graficas,
el cual es un juego bipersonal por turnos en los que ambos jugadores mueven sus
fichas a lo largo de los vértices de una grafica y cuyo objetivo para el jugador
policia es capturar las fichas del jugador ladrén, mientras que el objetivo de este
altimo es evitar ser capturado. Se elabord un analisis de este juego, proponiendo
estrategias ganadoras para ambos jugadores, asi como su relaciéon con estructuras
conocidas en graficas, como los conjuntos dominantes. Finalmente, se estudia el
juego en algunas operaciones de graficas.

1. INTRODUCCION

Un juego de Policias y ladrén en una grafica G consiste en un juego bipersonal por
turnos. Uno de los dos jugadores, al que llamaremos Policia, tiene a su disposicion
un conjunto de fichas colocadas en los vértices de G, los cuales representan policias;
el segundo jugador llamado en lo consecuente Ladrdn, tiene una tnica ficha que
representa un ladrén. El objetivo del juego es mover a los policias y al ladréon a lo
largo de la grafica por turnos. El jugador Policia gana el juego si es posible capturar a
la ficha del ladrén, mientras que el jugador Ladrén gana si siempre es posible escapar
de los policias.

Esta clase de juegos fueron introducidos en los anos 80’s por Nowakoski y Winkler
[6] al considerar Gnicamente una ficha por cada jugador. Sin embargo, debido a sus
aplicaciones en diversas areas de ciencias de la computaciéon, matematicas discretas e
inteligencia artificial, estos juegos se han refinado y adaptado a diversos escenarios,
dando lugar a muchos resultados y definiciones relacionados con ellos, asi como su
estudio en diversas familias particulares de graficas y graficas dirigidas (véanse los
libros [2] y [3] referentes a estos juegos).

Es importante mencionar que las reglas iniciales del juego determinan la comple-
jidad del mismo y que una misma grafica puede tener una estrategia ganadora para
uno u otro jugador al hacer variar ligeramente las reglas del juego. Aunque nos ba-
samos originalmente en los juegos propuestos en [1] y [6], para fines de este trabajo
hicimos modificaciones y adecuaciones a la reglas originales con el objetivo de volver
mas general el juego. Dichas reglas son las siguientes.

1. Ambos jugadores conocen en todo momento la posicion de todas las fichas y
tienen conocimiento de la grafica G.

2. Las fichas, tanto de policias como de ladrén, s6lo se pueden mover hacia algin

vértice adyacente al vértice en el que se encuentran.

El jugador Policia es el primero en colocar sus fichas en los vértices de la grafica.

El jugador Ladrén moveré al empezar el juego.

5. En el turno del jugador Policia, este esta obligado a mover al menos una de sus
fichas, pero no es necesario que mueva todas ellas.

6. El jugador Ladrén siempre debe mover su ficha en su turno.

7. Si en algin turno al menos una de las fichas de policia esté en el mismo vértice
que la ficha del ladron, entonces Policia gana. Si en ningtan turno esto es posible,
entonces Ladrén gana.
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Debido a que el jugador Policia siempre puede ganar el juego si tiene suficientes
fichas, definimos el nidmero de policia de una grafica G, denotado por p(G), como el
minimo nimero de policias que se necesitan para que el jugador P tenga una estrategia
ganadora. Si p(G) = 1, diremos que la grafica es de policia. Si p(G) > 2, diremos que
la grafica es de ladron.

En este trabajo exploraremos este juego de Policias y ladrones en algunas opera-
ciones en graficas, asi como algunas cotas del nimero de policia de una grafica con
otros parametros conocidos de la misma. Los resultados aqui expuestos fueron obte-
nidos por alumnos de diversas instituciones durante la semana del V Taller de Otono
Metropolitano de Matematicas Discretas (TOMMAD), llevado a cabo en Mineral del
Chico, Hidalgo, en junio de 2023.

2. CONCEPTOS BASICOS

Todas las graficas consideradas en este trabajo son simples. Para definiciones y
notacioén no especificadas aqui usaremos [4]. Dada una gréfica G, usaremos la notacion
V(G) y E(G) para el conjunto de vértices y aristas de G, respectivamente. Una grafica
es vacia si no tiene aristas. Si € V(G), el conjunto de vecinos de z serda denotada
por N(z), mientras que su vecindad cerrada N(z) U {z} ser4 denotada por N[z]. Si
S es un conjunto de vértices, la vecindad de S, denotada por N(S) se define como
(UzesN(z)) \ S, mientras que la vecindad cerrada de S, denotada por N[S], se define
como UgzesN|z].

Dada una grafica GG, diremos que un conjunto de vértices es independiente en G si
no hay dos vértices distintos en el conjunto que sean adyacentes. Al maximo ntumero
de vértices en un conjunto independiente le llamaremos el nimero de independencia
de G y lo denotaremos por a(G). A un conjunto independiente con a(G) elementos
le llamaremos mdzimo. Un conjunto independiente, digamos S, es mazximal si no esta
contenido propiamente en algin otro conjunto independiente. Si G es una gréfica,
definimos el nimero inferior de independencia de G, denotado como «i(G), como
min{|S] : S es un conjunto independiente maximal en G}

Una cubierta en una grafica G es un conjunto de vértices, digamos S, tales que toda
arista de la grafica tiene como extremo a uno de los vértices en S. Al minimo nimero
de vértices en una cubierta se le llama el nimero de cubiertas de G y se denota por
8(G).

Dada una grafica Gy D C V(G), diremos que D es dominante en G si para todo
x € V(G)\ D existe w € D tal que zw € E(G). Al cardinal del conjunto dominante
més pequeno en G se le conoce como el numero de dominacion de G y se denota por
~v(@G). Se sabe que en toda grafica G se satisface que v(G) < a(G) y que si G no tiene
vértices aislados, entonces v(G) < B(G) (véase [5]).

Un camino en una grafica es una sucesion de vértices C = (xo,...,x,) tales que
vértices consecutivos son adyacentes. La longitud del camino, denotada por [(C), se
define como n. Si el camino no repite vértices, diremos que es una trayectoria. Si el
primer y tltimo vértice del camino son iguales y, salvo dichos vértices, no repite otros
vértices, diremos que C es un ciclo. A un ciclo de longitud k le diremos k-ciclo.

Dado un natural no nulo n, la grdfica trayectoria de longitud n, denotada por P, se
define como la grafica cuyo conjunto de vértices es {xo,...,2,} y conjunto de aristas
es {zjxiy1 :1€{0,...,n—1}}. Sin > 3, la grdfica ciclo de longitud n, denotada por
C'p, se define como la grafica cuyo conjunto de vértices es {xo,...,2,} y conjunto de
aristas es {x;x;41 :4 € {0,...,n}}, donde los indices son tomados modulo n.

Sean G'y H dos graficas. La union de G y H, denotada por GUH, se define como la
grafica tal que V(GUH) =V (G)UV(H) y E(GUH) = E(G)UE(H). Si ademas, G y
H tienen al menos un vértice en comin, entonces la interseccion de G y H, denotada
por GNH, es la grafica tal que V(GNH) =V(G)NV(H) y E(GNH) = E(G)NE(H).
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Dadas dos graficas ajenas en vértices, digamos G y H, la suma de G y H,
denotada por G + H, es la grafica definida por: V(G + H) = V(G) UV (H) y
E(G+H)={gh:9€eV(G), he V(H)}UE(G)UE(H).

Sean dos graficas G y H ajenas en vértices. El producto cartesiano de G y H,
denotado por G x H, es la grafica tal que V(G x H) = V(G) x V(H) y dos vértices,
digamos (z,u) y (z,v) son adyacentes en G x H siy siy solo si:

) z=zyuw € E(H)o

i) u=vyzz e EG)

Dado un vértice z € V(G), el nivel de x en G x H, denotado por H, es la
subgrafica inducida en G x H por el conjunto de vértices {(u,v) € V(G x H): u = z}.
Analogamente, si z € V(H), el nivel de z en G x H, denotado por G, es la subgrafica
inducida en G x H por el conjunto de vértices {(u,v) € V(G x H): v = z}. Un
resultado conocido de la teoria establece que si x € V(G), entonces H, es isomorfa a
H y analogamente, si z € V(H), entonces G, es isomorfa a G.

La composicion de una grafica G respecto de una familia de graficas ajenas dos a
dos, digamos {H, : v € V(G)}, y la cual sera denotada por G[H,], es la gréfica tal
que V(G[H,]) = Uyev(e)V (Hy) y cuyo conjunto de aristas es

E(G[H,)) = (Upev(e)E(H,)) U{zz :x € V(H,),z € V(H,) y w € E(G)}

A la grafica G le llamaremos base de la composicion, mientras que si v € V(G), a la
grafica H, le llamaremos sumando de v.

Consideremos una grafica G en la que esta realizdndose un juego de Policias y
ladron. Denotaremos por A,, al conjunto de vértices que tienen una ficha de Policia
al final del n-ésimo turno y por r, al vértice en el que esta la ficha de Ladron al
final del n-ésimo turno. Para fines practicos, Ag y 79 denotaran las posiciones iniciales
de Policia y Ladrén, respectivamente. Cuando no es necesario especificar el turno,
usaremos simplemente la notacion C' y r, respectivamente.

Notese que Policia gana si y solo si r, € A,, para algiun natural n. También notese
que A, = A,4+1 cuando n es par (pues Policia no mueve sus fichas durante el turno
n+1)yr, =r,41 cuando n es impar (pues Ladron no mueve sus fichas durante el
turno n + 1).

3. PARAMETROS CONOCIDOS EN GRAFICAS

Los siguientes resultados fueron propuestos por algunos de los alumnos participantes
en el TOMMAD 2023 mediante el uso de estructuras conocidas en graficas.

LEMA 1. Si G es una grifica, entonces p(G) < ai(G).

Demostracion. Consideramos un conjunto independiente maximal de cardinalidad
minima, digamos S. El jugador Policia colocard una ficha en cada vértice de S, es
decir, Ag = S. En el turno de Ladron, si 11 ¢ Ao, entonces r; debe ser adyacente
al menos a un vértice en Aj, pues dicho conjunto es independiente maximal. En tal
caso, si ¢ € Ay es vecino de 11, entonces Policia puede mover su ficha de x hacia r1 y
capturar la ficha de Ladron. Asi, el jugador Policia tiene estrategia ganadora usando
ai(G) fichas, por lo que p(G) < @i(G). O

LEMA 2. Si G es una grdfica arbitraria, entonces p(G) < v(G).

Demostracion. Sea D un conjunto dominante de cardinalidad minima en G y supon-
gamos que el jugador Policia coloca sus fichas en D, es decir, Ag = D. En el turno de
Ladron, el vértice r1 es adyacente al menos a un vértice en Ay, digamos x. En tal caso,
en el segundo turno el jugador Policia puede mover la ficha en x sobre r; y capturar
la ficha de Ladrén. Asi, el jugador Policia tiene una estrategia ganadora usando v(G)
fichas, por lo que p(G) < v(G). O

COROLARIO 3. Si G es una grifica sin vértices aislados, entonces

a) p(G) < B(G) y
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b) p(G) < a(G).

Demostracion. Se sigue del lema 2 y del hecho de que v(G) < a(G) y que v(G) < 5(G)
cuando G no tiene vértices aislados. O

Los siguientes resultados son familias de graficas en las que Policia gana usando
una unica ficha.

LEMA 4. Para todo | > 2 se satisface que p(P;) = 1.

Demostracion. Sea P, = (vg, vy, ..., v;). Coloquemos un policia en vy y en el i-ésimo
turno de Policia, movemos su ficha del vértice v;_1 hacia v;, de esta forma, con cada
turno vamos restringiendo la subgrafica accesible para el Ladron a una subgrafica
P,_;. De este modo, en a lo mas [ — 2 turnos se logra atrapar al ladrén. Por tanto
p(P) =1 O

LEMA 5. Si G es un drbol, entonces p(G) = 1.

Demostracion. Para esta demostracion, basta ver que en cada turno de Policia, si

(zo,...,2y) denota la tnica Cr-trayectoria en G, entonces Policia puede mover su
ficha de x( hacia ;. Dado que G es un arbol, eventualmente Policia logra capturar a
Ladrén con esta estrategia. O

En algunos casos, sera necesario el uso de mas de una ficha para que Policia tenga
una estrategia ganadora.

LEMA 6. Seal € N. Sil =3, entonces p(C;) = 1 y para todo I > 4 se satisface que
p(Cr) =2.

Demostracion. Claramente, si [ = 3 se tiene que C) es una grafica completa con tres
vértices, en la cual v(C;) = 1. Por el lema 2, se concluye que p(C;) = 1. Ahora
supongamos que [ > 4y que C = (vg,...,v).

Coloquemos dos policias en vértices adyacentes, digamos Ay = {vg,v1}. En el i-
ésimo turno de Policia, este jugador moveré la ficha en el vértice v; hacia v;41, mientras
que la ficha colocada en vy permanecera fija. De esta forma el jugador Policia captura
la ficha de Ladron en a lo mucho I — 1 de sus turnos, por lo que p(C;) < 2.

Por otro lado, si Policia tiene una tinica ficha colocada en Cj, digamos en el vértice
en vy, el Ladron puede colocar su ficha en v 1, donde los indices son tomados médulo
l. En el primer turno Ladrén se mueve a vy5. Policia sélo se puede mover a vi11 0 a
vi—1. En el primer caso, Ladrén se puede mover a v 3 o en el segundo caso hacia vj1.
Notese que como [ > 4, entonces en cada turno de Ladron se tiene que d(r,C) = 2,
por lo que Ladrén tiene estrategia ganadora. Con ello, p(C;) = 2. O

4. ESTRATEGIAS GANADORAS

En esta secciéon veremos algunas estrategias ganadoras tanto para Ladrén como
para Policia. Mas aun, caracterizaremos las estrategias ganadoras de Ladrén y, con
ello, podremos caracterizar las estrategias ganadoras de Policia.

4.1. Sobre la estrategia ganadora de Ladron. Dada una grafica G en la que se
realiza un juego de Policias y ladrones, diremos que Ladrén estd sequro al inicio del
n-ésimo turno si () n es pary rn—1 ¢ N[A,_1] o (ii) n es impar y existe x € N(r,_1)
tal que « ¢ N[A,_1]. Notemos que la idea anterior refleja la nocion de seguridad para
Ladrén en el turno n.

LEMA 7. Sea G una grdfica en el que se realiza un juego de Policia y ladron. Si
Ladron estd sequro al inicio del n-ésimo turno, entonces existe una manera de jugar
de tal forma que en el siguiente movimiento de Policia, este no puede capturar la ficha
de Ladron.
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Demostracion. Es importante recordar que r,,_1 indica el vértice en el que se encuentra
la ficha de Ladrén al inicio del turno n y A, _1 es el conjunto de vértices en los que
estan las fichas de Policia al inicio del turno n. Analogamente r,, indica el vértice en
el que se encuentra la ficha de Ladron al final del turno n y A, es el conjunto de
vértices en los que estan las fichas de Policia al final del turno n. La demostracion la
realizaremos por casos respecto a n.

= Caso 1. n es par.

En este caso, el jugador que debe mover en el turno n es Policia. Ya que
Ladroén esté seguro al inicio de este turno, entonces r,,_1 ¢ N[A,,_1], por lo que
sin importar el movimiento de Policia, no es posible que r, € A,,, concluyendo
que Policia no puede capturar la ficha de Ladrén en el turno n.

= Caso 2. n es impar.

En este caso, el jugador que debe mover en el turno n es Ladron. Como
Ladron esta seguro al inicio de este turno, entonces existe € N(r,—1) tal que
x ¢ N[A,_1]. Si movemos en este turno la ficha de Ladrén hacia el vértice x
entonces r, = x y, en particular, por eleccion de x, r, ¢ N[A,]. Debido a que
n+ 1 es par, Policia debe mover en este turno, pero por lo mostrado en el caso
anterior, Policia no puede capturar durante su turno a la ficha de Ladron.

Por los casos antes mencionados, existe una manera de jugar de Ladréon de tal
forma que en el siguiente movimiento de Policia, este no puede capturar la ficha de
Ladron. O

Con lo anterior podemos caracterizar la estrategia ganadora de Ladron mediante
la siguiente proposicién.

PROPOSICION 8. Sea G una grdfica en el que se realiza un juego de Policias y
ladron. Ladrén tiene una estrategia ganadora si y sélo si Ladron puede estar sequro al
wmicio de cualquier turno.

Demostracion. Si Ladron esta seguro al inicio de cualquier turno, es claro que, por el
lema 7, se sigue que Ladron tiene una estrategia ganadora, por lo que mostraremos que
si Ladrén tiene una estrategia ganadora, es porque esté seguro al inicio de cualquier
turno.

Consideremos un turno arbitrario n y dos posibles casos para n.

s Caso 1. n es par.

En este caso, el jugador que debe mover es Policia. Suponiendo que Ladron
ha jugado usando su estrategia ganadora, no es posible que al final de este
turno Policia capture la ficha de Ladron, ello implica que al inicio de este turno
Tn,—1 10 puede estar ocupada por una ficha de Policia, es decir, r,,—1 ¢ A,—1 v,
ademas, no puede ser vecina de ninguna ficha de Policia pues de lo contrario,
Policia puede capturarlo en ese turno, por lo que r,,—1 ¢ N(A4,_1), concluyendo
que rp—1 ¢ N[A,_1].

= Caso 2. n es impar.

En este caso, el jugador que debe mover es Ladrén. Debido a que Ladron
tiene una estrategia ganadora, existe un vecino de 7,1, digamos w, hacia la
cual puede mover su ficha de tal manera que: (i) Policia no captura a la ficha de
Ladroén al final del turno n y (ii) Policia no puede atrapar la ficha de Ladrén al
final del turno n+1. Asi, por (i) podemos garantizar que w ¢ A, 1 y por (ii) se
sigue que w ¢ N(A,_1). Con ello, w es un vecino de r,_1 tal que w ¢ N[A,_1].

De los casos anteriores, y por definiciéon, se concluye que Ladron esta a salvo al inicio
del n-ésimo turno. Como n fue arbitrario, concluimos nuestra demostracion. O

Como una aplicacién de la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado.

COROLARIO 9. Si G es una grdfica sin 3-ciclos y sin 4-ciclos, entonces se satisface

que p(G) > 8(G).
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Demostracion. Primero mostraremos la siguiente afirmacion

» Afirmacion 1. Si S es un conjunto de vértices con menos de §(G) elementos,
entonces para todo z € V(G), N(z) € N[5].

Procederemos por contradiccién y supondremos que N(z) C N[S]. Sean
wi, ..., wy, los vecinos de x que se encuentran en N(S) y wi,...,w,, los vecinos
de z en S. Notese que 6(G) < n + m. Ahora, por definicion de N[S], para
cada i € {1,...,n} existe ¢; € S tal que w;t; € E(G). Notemos que, como
G no tiene 3-ciclos, entonces para toda ¢ € {1,...,n} y j € {1,...,m} se
cumple que t; # wé. Mas atn, como G no tiene 4-ciclos, entonces para toda
i,j € {1,...,n} se tiene que t; # t; si i # j. Con lo anterior, podemos concluir
que t1,...,tn, W1 ..., Wy son vértices distintos en S, por lo que n +m < |5,
sin embargo, por suposicion sabemos que |S| < §(G), lo cual no es posible pues
0(G) < n+m como habjamos hecho notar. Asi podemos concluir que para todo
x € V(G), N(z) £ NI[S].

Retomando la demostracion del corolario, supongamos que Policia tiene menos de
§(G) fichas en juego y mostraremos que Ladron tiene una estrategia ganadora mediante
el uso de la proposicion 8. Al inicio del juego, como Ap tiene menos de §(G) elementos,
entonces la afirmacion 1 implica, en particular, que V(G) # N[Ay], por lo que existe
un vértice x para el cual x ¢ N[Ag]. Ladron colocara su ficha en z para iniciar el
juego. Note que, por la afirmacién 1, podemos considerar un vecino de z, digamos z,
tal que 2’ ¢ N[Ap]. Asi Ladron estd a salvo al inicio del turno 1 y puede mover su
ficha de = hacia z’. Con ello, 71 = ' y como Policia no mueve sus fichas en este turno,
entonces A; = Ay, asi, en el turno 2 se tiene que 1 ¢ N[A;], por lo que Ladron esta
seguro al inicio del turno 2.

Nuevamente, por la afirmacién 1, se tiene que z’ tiene un vecino, digamos z” tal
que z'" ¢ N[A;], por lo que Ladron esta seguro al inicio del turno 3 y desplazando su
ficha de x’ hacia z”/, estara seguro al inicio del turno 4. Continuando de esta manera
podemos concluir, gracias a la proposiciéon 8, que Ladron tiene una estrategia ganadora
si Policia tiene menos de §(G) fichas, por lo que §(G) < p(G). O

4.2. Sobre la estrategia ganadora de Policia. A pesar de que la proposicién
8 caracteriza la estrategia ganadora de Ladréon y, por consiguiente, a la estrategia
ganadora de Policia, nosotros propondremos la caracterizaciéon de la estrategia de
Policia de una manera mas intuitiva pensando que, si a partir de cierto turno, Policia
puede aproximar cada vez més sus fichas hacia Ladron, entonces éste tltimo terminara
siendo capturado. Con esto en mente, tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION 10. Sea G una grdifica en el que se realiza un juego de Policia y
ladron. Policia tiene una estrategia ganadora si y solo si existe un turno n a partir
del cual existe una manera de jugar de Policia de tal forma que para toda m > n,

d(?”m+1, Am+1) < d(Tm, Am)

Demostracion. Primero mostraremos que si Policia tiene una estrategia ganadora,
entonces a partir de cierto turno n existe una manera de jugar de Policia de tal forma
que sim > n, d(rm+1, Ams1) < d(Tm, Ap). Debido a que Policia tiene una estrategia
ganadora, éste logra capturar a la ficha de Ladrén en algin turno k. Notemos que
en dicho caso, r, € Ay y por consiguiente, d(rg, Ax) = 0. Sin embargo, en el turno
anterior Policia atin no habia capturado la ficha de Ladrén, por lo que ry—1 ¢ Ag_1,
es decir, d(rg—1, Ag—1) # 0. En particular, d(rg, Ag) < d(rg—1, Ax—1), mostrando lo
deseado.

Ahora mostraremos la otra condicional. Para ello, como existe un turno n a partir
del cual hay una manera de jugar de Policia tal que d(rmi1, Amt1) < d(rm, Am)
si m > n, se tiene que a lo mucho en una cantidad finita de pasos obtenemos que
d(r¢, Ay) = 0 para alguna ¢t > n, por lo que si Policia juega de dicha manera, gana el
juego. O
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5. OPERACIONES EN GRAFICAS

En esta ultima seccion abordaremos el juego de Policias y Ladrén en algunas
operaciones de graficas.

5.1. Uniodén de graficas.

PROPOSICION 11. Si G y H son dos grificas ajenas en vértices, entonces se satisface
que p(G U H) = p(G) + p(H).

Demostracion. Primero mostraremos que p(GUH) < p(G)+p(H). Para ello el jugador
Policia colocara p(G) + p(H) fichas en G U H poniendo p(G) fichas en G y p(H) fichas
en H. Debido a que Ladron solo puede colocar su ficha en G o en H, entonces Policia
tiene una estrategia ganadora en la grafica que Ladron ponga su ficha, por lo que
bastan p(G) + p(H) fichas de Policia para que este tenga una estrategia ganadora y
asi p(GU H) < p(G) + p(H).

Ahora mostraremos que no es posible que p(G U H) < p(G) + p(H). Supongamos
que Policia tiene menos de p(G) + p(H) fichas en G U H. Dado que Policia coloca
primero sus fichas, entonces en G o en H debe haber menos de p(G) fichas o menos
de p(H) fichas, respectivamente. Supongamos sin pérdida de generalidad que Policia
tiene menos de p(G) fichas en G. En tal caso, Ladrén puede colocar su ficha en G y
realizar todo el juego solamente en dicha grafica.

Debido a que en G hay menos de p(G) policias, Ladrén tiene una estrategia ganadora
en (G, la cual también es una estrategia ganadora en G U H. Asi, Policia no tiene
una estrategia ganadora en G U H usando menos de p(G) + p(H) fichas, por lo que
p(G U H) = p(G) + p(H). O

Como una consecuencia directa de lo anterior, tenemos el siguiente corolario.

COROLARIO 12. Sean G wuna grdfica y {H;}%_| la familia de sus componentes
conezas. Bl nimero de policia de G estd determinado por:

k
p(G) = > ().

Demostracion. Para esta demostraciéon procederemos por inducciéon sobre el ntimero de

componentes conexas de la grafica. Si G tiene una tinica componente conexa, entonces
1

G =H, y conello p(G) =3, p(H;).

Ahora supondremos que si G’ es una grafica con n componentes conexas Hi, ..., H/ |
entonces p(G’) = >, p(H}). Para el paso inductivo consideremos una grafica con
n+ 1 componentes conexas Hi, ..., H,1. Si consideramos la gréafica G’ que consta de
las componentes conexas Hy, ..., H,, entonces por hipétesis de inducciéon sobre G’ se

tiene que p(G’) = Y, p(H;). Luego, por la proposicion 11 se sigue que
PG U Hysr) =0, p(H) + p(Hosr)
= > p(H,)
Pero G = G’ U H, 41, concluyendo que p(G) = S0 p(H,). O
Ahora analizaremos el juego en la union de graficas que no son ajeas en vértices.

PRrROPOSICION 13. Si G y H son dos grificas conexas con al menos un vértice en
comun, entonces:

p(GUH) <max{p(G),p(H)} + |[V(G) N V(H)|

Demostracion. Sean G y H dos graficas conexas con al menos un vértice en comun.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p(G) > p(H), y sea k = |[V(G)NV (H)].
Para la estrategia de Policia colocamos p(G) policias en G y luego ponemos k policias
en los vértices de la interseccion de G y H. Estas ultimas fichas no se moveran a lo
largo del juego, de este modo podemos asegurar que Ladrén no se podra colocar en
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algtin vértice de la interseccion y que se quedara restringido a moverse en la subgréfica
Goen H.

Si Ladron se posiciona en G, podemos usar los p(G) policias para capturarlo. Si
Ladroén coloca su ficha en H, podemos mover solo p(H) de las p(G) fichas de Policia
colocadas en G hacia H y usar la estrategia ganadora de Policia en H para capturar
al ladron. Asi Policia tiene una estrategia ganadora en G U H usando p(G) + k fichas,
concluyendo que p(G U H) < méx{p(G),p(H)} +|V(G) NV (H)|. O

Es importante senalar que la desigualdad anterior no necesariamente es justa. Por
ejemplo, si G y H son arboles con un tnico vértice en comun, entonces la proposicion
13 indicaria que p(G U H) < 2. Sin embargo, como G U H es un arbol, entonces
p(GU H) = 1, mostrando la desigualdad estricta de la proposicion anterior.

Mas atn, bajo ciertas condiciones, podemos mejorar la cota anterior.

PROPOSICION 14. Si G y H son dos grificas conexas con al menos un vértice en
comin tales que G N H tiene un vértice dominante, entonces:

p(GUH) <max{p(G),p(H)} + 1

Demostracion. Sean G'y H dos graficas conexas y no ajenas tal que p(G) > p(H) y
v un vértice dominante en G N H. Para la estrategia ganadora de Policia colocamos
un policia en v, el cual no se movera en todo el juego. De este modo restringimos al
ladrén a moverse solo en G o en H pues al intentar moverse de GG hacia H o al revés,
seria atrapado por el policia que se encuentra en v.

Aligual que en la proposiciéon anterior, si el ladron se posiciona en G, podemos usar
los p(G) policias para capturarlo. Si Ladron coloca su ficha en H, podemos mover s6lo
p(H) de las p(G) fichas de Policia colocadas en G hacia H y usar la estrategia ganadora
de Policia en H para capturar al ladréon. Asi Policia tiene una estrategia ganadora en
G U H usando p(G) + 1 fichas, concluyendo que p(GU H) < méx{p(G),p(H)}+1. O

5.2. Suma de gréaficas.
PROPOSICION 15. Si G y H son dos grdficas, entonces p(G + H) < 2.

Demostracion. Por definicion de suma de graficas, cualquier vértice en H domina a
G y cualquier vértice en G domina a H, por lo que v(G + H) < 2. Por el lema 2, se
tiene que p(G + H) < (G + H), concluyendo que p(G + H) < 2. O

Es importante mencionar que la cota anterior puede ser justa en algunos casos,
como en el siguiente lema.

LEMA 16. Si G y H son ciclos de longitud al menos 4, entonces p(G + H) = 2.

Demostracion. Procederemos por contradiccion y supondremos que p(G + H) =1,
sin pérdida de generalidad, Policia coloca su tnica ficha en G. Ladréon puede colocar
también su tunica ficha en G de tal modo que tenga una estrategia ganadora en G.
Si Policia mueve su ficha dentro de G, entonces Ladron puede mover su ficha en G
siguiendo su estrategia ganadora. Si Policia mueve su ficha de G hacia H, Ladron
puede mover su ficha también hacia H de tal forma que se mantenga a distancia 2 de
la ficha de Policia. La situacion en el caso de que Policia mueva su ficha en H o que la
mueva de H hacia G puede ser resuelta por Ladron de manera analoga y garantizar
que su ficha no sea capturada. Con ello, Policia no puede capturar a Ladrén. ([

De igual forma, la cota del lema 15 puede ser estricta bajo ciertas circunstancias.

LEMA 17. Sean G y H grdficas. St G o H tiene un vértice dominante, entonces
p(G+ H)=1.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, supongamos que v € V(@) es dominante
en G. Notemos que {v} es un conjunto dominante de G + H, por lo que de acuerdo al
lema 2, p(G + H) < (G + H) = 1. Por tanto p(G+ H) =1 O
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5.3. Composicion.

PROPOSICION 18. Sean G wuna grifica conexa no trivial y {H, : v € V(G)}

una familia de grdficas ajenas dos a dos. Si G es una grdfica de policias, entonces
p(G[H,]) < 2.

Demostracion. Para esta probar este resultado mostraremos una estrategia ganadora
para Policia usando sélo dos fichas de Policia a las que llamaremos z¢ y zg. Dado que
Policia tiene en G una estrategia ganadora con una sola ficha, dicha estrategia en G
inicia colocando una ficha de Policia, digamos x, en un vértice w. Asi, considerando
ahora la grafica G[H,], colocaremos a ¢ en cualquier vértice de Hy,.

La idea del vértice x¢ en G[H,] sera replicar los movimientos de la estrategia
ganadora de x en G, es decir, si parte de la estrategia en G es mover la ficha x de un
vértice r hacia un vértice s, entonces Policia replicaré esta estrategia moviendo a z¢
de algin vértice de H,. hacia cualquier vértice de H.

La segunda ficha zg la colocaremos en cualquier vértice de la grafica H,,, donde
w’ es cualquier vecino de w en G. Esta ficha, en el turno n + 2, siempre se movera a
la posicién que tenia la ficha z¢g en el turno n. Notemos que esto siempre sera posible
por la definicion de G[H,] y la posicion inicial de zg.

Notese que, con esta estrategia las fichas de Policia, en cada turno, estaran colocadas
en dos subgréaficas distintas Hs y Hy, pero con la peculiaridad de que s y t son vecinos
en GG. Asi, la ficha de Ladrén no puede estar en una subgrafica Hy si xg esté en dicha
subgréfica, pues en el siguiente turno seria capturada por la ficha zg. Analogamente
Ladrén no puede colocar su ficha en Hy si zg esté en dicha subgréfica.

Si en un turno n Ladrén mueve su ficha de una subgrafica H, hacia otra subgréfica
H, (s # t) en G[H,], puede pensarse como una jugada que Ladron realiza al mover
una ficha de s hacia ¢ en la grafica G. En tal caso, en el turno n + 1 Policia puede
mover su ficha x4 replicando su estrategia ganadora en G y asegurar que la distancia
de sus fichas hacia la ficha de ladron en G[H,| se reduce (proposicion 10).

Por otro lado, si en el turno n Ladrén mueve su ficha colocada en algtin vértice
de H, hacia otro vértice de H,, entonces en el turno n + 1 Policia movera su ficha
z¢ de tal forma que reduzca su distancia respecto a la ficha de Ladrén en G[H,]. En
cualquier caso, gracias a la proposicion 10, se tiene que Policia tiene una estrategia
ganadora en G[H,]. O

Es importante recalcar que la cota superior de la proposicién anterior puede ser
justa. En el caso de que G sea la grafica completa de orden 2 y {H, : v € V(G)} es
una familia de ciclos de longitud 4, entonces el lema 16 nos garantiza que G[H,] no es
una grafica de policia y, en particular, p(G[H,]) = 2.

Con la idea de la proposicién 18 en mente, se realizé un estudio del comportamiento
de la estrategia ganadora de Policia en la composicion de graficas cuando la base G no
necesariamente es de policia. A partir de dicho estudio se conjeturé de manera inicial
que se requerian a lo mucho p(G)+ 1 policias para obtener una estrategia ganadora en
la composicién. Sin embargo, no se logré obtener una demostracion formal de dicha
idea, por lo que tenemos el siguiente problema abierto.

PROBLEMA ABIERTO 1. Si G es una grifica y {H, : v € V(G)} es una familia de
grificas ajenas en vértices dos a dos, entonces p(G[H,]) < p(G) + 1.

5.4. Producto cartesiano. En el caso del producto cartesiano de dos gréaficas,
digamos G y H, se us6 fuertemente que los niveles son isomorfos a G o H. Asi, un
juego de Policia y Ladrén se esta realizando en G x H puede verse como un juego
simultaneo en las dos graficas G y H.

Por ejemplo, si la ficha de Ladrén esta en un vértice (x,u), entonces dicha ficha
so6lo se podra mover a algin vecino de dicho vértice, digamos (z, v). Segin la definiciéon
de producto cartesiano hay dos posibilidades. Si x y z son vecinos en G, entonces la
jugada de Ladron en G x H puede interpretarse como si Ladron hubiera movido su



362 FRANCO MARTINEZ, RODRIGUEZ PACHECO ET AL.

ficha en G de x hacia z. Analogamente, si u y v son vecinos en H, entonces la jugada
de Ladrén en G x H puede interpretarse como si hubiese movido su ficha de u hacia
v en H. La situacion con las jugadas de Policfa son analogas.

PROPOSICION 19. Sin,m € N, entonces p(P,, X Py,) <2

Demostracion. Supongamos que P, = (zo,...,z,) vy que P, = (z0,...,%m). Para
fines de simplificar notacion, denotamos a P, como G y a P, como H. Mostraremos
que con dos fichas el jugador Policia tiene una estrategia ganadora.

Iniciamos colocando una ficha de Policia, digamos Cy, en (xq,20) y la otra ficha
Cy en (x,,zm). Dado que Policia tendra estrategia ganadora, serd indistinto donde
coloque Ladroén su ficha. Primero, Policia movera C; recorriendo el nivel Hy, (el cual
es isomorfo a P,,) hasta que C; esté en el mismo nivel G,, que la ficha de Ladroén,
a la que llamaremos r. A partir de este punto, si Ladréon mueve su ficha de un nivel
G, hacia G, , entonces Policfa movera igualmente su ficha C en la misma direccion
para garantizar que Cp y 7 estén siempre en el mismo nivel isomorfo a G. En otro
caso, no movera a la ficha C1, pero si debera mover la ficha Cy (es importante tener en
consideracion la regla 5 del juego) como lo indicaremos a continuacion. Una vez que C
y r estan en el mismo nivel G,,, Policia empezara a mover su ficha Cy recorriendo el
nivel G, (el cual es isomorfo a P,,) hasta que Cy y r estén en el mismo nivel isomorfo
a H.

En resumen, es posible que en algtn turno del juego la ficha C y r estén en el mismo
nivel G, y simultdneamente Cy y 7 estén en el mismo nivel H,,. A esta propiedad le
llamaremos propiedad de permanencia.

Esto ultimo, intuitivamente hablando, podemos verlo como que Ladréon tiene su
ficha r en el vértice x; de la grafica G y Policia tiene su ficha C; en zy de dicha
grafica. Y simultdneamente Ladrén tiene su ficha r en z; de la grafica H y Policia
tiene su ficha Cy en z,, de dicha gréfica.

En este punto, Policia movera sus fichas de acuerdo a lo siguiente:

Sir esta en un vértice (x5, z;) y se mueve hacia (1, z;), es decir, se mueve dentro del
nivel G,, entonces Policia moveré su ficha C'y dentro del nivel G, aproximéndose a r
y reduciendo o manteniendo la distancia entre C y r en G, (esto es lo mismo que una
jugada de Policia y Ladrén en la grafica G, donde Policia tiene estrategia ganadora).
Ademaés, Policia movera su ficha Cs hacia el mismo nivel sz, al que Ladrén movié su
ficha. Esto garantiza que la distancia ente C; y r se mantiene y, ademaés, estas nuevas
posiciones de las fichas tienen la propiedad de permanencia.

De manera anéloga, si v se mueve hacia (x;, z;/), es decir, se mueve dentro del nivel
Hy,;, entonces Policia movera su ficha C5 dentro del nivel H,, aproximéandose a r y
reduciendo o manteniendo la distancia entre Cy y r en H,, (esto es lo mismo que una
jugada de Policia y Ladron en la grafica H, donde Policia tiene estrategia ganadora).
Ademés, Policia movera su ficha C; hacia el mismo nivel H, al que Ladrén movié su
ficha. Esto garantiza que C7 y r mantienen su distancia y, ademés, que las posiciones
de las fichas tienen la propiedad de permanencia.

Notemos que las jugadas anteriores de policia nos garantizan que se preserva
la propiedad de permanencia, pero en cada turno de Policia, sus fichas reducen o
conservan su distancia respecto de r. Sin embargo, con esta estrategia, a partir de cierto
punto la ficha r s6lo podra moverse en el nivel G, o en el nivel H,  y eventualmente
ser capturado a lo méas en el vértice (z,, 2o). O

Con la idea de la proposicion 19 conjeturamos que se requerian a lo mucho
p(G) + p(H) policias para obtener una estrategia ganadora en el producto cartesiano
de Gy H, pero por cuestiones de tiempo no se logroé obtener una demostracion formal
de dicha idea, por lo que tenemos el siguiente problema abierto.

PROBLEMA ABIERTO 2. Si G y H son grdficas coneras y ajenas en vértices,
entonces p(G x H) < p(G) + p(H).
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