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Presentacion

Queridos lectores, en este niimero de MIXBA’AL les presentamos varios articulos
de divulgacion 6 investigacion, entre ellos, los trabajos del TOMMAD 2025 y los
7 librillos que escribieron investigadores del Departamento de Matematicas de
la UAM-I para el 7Tmo Coloquio del Departamento de Matematicas. Notaran la
diferencia entre algunos trabajos; unos son propiamente divulgacion seria y otros
son bastante especializados, pero atractivos para aquellos que dominan el tema
en cuestion. Esperamos que en nuestra propuesta del 2025 puedan encontrar
algo de su interés.






A LOS AUTORES

MIXBA’AL, Revista Metropolitana de Matemaéticas, es una revista de publi-
cacion anual de divulgacion e investigacion en matematicas en el sentido mas
amplio, concebida con el propésito de apoyar la comunicacién entre la comu-
nidad matematica de habla hispana. Los articulos sometidos, pueden ser traba-
jos de investigacién o trabajos que presenten de manera original algtin tema de
las matematicas, por ejemplo, demostraciones nuevas de resultados conocidos;
articulos panoramicos sobre un area de investigacién; la presentacién distinta
de algtin tema vinculado a la docencia; aplicaciones o aspectos ludicos de las
mismas, entre otros.

Los trabajos sometidos deben estar escritos en espanol impecable; eventual-
mente podran aceptarse trabajos en inglés. Estos deben ser enviados a cualquiera
de los editores en formato pdf y en un plazo no mayor a un mes, el comité edi-
torial decidira si el trabajo es acorde a la linea editorial de la revista; es caso
que asi sea, se enviard a arbitraje.

Cuando un trabajo reciba arbitraje favorable, se le comunicard al autor y en
un plazo no mayor a tres semanas, debera reenviarlo al editor responsablle,
atendiendo las sugerencias del arbitro y en el formato oficial de la revista. El
trabajo debe estar organizado de la siguiente forma: titulo, resumen no mayor
a 100 palabras, clasificaciéon de la AMS 2020, palabras clave, introduccién y
en seguida el desarrollo del mismo. Para someter un articulo a la revista, es
recomendable enviarlo en el formato oficial de MIXBA’AL.


http://mat.izt.uam.mx/mat/index.php/comite-editorial
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PROBLEMA DE CLASIFICACION DE FOLIACIONES EN CP?> CON
TEORIA DE INVARIANTES GEOMETRICOS (GIT)

P. RUBI PANTALEON-MONDRAGON & JUAN VASQUEZ AQUINO

REsSUMEN. En este articulo panoramico explicamos algunos resultados sobre el
problema de clasificaciéon de foliaciones holomorfas de grado 1, 2 y 3 sobre el
plano proyectivo complejo usando la Teoria de Invariantes Geométricos (GIT).
Proporcionamos ejemplos explicitos de foliaciones con un tnico puntos singular y
diferentes multiplicidades, ademas, su clasificacién por estabilidad GIT.

1. INTRODUCCION

La teoria geométrica de foliaciones se conoce desde principios del siglo XX con los
trabajos de C. Ehresmann y G. Reeb. Fue motivada por entender mejor los problemas
de estudio de soluciones de ecuaciones diferenciales. Se cree que tomé impulso al
querer resolver el problema 16 de una lista de 23 problemas presentada en 1900
en un congreso de matematicas en Paris por el matematico aleman David Hilbert
y estudiado principalmente por H. Poincaré. Este problema busca determinar una
cota en el ntmero de ciclos limites (conjunto limite de las soluciones periddicas) de
ecuaciones diferenciales

4 — P(z,y)
(1) 2 _ o
dt z,y)

con P(z,y),Q(z,y) € Rlz, y]. Sin embargo, este problema sigue sin ser resuelto. En [1],
el autor explica los intentos fallidos por tratar de resolverlo. Aunque también muestra
los significativos avances en otras areas, entre ellas la teoria geométrica de ecuaciones
diferenciales y, por supuesto, la teoria de foliaciones. Uno de los enfoques dados en
dicho problema fue la complexificacion, es decir, en lugar de trabajar sobre los reales
se emplean los complejos. En foliaciones, la complexificacién abrié muchos problemas,
por ejemplo, la existencia de foliaciones con conjuntos minimales no triviales [2], o
existencia y clasificacion de foliaciones con propiedades especificas en ellas. En general,
estos problemas no son faciles de calcular, por lo que se usan diferentes técnicas,
herramientas y teorias para poder decir u obtener informacion de estos objetos. En este
articulo buscamos explicar a través de ejemplos explicitos, una de las herramientas mas
importantes usadas en geometria algebraica para construir espacios moduli; la Teoria
de Invariantes Geométricos (conocida como GIT por sus siglas en inglés) aplicada a
la teoria de foliaciones, la cual nos permite exponer explicitamente clases o familias
de foliaciones sobre el plano proyectivo CP? con propiedades especificas, asi como su
complejidad. Nos enfocaremos en una clase interesante de foliaciones, proporcionando
ejemplos con propiedades especificas y los avances en este problema.

Recordemos que un sistema de ecuaciones como puede interpretarse como un
campo vectorial X cuyas soluciones son curvas que son tangentes a este campo en cada
punto de sus trayectorias (como muestra la Figura|l) y esto es analogo al considerar
el campo C.

Al igual que en el plano real, el Teorema de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales ordinarias holomorfas nos garantiza que por cada punto pasa una y solo

2010 Mathematics Subject Classification. 32565, 14B05, 37F75, 32M25, 14L30.
Palabras clave. Foliaciones holomorfas, Teoria de Invariantes Geométricos, Acciones de grupos
algebraicos, GIT-estabilidad.
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FicuraA 1. Flujo de un campo vectorial.

una solucion o satisfaciendo la condicion inicial o(ty) = p, salvo en los puntos donde
el campo se “anula ”. Es decir, salvo en estos puntos, las soluciones descomponen al
espacio (C?) en curvas. Esta descomposicion es conocida como "foliaciones por curvas
asociadas al campo vectorial X". Ademas, salvo en los puntos donde el campo se
anula (llamados puntos singulares), podemos “enderezar ”a las curvas (como se muestra
en la Figura ) obteniendo un comportamiento lineal. Entonces, ;déonde radica el
problema?, pareciera que todo el comportamiento es rectificable. El problema surge
cuando uno desea ver el comportamiento alrededor de puntos donde el campo vectorial
se anula, por lo que surgen las siguientes preguntas: jel conjunto singular del campo
vectorial nos da informacion para definir a la foliacién asociada?, juna foliaciéon puede
ser determinada por un campo vectorial?, etc.

==

v v

7

FiGURA 2. Rectificaciéon en una vecindad sin “puntos anuladores”

En [3] Gomez-Mont y Ortiz exponen ampliamente como una foliaciéon por curvas
sobre un espacio proyectivo CP™ puede ser descrita por campos vectoriales polinomiales
homogéneos en C"*!. En particular, en este articulo nos centraremos en foliaciones
holomorfas sobre CP?. Un sistema de ecuaciones diferenciales polinomiales como en ,
con P(z,y), Q(z,y) € C[z,y], representara una foliacion de CP? (de manera local).
Con esta representacion se puede hablar del conjunto singular del campo vectorial
asociado y mas aun, el conjunto singular jugara un papel muy importante para su
comportamiento. De hecho, sobre el plano proyectivo, el conjunto de puntos donde el
campo se anula puede ser finito o infinito. En el caso finito, en 1998, Gémez-Mont y
Kempf en [4] probaron que si el nimero de puntos singulares del campo vectorial son
diferentes, entonces la foliacién asociada estd completamente determinada por ellos.
Mas adelante, en 2001, Campillo y Olivares [5] dan una generalizacién considerando
puntos con multiplicidad (es decir, se valen puntos repetidos) siempre y cuando la
foliacion sea de grado diferente de 1. Las preguntas naturales en este caso son ;qué
tantos puntos singulares puede tener una foliacion?, ; cualquier configuraciéon de puntos
sobre CP? determina una foliacion con este conjunto singular?

Una de las herramientas importantes cuando se trata de clasificar objetos es la
GIT. En la seccion [4, daremos un repaso introductorio de esta teoria usando ejemplos
simples de su aplicacion. Ejemplo de aplicaciones de la GIT sobre foliaciones en el

plano proyectivo se puede ver en [6l [7, [8] y [9].
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Las secciones estan formadas de las siguientes maneras. Fn la seccién , hacemos
un recordatorio sobre curvas planas y algunas propiedades en ellas. En la seccion
presentamos los conceptos de foliaciones que usamos a lo largo del texto. A
continuacion, en la secciéon , introduciremos a grandes rasgos la teoria de invariantes
geométricos aplicada sobre el espacio de foliaciones. En la secciéon tenemos el
objetivo principal del escrito, es decir, presentaremos los resultados conocidos de la
estabilidad de foliaciones de grado 1,2 y 3 con un tnico punto singular, nuestras
aportaciones en ejemplos explicitos y bibliografia donde el interesado en el tema puede
explorar para méas detalles. Para finalizar, en la seccion @ presentaremos nuestras
conclusiones y problemas abiertos en esta linea de investigacion.

2. PRELIMINARES BASICOS

El espacio proyectivo complejo de dimension n, denotado por CP™, se define como
el conjunto de clases de equivalencia (C"T1\ {0})/ ~, donde ~ se define de la siguiente
manera: dos puntos no cero p y ¢ de C"*! son equivalentes (p ~ ¢) si y solo si existe
un escalar no cero, A € C*, tal que p = Ag. De esta manera, CP" parametriza lineas
de C™*! que pasan por el origen, sin contener el origen.

Denotaremos a las clases de equivalencia de un punto como [zg : -+ : Zy),
también conocidas como coordenadas homogéneas de CP". En el caso particular
n = 2, llamamos al espacio CP? como plano proyectivo, y denotamos sus coordenadas
homogéneas por [z : y : z].

Sean Clxq, ..., 2] el anillo de polinomios en n + 1 variables y S = {f1,..., fm} C
Clzo, ..., xp] un conjunto finito de polinomios. Denotaremos por
V(S) =V(fi,- s fm) ={p € C" | fi(p) = -+ = fm(p) = 0}

al conjunto de ceros comunes de los polinomios en S. Con esta definiciéon es facil ver

que V(S) = NresV(f).
Un polinomio f € Clz,...,z,] de grado d se puede expresar como

f=fo+fi+-+ fao1+ fa

donde cada fi es un polinomio homogéneo de grado k, es decir, todos los monomios
de fy tienen grado k, con k € {0,...,d}. En particular, en este escrito, nos interesan
los polinomios en no més de 3 variables.

Cuando f € C|x,y] es un polinomio no constante de grado d, V(f) define una curva
de grado d en C?. Analogamente, un polinomio homogéneo F € C[z,y, 2] de grado d
satisface que, para todo p € C3 y A € C*, F(\p) = A\?F(p). Asi, dado que F se escribe
de la forma

F = Z aijziyjzk con a;; € C no todos cero,

i+j+k=d

si F(p) = 0 entonces F(Ap) = 0 para todo A € C*, es decir, F se anula en toda la clase
de p en CP?. Denotamos por Clz,y, z]q el espacio de polinomios homogéneos de grado
d. Al conjunto C =V(F) C CP2, donde F € Clz,y, z]4 es un polinomio no cero, se le
llama curva plana de grado d. Para cada p € CP?, la multiplicidad de p respecto a la
curva plana C = V(F) se define de la siguiente manera, supongamos que p = [1: 0 : 0]
(salvo cambio de coordenadas) y f(y,z) = F'(1,y, z), entonces, m,(f) =0sip ¢ C o
mp(f)=msi f(y,2) = fon+ frg1+...+ facon fr, #0ype C.

Un resultado importante sobre interseccion de curvas planas es el teorema de
Bézout.

TEOREMA 1 (Bézout, [10]). Sean F y G polinomios homogéneos de grado dy y do
respectivamente. Entonces V(F,G) consiste en dids puntos contando multiplicidades.

Sean V(f) y V(g) dos curvas en C? y p € C? un punto. Definimos el niimero de
interseccion de V(f) y V(g) en p, denotado por I,(f,g), como un namero real que
cumple las siguientes propiedades:
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1. I,(f,g) es un entero no negativo para cada p € C? tal que f y g no tienen
componentes comunes que contienen a p, e oo en caso contrario.

2. I(f,9) =0siysolosip ¢ V(f)NV(g). I,(f, g) depende s6lo de las componentes
de fyg.

3. Sea T un cambio de coordenadas en C? con T(p) = ¢. Denotamos por f1 y g*
a los polinomios que definen a las curvas transformadas. Entonces I,,(f,g) =
IQ(fT7 gT)'

1. I(f.9) = L,(g. f).

5. Ip(f,9) > mp(f)mp(g). La igualdad se da si y solo si f y ¢ no tienen rectas
tangentes en comun en p. De esta forma, el namero de interseccion es 1 cuando
las curvas se intersectan transversalmente.

6. Si f=1f"yg= Hg;j, entonces I,,(f,g) = >_,; i risilp(fi, g5)-

7. I,(f,9) = I,(f,g + Af) para todo A € Clz,y].

Este ntmero existe y es tnico [10].
Con las nociones de ceros de polinomios, sean fi,...,fs € Clzy,...,x,] tal que
Clz1,...,xn]/{f1,..., fs) no tiene elementos nilpotentes, definimos

V(fi,..., fs) ={(a1,...,an) € C"| fi(a1,...,a,) = 0 para todo 1 < i < s}

como la wariedad afin definida por fi,...,fs. Un morfismo de variedades afines
V. Cry W C C™ es una funcién ¢ : V. — W tal que existen funciones
91s--->9m € Clzy,...,x,] tales que ¢(p) = (1(p), .- -, 9m(p)) € W para cada punto
peV.

Similarmente, sean Fi, ..., Fs € C[zo,...,x,] polinomios homogéneos. Definimos

V(Fy,...,Fs)={lag: - :a,] € CP" | Fi(ag,...,a,) =0 para todo 1 < i < s}

como la variedad proyectiva definida por Fi, ..., Fs. Sean V C CP™ y W C CP™ dos
variedades proyectivas, y suponga que ¢ : V — W es una funcién de V' a W. Decimos
que ¢ es un morfismo de variedades proyectivas si lo siguiente se cumple: Para cada
p € V, existen polinomios homogéneos Fy, ..., F,, € C[zo,...,z,] tales que para algin
conjunto abierto U C V' que contiene a p, la funcién restringida ¢, : U — W se ve
como g+ [Fo(g) : Fi(q) s+ : Fn(g)].

3. TFOLIACIONES SOBRE EL PLANO PROYECTIVO COMPLEJO

Definiciéon 2. Una foliacion X de grado d sobre CP? puede ser descrita, salvo
factor escalar, de dos maneras principales:

1. Por un campo vectorial

0 0 0
X = P(l‘7y,2)% + Q(xayaz)% + R(m,y,z)&,

donde P, @, R € C|x,y, z]q. Si consideramos el campo radial E = xa% + ya% +

za%. Los campos vectoriales X y X + hE, donde h € C[z,y, z]4—1, representan
la misma foliacion.

2. Por una l-forma A(z,y,z)dx + B(x,y,2)dy + C(z,y,z)dz, donde A, B,C €
Clz,y, z]a+1 con la propiedad A + yB + zC = 0 llamada condicién de Euler.

Estas dos expresiones estan relacionadas de la siguiente manera: A = 20Q) — yR,
B=xzR—-2Py C=yP—zQ.

Denotaremos por F(d,2) al espacio de foliaciones de grado d sobre CP?. En [3] se
prueba con gran detalle que F(d,2) es un espacio proyectivo de dimension d? + 4d + 2.

Un punto p € CP? se dice punto singular de una foliacion X si se satisface lo
siguiente:

1. Visto como un campo vectorial, X (p) = ap para algun « € C o,
2. Como una 1-forma, A(p) = B(p) = C(p) = 0, es decir, p € V(4A, B, C).
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Se puede verificar que ambas condiciones son equivalentes. Denotaremos al conjunto
de puntos singulares de una foliacion X como Sing(X).

Observemos que el conjunto singular puede ser infinito o finito como conjunto. De
hecho, si las componentes (del campo vectorial o de la 1-forma) no tienen factores en
comun, el conjunto singular Sing(X) es finito, en este caso decimos que la foliacion
tiene singularidades aisladas. Las foliaciones de mayor interés son justamente las que
tienen singularidades aisladas y nos restringiremos a ellas en este articulo. De hecho,
Jouanolou demostré que podemos contar dichas singularidades y que este ntmero
depende solo del grado de la foliacion, como veremos en la Proposicion [4]

Sin pérdida de generalidad, si p = [1 : 0 : 0] es una singularidad aislada de la
foliacion X, se puede dar una representacion local de X sobre un abierto U ¢ CP?
que contenga a p (podemos pensar a U =2 C2) tomando el campo vectorial o la 1-forma
asociada a X de la forma

) fln2) 5+ 8025 0 = glu. My + Fly.2)d:

donde f(y,z) =—-C(1,y,2) vy 9(y,2) = B(1,y, 2).
Considerando la proyeccion natural 7 : CP? — C2, sea ¢ = m(p) en el abierto U.

LEMA 3. Eziste una correspondencia entre puntos singulares de la foliacion X y
los puntos en V(f,g).

Demostracion. Sea p = [1 : 8 : 4] € Sing(X) con n(p) = (B,7). Como 0 =
B(p) = g(x(p)) y 0 = =C(p) = [f(w(p)) entonces (5,7) € V(f,g). De manera
inversa, sea (b,c) € V(f,g). Sea p = [1 : b : ¢|], como f(b,c) glb,e) = 0y
rA(x,y,2) = —yB(x,y,2) — zC(m,y,z), entonces A(p) = —bB(p) — cC(p) = 0. Por lo
tanto, p € Sing(X). O

Con la representaciéon local anterior, se definen algunos invariantes sobre cada
singularidad, entre ellos se encuentran los siguientes. Supongamos que p € Sing(X)
con ¢ = (0,0) (a través de un cambio de coordenadas).

s La multiplicidad algebraica de p se define como el orden minimo de fy g en g, es
decir, si descomponemos a f y g en su partes homogéneas: f = fo, + frng1+- -
Yy 9g=9s+9gs+1+ -, donde f;, g; € Clz,y];, entonces

mp(X) := min{m, s}.
= El nimero de Milnor de p sobre X se define como
0,(C?)
(f:9) - 0q(C?)’
donde O4(C?) es el anillo de funciones regulares sobre ¢ y (f,g) es el ideal

generado por las componentes del campo vectorial local. Un hecho conocido es
que este numero coincide con el indice de interseccion de las curvas definida

por fy g en el punto g, I,(f,g) (ver [10]).
Una propiedad importante del niimero de Milnor es la siguiente.

tp(X) == dime

PROPOSICION 4 (Jouanolou, [11]).
> mp(X)=d*+d+1.
peSing(X)

Esta formula es de naturaleza topologica y nos da una manera de determinar
cuantos puntos singulares podemos tener, por ejemplo: d? + d + 1 puntos singulares
con nimero de Milnor 1, o el caso donde hay un tnico punto singular p con nimero
de Milnor maximo p,(X) = d* +d + 1.

Ejemplo 1. Consideremos el campo vectorial:

, 0
X_
Ve T 5y
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o equivalentemente, la 1-forma:
—23dx + 2dy + (x2° — y3)dz,

que definen a una foliacién de grado 2. Observemos que p = [1 : 0 : 0] € Sing(X),
asi, en una vecindad de p, X puede representarse por la expresiéon local f = —zy? y
g = —2% 493, es decir,
—zyPdy + (=2 +y°)dz,

con punto singular ¢ = (0,0), como se puede observar en la Figura |3 De la expresion
local de la 1-forma se puede ver que la multiplicidad del punto es m,(X) = 2. Para
calcular el namero de Milnor de X sobre p, se pueden usar las propiedades de indice
de interseccion entre las curvas definidas por f y g de la seccion [2] Asi,

pp) (X) =I4(f,9)
=1y(2,2> = y*) + 2I,(y, 2* — y°) (propiedad 6)
=3 +4 =7 (propiedad 7).
Por Jouanolou, como el nimero de Milnor es el maximo posible, entonces Sing(X) =

{p}. De hecho, este es un ejemplo de las cuatro foliaciones (salvo cambio de coorde-
nadas) de grado 2 que tienen un Gnico punto singular clasificadas en .

|
S \\K \
NN

1 Aguacate.pdf ; ; :

FIGURA 3. Representacion local de la foliacion X = z28% +y2 2.

En general, no es trivial determinar las foliaciones de grado d con un tnico punto
singular, es decir, no existe una clasificaciéon en general. Sin embargo, bajo condiciones
a anadidas, existen varios resultados, ver por ejemplo: [7, 13| 9, [16] [17].

4. PROBLEMA DE CLASIFICACION DE FOLIACIONES EN CP? con GIT

La Teoria de Invariantes Geométricos (GIT) es una herramienta importante y pode-
rosa para construir espacios moduli, como cocientes de acciones de grupos algebraicos
sobre variedades algebraicas [18]. Esta teoria busca construir una variedad algebraica
donde cada punto de esta variedad represente una clase de isomorfismo, es decir, una
clase de equivalencia de los objetos que deseamos clasificar, como en nuestro caso,
clasificar foliaciones en CP? salvo isomorfismos del plano proyectivo.

Los conceptos béasicos de esta seccién pueden ser explorados con més detalle en

[18, 19} 20] y [21].

Definicién 5. Un grupo algebraico G es un grupo que ademaés tiene estructura de
variedad algebraica y cuyas operaciones de grupo, producto e inverso, son morfismos
de variedades algebraicas.

Algunos ejemplos clésicos de grupos algebraicos son:
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« El grupo general lineal GL,(C) C C"*! es la variedad afin definida por
V(ydet — 1), donde ydet — 1 € Clz;;,y| y det denota al polinomio determinante
de matrices de tamano n X n.
» El grupo especial lineal SL,,(C) C C" es la variedad afin definida por V(det—1),
donde det — 1 € Clz;;].
= Los subgrupos cerrados de GL,(C) son grupos algebraicos, conocidos como
Grupos algebraicos lineales.
Un morfismo de grupos algebraicos es un morfismo de grupos que también es
morfismo de variedades algebraicas.

Definicion 6. Una accidn de un grupo algebraico G sobre una variedad algebraica
V' afin o proyectiva, es un morfismo

2 GE@xV o=V
(g:v) = g-v
que satisface lo siguiente para todo g,¢' € Gy v € V;

“g-(9-v)=(99) v
= ¢-v =, donde e es la identidad del grupo G.

La accion G x V' — V se dice lineal si viene dada por una representacion, es decir,
un espacio vectorial W y un morfismo de grupos algebraicos p : G — GL(W) tal que
la accion de G en V se ve como g - v = p(g)v.

La teoria de representaciones de grupos es muy extensa y muy rica. Un libro clasico
sobre este tema es [19]. En los capitulos 12 y 13 de dicho libro se explica que para
grupos especificos podemos dibujar un diagrama de pesos de la representacion, por
ejemplo, para las representaciones de SL,,(C) y cuando n = 3, este diagrama se puede
ver en RZ.

4.1. Accién por cambio de coordenadas. Uno de los objetivos de la teoria de
foliaciones sobre CP? es clasificar estos objetos salvo isomorfismos del plano proyectivo.
Asi, dos foliaciones X; y X5 son equivalentes si existe un isomorfismo de CP? que nos
lleva uno al otro. Esto se ve formalmente por la siguiente accion.

Sea V' = F(d,2) el espacio de foliaciones holomorfas de grado d sobre CP? y
G = SL3(C). La funcion definida por

SLs3(C) x F(d,2) — F(d,2)
(9, X) = g-X=DgX(g7"),

es una accion lineal, y es llamada accion por cambio de coordenadas en F(d,2). En
efecto; sean g,h € SL3(C) y X € F(d,2), entonces

L g-(h-X) =g (DhX(h™1)) = D(gh)X((gh)~") = (gh) - X.

2. Id- X = DIdX(Id™') = DIdX = X.

La GIT (clasica) estudia acciones de un tipo particular de grupos algebraicos, los
grupos reductivos, que evitaremos su explicacion en este texto, ya que para nuestros
fines, el grupo de nuestro interés, SLs(C), si lo es. El lector interesado puede consultar
[21] para descubrir la historia de esta definicién y su relacién con el problema 14 de
Hilbert.

Dos conceptos importantes derivados de la accién de un grupo algebraico sobre una
variedad algebraica son los siguientes.

Definicion 7. Sean G un grupo reductivo actuado sobre una variedad algebraica
VyveV.
= El estabilizador de v, o también llamado el subgrupo de isotropia de v, es el
subgrupo cerrado G, :={g € G | gv = v} de G.
» La Jrbita de v es la subvariedad O(v) :=={g-v | g€ G} de V.

Una consecuencia importante de estos conjuntos y los cuales los relaciona, esta dada
en el siguiente lema muy conocido.



16 P. RUBI PANTALEON-MONDRAGON & JUAN VASQUEZ AQUINO
LEMA 8. Si G actia linealmente en V. Para cada v € V,
dim O(v) = dim G — dim G,,.

Ejemplo 2. Sea X = (—zz —y*)Z& + xQ% + zyi € F(2,2). Podemos ver que
Sing(X) = {[0:0: 1]}. Consideremos las matrices

j 0 0 32 0 0 ‘
g=1(0 42 0]l,9o=10 4 0], donde j =e*/3y g5 = Id.
0 0 1 0 0 1

Bajo la accion por cambio de coordenadas, el estabilizador de X es SL3(C)x =
{91, 92, 93}. En efecto, supongamos que g = (a;;) € SL3(C) y g=' = (b;;) € SL3(C)
con a;;,b;; € C. De las igualdades g- X = X y g+ g~ ! = Id tenemos: bgy = 0, b3y = 0,
b3 = 0, bay = 0, b1z = 0, b1 = 0, azga = 0, azg1 = 0, azz3 = 0, az1 = 0, a13 = 0,
a2 =0, bzgg = 1, azs = 1, age = bi1, a1 = baz, b3y = byy, biibas = 1, b3, = ba. De
esto concluimos que by y b1; son una raiz cubica de la unidad. Mas atn, se satisface
una de las siguientes condiciones

(an = b227 a22 = b§2) o (1111 = b%p a22 = 511)-

Por lo tanto, g = diag(baa, b35,1) 0 g = diag(b?,,b11,1) 0 g = Id. Es decir, los tinicos
elementos que dejan fijos a X bajo la acciéon son g1, g2 y Id, por lo tanto, dim O(X) = 8.

En el ejemplo anterior, uno de los problemas importantes a entender es el compor-
tamiento de la érbita de X bajo la accion. En [12] los autores estudian los compor-
tamientos de las orbitas para foliaciones de grado 2 con tnico punto singular, aunque
en general no es trivial describir dicho conjunto.

Uno de los resultados mas importantes de la GIT nos dice que, dada una acciéon
lineal de un grupo reductivo sobre una variedad proyectiva, no siempre existe el
cociente V/G, al menos no como variedad algebraica, pero que al considerar un cierto
subconjunto abierto de la subvariedad V', que llamaremos V*°  existe un cociente,
denotado por V*//G, que si es una variedad proyectiva. Por otro lado, construir
dicho cociente es uno de los problemas mas dificiles de esta area, comenzando por
describir los objetos en V*° y su complemento.

Definicion 9. Sea x un punto en la variedad proyectiva V. Consideremos un
representante ¥ € C"*1, es decir, T € x. Denotemos por O(%) la 6rbita de Z en el
cono afin de V', entonces

» 1z es inestable si 0 € O(T) (donde la barra significa cerradura). El conjunto de
puntos inestables es denotado por V%",

=z es semiestable si 0 ¢ O(T). El conjunto de puntos semiestables es denotado
por Vo5,

» 1z es estable si es semiestable, la orbita de = es cerrada en V*° y dimO(x) =
dim G. El conjunto de puntos estables es denotado por V*.

Un método para determinar la estabilidad de los puntos de una variedad con la
accion de un grupo algebraico es el conocido Criterio de Hilbert-Mumford [21]. Aqui
vamos a presentar brevemente un criterio equivalente al Hilbert-Mumford, como se
muestra en [22].

Dado que la accion de SL3(C) en el espacio de foliaciones F(d,2) es una accion
lineal, tenemos una representacion de SL3(C) en C(@°T44+2)+1 Para dibujar el diagra-
ma de pesos de esta representacion consideremos el toro maximal T' de SL3(C) dada
por el conjunto de matrices diagonales con determinante igual a 1. De la representacion
de SL3(C) tenemos una representacion inducida de T', es decir, un morfismo no trivial
T — GL(C(@*+4d+2)+1) De esta manera, tenemos una descomposicion en subrepresen-
taciones escalares C4"+4d+3 — @D, a,V,,,donde o, : T — Cconr=1,...,d>+4d+3
y es llamada peso de la representacion. Para el caso especifico de nuestra accién, estos
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pesos estan definidos como sigue: consideremos el conjunto generador del espacio de
foliaciones F(d,2) dada por

:L’kgfzja yzﬂadondez+y+kfdy:cy2conz+kfd
oz’ dy 0z

Tomamos una matriz diagonal diag(a,b,c) € T y aplicamos la accién por cambio de
coordenadas definida anteriormente. Asi

Cd2+4d+3 _ @ 7k+1b c J<l'kyzzj 88 >
i+j+k=d t
; ; 0
@ a~kp=iHled yzj @ a Fbiclx 6 —),
itjtk=d kti=d

A esta representacion le vamos a asociar un conjunto de puntos en R2,

(A=k+j)li+(—i+j)lo: i+j+k=d,
(—i+k)Li+(1—j+kLy: i+j+k=d, p CR%
(-1—k)Ly + (-1 —1)Ly : i+k=d
donde Ly = (1,0), Ly = (=%, 8) y Ly = (-1, - ).
A este conjunto de puntos en R? le llamaremos diagrama de pesos de la representa-
cion. Los ejemplos explicitos de estos diagramas para la accion de SL3(C) en espacios
de foliaciones se pueden ver en las figuras v el
Para una foliacion X € F(d,2), podemos considerar el conjunto convexo definido
por sus pesos en el diagrama correspondiente en RZ. Si para cualquier cambio de
coordenadas se tiene que:

= si el origen esta contenido en el interior del convexo, entonces la foliacion es
estable,

= si el origen esta en el convexo, la foliacién es semiestable, y

= si el origen esta fuera del convexo, la foliaciéon es inestable.

Ejemplos explicitos de este criterio se muestran en las figuras y 9al Otros
problemas de GIT donde se usa este criterio se puede ver en [23] 22] y [25].

En [26], 1a autora estudia foliaciones de grado 2. Describe a las foliaciones inestables
de este grado y da otra prueba de las 4 foliaciones de grado 2 con un tnico punto
singular que fueron descritas en [12], también salvo cambio de coordenadas. En [24] de
la misma autora, se describe més en general a las foliaciones inestables clasificandolas
por medio de sus grupos de automorfismos.

En [7] y [9] los autores damos ejemplos explicitos de foliaciones de grado 3 con
un Unico punto singular. Ademés, damos una prueba sencilla de que las foliaciones
con puntos singulares de multiplicidad 1 son estables. También damos ejemplos de
foliaciones con singularidades de multiplicidad 2 que son inestables y semiestables no
estables. Casos explicitos seran considerados en la siguiente seccion.

5. FOLIACIONES CON UN UNICO PUNTO SINGULAR

Dos clases importantes de foliaciones son aquellas extremas, es decir, aquellas que
tienen todas sus singularidades diferentes (también llamadas foliaciones no degenera-
das), o aquellas con un tnico punto singular. Las foliaciones no degeneradas forman
un espacio denso en el espacio de foliaciones y son estables (ver [4]). Por otro lado,
no hay una clasificacién general de foliaciones con un tnico punto singular, aunque
si hay algunos resultados importantes al respecto. En esta secciéon hablaremos de los
avances para foliaciones de grado 1,2 y 3 (incluyendo nuestras contribuciones [9]) con
un dnico punto singular.

Definamos los siguientes conjuntos

Ag = {X € F(d.2) | Sing(X) = {p}, up(X) = d* +d +1},
Ad,m = {X S .Ad ‘ mp(X) = m}
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5.1. Grado 1, p,(X) = 3. Consideremos el diagrama de pesos de las foliaciones de
grado 1 sobre CP? dado por la Figura

@ Desos L0,
@ peso repetido ~ oy
9
To-® e 5
B 9
4 Zi)r
72—yl = 50
Loz =Ygy = %5,
i)
IE. o 0
You
de
Grado 1.pdf Ya:

FIGURA 4. Diagrama de pesos de F(1,2).

TEOREMA 10. [6] Una foliacion de grado 1 es de la forma

xr
X=Aly],
z

donde A € M33(C). Ademds, X es inestable si A es nilpotente.

5.2. Grado 2, u,(X) = 7. La Figura 5| representa el diagrama de pesos del espacio
F(2,2). Por [12], existen cuatro foliaciones (hasta cambio de coordenadas) en As:

de pesos Foliaciones grado 2.pdf

22% pesos dobles (@
o pesos e
raices o
0
T25, 20
. o LI
2.0 0 — yx0
x dy T2or = yzay
. ) ® o
20 0
T os ’Tydy 0 9
Y2y,
30 ° °
20 0 _ ,20
z 0z TYo: =Y oy
20
° o ° Yo
20
Yoz

FIGURA 5. Diagrama de pesos de F(2,2).

L X =22 + 222,
2. Xy = —yZ% + (yz — 22)(% + 22%,
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3. X3 = (y> + zQ)% +yza%,

4 Xy=—yz g+ (wy + 22) 5 +y* &%
Sin perder generalidad, podemos ver que Sing(X;) = {[1:0:0]} parai = 1,2,3,4.

19

Usando la representacion local alrededor de la singularidad y usando el diagrama de
pesos, tenemos la siguiente tabla:

i f g my,(X) | Estabilidad
1 22— 3 —zy? 2 Inestable
2 yz—224+47 | 224+4°2 2 Inestable
3lyz—v3 —y2? | =22 —23 2 Inestable
41 y+22+9%2 | v +yP 1 Estable

Grado 3, pu,(X) = 13. El diagrama de pesos de foliaciones de grado 3 esta
dado en la Figura [6] Los resultados particulares presentados en esta seccion pueden
ser consultados en [9] principalmente.

39

o Pesos 2
®pesos dobles el
20
222 30
N 25
2,0 20 _ .20
T2, Yz'y, = T2
.
30 yzd = 220 20
oy R TIT: Y=
° - ®
2,0 _ .30 0200 g O
Yy, =T Yzg, = TYiy,
0 ®
20 2, 9
zy*L = 2’y 2 2,0
. Yoy ° You KT
fl}gi
Iz
30 _ .20
. Yoy = T oz
2, 9
YL
30
3o
. o .J dx
TyPL
5o
. . 30
de pesos Foliaciones drado 3.pdf Yoz

FIGURA 6. Diagrama de pesos de F(3,2).

Para foliaciones de grado 3, con multiplicidad 1 se tiene el siguiente resultado.
TEOREMA 11. A3, C F(3,2)°.

Para foliaciones de grado 3 y multiplicidad 2, simplificaremos los resultados con
ejemplos explicitos.

Ejemplo 3. [9, Theorem 4.1] La foliacion dada por el campo vectorial

P(z,y,2) »Tyz - 6y3 — TYz — 7y2z — 2122 — 323
X =|Qz,y,2) | = Y3 4+ wyz + x2? —y2? + 223
0 0

tiene como punto singular al punto p = [1: 0 : 0]. Alrededor de p, una representacion
local de X, que se puede ver en la figura es dada por el campo vectorial

fly,2) =yz + 22 + yz2 + y?2 + 223 + 6y* + Ty3z + 3y23
9(y,2) = —y22 + 6932 + y2? + Ty?2% + 223 + 324
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Por lo tanto, m,(X) = 2. Ademas,
H(p) (X) :I(o,o)(f, 9)
:I(o,o)(f, z) = 1o (P(1,y,2),Q(1,y,2))
=Io(y",2) — o (P(L,y.2), Q(L,y,2))
=4+ Io(2P(1,y,2) — (y — 22)Q(L, 5, 2), Q(1,y,2)) — Lo(2,Q(1,y, 2))
=4+ Io((y+2)",Q(1,y,2)) —3
=4+12 -3 =13.

Los términos de las componentes de X (hasta cambio de coordenadas) pueden verse

en el convexo sombreada de la Figura[7a] Observemos que la condicion de estabilidad
) : 2.0 9 3.0 1

estd determinada por zy~ 5, TYz5. VY 5, los cuales son no cero en X, asi, X € A3%.

n

g

pyzl = 22,9
TYzgy = T 29z
@

_ 30 2,0 _ 9
gt o i yzay;zyzar

S

/

it ’ oy /{

0

A32.pdf S e
(A) Semiestable no estable (B) Campo vectorial local del ejemplo

FIGURA 7. Estabilidad de F(3,2) con multiplicidad 2.

Ejemplo 4. [9, Proposition 4] Consideremos la foliacion de grado 3 representada
por el campo vectorial

2%y + 222 — 3wy?® — 3xyz — 222 + 13

X = —4y3 — 6y%z —dy2? — 23
3
Y
Observemos que p = [1 : 0 : 0] es un punto singular de X. Por lo tanto, una

representacion local alrededor de p (la cual podemos ver en la figura esta dada
por el campo vectorial

Fl2)\ _ (—y'—y° =3y’ = 3yz® —2° —y® —yz
9(y, 2) —Pz+ 9P+ 32+ 3y + 27 —yz — 22

Es facil ver que m,(X) = 2. Ademas, observemos que f(y,z) = (y + 2)[(y + 2)* —
y] + y*. Asi, tenemos lo siguiente:

H(p) (X) :I(o,o)(ﬁ 9)
=Io0(zf —v9,f) — Lo(y, f)
=l((y+2)", f) = Io(y, 2°)
=4lo(y +2z,y*) -3
=16 — 3 = 13.
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Uno puede verificar que los términos de las componentes de X pertenecen al convexo
.,4372 de la figura[8al Ademaés, las condiciones de estabilidad estan fuertemente dadas en

los coeficientes de y3%7 238% y ny% los cuales son no cero. Por lo tanto, X € A3 ,.

A31-32.pdf
(A) Estable (B) Campo vectorial local del ejemplo

FiGura 8. Estabilidad de F(3,2) con multiplicidad 1 y 2.

Para terminar la multiplicidad 2, consideremos el siguiente ejemplo:
Ejemplo 5. [9] Lemma 1] Consideremos la foliacion dada por el campo vectorial
Y3+ 3y%z + 3y 4+ 23
X =|zyz— 2z +x2° + %yzg
0
Dado que el punto p = [1: 0 : 0] es punto singular de X, una representacion local

(ver figura estd dada por el campo vectorial
—yt = 3y%2 — 3y22? — y2® — 2%z + Lyt 4 yz + 22

fly,2)\ _
9(y, 2) —y32 — 3y%2% — 3y — 24 '
Podemos ver que my,(X) = 2. Ademds, observemos que y3+3y?2+3yz2+2% = (y+2)3,

por lo tanto
H(p) (X) :I(o,o)(f, 9)
=I(0,0)(f,2) + 3 (L0,0)(y + 2, 2) + L0,0)(y + 2, y(4y — 2)))
=4+ 3(1+2)=13.
Los monomios en las componentes de X pertenecen al convexo sombreado dado en
la ﬁgura|@7 por lo que X es inestable, es decir, X € AY%.

Ademas, para grado 3 y multiplicidad 3 (salvo cambio de coordenadas) se tiene lo

siguiente.
TEOREMA 12. Az 3 C F(3,2)"".
En resumen, la siguiente tabla muestra la estabilidad de foliaciones de grado 3 con
un unico punto singular y multiplicidad 1,2 y 3.

mp(X) | pp(X) Estabilidad
13 estable

1
2 13 estable, semiestable no-estable, inestable
3 13 inestable
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FI1GURrA 9. Estabilidad de F(3,2) de multiplicidad 2 y 3.

6. CONCLUSION

Los resultados presentados en este articulo son casos particulares de resultados
dados en [9] principalmente con el objetivo de hacer méas explicita la descripcion de los
campos vectoriales que definen a las foliaciénes con cada tipo de estabilidad. Ademés,
uno podria facilmente demostrar el siguiente corolario.

COROLARIO 13. Para cada d > 2, Agq C F(d,2)"".

Algunas preguntas por responder en este camino: ;Coémo se distribuyen la estabili-
dad de las foliaciones en Ag,; con 2 < ¢ < d— 17, jqué se puede decir de la estabilidad
de las foliaciones en F(d,2) con al menos dos puntos singulares? Mas ain, jpodemos
entender el comportamiento de las érbitas?

Un problema importante en la GIT, es la existencia del cociente bueno. En caso de
foliaciones sobre CP?, en [6], la autora demostré que el cociente F(1,2)//SL3(C) =
CP!, y recientemente en |§] se dieron avances para el caso F(2,2)//SLs(C). ;Qué se
puede decir de F(d,2)//SLs(C) para d > 27

Todas estas preguntas no son faciles de contestar y siguen siendo temas de investi-
gacion activas.
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UNA NOTA SOBRE ARBOLES BIPLANARES

ELSA PATRICIA OMANA PULIDO Y EDUARDO RIVERA CAMPO

RESUMEN. Estudiamos una variante de la grafica de arboles biplanares definida
por Figueroa y Fresan-Figueroa [Boletin de la Sociedad Matemética Mexicana 26
(2020)] y damos demostraciones elementales de que la gréfica de drboles biplanares
es conexa y de que el didmetro y el radio de ésta es 2n—5 y n—2, respectivamente,
en donde n > 3 es el nimero de vértices.

1. INTRODUCCION

Dado un conjunto de puntos P en el plano, una grdfica topoldgica G con conjunto
de vértices P es una grafica simple dibujada en el plano en la que las aristas son
curvas simples con extremos en P. En una grafica topoldgica cualquier par de aristas
se intersectan en a lo méas un punto que es un vértice en comin, o un punto en el que
las dos aristas se cruzan. Dos gréficas topolégicas Gy H son debilmente isomorfas si
G y H son isomorfas como gréaficas abstractas, y son tales que dos aristas uv y xy se
cruzan en G si y sélo si las aristas correspondientes se cruzan en H.

Una grafica topolégica H es subgréfica topolégica (o simplemente subgréfica) de
una grafica topolégica G si H se obtiene del dibujo de G borrando las aristas y los
vértices de G que no pertenecen a H. Un drbol generador de una grafica G es una
subgréfica H de G conexa, sin ciclos y que contiene a todos los vértices de G.

Una grdfica geométrica es una grafica topolégica GG en la que sus aristas son
segmentos de recta. Una grafica geométrica es grdfica conveza si su conjunto de vértices
P es el conjunto de vértices de un poligono convexo.

Claramente todas las graficas convexas completas con el mismo ntimero de vértices
son debilmente isomorfas entre si. Esto nos permite pensar en cualquier grafica convexa
completa con n vértices como la grafica G,, cuyos n vértices vi,vs,...,v, son los
vértices de un poligono regular y que estan ordenados ciclicamente como en la figura
1.

Ficura 1. Gs

La gréafica G, tiene el maximo nimero posible de cruces (g), entre todas las gréficas

topoldgicas con n vértices. Otra familia de gréficas topoldgicas con esa propiedad
(ahora llamadas grdficas torcidas) fue descubierta por Harborth y Mengersen [2]. Una
grafica topoldgica completa G con n > 3 vértices vy, vs, ..., v, es grdfica torcida si

2010 Mathematics Subject Classification. 05C05.
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dos aristas v;v; y vsvy (con i < jy s <t)secruzansiysblosii <s<t<jo
s<i<j<t.

Denotamos por T;, a la grafica torcida con vértices vy, vs, ..., v, sobre una recta
horizontal en la que las aristas estan dibujadas como en la figura 2.

FIGURA 2. La gréafica torcida Tg.

También es claro que toda grafica torcida con n > 3 vértices es debilmente isomorfa
a la grafica T,,.

El estudio de las graficas torcidas y su relacién con las graficas convexas surgio con
el siguiente resultado de Pach et al. [3].

TEOREMA 1. Ezxiste una constante c tal que toda grdfica topoldgica completa con n
vértices contiene una subgrdfica con m = clog/®n vértices que es debilmente isomorfa
aCp 0aTy,.

Sea n > 3 un entero. De acuerdo a Figueroa y Fresdn-Figueroa [1], un drbol
abstracto R con n vértices vy,va,...,v, es drbol biplanar si los correspondientes
arboles generadores R’ y R” de G,, y T, respectivamente, son arboles planos. Ver
figura 3.

FIGURA 3. Arbol biplanar R.

Para cada entero n > 3 sea F;, la grafica topoldgica con vértices vy, va, ..., v, sobre
una linea horizontal en la que las aristas estan dibujadas como en la figura 4.

Decimos que dos aristas e = v;v; y f = vsv; de F), estdn anidadas sii <s <t <j
05 <1i<j<t, ver figura 5 (derecha). Notemos que dos aristas e = v;v; y f = vsvy
de F; secruzansii < s<j<tos<i<t<j.

Sea G una subgrafica de G,,. La subgrafica correspondiente G’ de F), es tal que dos
aristas v;v; y vsv; se cruzan en G siy sélo si las correspondientes aristas se cruzan en
G'. Asimismo si H es subgrafica de T},, entonces la subgrafica correspondiente H' de
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Yy \/ V. v v, v

FIGURA 5. ey f se cruzan en H (izquierda) y estdn anidadas en H' (derecha).

F), es tal que dos aristas v;v; y vsv; se cruzan en H si y sélo si las correspondientes
aristas estdn anidadas en H'. Ver figura 5.

De esta forma los arboles biplanares corresponden a los arboles generadores de F,
que no tienen pares de aristas que se cruzan y no tienen pares de aristas anidadas.
Figueroa y Fresédn-Figueroa [1] dieron una caracterizacién geométrica de los drboles
biplanares con n > 3 vértices. Ver seccion 2.

En el mismo trabajo Figueroa y Fresdn-Figueroa definieron la grdfica de drboles
biplanares B, como la gréafica abstracta en la que los vértices son los arboles biplanares
con n vértices y en la que dos arboles R y S son adyacentes si existen aristas r de R
y s de S tales que S = (R —r) + s, ver figura 6.

r s
R M — e e e e —e S
\ v, \Y% \Y
1 2 3 4 Vg 1 vy Vg v, Vg

FiGura 6. R y S son adyacentes en Bs.

Figueroa y Fresan-Figueroa demostraron que ,, siempre es conexa, que tiene radio
igual a n — 2 y didmetro igual a 2n — 5.

En su definicién de adyacencia en B,,, Figueroa y Fresdn-Figueroa permiten que las
dos aristas r y s que se intercambian para obtener S de R se crucen o estén anidadas
en F,,. Por ejemplo: las aristas r y s de la figura 6 se cruzan en F5. En este trabajo
consideramos la subgrafica B,, de B,, en la que dos drboles R y S son adyacentes si S
se obtiene de R sustituyendo una arista r de R por una arista s de .S, en donde las
aristas r y s no se cruzan ni estan anidadas en F,,. El propdsito de este trabajo es dar
demostraciones elementales de que B,, es conexa y de que el radio y el didmetro de B,,
también son iguales n — 2 y a 2n — 5, respectivamente.

2. CONEXIDAD DE B,, Y COTAS SUPERIORES PARA RADIO Y DIAMETRO DE B,

La siguiente caracterizacién de los drboles biplanares fue dada por Figueroa y
Fresan-Figueroa [1]. Nosotros basamos nuestras demostraciones en esa caracterizacion.

Sea R una arbol biplanar con n > 3 vértices vy, vs,...,v,. Como R es un arbol,
existe una tnica trayectoria v; = wo, ws,...,w; = v, (llamada cuerpo de R) que une
v, con v, en R.

Ya que el arbol R no tiene pares de aristas anidadas en Fj,, entonces para t =
0,1,...,1 =1, R no tiene aristas v;v; con v; y v; entre wy y wiy1.
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Por otro lado R no tiene pares de aristas que se cruzan en G, por lo que para

t=0,1,...,1—1, todo vértice v;, entre w; y w11 unicamente es adyacente en R a w
O a Wgy1-

Por lo anterior para t = 1,2,...,[, existen enteros no negativos a; y by ta-
les que los vértices vy41,Vry2,...,Urtq, son adyacentes a w; en R y los vértices
Vs—by, Vs—(b;—1)» - - -  Us—1 Son adyacentes a w41 en R, en donde wy = v, y wiy1 = vs.
Ver figura 7

w, w
—— ——~ o < ) 5
a
a, b 2 by a b,

FIGURA 7. Arbol biplanar

Para n > 3 sea P, el arbol biplanar con aristas vyve, vovs, . .., v,_10,. Ver figura 8.

V1 V2 V3 Vn-1 Vn

FIGUura 8. P,.

Para cualquier par de drboles biplanares R y S denotamos por d(R, S) la distancia
de Ra S enB,.

Sea R un arbol biplanar con n > 3 vértices. Denotamos por k(R) al nimero de
vértices en el cuerpo de R y por m(R) al entero no negativo n — k(R).

LEMA 2. Para todo drbol biplanar R con n > 3 vértices, d(R, P,) < m(R).

Demostracion. Si m(R) = 0, entonces k(r) = n lo cual implica R = P,,. Continuamos
la demostracién por induccién matematica en m(R) suponiendo que para cierto entero
I > 0 se cumple d(Q, P,) < m(Q) si Q es drbol biplanar con n vértices tal que

m(Q) = L.

Sea R un arbol biplanar con n vértices tal que m(R) = I + 1. Sea v; =
Wo, W1, ..., We(R)—1 = Un el cuerpo de R. Como k(R) = n — m(R) < n podemos
escoger t tal que el nimero de vértices a; + by, entre w; y wey1, €8 mayor que cero.
Sin perder generalidad suponemos a; > 0.

Sea Q = (R — wiwiy1) + Uptq,Wit1, en donde wy = v,.. Ver figura 9 para el caso
by = 0 y figura 10 para el caso b; > 0.

R
Q
V=W, v m
rot r+1 r+2 v w, -
r+ap Tt =W Vg Vo w

Ficura 9. Caso b; =0
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v .
r+a; v w,
+

Vret r+b. t+1

Figura 10. Caso b; > 0.

En ambos casos @ es un arbol biplanar pues satisface las condiciones en la carac-
terizacién de éstos. Notemos que Q) tiene n vértices y es tal que m(Q) = m(R)—1 =1
pues las aristas w¢Vrya, Y Urta,Wi+1 €stdn en el cuerpo de Q. Por la hipétesis de
induccién d(Q, P,) < m(Q).

Las aristas intercambiadas w;wiy1 y Urqq,Wit1 tienen un vértice en comun por lo
que ni se cruzan ni estan anidadas en F,,. Por lo tanto R y @) son adyacentes en B,,.
Entonces:

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 3. Para todo enteron > 3, la grdfica B, es conexa y tiene radio Rad(B,,)
a lo mds n — 2.

Demostracion. Por el lema 2, para todo darbol biplanar R con n vértices, existe una
trayectoria en B,, que une R con P,. Esto implica que B,, es conexa. Sea R un arbol
biplanar con n > 3 vértices. Como k(R) > 2, necesariamente m(r) < n — 2. Por el

lema 2, d(R, P,) < n — 2 por lo que Rad(B,) <n —2. O

Sean Ry S arboles biplanares con vértices vy, va, ... v,, n > 3. Entonces

d(R,S) <d(R,P,) +d(P,,S)
< m(R) 4+ m(S)
<(n-2+(n-2)
=2n—-4

Supongamos d(R,S) = 2n — 4. Por lo anterior m(R) =n—2y m(S) =n — 2, de
donde k(R) = 2y k(S) = 2; esto implica que el cuerpo de R y de S consta de la arista
v1V,. Entonces existen enteros 1 <r <ny 1 < s < n tales que R contiene a las aristas
viv; con i = 2,3,...,7y a las aristas v;u, con j =r+1,r+2,...n—1y S contiene
a las aristas viv; con ¢ =2,3,...,5y a las aristas v;u, con j =s+1,5+2,...n— 1.
Sin perder generalidad suponemos r < s. Ver figura 11.

Una pareja a la vez, intercambiamos primero la arista v,4iv, y la arista viv,41;
posterormente, si s > r + 1, intercambiamos la arista v,4ov, y la arista viv,42 y asi
sucesivamente hasta intercambiar la arista vsv, y la arista vivs. Aqui también cada
par de aristas intercambiadas tienen un vértice en comun lo cual implica que no se
cruzan ni estan anidadas.

De esta manera obtenemos una sucesién de arboles biplanares R = Qq, @1, ..., Qs—r =
S tal que Q;41 es adyacente a Q; en B, parai=0,1,...,5 —r — 1. Ver figura 12.
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=
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Vv
r+1

7

s+1

S
7
5<

v ..
r+1 VS+1

v v
r r+1 ‘r+2 Ys

v

Figura 12. R=Q,Q1,...,Qs—r = S.
Por lo tanto

d(R7 S) = d(Q07 str)
<s—r
<n-—-2
lo cual contradice d(R, S) = 2n — 4 pues n > 3. Por lo tanto d(R, S) < 2n — 5.

Con el argumento anterior hemos probado el siguiente teorema:

TEOREMA 4. Para todo entero n > 3, el didmetro Diam(B,,) de B, es a lo mds
2n — 5.

3. COTAS INFERIORES PARA Rad(B,) Y Diam(B5,)
Sean S! y S2 las estrellas con n vértices con centro en vy y vg, respectivamente.

Como P, y S}L solamente tienen en comun a la arista vivs, necesariamente
d(S}, P,) > n — 2. Por lo tanto Rad(B,) >n — 2.

Sea S} = Ry, Ry, Ra,...Rq = S2 una trayectoria de longitud d = d(S},S?) que
une S} con S% en B, y sea t el menor subindice tal que R; contiene una arista de la
forma vov; con j > 3.

Notemos que:

1. La arista vov; de R; forma un ciclo en F;, con las aristas vivy y viv; de 5711- Ver
figura 13.

Como R; no tiene ciclos, al menos una de las aristas vivz o v1v; de S}L no es arista
de Rt.
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F1GURA 13. Las aristas vav;,v1v2 ¥ v1v; forman un ciclo.

2.5ij > 3, entonces la arista vov; de R, cruza en F, a las aristas v1vs, v1v4, . . ., V101
de S}. Ver figura 14.

V. . V.
Vv, V. f
1 ) V3 V4 V5 /_1 I
FIGURA 14. La arista vyv; cruza a las aristas v1v3,v14, ..., V10j-1.

Como R; no tiene aristas que se cruzan en F,, necesariamente las j — 3 aristas
V103, V104, . . ., V1Vj—1 de Sl no son aristas de R;.

3.5ij < n, entonces la arista vovj de R; estd anidada con las aristas v1vj41, V1Vj42, . .. V10n
de S!. Ver figura 15.

T % Y3 ‘? Vet ‘?’+2 n

FIGURA 15. La arista vov; estd anidada con cada una de las aristas
V1Vj+1,V1Vj42,...0V1Un.

Como R; no tiene aristas anidadas, necesariamente las n — j aristas v1v;41, V1042,
..., V10, de S} no son aristas de R,

Por 1, 2 y 3, el &rbol R; no tiene al menos 14 (j — 3) + (n — j) = n — 2 aristas de
S}: esto implica t > n — 2.

Finalmente, por la eleccién de t, el drbol R; tiene a lo més dos aristas (vav1 y
e = vov;) de S2 por lo que se requieren al menos n — 3 intercambios de aristas para
obtener el 4rbol S2 a partir del 4rbol R;. Entonces d —t > n — 3, lo cual implica
d(St,82) =d>t+ (n—3)>2n—5. Por lo tanto Diam(B,,) > 2n — 5.

Como las cotas superiores e inferiores de Rad(B,,) y Diam(B,,) coinciden, tenemos
el siguiente teorema:

TEOREMA 5. Para todo entero n >3, Rad(B,) = n — 2 y Diam(B,) = 2n — 5.

REFERENCIAS

[1] A.P. Figueroay J. Fresan- Figueroa, The biplanar tree graph, Boletin de la Sociedad Matemdtica
Mexicana 26 (2020), 795-806.

[2] H. Harborth, I Mengersen, Drawings of the complete graph with maximum number of crossings,
in Proceedings of the Twenty-Third Southeastern International Conference on Combinatorics,
Graph Theory and Computing, (Boca Raton, Fl 1992), Congressus Numerantium 88, Utilitas
Math., Winnipeg, 1992, 225-228.



32 ELSA PATRICIA OMANA PULIDO Y EDUARDO RIVERA CAMPO

[3] J. Pach, J. Solymosi, G. Téth, Unavoidable configurations in complete topological graphs,
Discrete Comput Geom 30 (2003), 311-320.

Elsa P. Omana Pulido

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Iztapalapa,

Division de Ciencias Baésicas e Ingenieria,

Departamento de Matemaéticas.

Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco 186, Col. Leyes de Reforma 1% Seccidn,
Alcaldia Iztapalapa, C.P. 09310 CDMX, México.

e-mail: eop@xanum.uam.mx

FEduardo Rivera Campo

Universidad Auténoma Metropolitana,

Unidad Iztapalapa,

Divisién de Ciencias Bésicas e Ingenieria,

Departamento de Matematicas.

Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco 186, Col. Leyes de Reforma 1 Seccién,
Alcaldia Iztapalapa, C.P. 09310 CDMX, México.

e-mail: erc@xanum.uam.mx



MIXBA’AL,

Revista Metropolitana de Matematicas.

Vol.16, No.1, paginas 33-43.

Recibido 06-03-2024. Aceptado 06-06-2025.
www.doi.org/10.24275/uami/dcbi/mix/v16nl/jirca

PERTURBACION UNIDIMENSIONAL DE RELACIONES
AUTOADJUNTAS

JOSUE 1. RIOS-CANGAS

RESUMEN. En la teoria de transformaciones lineales que se aborda en los cur-
sos clasicos del dlgebra lineal, siempre consideran equivalente las nociones de ser
simétrica y autoadjunta. Sin embargo, esta equivalencia no sucede si el dominio
de la transformacién no es todo el espacio vectorial. Este tipo de transforma-
ciones siempre tienen extensiones autoadjuntas que son transformaciones lineales
multivaluadas o también conocidas como relaciones. Mediante la teoria de pertur-
bacién de transformaciones lineales multivaluadas autoadjuntas, en este trabajo
analizamos las extensiones autoadjuntas de transformaciones lineales multivalua-
das simétricas, y en particular, de transformaciones lineales cuyo dominio no ne-
cesariamente es todo el espacio vectorial.

1. INTRODUCCION

Con frecuencia encontramos que los problemas del andlisis, la geometria diferencial,
el andlisis funcional, los sistemas dinamicos, la fisica tedrica, entre otras importantes
teorias, se pueden reducir a un problema de matrices. Este comportamiento es de
interés en las ramas de la matematica aplicada, debido a que resulta mas factible
resolver un problema de matrices que el problema de origen. Horn - Johnson [9] [10] y
Bhatia [3 2] desarrollaron una teorfa exhaustiva del andlisis matricial, en donde incluye
resultados modernos con numerosas pruebas simplificadas de resultados clasicos,
basados en publicaciones o al aporte de alumnos, ayudantes y profesores de todos
los cursos del dlgebra lineal y temas afines.

Una parte que resalta en la teoria de matrices es la teoria de transformaciones
lineales (u operadores lineales) es espacios vectoriales de dimensién finita. Recordemos
que una transformacion lineal T: H — H, donde H en un espacio vectorial sobre el
campo de los complejos C, es una aplicacién que satisface

(1) T(af + Bg) =aTf+ g, paratodo «o,f€Cy figeH.

Las matrices y las transformaciones lineales estan estrechamente relacionadas. De
hecho, si dimH = n entonces la transformacién se puede representar como una
matriz en M, (C) (espacio de matrices complejas de tamano n x n). Inversamente,
toda matriz A en M, (C) se puede ver como una transformacién lineal A: C* — C™.

En los cursos clasicos del algebra lineal usualmente se considera el dominio de
las transformaciones lineales como todo el espacio vectorial y se deja este andlisis
de dominio en cursos mas avanzados de licenciatura o de posgrado como los cursos
del analisis funcional, teoria de operadores lineales o teoria espectral de operadores
(por mencionar algunos), en donde el dominio del operador lineal actiia en espacios
vectoriales de dimensién infinita. Sin embargo, existen ejemplos de transformaciones
lineales que no pueden ser analizados con la teoria clasica del dlgebra lineal. Por
ejemplo, si consideramos a C,[z] como el espacio de los polinomios de grado menor
o igual a n € N en variable la z y el operador de multiplicacién por la variable
independiente J: D(J) C C,[z] — C,[z] dado por

(2) Ip(x) = zp(x),

2010 Mathematics Subject Classification. Principal 15A04, 47A06; Secundaria 47B25, 47A55.
Palabras clave. Transformaciones lineales, relaciones autoadjuntas, teoria de perturbacién.
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uno puede calcular de manera simple que J es una transformacion lineal. Note que
hemos hecho énfasis en el dominio de J debido a lo siguiente: como {1,...,2"} es una
base para C,,[z], se tiene de que

Jl=z, Jr=2%,..., Jz" '=2", pero Jz" no estd definido

ya que 2" ¢ C,[z] y D(J) = span{l,...,2" 1} # C,[z]. Ademds, si equipamos a
Cp[z] con un producto interno (-, -), es decir, si lo convertimos en un espacio de Hilbert,
podemos construir una base ortonormal {e;(x)}7_, para C,[z] mediante el proceso
de Gram-Schmidt aplicado a {7 }?:0. De esto se sigue que el dominio de satisface
D(J) = span {e;(x) ;-L;Ol y de manera sencilla se verifica que (p(x), Jp(z)) € R, para
todo p(z) € D(J), es decir J es una transformacién lineal simétrica. Por otra parte,
existen a; € Ry b; > 0 tales que (ver proposicién |15 de la seccién

J@j(fﬂ) :bj6j+1(17)+aj6j(17)+bj_1€j_1(1')7 j:O,...,n—l. (b_l == )

De esta manera, uno puede calcular la representacién matricial de J, dada por

ap bo 0 0 *
bo a1 by ... 0

3)
0 0 0 ... ap_1 *
0 0 0 ... by,_1 =«

En los cursos de algebra lineal nos ensenan que una transformacion lineal simétrica es
autoadjunta, pero esto no sucede con la transformacién , ya que su representacion
no es autoadjunta. De hecho, ni siquiera tiene sentido la adjunta de J en teoria
clasica del dlgebra lineal (incluso ni en teorfa de operadores lineales).

Lo anterior es un ejemplo de transformacién lineal con dominio no densamente defi-
nido en el espacio vectorial y este tipo de transformaciones motivaron a von Neumann
a introducir la teorfa de transformaciones multivaluadas (o también conocidas como
relaciones lineales). Esto por la necesidad de trabajar con la adjunta de una trans-
formacién lineal no densamente definida. Es increible que Neumann no solamente fue
el pionero de la teoria de extensiones de operadores simétricos, mas también de la
teoria de transformaciones multivaluadas iniciada en su trabajo [13], y posteriormente
desarrollada en [1}, 16} [7].

Hoy en dia encontramos numerosos trabajos sobre transformaciones multivaluadas,
la cual busca dar solucién a problemas lineales y de extension que son dificiles o imposi-
bles de resolver con la teoria clasica de operadores lineales. En este trabajo abordamos
la teoria de extensién de transformaciones lineales simétricas multivaluadas a través
de la teorfa de perturbacién unidimensional (ver seccién , ya que estas transfor-
maciones siempre tiene extensiones autoadjuntas [12] prop.4.10]. Para lograr esto, en
la seccidn [2] damos una serie de conceptos y resultados bésicos sobre transformacio-
nes multivaluadas, mientras que la seccién [3| un poco de teoria de transformaciones
simétricas multivaluadas. La tdltima seccién la dedicamos en mostrar las extensiones
autoadjuntas del operador 0 equivalente a encontrar las matrices autoadjuntas que
contengan a la matriz (3)).

2. TRANSFORMACIONES LINEALES MULTIVALUADAS

Sea (H,(-,-)) un espacio vectorial finito-dimensional sobre el campo de los nimeros
complejos C, siendo el producto interno (-, -) anti-lineal en su primera entrada.

Para trabajar con transformaciones lineales multivaluadas es necesario trabajar en
el espacio vectorial que es copia de H consigo mismo (c.f. [4] sec. 2.3]),

H@H:z{(];):f,ge?t}, con <(§),(z)>::<f,u>+(g,v>.
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Es facil verificar que el producto anterior de H®H es un producto interno y por
consiguiente induce una norma que es equivalente a la norma H (5) H = |If]l+1lgll- Asi,

la convergencia en H®H implica la convergencia en cada una de sus entradas.

Definicién 1. Una transformacion lineal multivaluada (o también llamada rela-
ci6n) T en H es un conjunto lineal de HHH, donde

D(T)::{fGH:@)GT}, R(T)::{gEH:(g)GT},
N(T)::{fe%:({;)eT}, M(T)::{ge%:(g)eT},

representan el dominio, rango, nicleo y multivaluado de T', respectivamente, los cuales
son conjuntos lineales de H.

De esta manera, al hablar de una relacién en H nos estamos refiriendo a un conjunto
lineal de HHH.

Ejemplo 1. Abusando un poco de la notacién, si identificamos a la transformacién
lineal con su grafica en H®H (cf. [4, cap. 3]), tenemos que

(4) J = {(gf}fé})) . p(x) € span {2’ ?:_01} C Cylz] ® Cy[z].
zq()
() +0entn) = eleni Balon) < 7

Por lo tanto, J es una relacién en C,[z] @ C,[z].

Entonces, para (flfé))), (q(r) ) e Jya,peC, sesigue que

Observacidon 1. El ejemplo[I]se cumple de manera general, i.e., toda transformacién
lineal T: D(T) C H — H identificada con su grifica es una relacién en H.

El inverso de la observacién anterior no se cumple, pues es simple ver que para
f € H distinto de cero, span {(?)} es una relacién en H que no representa la grafica

de una transformacién lineal. De hecho se cumple la siguiente caracterizacion.

Observacion 2. Una relaciéon T en H es grafica de una transformacién lineal si y
solo si M(T) = {0} [5l prop. 3.2.1].

A partir de aqui, las transformaciones lineales seran identificadas con su gréfica
para tratarlas como relaciones. Diremos que una relacién no es transformacién lineal
si no es la grafica de una transformacién lineal.

Ejemplo 2. El conjunto T de C2 @ C? dado por

r={(05 ) wvoech.

es una relacién que no es transformacion lineal. En efecto, si ((x(fr’g) a)) , ((r(i ?b)) eT
y a, B € C, entonces
(z,y) (rs) '\ _ (ax + Br, oy + Bs)
a((my,a)) +5((r+s,b>) - (<az+5r+ay+5s,aa+5b>) €T
Sin embargo, para o # 0 se sigue que (((g’g))) €T, o bien, M(T) # {(0,0)}.

Para dos relaciones T', S 'y ¢ € C, consideremos las operaciones suma, multiplicacion
por escalar, composicion e inversa de relaciones dadas por

rese{( L) @en (esh a={(Z): ()er)
st {(@) (D er @es e {() @) en).
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respectivamente, las cuales son relaciones en H. Es directo ver que
D(T™Y) =R(T), N(T')=M(T),
R(I™Y)=D(T),  M(T ) =N(T).

La relacion T'[¢ es la relaciéon T con dominio restringido a un conjunto lineal
C D).

(5)

Definicién 2. Para dos relaciones T, .5, decimos que S es extensién de T', escribi-
mos T'C S, si Slpry =1T.

Ejemplo 3 (continuacién del ejemplo . Teniendo en cuenta la representacion
matricial (@), considere Jy: C,[z] — Cy,[z] con representacién matricial

ap bo 0 ce 0 0
b a1 b1 ... 0 0
0 O O eee Ap—1 bn—l
0 0 0 ... by 0

el cual siendo identificado con su grafica en H@OH se sigue que Jy es extensién de J
dado en (), debido a que Jo|p(s) = J.

Dos relaciones Ty S son linealmente independientes si TN .S = {(8) } De esto,

podemos asumir que los simbolos L, +, @, y © representan la notacién estdndar en
HDH, es decir,

= () emon (1) () =0 v() ey

ris={(Jt})enan : ()er (})esyrns={(0)}}.

T®S=T+S,conTcCSt,
TeS=TnS+,
los cuales se vuelven conjuntos lineales en H®H, o bien, relaciones en H. Hablando
de manera estricta, el simbolo @ en este contexto difiere de la expresion HBH. Esto
no deberia causar confusién al usar el mismo simbolo.
En el contexto de relaciones, se denota la adjunta de una relacién T como la relaciéon
en H dada por

(6) T = {(’,;) e HoH : (h,g) = (k. f), v(g) € T} .

Este concepto extiende al usual en transformaciones lineales, e incluso al de operadores
lineales en donde es necesario la densidad del dominio [5] sec. 3.4].

Observacion 3. La adjunta de T satisface T* = (fT*I)L. Ademsds, para dos
relaciones T, S y 0 # « € C, se tiene lo siguiente [11} teo.3 y cor. 4]:

T =T, (T+8)=T"+8",
(T*)™' = (T, ScT=T"cCS*,
(aT)" =aT~, N(T*) = R(T)™.

Las propiedades de la inversa y la dltima igualdad de la observacién |3| implican
(7) D(A) =R(A™H c N(AHE = m(A")*L.

En la observacion [2| mencionamos que el multivaluado de una relaciéon determina
si la relacién es o no una transformacion lineal. Uno se pregunta si una relacion
contiene una parte que sea transformacién lineal, la respuesta incide en la siguiente
descomposicién.
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Definicién 3. Para una relacion T', considere
(8) Tm::{(2>eT} v To:=TST,
de donde se consigue la descomposicién T =T, & Ty, .

Es claro que T, es una transformacién lineal y es llamada la parte operador de
T, mientras que 7Ty, es una relacién puramente multivaluada y es llamada la parte
multivaluada de T. Ademas,

7?’(To) 1 R(Tm) = M(T) y D(T) = D(To)'

La descomposicién de una relaciéon es sus partes operador y multivaluada
simplifica el analisis de su espectro debido a la siguiente observacién.

Observacion 4. Si T es una relacién tal que D(T) C M(T)*, entonces tanto el
dominio como el rango de T}, estdn contenidos en M (T)*. Asi, para el espacio vectorial
copia de M(T)* consigo mismo,

9) M(T)" & M(T)*,
se sigue que la relacién Tr en el espacio @ dada por
Tr:=TNMT)" s MD)*')=T,,
es decir, Tr es equivalente a T, en el espacio @ y por consiguiente es una transfor-
macién lineal. Con esta construccién se puede afirmar que los espectros de Ty de T
son los mismos [11} teo. 9].
3. TRANSFORMACIONES MULTIVALUADAS SIMETRICAS

Abordamos en esta secciéon un poco de la teoria de transformaciones lineales multiva-
luadas que son simétricas, i.e., relaciones simétricas. Esto para extender la nociéon de
transformaciones lineales simétricas que no necesariamente son autoadjuntas (ver por
ejemplo el operador (2)) que se vio en la seccién .

Definicién 4. Se dice que una relaciéon A en H es simétrica si
(10) (f,g) € R, para todo (]gc) eA.

La nocién de ser simétrica se caracteriza de la siguiente manera (cf. [11, prop. 10]):

(11)  Aessimétrica & (f,k) = (g,h) , v(g),(g)eA o AcC A

PROPOSICION 5. Una relacion simétrica A satisface D(A) C M(A)L y, por lo
tanto, cumple las condiciones de la observacion [{.

Demostracion. Se sigue de la dltima implicacién de que M(A) C M(A*). Por lo
tanto, de (7)) y tomando complemento ortogonal, D(A) = M(A*)+ c M(A)*. O

Lo siguiente muestra una propiedad del adjunto de una relacién simétrica.

PROPOSICION 6. Si A es una relacién simétrica en H, entonces

(12) R(A*—(CI)=H, (eC\R.

Demostracion. Como A es simétrica, si (g) € (A — (I) entonces (fo> €Ay

Z||f||2 = (f,¢f) € R, lo que implica f = 0, es decir, N(A — {I) = {0}. Por lo
tanto, de la ltima implicacién de la observacién [3] se sigue (12). O

Diremos que una relaciéon A es autoadjunta si A = A*. Es claro que toda relacién
autoadjunta es simétrica, pero el sentido inverso no necesariamente se cumple. Por
ejemplo, la transformacion que se mostré en la seccién [1| es simétrica no autoad-
junta, debido a que su representacién matricial no es autoadjunta.
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COROLARIO 7. Una relacion simétrica con dominio todo el espacio vectorial es una
transformacion lineal autoadjunta.
Demostracion. Como D(A) = H, se sigue de (7)) que M(A*) = {0} y por consiguiente

A* es una transformacién lineal. Ahora bien, implica que si (Z) € A* entonces
existe (Z) € A C A*, de donde se sigue que (kﬂg) = (Z’) — (;L) € A* Jjobien, k=g
y A* C A. Por lo tanto, A = A*.

Para trabajar con la teoria de extensién de relaciones simétricas consideramos el
espacio defecto de una relacion T dado por

N¢(T) := {(CJ}) ET} , ¢e€C,

el cual es una transformacién lineal contenida en 7' con D(N¢(T)) = N (T — ¢I).
El espacio defecto es 1itil en la caracterizacién de la adjunta de una relacién simétrica
A, viz. (cf. [12 teo.4.6])

(13) A" = AEN(A) F NL(A"), (e C\R,

donde la suma en se vuelve ortogonal si ( € {i,—i}. Cabe mencionar que la
ecuacion se le conoce como la primera féormula de von Neumann para relaciones
lineales.

Debido a que el espacio defecto esta involucrado en la caracterizacién de la adjunta
de una relacion, es conveniente considerar el indice de defecto de una relacion simétrica
A, el cual viene dado por

(14) ne(A) :=dimN¢(A*), (e C\R.
este indice permanece constante sobre C\R [12] sec. 3].

PROPOSICION 8. Una relacién simétrica A es autoadjunta si y solo sin¢(A) = 0.

Demostracion. El indice n¢(A) es cero si y solo si N¢(4*) = {(8)}, para todo
¢ € C\R, esto si y solo si A= A*, debido a .
Observacion 5. La proposicién [§| proporciona una manera de determinar si una

relacién simétrica es autoadjunta o no. Ademds, en [12, prop. 4.10] nos aseguran que
una relacién simétrica no autoadjunta siempre tiene extensiones autoadjuntas.

Surge el interés de describir las extensiones autoadjuntas de una relacién simétrica
y una manera de hacerlo es mediante la llamada sequnda férmula de von Neumann
para relaciones [12] teo. 4.7]. Otra manera de describir estas extensiones es a través de
la teorfa de perturbacion la cual se aborda en la siguiente seccion.

4. PERTURBACION UNIDIMENSIONAL DE RELACIONES AUTOADJUNTAS

Iniciamos esta seccion con la siguiente igualdad entre relaciones que serd de gran
utilidad en la secuela. Recalcamos que dos relaciones son linealmente independientes
si solo coinciden en el elemento cero.

LEMA 9. Si T y S son relaciones linealmente independientes, entonces
(15) T+S=(T*NS*".
Demostracion. Mostremos primero por contencién que
(16) T+S= (T nst)".

Sia € T+ NS, entonces es simple ver que (a,b) = 0, para todo b € T + S, es decir,
ae (T+ S)J‘ y se cumple T+ N S+ c (T + S)J‘. Ahora, es claro que T,S C T+ S, o
bien, (T + S)J‘ C T+, 8+, es decir, (T + S)J‘ C T+ NSt y por consiguiente iguales,
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que tomando complemento ortogonal se llega a . Por lo tanto, las propiedades de
la observacién |3|y implican

T+ S = (_T*fl)J_ + (_S*fl)J_ _ _(T*J_ + S*J_)*l
(]‘7) 1 -1 1\ L *
——(@ns)t) = (=rrnsH ) =@ sy,
como se queria. O

Hemos usado libremente en (17) la conmutacién de las operaciones multiplicacién
por menos, inversa y complemento ortogonal de una relacién (cf. [11] prop. 2]).
Para una relaciéon A y ¢ € D(A) de norma uno, consideremos las relaciones

Sa = Alpyey A, :=span {(g)} .

LEMA 10. Las relaciones A*, A, son linealmente independientes. Ademds,
(a) Sa= Aﬂ.A:;.
(b) Sh=A"+A,.
(c) M(S}) = M(A") & span {¢}.

Demostracion. Teniendo en cuenta , se sigue que ¢ L M(A*), lo que implica
A, NA" = (8) y se cumple la primera parte de la afirmacién.
@: Es sencillo calcular que (g) € 5S4 C Asiysolosi(f,p) = (g,0), esto si y
. (f .
solo si (g) €A, NA.

(b): Se sigue del punto anterior y de la ecuacién .

: Se mostré en la primera parte de la afirmacién que span{¢} L M(A*) y
del punto (b)) se tiene que M(A*) & span {¢} C M(S%). Para la otra contencién, si
g € M(S%) se sigue de (b)) que existe h € M(A*) y a € C tales que

g=h+ap e M(A") @ span {p},
o bien, M(S5%) C M(A*) & span {¢}. O
Lo siguiente describe las partes de S%.

COROLARIO 11. Las partes operador y multivaluada de la adjunta de Sa cumplen
(18) (S = A0 4 So={(,_ L go) (1) e}

Demostracion. La primera igualdad de (18] es directo de . Ahora, definamos el
lado derecho de la segunda igualdad de (18) como 7" para mostrar que (S%), = 7.
De @ se sigue que 7' C S v es sencillo ver que T es transformacién lineal, pues

(A*), lo es, lo que implica T C (5%),. Para la otra contencién, si (ﬁ) € (S%), C Si

; M\ — f f *
entonces se tiene nuevamente de @ que (h) = (ngcw), con (g) ceA*yaeC.
Note que f = 0 implica 0 = h = g + a, o bien, g = ap = 0, pues A" y A, son

linealmente independientes. Asi, (f; ) € (A%), y de se cumple que h L o,
0={(p,h) =(p,g+ap)=(p,9) +a,
es decir, h = g — {p, g) v. Por lo tanto, ({) eTy((Sy),CT. O

Note que la relacién S4 C A es simétrica si A lo es, ya que S4 C A C A* C §5.

TEOREMA 12. Si A es una relacion simétrica, entonces:
(a) dimN¢(S%) =dimN¢(A*) +1, con ¢ € C\R.
(b) dim]S5/Sa] = [A*/A] +2.
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Demostracion. Para o € C, de (12]) existe (g) € A* tal que —ap = g — (f, o

bien, (Cffaw) € A*. Ademss, si (CJ;) € N¢(5%) C S% entonces de (]ED existen

(ch) € A* y a € C tales que (CJ}) = (g +fow), viz. (Cf fmp) € A*. De esto podemos
f

considerar D = {(Cf L o) € A* o€ (C} C A*, el cual es un conjunto lineal con

dimD = dimN¢(A*) + 1, debido a que A* y A, son linealmente independientes.
Definamos la aplicacién

7: Ne(S4) = D

(cj}) ~ (Cf ! aw) '

Observe que 7(8) = (72@) implica o = 0, debido a independencia lineal de A* y

A,. Ademas, es sencillo ver que kery = {(8)} y para (Cffacp) € D se tiene que

(CJ}) = (Cf fmp) + (ao(p) € 5%, e, (CJ}) € N¢(5%). Por lo tanto, v es un isomorfismo

y se cumple @) Ademds, uno calcula de ([13) que
dim[S7% /Sa] = 2dim N¢(S}) = 2dim N (A*) +2 = [A*/A] + 2,
de donde se sigue @ ([l
El punto @ es equivalente a decir que el indice (ver ) de S4 es
(19) nc(Sa) =nc(A)+1, ¢eC\R.

En lo siguiente caracterizamos todas las extensiones autoadjuntas de S4 cuando A es
relacién autoadjunta.

TEOREMA 13. Si A es una relacion autoadjunta, entonces n:(Sa) = 1. Ademds,
todas las extensiones autoadjuntas de S, estdn en correspondencia uno-a-uno con
7 € RU {0}, las cuales vienen dadas por

(20) AT:{(MT{%W) : (g)eA}, T # 00,
mientras que
(21) A =84+ A,.

Demostracion. De la proposicién y se sigue la primera parte de la afirmacién.
Ahora, es sencillo verificar de la definicién que las extensiones y son
simétricas. Ademds, para 7 € R se tiene que D(A,) =D(A) y

Sa, = Arlpayee = Alp(a)op =S4

De esto y de se cumple que 7¢(A;) =n¢(Sa)—1 =0, es decir, A, es autoadjunta.
Por otra parte, como Sa C A, se cumple de los lemas[9)y[10]que S4 y A, son lineamente

independientes y A%, = S NAZ. Asi, si (g}) € AL, C A}, S}, con ( € C\R, entonces
(fip) =(Cf,0)=0yde @, (CJ;) = (g +fag0), con (g) € Ay a € C. Entonces,
C<f>f> = <f’g+a90> = <fag> eER,

lo que implica f = 0y 1¢(Ax) = 0, i.e, Ax es autoadjunta. Falta mostrar que cualquier
extension autoadjunta tiene la estructura o . Si A es extension autoadjunta
de S4 entonces A C S%. Asi, para ({L) € Ase cumple de (10 @ que

(22) (ﬁ) = (g +fap) , con (];) €A acC.
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Si f L ¢ entonces (;) €Say ({L) € As. Por lo tanto, A C Ay e iguales, debido a

que son autoadjuntas. Para el caso (g, f) # 0, hacemos T = o/ (¢, f) en (22, por lo
que h=g+7{p, f)p y como A, A son autoadjuntas, (f,h),(f,g) €Ry

(f.hy = (f,9) + 7 (0. ) {(f.0) = (f.9) + T {0, /)7,

de donde se sigue T € Ry A C A,. Por lo tanto, A = A, ya que son autoadjuntas. O

Observacion 6. En [8, props. 1.3y 1.4] se menciona que una transformacién lineal
simétrica S con D(S) # H e indice n¢(S) = 1, tiene una extensién autoadjunta A con
D(A) = H, que del corolario [7] se cumple que A es una transformacién lineal.

COROLARIO 14. Si S es una transformacion lineal con D(S) # H y nc(S) = 1,
entonces existe una transformacion lineal autoadjunta A tal que

(23) S* = A+ (7).
Ademds, dimD(S)* = dim M(S*) = 1, que haciendo D(S)* = span {p} se llega a
(24) S = Aoy, -

Por lo tanto, S4 = S y todas sus extensiones autoadjuntas vienen dadas por —
del teorema[13, las cuales son todas transformaciones lineales a excepcion de Ax.

Demostracion. De la observacién [f se tiene la existencia de una transformacién lineal
autoadjunta A tal que S C Ay D(A) = H. Ademds, es directo ver que A y (S*),,
son linealmente independientes y como A C S*, entonces A + (S*), C S*. Por otra

parte, como D(A) = H, si (g) € S* entonces existe ({L) € A C S* lo que implica

(ggh) €Sy (Jgf) = (i) + (gfh) € A+ (S%),,, es decir, S* C A4 (5*),,, de

donde se sigue (23). Ahora bien, debido al indice de S se tiene que dimN¢(S*) =1y
de (13), 2 = dim[S*/S] > dim[A/S] > 0 de donde se tiene dim[A/S] =1y de (23),

1 = dim[S*/A] = dim (57),, = dim M(S5™).
Note de @ que dim D(S)+ = 1. Por lo tanto, , @ y implican . O

La condicién de que S sea una transformacion lineal en el corolario no se puede
relajar para que tenga codimension del dominio igual a uno. En efecto, pues para
la relacién autoadjunta (21)), el mismo teorema [13| nos marca que S4_ tiene indice
N¢(Sa.) =1, pero la codimensién de su dominio es mayor o igual que dos.

5. EJEMPLO

En esta seccién abordamos el problema de encontrar las extensiones autoadjuntas de la
transformacion lineal (2)) que se inicié en la seccién[I} Recordamos que (C,[z], (-, -)) es
el espacio de Hilbert de los polinomios de grado menor o igual a n € N en la variable x
y que el operador de multiplicacién por la variable independiente es la transformacién

lineal simétrica

J: span{e;(2)}"} = C, [z
o) pan {e;(2)}}=3 = Cala]
p(z) = zp(x),

donde {e;(z)}}_, es la base ortonormal para C,[r] construida mediante el proceso de

Gram-Schmidt aplicado a {z7 };L:O, cuyos elementos satisfacen

(26) e;j(r) = aj;j2’ + orden menor, aj; >0, para j =0,...,n.
PROPOSICION 15 (Relacién de recurrencia). Ezisten a; € R y b; > 0 tales que

(27) J@j(fﬂ) :bj6j+1(l‘)+aj6j(l‘)+bj_1€j_1(£17)7 ] :0,...,7171. (b_1 = )
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Demostracion. Como Jej(z) € C,[z] es un polinomio de grado j + 1, entonces se

cumple que Je;(z) = iié ¢jrer(z), con ¢ € C. Asi, para s =0,...,j — 2,
s+1

cjs = (es(@), Jej () = (Jes(x),e5(z)) = Y Ta (er(), e5(x)) = 0,
k=0

lo que implica Je;(x) = bjej1(x) + aje;(x) + dje;_1(x), donde b; = cj(j41), aj = ¢jj
y dj = cj(j—1). Ademds, a; = (e;(z), Je;(z)) € R mientras que de (26),

;27! + orden menor = ze;(z) = Je;(z) = bjagji1y+12’ T + orden menor,
lo cual implica b; > 0. Més atin,
dj = (ej1(x), Je;(x)) = (Jej1(x), €;(x)) = bj—1,

como se queria. ([

Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia (27)), definamos la transformacién
lineal Jp: C,[z] — Cplz] que actia como

) = boel(.’lﬁ) + aoeo(l‘) y
) =bjeji1(z) + ajej(x) + bj_1ej_1(z), j=1,...,n—1,

Joeo(
(28) Joe;(
(

Joen () = bp_1en-1(x).

x
x

Es directo calcular que Jy es simétrica y por ende autoadjunta, debido al corolario [7]

Observe que Jolc, z]ce,(z) = J ¥ si identificamos a los operadores J y Jo con su
gréfica (ver ejemplo , entonces el lema [10] teorema [12] y corolario [11] implican que
el operador de multiplicacién tiene indice n¢(J) = 1 y adjunta

J* = Jy + span {(en(zm))} ,

cuyas partes operador y multivaluada son (J*) = span {(en x))} y

(29) (J*)o = (Jop(x) - bi(_zl)pn_len(x)) : p(ac) = Zop"e"(x) €C, [(E]
j=

Ciertamente, pues se tiene de (28) que (e, (z), Jop(z)) = (Joen(x), p(x)) = bp—1Pn—1,
por lo que el lado derecho de (|18)) implica .

Ademés, se sigue del teorema [I3] que todas las extensiones autoadjuntas de .J estén
en correspondencia univoca con 7 € CU {oo} y estéds vienen dadas por

(30)  J, = ( o) ﬁ(fianen(m) :p(z) = > puen(r) €Cylz] p, T ER,
=0

las cuales son transformaciones lineales, mientras que

e {(.)

es una relacién que no es transformacién lineal.

Observacion 7. El dominio de las transformaciones lineales y es Cplz] vy
estas actian de la siguiente manera:
(J*)Op(;v) = JOp((E) - bnflpnflen(w) ;

(31) J‘rp(l‘) = Jop(x) + Tpnen(x) ) (T € R)
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lo que implica que son perturbaciones unidimensionales de Jy. Adem4s, las represen-
taciones matriciales de (31)) son

(32)

ap bo 0 [N 0 0 ag bo 0 e 0 0
bo ai b1 e 0 0 bo al b1 e 0 0
0 0 0 e Ap—1 bn—l 0 0 0 .o Ap—1 bn—l
0 0 0o ... 0 0 0 0 0 ... bp_ T

respectivamente. Es claro que la matriz derecha de (que representa a J, ) extiende
la representaciéon matricial de J mostrada en .
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LA CURVA DE FARGUES-FONTAINE:
UNA MOTIVACION AL ESTUDIO DE LA TEORIA DE
REPRESENTACIONES DE GALOIS p-ADICAS

JORGE ALBERTO ROBLES HERNANDEZ
J.R. PEREZ-BUENDIA

REsuMEN. Este articulo proporciona una revisiéon comprensiva sobre la curva
de Fargues-Fontaine, una pieza central en la teoria de Hodge p-adica, y su papel
crucial en la clasificaciéon de las representaciones de Galois p-adicas. Nos enfocamos
en sintetizar los desarrollos fundamentales en torno a esta curva, subrayando
como conecta conceptos avanzados de geometria aritmética con la teoria practica
de representaciones. Analizamos en detalle los anillos de periodos de Fontaine
(Beris, Bst, Bar), abordando sus propiedades algebraicas y aritméticas esenciales,
y cémo estos anillos contribuyen a la construcciéon y definicién de la curva.
Ademas, exploramos la teoria de las representaciones de Galois p-adicas admisibles
y discutimos cémo, una vez definida la curva, esta se relaciona con la teoria de
Harder-Narasimhan. Este trabajo no solo destaca la importancia de la curva de
Fargues-Fontaine en el contexto contemporéaneo, sino que también pone de relieve
su papel en la formacion académica y en investigaciones futuras en el ambito de
la geometria aritmética en México y Latinoamérica.

1. INTRODUCCION

La geometria aritmética ha experimentado un notable auge en los ultimos anos,
en gran parte gracias al empleo de métodos p-adicos. En este contexto, la curva de
Fargues—Fontaine se destaca como una entidad de profundo interés. En este articulo,
abordamos una introduccién a esta fascinante curva, que se puede entender como
un analogo en geometria aritmética p-adica de la esfera de Riemann, lo que abre un
abanico de nuevas perspectivas y temas de investigacion.

La curva de Fargues—Fontaine, descubierta en 2009 por los mateméticos franceses
Laurent Fargues y Jean-Marc Fontaine, surgié de un intercambio de correos electré-
nicos y una serie de conferencias en Trieste, Italia. Pierre Colmez documenta este
emocionante proceso en [14]. El descubrimiento se inici6é con una discusién sobre un
articulo de Berger [13], que afirmaba que el anillo de periodos B, (definido mas ade-
lante) era un anillo de Bézout. Fontaine, escéptico ante esta afirmacion, profundizo
en la investigacion y lleg6 a la sorprendente conclusién de que era un anillo de ideales
principales. Esta revelacion marco el inicio de una serie de preguntas formuladas por
Fontaine a Colmez y Fargues, cuyas respuestas dieron lugar a una inesperada cone-
xi6n con la teoria de filtraciones de Harder-Narasimhan en el contexto p-adico. Esta
relacion fundamental condujo al descubrimiento de la curva de Fargues—Fontaine, reve-
lando una conexién crucial con la teoria de Harder-Narasimhan y las representaciones
de Galois p-adicas.

El proposito de este articulo es proporcionar una base para futuros estudios en
este emocionante campo matematico. Entre las investigaciones relevantes se incluyen
aquellas sobre superficies K3 p-adicas, realizadas por diversos grupos de investigacion
en México [9] y [10], asi como la tesis doctoral del segundo autor [8]. Como parte de
nuestro compromiso con la educacién en esta area y nuestro interés en fortalecer el

2010 Mathematics Subject Classification. 11F85, 11515, 11520, 11F&0.
Palabras clave. Curva de Fargues-Fontaine, Geometria Aritmética, Representaciones de Galois
p-adicas, Anillos de Periodos, Teoria de Hodge p-adica.
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grupo de trabajo en Geometria Aritmética en México y Latinoamérica, hemos impar-
tido cursos de posgrado y escuelas CIMPA [1], asi como supervisado investigaciones
de tesis, incluyendo la actual del primer autor de este articulo. Mas informacién sobre
estos cursos se encuentra en la pagina web del segundo autor [11].

La intencion de este articulo es la de servir como una revision introductoria y sentar
las bases para futuros estudios. Nos centramos en una revisiéon de la construccion de la
curva de Fargues—Fontaine y su conexion con las representaciones de Galois y la teoria
de Harder-Narasimhan, un paso fundamental en la comprension de este fascinante
objeto matematico.

La estructura del articulo es la siguiente: En la seccién 2, presentamos la notacion y
la informacion preliminar que se utilizara a lo largo del texto. En la seccion 3, ofrecemos
una introduccién a la idea de Fontaine sobre la clasificaciéon de representaciones de
Galois p-adicas. La seccion 4 se dedica a la definicién de los anillos de periodos y
destaca sus propiedades algebraicas y aritméticas clave. En la seccion 5, profundizamos
en el papel de los anillos de periodos en la clasificacion de las representaciones
de Galois p-ddicas. La seccién 6 aborda la construccion de la curva de Fargues-
Fontaine, utilizando analogias con las ideas de construccion de la esfera de Riemann.
En la seccién 7, describimos la conexién entre las fibras vectoriales de la curva de
Fargues-Fontaine y las representaciones de Galois p-adicas a través del teorema de
Harder-Narasimhan. Finalmente, el Epilogo propone una reflexion sintética sobre la
arquitectura de los anillos de periodos y su funcién como puentes entre la aritmética,
la geometria y el analisis p-addico. Asimismo, se esbozan posibles direcciones de
investigacion futura, como el estudio de sistemas dinamicos racionales sobre la curva
de Fargues-Fontaine.

2. NOTACION Y PRELIMINARES

Sea p un primo fijo. El campo de los nimeros p-adicos (denotado como Q,) se puede
definir como sigue: Para a € Z, a # 0, sea v,(a) la maxima potencia de p que divide
al entero a. Extendiendo esto a Q\ {0} definimos v,(§) = vp(a) —v,(b). Asi podemos
definir una norma en Q como

a| __ 1 —

|E|p - mv |0|p =0.
Dicha norma induce una distancia en Q la cual no es completa (no toda sucesion de
Cauchy converge). Al completar Q con respecto a esta distancia se obtiene el campo
Qp, también llamado el campo de los nimeros racionales p-adicos.

Denotamos por K a una extensién finita de Q,, Ok su anillo de enteros, mg su
unico ideal maximal y &k := Ok /mk su campo residual. Denotamos por Ky = K naQy"
a la maxima extension no ramificada [7] de Q, dentro de K. Fijamos una cerradura
algebraica K de K y sea G = Gal(K /K) su grupo de Galois absoluto. Notar que K es
también una cerradura algebraica de Q,. Sea K" la extension maximal no ramificada
de Ky en K. Analogamente definimos a K™ C K. Como K| es no ramificado sobre
Q,, KJ" es la extension maxima no ramificada de Q, en K y por lo tanto también es
independiente de K.

Denotemos por C,, a la completaciéon p—adica de K y por Oc, asu anillo de enteros.
Fijamos m € mg al parametro uniformizador de K, es decir, un generador del ideal
principal mg.

Se dira que un campo K de caracteristica p es perfecto si el morfismo de Frobenius
es un isomorfismo.

3. LA IDEA DE FONTAINE.

Desde finales de la década de 1970, J.M. Fontaine desarroll un programa destinado
a clasificar y describir las Q,-representaciones del grupo de Galois absoluto, Gk, de
una extensiéon finita de los racionales p-adicos Q,, i.e., los Q,-espacios vectoriales de
dimension finita dotados de una accién Q,—lineal continua de Gk [19].
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La estrategia de Fontaine parte de la siguiente observacion: si tenemos un anillo
topoldgico B, dotado de una accién continua de Gk y estructuras adicionales estables
bajo la accién de Gk, podemos asociar a cualquier representacion V de Gg un
invariante Dg(V) := (B®@ V)95 de B V.

Entonces Dg (V) es un BSx_médulo equipado con estructuras adicionales hereda-
das de B, y que es a menudo més facil de describir que la representacion V de la
que partimos. El anillo B permite descomponer la subcategoria de B-representaciones
admisibles (aquellas para los cuales B ® V es trivial, i.e., isomorfa a BY4™Y  como
G k-representacion). Tales anillos topologicos B son los llamados anillos de periodos
de Fontaine. A continuacion presentamos la construccion de dichos anillos asi como
de algunas de sus propiedades.

4. TEORIA DE HODGE p-ADICA

La teorfa de Hodge p-adica, como lo describe [22], puede verse desde dos puntos de
vista: el aritmético y el geométrico.

Desde el punto de vista aritmético, es el estudio de las representaciones de Galois
p-adicas, es decir, representaciones continuas Gx — Gl,,(Q,) donde K es extension
finita de Q,. Especificamente, esta teoria busca construir un diccionario que relacione
buenas categorias de representaciones de G con categorias de objetos algebraicos
semilineales. Un ejemplo de esto es el estudio de los modulos de Tate de una curva
eliptica sobre K (que son representaciones de Gx) con buena reduccion junto con los
llamados isocristales (es decir, Q,-espacios vectoriales de dimensi6n finita equipados
con un automorfismo de Frobenius semilineal).

Desde el punto de vista geométrico, la teoria de Hodge p-adica es el estudio de la
geometria de una variedad (suave) X sobre un campo p-adico K. En particular estamos
interesados en varias teorias de cohomologia relacionadas a X como la cohomologia
étale (H,(X%,Qp)), la cohomologia de De Rham (H}(X,K)) y la cohomologia
cristalina (H2., (X, K)). Uno de los resultados mas relevantes de esta teoria es derivado

del caso clasico en C sobre la descomposicién de Hodge de una variedad suave Y':

H"(Y(C),Q) @0 C= (P H'(Y, ).
i+j=n
Tate observd que existia una descomposiciéon analoga para la cohomologia étale de una
variedad abeliana sobre K con buena reduccion, lo que lo llevo a conjeturar (y tiempo
después Faltings lo demostraria) la descomposiciéon de Hodge-Tate [2] :

Hy, (X7, Q) ®g, Cx = @ H(X, 0% ) ®x Ci(—)),
i+j=n
donde X es una variedad suave sobre K y es un isomorfismo de representaciones de
Galois p-adicas Repg, (G k).

En este sentido, Fontaine realiza una serie de conjeturas, ahora teoremas, conocidos
como teoremas de comparacion en donde relaciona a las distintas cohomologias de la
variedad, siendo necesario extender los coeficientes a los llamados anillos de periodos
de Fontaine.

TEOREMA 1. [2] Sea K una extension finita de Q, y X una variedad proyectiva
lisa definida sobre K. Existen isomorfismos naturales:
» Hl(X7,Qp) ®q, Beris 2 Hipio(X) ® Ky Beris-
v H (X Qp) ®q, Bst = Hyre(X) @k Byt
» HE (X7 Q) ®q, Bir = Hyp(X) ®k Bar-
que conmutan con las acciones de G, Frobenius, N (monodromia) y respectivas
filtraciones. Aqui Hi e denota la cohomologia de Hyodo-Kato.

En esta secciéon nos centraremos en estudiar los anillos de periodos, en particular,
mostraremos sus construcciones y las propiedades aritméticas y algebraicas que nos
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serviran para la construcciéon de la curva de Fargues-Fontaine. En el presente texto
no se estudiara la relaciéon con las cohomologias como en el teorema 1. Para el lector
interesado en este aspecto puede consultar [19].

4.1. Anillos de Periodos. En geometria algebraica, la palabra periodo se suele
referir a un nimero complejo que puede ser expresado como integral de una funcién
algebraica sobre un dominio algebraico [18]. Uno de ellos es 2im = fv 4t donde v
es el circulo unitario en el plano complejo. La teoria de Hodge p-adica nos permite
disenar un analogo p-adico de los periodos, trabajo que realiz6 Fontaine creando anillos
especificos [5, 3, 6, 4], los cuales ademés estén estrechamente relacionados con distintos
tipos de cohomologias. Estos anillos forman parte fundamental en la construccion de
la curva de Fargues-Fontaine y las representaciones de Galois p-adicas.

En esta seccién se dard una introduccién a los anillos de periodos como en [23], en
particular estudiaremos a los anillos B,;s, Bst ¥ Bar, sus respectivas construcciones
y algunas de sus propiedades algebraicas y analiticas.

4.1.1.  El anillo B:;Lf. Denotemos como ¢ el morfismo de Frobenius x — 2P actuando

Oc,
pOc,,
del sistema proyectivo de anillos:

en el cociente y notemos que ¢ es un homomorfismo de anillos. Sea R el limite

OCP d) OCP (z) .. ¢ OCp CEEEN
rOc, pOc,, rOc, ’

: . Oc
Especificamente, un elemento de R es una sucesion ((,)n>0 de elementos en po—:,
- “p

que satisfacen la propiedad de compatibilidad ¢ 41 = Cuy Vn > 0. R es un anillo
perfecto de caracteristica p.

El anillo R estd equipado con una valuacién v, que se definird a continuacién:
Oc

pOc

notemos que si x € \{0}, la valuacién p-adica de # € Oc, no depende del
P

levantamiento z de . La valuacion v, : Oc, — Q induce una funcion bien definida en
— QU {+o0}, donde v,(0) = 400. Asi, para ¢ = (¢y)n>0 en R

Oc,
pOcy,

el cociente v, :
definimos
() == 1im p"up ().

La condicion de compatibilidad ¢, = ¢, Implica que la sucesion (p"v,((n))n>0 €s
eventualmente constante y el limite esta bien definido.

A continuacién se hara uso de una estructura algebraica conocida como el anillo de
vectores de Witt y cuya idea es la de construir extensiones no ramificadas.

Definicion 2. Definimos como A;,y = W(R) donde W (—) es el funtor de vectores
de Witt y B;Lf = Ainy [ﬂ =W(R) [1%] , la localizacion de Aj,y en p. !

Para z € R, definimos el representante de Teichmiiller en A;,; como [z] =

(x,0,---,0,---). Dado que R es de valuacién discreta, todo elemento de A;,,; puede
ser escrito de manera tnica como

> G, GeR

i>0

De manera similar, todo elemento de B;;L 7 se puede escribir de manera tnica de la
forma
Z[Ci]]ﬂ G € R,
>
donde ig puede ser negativo y depende de =x.
Ademas, B;;L 7 cuenta con estructuras adicionales:

-+

e véase la Seccion 8.

IPara una breve motivacién sobre el rol de Amsy B
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- B s tiene una accion de Frobenius ¢ dado por:

‘P< i[@]l’i> = i[éﬁ”]p’} G ER, ig€e .

i=ig i=io

] B:;l 5 esta equipado con una accién de Gx dado por:

(oo} oo

i=ig i=ig
Fijamos €; una raiz primitiva p—ésima de la unidad en O. Escojamos a €3 como raiz
primitiva p-ésima de €;. Entonces €5 es raiz primitiva p?-ésima de la unidad. Repitien-
do este proceso, construimos elementos €3, €4, ... € O tales que EZH =¢€,, Vn > 0.
Sea €, € 1’(?9% la clase de €,,. Por la propiedad de compatibilidad, ¢ = (1,€;,€3,...) € R.
De manera similar, escogemos una sucesion (p,) en O de p™-raices de p, esto es,
Pl =pyph ., = pn paratodon > 1. Asi, definimos en R al elemento p* = (0,py, Dy, ..),

_ _ Ox
donde p; € ﬁ.

A continuacién definiremos una topologia p-adica en B:;L f Primero en A;y, ¢ defini-

mos una topologia débil, donde si

o0 o0

Tp = Z[Cz,n}pl € Aznf y = Z[Cz]pl S Ainfa

i=0 i=0
se tiene que x, — x si ; ., — ¢; para todo indice ¢ € N. Esta topologia en A;;, ¢ induce
en el subconjunto p="A;, ¢ de B;;Lf una topologia para todo v y asi, en B;’;Lf definimos
la topologia dada por B;,,'Lf =U,sop " Aing-

Definicién 3. Para ¢ = (co,c1,...) € R, definimos ¢* = lim,, .o, ¥ , donde &, es
un levantamiento de ¢, en OCP.

La funcién §: R — Oc,, ¢+ ¢ ¥ es inyectiva y multiplicativa. Por las propiedades
de los vectores de Witt, esta funciéon se extiende a un homomorfismo inyectivo de
[A(("{’“—élgebras 0 : B;;Lf — C, que conmuta con la accién de Gk . Esta dado por

o0 oo
S Klpt — > ', do€Z, GER.
i=1ig i=1ig

La siguiente proposicion nos dice que el kernel de 6 es principal y nos muestra
explicitamente a un generador del mismo.

PROPOSICION 4 ([23], Lema:3.1.5). Sea z € A;,5 elemento tal que 6(z) =0 y vp(z
(méd p)) = 1. Entonces z genera A,y Nker® como ideal de Any. En particular, el
elemento

satisface las condiciones.

4.1.2.  El anillo Beris. Para definir el anillo B.,;s necesitamos tener la nocién de
:E’Vl,

elementos de la forma 77 y para ello daremos un breve preambulo a las llamadas
potencias divididas. Se considerara 0! = 1.

Definiciéon 5. Sea A un anillo (conmutativo con unidad), I un ideal A. Una
coleccion de aplicaciones v, : I — I, n >0y 9 : I — A definido como 7yo(z) =1, es
llamado una estructura de potencias divididas en [ si para todosn > 0,m > 0,z,y € I
y a € A se tiene:

1) n(z) =2
2) Yu(2)ym(z) =
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3) FYn(a'x) = a"’yn(f).

4) m(r+y) = Z(izo ’;/i(x)'Yn—i(y)'
nm)!

5) Mn(ym(2)) = W%m@)~

Notemos que % = ("‘;m) € Z y ademas, % € Z ya que cuenta el numero

de maneras de dividir un grupo de nm objetos en n grupos de m elementos.

LEMA 6. Sea A un anillo, I un ideal de A. Si vy es una estructura de potencias
divididas en I, entonces nly,(x) = 2™ para todon > 1 yx € I.

Este lema se puede demostrar por induccion. Asi, en el anillo A tendriamos la
nocion de dividir entre n!, cuestion que no siempre es posible si char(A) > 0.

Volviendo a los anillos de periodos, dado = € A;,y = W(R) denotamos como

Aing(z) la sub A;, s—algebra de B;;Lf generada por los elementos 7 [23]

n:
Definiciéon 7. Definimos A.,;s como la completacion p-adica de A;,,7(z), donde z
es un generador de A;,, s Nker 6. Denotamos por B, = Acpis [ﬂ a la localizacion en
p de Acm’s-2

Observacion 1. La construccion de A5 a partir de A;,r(z) mediante potencias
divididas (Definicion 5) y completacion p-adica merece un comentario. Una pregunta
natural es por qué se recurre a las potencias divididas y por qué no se trabaja
directamente con A;,y o se invierte p desde un inicio.

Si bien A;,; es de caracteristica cero, p no es una unidad en este anillo (la
invertibilidad de p se introduce al pasar a Bi";lf = A,-nf[%}, ver Definicion 2). La
estructura de potencias divididas ~,(z) proporciona un analogo formal de z™/n! sin
asumir que n! sea invertible (Lema 6). Esto es crucial porque permite la existencia de
elementos como ¢t = log([¢]) presentada en ecuacion (1) (cuya serie involucra divisiones
por enteros), dentro de un anillo p-adicamente completo y asegura que el endomorfismo
de Frobenius ¢ se extienda de manera controlada desde A;, ;. Esta extension es vital
para las propiedades de A.;s y su rol en la teoria.

Preservar A..;s como un anillo donde p no es invertible es esencial para mantener
una fina estructura p-adica y la conexién con la cohomologia cristalina, fundamental en
los teoremas de comparacion (Teorema 1). Invertir p prematuramente, para trabajar
en Bi";lf, trivializaria aspectos de esta estructura p-adica antes de que A..;s pueda
cumplir su funcién como un puente en la Teoria de Hodge p-adica. Para una discusion
mas profunda sobre estos anillos, se puede consultar [19] o [23].

Como w es un generador de A;,s Nkerd, se tiene que Aepis = /Tmf@)), donde
denota la completacion p-adica. Otro generador de A;, f Nker § también es el elemento
[p*] — p.

El siguiente lema nos da una condicién sobre cudndo cualesquiera dos elementos en
Ajny producen la misma sub A;,r-algebra generada por las potencias divididas.

LEMA 8. Siz,y € Aing, © =y (méd pAing) entonces Aip(x) = Aing(y).

Usando el lema, se tendria que A5 = ﬁm f<[pb]>.

Como A..;s estd definida como completacion p—adica es natural equipar A..is v
B;is con la topologia p-ddica. Con esta topologia, la inclusion A,y — Acris €s
continua al igual que la inclusién B} e BI...

Frobenius se extiende candnicamente a un endomorfismo Ag.p;s — Acris, ya que
Ains{[p®]) es estable bajo Frobenius. En efecto,

¢ ( [pj,n) =[PP ( Lpgn > :

+

cris?

2Para una breve motivacién sobre el rol de Acris y B véase la Seccion 8.
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+

Invirtiendo p se obtiene Frobenius para B_ ... Analogamente, G'i extiende la accion

a B:Z,is.
A..;s contiene un periodo para el caracter ciclotémico, i.e., un elemento en el cual
Galois acttia por multiplicaciéon por x, el caracter ciclotémico. Este elemento es
oo )
-1 ([ — 1)
1 t =log([e]) = 7111([’ .
(1) g(ld) = > (1) -

i=1
Frobenius acttia como [¢] — [e]” y Gk actiia como gle] = [¢]X(9), g € Gk. Tomando

logaritmos, ¢(t) = pt y gt = x(g)t, Vg € Gk. Asi, t es un periodo del caracter
ciclotémico.

4.1.8.  El anillo Byg.

Definicion 9. Definimos B;R como la completacion de B;; s respecto a la topologia
(ker §)—adica, es decir

B,
B, =lim —2
dR
% (ker 9)™
Como B;[R esta definido como una completacion, la topologia natural en este anillo
es la topologia (ker §)—adica. También podemos extender la funcion 6 a B;{R con la
composiciéon B;R — B;; ¥ /kerf — C, y a esta extension la denotaremos como 84g.
Asi, B}, tiene una filtracién dada por Fil™ B}, = (ker 04r)™.
Una sucesion (z,)n>0 de elementos en B;R converge a x € BjR si y solo si para
todo m, la sucesién {x,, (méd Fil™B},)} es eventualmente constante.

Definicion 10. Definimos el anillo Bgr = B:[R[ﬂ.‘?

Como BCJ[R es un anillo de valuacion discreta con uniformizador ¢, se tiene que Bggr
es el campo de fracciones de B;R, es decir, este anillo es de hecho un campo.

La filtracién de De Rham se extiende a Bygr : Fil"™"Bgr = th;R, m € Z. Para
més informacion se recomienda consultar al lector [3], [6], [23].

5. REPRESENTACIONES DE GALOIS p-ADICAS

Una vez que hemos construido los anillos de periodos, regresamos a la idea de
Fontaine para clasificar las representaciones de Galois p-adicas. En esta seccién se
hablara primero de la B-admisibilidad de una representaciéon para luego dar paso a
un ejemplo concreto: como el anillo de periodos Bggr nos dard mas informaciéon sobre
la representacion. La bibliografia que se seguird en esta seccion es [19].

5.1. Representaciones admisibles. Sea F un campo y G un grupo. Sea B una
F—algebra, dominio equipado con una G—accion (como F—algebra) y asuma que la sub
F-algebra E = B es un campo.

No se imponen estructuras topologicas en B, F o G. El objetivo es usar a B para
construir un funtor de representaciones F-lineales de G de dimension finita a E—
espacios vectoriales de dimensiéon finita equipados con estructuras adicionales que
dependen de B.

Sea C' = Frac(B) y G actia en C' de manera natural, i.e., g(%) = g(a)g(b™').

Definicion 11. Decimos que B es (F, G)-regular si C¢ = BY(= E) y si para todo
b € B\{0} cuyo espacio generado F-lineal F'b es G—estable se tiene que b es unidad
en B.

Notemos que si B es un campo, entonces es (F, G)-regular.

3Para una breve motivacién sobre el rol de B;R y Bgr, véase la Seccion 8.
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Definicién 12. Si B es un dominio (F, G)-regular y E denota el campo C% = BY,
entonces para cualquier objeto V' € Reppr(G) de G representaciones F-lineales de
dimension finita definimos

Dg(V):= (BerV)°,
es decir, Dg(V') es un E—espacio vectorial equipado con un mapeo canénico.
ay :BgDp(V) > BRr(BerV)=(BrB)®@rV - BrV.

Definicién 13. Si se tiene la igualdad dimg Dp (V) = dimp (V) se dira que V es
una representacion B—admisible.

El siguiente teorema nos indica que el E-espacio vectorial Dg(V') es de hecho de
dimensioén finita y que al restringirnos a las representaciones B-admisibles, se tiene un
funtor exacto y fiel.

TEOREMA 14. Fijamos V' como antes.

i) El mapeo «,, es siempre inyectivo y dimg D(V) < dimg V. La igualdad se da
y si solo si ay es un isomorfismo.

ii) Sea RepZ(G) C Repr(G) la subcategoria de representaciones B-admisibles. El
funtor contravariante Dp : Rep2(G) — Vecg es exacto y fiel.

En particular, considerando a K un campo p-adico, i.e., extension finita de Q,,
F=Q,, G=Ga(K/K)yV representaciéon B-admisible, tenemos que:
= Si B = Byg, se dice que la representacion es de De Rham.
= Si B = B..;s, se dice que la representacion es cristalina.
s Si B = By, se dice que la representacion es semiestable.

5.2. Representaciones de De Rham. Analizaremos un poco méas a detalle las
representaciones de De Rham. Como Byr es (Q,, Gk )-regular con Bféf = K, la
formalizacion general de representaciones admisibles provee de una buena clase de
representaciones p-adicas, los que son Bgg-admisibles.

Definicién 15. Definimos el funtor covariante Dgr : Repg,(Gx) — Veck a la
categoria de K-espacios vectoriales de dimension finita como Dgr(V) = (Bar ®q,

V)¢x . En el caso que dimp,,(V) = dimg,(V) diremos que V es una representacion
de De Rham.

El espacio D4r(V) tiene estructuras K-lineales adicionales (que vienen de la
estructura adicional de la K-algebra Byg), especificamente una filtracion K-lineal que
surge de la filtraciéon K-lineal en el campo de fracciones Byr del anillo de valuacién
discreto completo B;R sobre K.

Concretamente, para V € Repg, (Gx ), el K-espacio vectorial Dgr(V) = (Bar ®q,
V)% € Vecy tiene estructura natural de objeto en Filg : Como Bgg tiene una
filtracion K-lineal, G estable dado por Fil‘(Byr) = tiB;iFR7 obtenemos una filtracion
K-lineal, Gx—estable {Fil'(Byr) ®q, V} en Byr ®q, V' y este induce una filtracion
en Dyr(V) de elementos G g—invariantes, explicitamente

Fil'(Dar(V)) = (t'Bl; ®g, V).

6. CONSTRUCCION DE LA CURVA DE FARGUES-FONTAINE.

La curva de Fargues—Fontaine es un objeto de la teoria de ntimeros descubierta
en 2009 por Laurent Fargues y Jean Marc—Fontaine, donde en su geometria codifica
mucha informacién sobre la aritmética de los nameros p—adicos. Se ha convertido
rapidamente en un tema de investigacion en la teoria de Hodge p-adica y el programa
de Langlands.

En esta secciéon motivamos la definiciéon de la curva usando una analogia con la
esfera de Riemann. Luego, construimos la curva desde dos puntos de vista distintos,
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uno desde el punto de vista del algebra conmutativa y otro desde los espacios de Tilts
y Untilts [17, 21].

6.1. La esfera de Riemann. Para motivar la definicion de la curva, analizaremos
una curva mas familiar, la esfera de Riemann ]P)(lc, a la cual le podemos asociar anillos
Clz] € C((2))-
= Primero, el anillo de funciones meromorfas sobre P sin polos fuera del punto
al infinito es el algebra de polinomios C[z]|, donde z denota el parametro local
habitual en el origen.
= Mirando los desarrollos de Laurent en el punto al infinito de todas las funciones
meromorfas en P{. encontramos el anillo C((1)), donde 1 es un pardmetro local
para el punto al infinito.

Cl)
Ficura 1. Esfera de Riemann.

Reciprocamente, podemos reconstruir la esfera de Riemann a partir de los anillos
C[z] € C(()) [17]. Més precisamente, cada punto z de la esfera de Riemann P
puede asociarse univocamente con un subespacio de dimensiéon uno I, (una linea)
dentro del espacio de funciones de grado < 1, que es C @ Cz. Si consideramos la
linea afin C (identificada con ]P’(lC menos un punto), un punto z = zy € C se asocia
con la linea [,, de funciones f(z) = a(z — zp) que se anulan en zy. Para el punto
al infinito, * = oo, la linea [, corresponderia al espacio de funciones constantes
f(z) = a. Toda esta correspondencia puede expresarse de manera mas unificada
utilizando coordenadas homogéneas. Si un punto x € ]P’(lC se representa por [Xg : X1],
y el espacio de funciones de grado < 1 se ve como el espacio de formas lineales
ClZv, Z1)1 = {aZy+bZy | a,b € C}, entonces I,, es el subespacio de dichas formas que
se anulan en [Xp : X1] (es decir, aXy + bX; = 0). Esta condicion define una linea de
soluciones para (a, b). Asi, tenemos la correspondencia general:

r€PL e 1, CC[Z, Z1)1.

Esta identificacién entre puntos y lineas de funciones es la que se busca replicar
para la curva de Fargues-Fontaine.

Maés atn, si

S=EP{f eClz] | deg f <k},
k>0

entonces Proj(S) = P4

Partiendo de esta analogia, la curva de Fargues-Fontaine se construye utilizando
los anillos B, C Bygr (donde B, := B?>! denota los puntos fijos bajo la accion de
Frobenius en Bg.;s) en el contexto p-adico.

A esta curva la denotaremos como X', Concretamente, Fargues y Fontaine
demostraron que [14]:

4Estrictamente, la construccion Proj se aplica a anillos graduados donde Sp es un campo y S
es generado por S; como Sp-algebra, y Sk son las componentes homogéneas de grado k. La forma
estandar es S = C[Zo, Z1], donde Sy, = C[Zo, Z1]j. El anillo S definido en el texto esté relacionado
con el anillo de secciones globales S’ = @, ~, H°(PL, O(k)), donde HO(PE, O(k)) es isomorfo a Sk.
Se tiene Proj(S’) = IP%:. Para una referencia general sobre Proj y estos resultados, ver por ejemplo
[24, Capitulo II, Secciones 2 y 7].
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Bar

B,

Ficura 2. Representacion artistica de la curva de Fargues—Fontaine
[17].

TEOREMA 16 (FF). Existe un esquema regular, noetheriano, conexo, separado de
dimension uno, X¥¥, sobre Qp; tal que tiene un punto al infinito y, el anillo de
funciones meromorfas sin polos fuera del infinito es el anillo Be.

En este caso, si S = @, -o{f € Be | degf < k}, entonces la curva de Fargues-
Fontaine se define como XF = Proj(9).

En esta construccion algebraica via Proj(S) [14, Seccion 10.1], cada punto = de la
curva XFF corresponde, por definicién, a un cierto ideal primo homogéneo relevante
del anillo graduado S. Este ideal, a su vez, permite identificar un subespacio de
dimension uno, I,, dentro del espacio de funciones de grado 1 en B. (es decir, la
componente S; del anillo graduado). Asi, de manera anéloga al caso de la esfera de
Riemann, se establece una biyeccion fundamental entre los puntos de la curva y estas
lineas de funciones, como se afirma en el Teorema 16:

reXFE  ww I, ={f€B.|degf <1}

Esta correspondencia nos permite interpretar B, como un anillo de funciones sobre el
objeto geométrico X ¥

6.2. Otro punto de vista: Tilts y Untilts. A continuacién presentamos otra
forma de construir la curva de Fargues-Fontaine mediante lo llamados tilts y untilts.
Esta seccion esta basada en la seccion 2.1 de [16].

Sea C' un campo algebraicamente cerrado que contiene a Q, y es completo respecto
a un valor absoluto no arquimediano | - |¢ : C'— R que extiende el valor absoluto
p-adico en Q,. (Un ejemplo es C,,, los complejos p-adicos).

Definicion 17. El tilt F = C® de C es un campo algebraicamente cerrado que
contiene a IF, y es completo respecto a un valor absoluto no arquimediano no trivial
| . |F P — Rzo.

Como conjunto,
Cb = {(a07a17...) | a; €C y a,zi) = %71}
La multiplicacién se define término a término y la suma como (ag, ay, ...)+ (b, b1, ...) =
(co, €1, ...), donde

, n—1i
ci:= lim (a,+by)? .
i<n—o0

Reciprocamente, sea F' con las hipoétesis de la definicion de tilt.

Definiciéon 18. Un untilt de F' es un par (C, i), donde C es un campo algebraica-
mente cerrado que contiene a @, y es completo respecto a un valor absoluto no arqui-
mediano |- | : C — Rsg que extiende el valor absoluto p-adico en Q, e i: F' — C” es
un isomorfismo de campos valuados.
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Decimos que dos untilts (C,17),(C’,i’) son equivalentes si existe un isomorfismo
C = (' tal que el isomorfismo inducido entre sus tilts es compatible con i y ', es
decir, si existe ¢ : C — C’ isomorfismo tal que el diagrama conmuta:

b
Cb Y C/b ,

14

F
donde ¥’ (ag, a1, ...) = (¥(ao), ¥(ay),...).

Definicion 19. Sea |Yr| el conjunto de clases de equivalencia de untilts de F.

Dado un untilt (C,) de F' podemos construir nuevos untilts (C,7 o ¢™) para todo
m € Z, donde ¢ es el automorfismo de Frobenius.

Definicién 20. Decimos que dos untilts (C,4), (C’,4") son Frobenius equivalentes
si existe m € Z tal que (C,7) y (C',i o ¢™) son equivalentes.

El conjunto de clases de equivalencia de untilts Frobenius equivalentes estd dado
por el cociente

z
Yrl/¢",
donde el grupo ciclico infinito p? acttia en |Yr| via
" - (Cal) = (O7io cpm).
El siguiente resultado cuya demostracion puede ser consultado en [16] nos da la
relacion entre este conjunto de clase de equivalencia y las curva de Fargues-Fontaine.

TEOREMA 21. Eriste una curva XEF cuyos puntos estdn en biyeccion con |Yr|/¢?.

7. LA CURVA Y LAS REPRESENTACIONES DE (GALOIS p-ADICAS.

En esta ultima seccién se muestra la relacion de la curva de Fargues-Fontaine,
especificamente sus fibrados vectoriales, con las representaciones de Galois p-adicas,
haciendo uso del teorema de Harder-Narasimhan. Fn los fibrados vectoriales se tiene
lo siguiente:

Definicion 22. Sea X una superficie de Riemann. Para cualquier fibrado vectorial
E de X asociamos dos invariantes:
= Su rango, rk(F) € N.
» Su grado, deg(E) € Z, definido como el grado de su haz (lineal) determinante.
El grado de un fibrado lineal L se define identificando a L con un divisor de

Weil 3 ¢ ne[z] y definimos deg(L) = > ng.
De los dos invariantes anteriores se define un tercero, su pendiente
deg(E)
= e Q.
n(E) k(E) Q

Se dice que E es semiestable si u(E’) < u(FE) para todo E’ subfibrado vectorial de
E.

Enunciaremos ahora el teorema principal de este seccién cuya demostraciéon puede
ser consultada en [16].

TEOREMA 23 (Harder-Narasimhan (H-N)). Sea E un fibrado vectorial de una
superficie de Riemann X. Entonces E tiene una unica filtracion de subfibrados

0=EyCE,C---CE,=F,

tales que:

s Fl fibrado cociente es semiestable para todo i =1,...,m.

i—1
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o u(E) > > p(E).

En general hay otras categorias en las cuales existe un analogo al teorema de H-N.

Mencionaremos algunas de estas.

= Fibrados vectoriales de una curva X.
Sea X una superficie de Riemann. Sea Vect(X) la categoria de fibrados en
X. Equipado con las nociones definidas anteriormente de rango y grado, dicha
categoria satisface el teorema H-N.

= Los pares P!-algebraicos completos. Antes de definir estos objetos necesitaremos
la definicién de una funcién casi euclidiana.

Definicién 24. Una funcion casi euclidiana de un dominio entero B es una
funciéon v : B — NU {—o00} que cumple las siguientes propiedades:
1. v(f)=—0 <= f=0.
2. Para f,g € B — {0} se tiene que v(f) < v(fg).
3. Siv(f) =0, entonces f es unidad.
4. Si f,g € B con v(g) > 1, entonces existen ¢,r € B tales que f =gq+71y
v(r) < u(g).

Definicién 25. Un par Pl-algebraico es un par (B,v) que consiste de un
anillo de ideales principales B y una valuacion v : Frac(B) — Z U {oo} tal que
—v es una funcién casi euclidiana en B. Decimos que el par es completo si

v(f)+ Y ordy(f) =0,
pCB
para todo f € B, donde p corre sobre todos los ideales primos distintos del cero
de By ord, denota la valuaciéon p-adica asociada en B.

Sea (B,v) un par Pl-algebraico completo. Un fibrado vectorial en (B, v) se
define como un par (M, M), donde M es un B—modulo libre de rango finito y
M es un O,—reticulo dentro del espacio vectorial de dimension finita M ®pk,,
donde k,, es la completacion de k = Frac(B) respecto a vy O, es el anillo de
enteros.

e El rango de (M, M) es el rango del modulo M.

e El grado se calcula como la valuaciéon v del determinante de la matriz de
cambio de base entre una base de M sobre B, y una base de M, sobre
0,.°

Asi, la categoria de fibrados vectoriales de un par P!-algebraico (B, v) cumple
el teorema H-N.

En particular, para el par P!-algebraico completo (B.,vqr), donde v4r denota
la valuacion en Bgg, los (B, v)—pares solo son llamados B-pares. Aqui un fibrado
vectorial es un par (M, Myr) tal que

e M es un B.—modulo libre de rango finito.

o Mygr es un B;Rfreticulo dentro de M ®p, Bar.

La siguiente proposiciéon relaciona las dos categorias antes mencionadas. Su
demostracion puede ser consultada en [16].

PROPOSICION 26. La categoria de (Be,vqr)-pares se identifica con la cate-
goria Vect(XTY) de fibrados vectoriales de la curva de Fargues—Fontaine.

= Espacios vectoriales con filtraciones.
Dada una extension de campos L/F, sea VectF'il; p la categoria de pares

5Esta definicién concreta se alinea con la definicién general del grado de un fibrado vectorial como

el grado de su fibrado determinante, que aparece en textos como [24, Ap. A] o [19, §2.2]. En efecto, si M
tiene rango r, entonces det M := A" M es un B.-m6dulo libre de rango 1, y det Moo C det M®p, Bagr
es un reticulo sobre B;R. La valuacion v(det A), donde A es la matriz del cambio de base entre bases
de M y Mx, coincide con la posicién relativa del reticulo det Moo, y por tanto con el grado del
fibrado determinante.
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(V, Fil*Vy), donde V es un F-espacio vectorial de dimension finita y Fil® es
una filtracién en Vi, = V ®p L separada y exhaustiva. Se definen el rango y
grado del par como:

o rk(V,Fil*Vy) = dimp V.

(] deg(V7 Fil.VL) = ZiGZ ) dimL(griVL)

Asi, esta categoria cumple con el teorema H-N.

Isocristales.

Sea K campo perfecto de caracteristica p y Ko = Frac(W(K)). Un isocristal
sobre K es un par (D, ¢p), donde D es un Ky—espacio vectorial de dimension
finita y ¢op : D — D es un isomorfismo ¢—semilineal (esto es, pp(ad) =
v(a)pp(d) para todo a € Ky y d € D).

o rk(D,pp) = dimg, D.

e deg(D,pp) = —degt det(D, ¢p), donde deg™ de un isocristal de rango uno
(L, 1) se define escogiendo un elemento basico e € L, luego ¢ (e) = ae
para algin a € Ko y deg®(L,p1) := vp(a), ya que Kg es campo de
valuaciéon discreta.

Asi, esa categoria cumple con el teorema de H-N. A esta categoria se le suele
denotar como ¢ — Modg,.

d
Sea A = 7 € Q, donde (d,h) =1y h > 0. Podemos definir un isocristal
(Dx, pa) € ¢ — Modg, como
e D, = K, con elementos basicos ey, ..., .
e ¢, : Dy — Dy como el inico endomorfismo semilineal que satisface:

€i+1, st ’i:17...7h—1,
ealei) =
p~%e1, st i = h.
El isocristal (Dy, ) tiene rango h, grado d y pendiente A.
LEMA 27. Sea (D,¢p) € ¢ — Modg, isocristal sobre F,. Entonces el par
((Bcris ®Q, DV:lv B;_R X0, D)

es un fibrado vectorial (Be,vqr) con rango y grado dado por el rango y grado
del isocristal.

Este lema asocia a un isocristal fibrado un fibrado vectorial en X ¥ deno-
tado por £(D, ¢p). En particular, en el caso del isocristal (Dy, ) con A € Q,
escribimos Oxrr(N) := £(Dy, pa). Por el lema, Oxrr(\) tiene rango h, grado
d y pendiente X si A = 7 con (d,h)=1y h>0.

TEOREMA 28 (De clasificacién de fibrados vectoriales en XF). Sea E un
fibrado vectorial en XFF. Entonces existe una tnica sucesion de racionales
AL > - > Ay tales que E es isomorfo a

@OXFF (Al) = @S(DM7@>\¢)'
=1 =1

La demostracion de este teorema puede ser consultada en [14].

COROLARIO 29.
o El funtor (=) : o — Mody, — Vect(XFF) es esencialmente sobreyectivo.
e Sea E un fibrado vectorial de X*F y X € Q. Entonces E es semiestable de
pendiente \ si y solo si E es isomorfo a Oxrr(AN)™ para algin m > 1.
e La categoria de fibrados vectoriales de X' semiestables y de pendiente cero
equivalente a la categoria de Q,—espacios vectoriales de dimension finita via
VeV Xq, Oxrr.
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» o — ModFilg,k,-

Esta es la categoria de los tripletes (D, ¢p, Fil* D) donde
e D es un Ky—espacio vectorial de dimension finita.
e vp: D — D, isomorfismo ¢-lineal.
e Fil® es una filtracién en Dk := D ®k, K separada y exhaustiva.

Es decir, (D,¢) € ¢ — Modg, y (D, Fil*Dg) € VectFilk, . Definimos:
o ’I“k‘(D, ®D, FZI.DK) = dimKO D.
e deg(D,¢p, Fil*Dg) := deg(D, ¢p) + deg(D, Fil* D).

De esta forma, esta categoria cumple con el teorema de H-N.

Como B,;s C Byg, si V es representacion cristalina entonces V es de De Rham y
Dp,,(V)=Dgp,_ ., (V)®k, K. Asi el funtor

Deris : Reperis (GK) — P — MOdFZlK/KD

es completamente fiel.

Fontaine conjetur6 que todo isocristal filtrado estaba en la imagen esencial de
Reperis(Gr) sty solo si era débilmente admisible [14, Capitulo 8: classification des
fibrés vectoriels: le cas F' algébriquement clos| , que en este caso, es equivalente a pedir
que sea semiestable y de pendiente cero. Esto demuestra que

Deris : Repcris(GK) — P MOdFil}‘é'/aKO’

donde w.a. denota weakly admissible (débilmente admisible) es una equivalencia
de categorias. También es posible demostrar que la categoria de representaciones
semiestables se puede describir como isocristales filtrados débilmente admisibles con
operador de monodromia [14].

Finalmente, hemos llegado a uno de los objetivos de la teoria de Hodge p-adica,
describir clases de representaciones de Galois p-ddicas en términos de pura algebra
lineal.

8. EPILOGO

El estudio de la curva de Fargues-Fontaine es actualmente un tema de investigacion
muy activo dentro del area de la geometria aritmética. Trabajos como los de Peter
Scholze sobre perfectoides [20] o de Fargues respecto al programa de Langlands [15]
son muestra del actual avance en este topico.

A lo largo de este articulo, hemos presentado la construccion de los anillos de
periodos de Fontaine, culminando en la curva de Fargues-Fontaine. Puede resultar util
reflexionar sobre la arquitectura de esta construccion, como bien lo detalla Colmez [21].
La necesidad de maiiltiples anillos (Amf7B;;f,Acris,BjR,BdR) surge de la delicada
tarea de tender puentes entre mundos aparentemente dispares: la aritmética de Q,,
las representaciones de Galois G, vy la geometria p-ddica, cuyas estructuras formales
guardan ciertos paralelismos con la geometria compleja.

Cada anillo juega un papel especifico:

» Oc, vy R: Proporcionan el material base p-adico y su versién perfecta R (el
"tilt"), esencial para manejar Frobenius.

» A5 = W(R): Levanta R a caracteristica cero, introduciendo la estructura de
Witt y permitiendo la aparicion de p. (Ver Definicion 2).

« B s+ Permite la inversion (formal) de p, acercédndose a un campo Q,-vectorial.

s A..is: Introduce la estructura de potencias divididas y la completitud p-adica,
esencial para alojar periodos como ¢ y conectar con la cohomologia cristalina
(ver Observacion 1). Es el puente principal. (Ver Definicion 7).

] B;"M.S: La versiéon de A.,;s con p invertido.

] B;R y Bagr: Incorporan la topologia (ker#)-adica y el periodo ¢, creando el
campo p-adico anélogo a C que permite la comparaciéon con la cohomologia de
De Rham y define la filtracion de Hodge-Tate. (Ver Definicién 10).
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Esta secuencia de anillos, cada uno con sus acciones de Galois y Frobenius, cons-
tituye el ingenioso andamiaje que permite a Fontaine (y Fargues-Fontaine) asociar a
las representaciones p-adicas distintos objetos de dlgebra lineal con estructuras adicio-
nales (accion de Frobenius, filtraciones, conexiones), segtn el contexto. En particular,
permiten traducir la informacion aritmética en términos geométrico-lineales, como
mobdulos con filtracion (en el caso de Bgr) o con Frobenius (en el caso de Beis)-

Otro punto de vista que particularmente estamos estudiando son los sistemas
dindmicos de funciones racionales sobre la curva: estudiar puntos periodicos o los
conjuntos de Fatou y Julia podrian llevarnos a descubrir atin mas informacion acerca
de este objeto mateméatico tan importante.

Finalmente, conviene recordar que este sistema de anillos no fue disenado para
resolver un unico problema, sino para tejer puentes entre estructuras profundamente
distintas. Como sefiala Colmez [21], la teoria de periodos de Fontaine constituye una
auténtica arquitectura matematica: no se trata solo de construir un anillo universal,
sino de organizar multiples niveles de compatibilidad entre geometria, aritmética
y analisis. Cada anillo juega un papel estructural fundamento, puente, ventana o
terraza en este edificio conceptual. Comprenderlo implica recorrer sus niveles, descifrar
sus relaciones, y reconocer en ellos el lenguaje profundo de la geometria aritmética
contemporanea.
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UN PANORAMA DE LOS AUTOMOVILISTAS Y SUS HABITOS AL
VOLANTE EN SALTILLO, COAHUILA

PEDRO REYES-PEREZ, JAIME BURGOS-GARCIA Y CAROLINA RAMOS-DURAN

RESUMEN. Este trabajo presenta un estudio inicial sobre los hdbitos y caracteristi-
cas de los conductores en Saltillo, Coahuila. Se recopilé informacién de diversas
fuentes para comparar esta ciudad con otras similares en México, considerando la
densidad vehicular y la cantidad de accidentes. Se aplicé una encuesta a conduc-
tores del drea metropolitana de Saltillo, con preguntas sobre edad, género, acci-
dentes, entre otros factores. Los datos obtenidos respaldan de manera cuantitativa
algunos hallazgos previos de estudios cualitativos difundidos por medios locales,
los cuales a su vez constituyen un primer paso hacia una mejor comprensién del
comportamiento vial en contextos urbanos con caracteristicas comparables.

1. INTRODUCCION

Muchos accidentes viales estan directamente relacionados con factores humanos, como
la destreza de manejo, entendida como el desempeno del conductor y su reacciéon a
estimulos en las vialidades. El estilo de manejo influye en la causa de un accidente y
estd condicionado por factores como actitudes, educacién y emociones. Asi, la destre-
za y el estilo de manejo interactuan, influyendo en el riesgo de colisiones y posibles
errores al conducir. Segin Reason [12], la distincién entre errores y violaciones de le-
yes de transito radica en sus diferentes origenes psicoldgicos: los errores provienen de
dificultades en el procesamiento cognitivo, mientras que las violaciones reflejan com-
ponentes motivacionales y emocionales. Especificamente, los errores se definen como
el fracaso de las acciones planificadas para lograr las consecuencias previstas, mientras
que las violaciones son desviaciones deliberadas de aquellas prdcticas necesarias para
mantener el funcionamiento sequro de un sistema potencialmente peligroso.

Dado que el factor humano es inevitable en la ocurrencia de accidentes vehiculares,
es esencial considerar tanto aspectos fisiolégicos (tiempos de reaccién, percepcién de
errores, umbrales de percepcién) como psicoldgicos (sensibilidad a estimulos, emocio-
nes, experiencia, educacién vial). Para evaluar los aspectos psicoldgicos, se utilizan
encuestas y cuestionarios que permiten analizar las actitudes de los conductores. El
“cuestionario del comportamiento al volante” (DBQ, por sus siglas en inglés) es una
herramienta ampliamente utilizada a nivel mundial para investigar factores relacio-
nados con accidentes. En paises hispanohablantes, la versién adaptada, denominada
“cuestionario en espafiol del comportamiento al volante” (SDBQ), ha sido aplicada en
Argentina, Espafia, Colombia y Ecuador [17], [6]. No obstante, en México no se han
documentado estudios especificos usando el DBQ, aunque existen algunos trabajos
relacionados [22], [18], [7]. Recabar informacién en México sobre factores de riesgo
vial serfa 1til tanto para autoridades como para aseguradoras, permitiendo planificar
estrategias como reformas viales y campanas educativas, especialmente en ciudades
en crecimiento como Saltillo donde se ha centrado el estudio de este trabajo.

Otro factor que incide en los accidentes es el trafico vehicular. Su estudio microscépi-
co permite analizar el comportamiento de los conductores mediante el seguimiento de

2010 Mathematics Subject Classification. 62B10, 62D05, 62Q05.
Palabras clave. Accidentes viales, Movilidad, Estadistica Descriptiva, Tamano de muestra,
Saltillo.
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vehiculos con camaras de video, radares o inteligencia artificial. Ejemplos de esta me-
todologia son los estudios del Departamento de Transporte de Estados Unidos en el
programa NGSIM, que recopila trayectorias vehiculares en vias como la US 101 y el
Lankershim Boulevard en Los Angeles [19]. En consecuencia, el conocimiento de la
densidad de vehiculos en una poblacién es importante para analizar, por ejemplo, el
supuesto de que a mayor cantidad de vehiculos mayor cantidad de accidentes. Dicha
cuestion se aborda también en este trabajo y los datos muestran que no necesariamen-
te existe una proporcién directa entre el tamano de parque vehicular y el nimero de
accidentes.

Inspirados en lo expuesto anteriormente, en el ano 2023 se planed originalmente
recabar informacién de los conductores de Saltillo, asi como del parque vehicular,
con la ayuda de alguna instancia gubernamental. Sin embargo, en ese momento no
se pudo obtener el apoyo solicitado. En consecuencia, se cre6 un cuestionario corto
y se difundié por distintos medios para obtener informacion sobre las caracteristicas
demogréaficas, sociales y de algunos habitos de manejo de los conductores en Saltillo.
Los detalles acerca del cuestionario y de la metodologia utilizada para su aplicacién
se encuentran en la seccién donde también se realiza un andélisis cualitativo y
cuantitativo de las respuestas. Los datos muestran que, por ejemplo, un porcentaje
significativo de los encuestados no siempre respetan las senales de tréansito ni los
limites de velocidad, también se observé que los hombres son los que menos respetan
estas normas, y que las mujeres protagonizan menos accidentes que los hombres. Los
datos también confirman algunos estudios de otros autores acerca de la tendencia
al alza en los tiempos de traslado de las personas. En la secciéon se presenta un
panorama general del parque vehicular y el nimero de accidentes nacionales reportados
en los ultimos anos con la finalidad de poner en perspectiva al estado de Coahuila en
el contexto nacional. Un resultado revelador muestra que el estado de Nuevo Ledn
presenta una gran cantidad de accidentes ya que, en promedio, registré casi tres veces
mas percances que el drea metropolitana del Valle de México entre los anos 2017 y
2023. En la seccién se presentan datos especificos para el area metropolitana de
Saltillo que han sido recabados de distintas fuentes tanto nacionales como locales y
que muestran una importante tendencia al alza de los accidentes viales. Finalmente,
en la seccion , se hacen conclusiones sobre la investigacion realizada, y ademas se
ofrecen perspectivas de trabajo futuro.

2. PARQUE VEHICULAR Y NUMERO DE ACCIDENTES A NIVEL NACIONAL

En la introduccién se mencioné que la cantidad de vehiculos en circulacién es un
factor que influye en la ocurrencia de accidentes tanto a nivel local como nacional. Para
obtener y analizar esta informacién se consultaron las bases de datos en la pagina del
INEGI y fueron procesados con el lenguaje de programacion R, [14].

2.1. Automdviles en circulacién a nivel nacional. De acuerdo con el INEGI
[26], los vehiculos de motor se clasifican como: automdvil, camiones y camionetas
ambos tanto de pasajeros como de carga, y motocicletas. Al hacer referencia del
total de vehiculos, se estd considerando a todos los mencionados. En la figura |1} se
observa el crecimiento del parque vehicular a partir del ano de 1980 hasta 2023; la
grafica azul representa el total de vehiculos en circulacién, la cual pasé de 5,758,330 a
58,199, 293, esto indica que en 43 anos el incremento fue de 52,440,963 de unidades;
la gréfica roja indica el crecimiento Unicamente de automoviles, el cual pasé de
3,950,042 a 38,039,898, esto es un incremento de 34,089,856; la grafica negra
representa a camiones y camionetas tanto de pasajeros como de carga y motocicletas,
los registros de todos estos vehiculos pasaron de 5, 758, 330 a 20, 159, 395, presentando
un incremento de 14,401,065 unidades.

En el cuadro[l] se presenta el nimero de vehiculos en circulacién en los dltimos afios
de la Ciudad de México, Estado de México, Nuevo Leén, Coahuila, San Luis Potosi y
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Total de vehiculos a nivel nacional
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FiGURA 1. Parque vehicular nacional.

Chihuahua. Las tres primeras entidades federativas se eligieron debido a su cantidad
de habitantes y por su tamano de parque vehicular; las tres siguientes entidades se
eligieron por su cantidad de poblacion que es equiparable entre si.

Entidad Anos Poblacién
federativa 2019 2020 2021 2022 2023 2020
México 8,170,767 | 8,571,466 | 8,996,664 | 9,421,189 | 9,988,109 | 16,992,418
CDMX 6,084,903 | 6,145,553 | 6,235,773 | 6,368,520 | 6,471,738 | 9,209,944
Nuevo Leén 2,385,644 | 2,476,062 | 2,568,278 | 2,686,334 | 2,232,607 | 5,784,442
Coahuila 970,099 | 1,005,474 | 1,039,056 | 1,127,781 | 1,257,493 | 3,146,771
San Luis Potosf | 1,243,194 | 1,280,233 | 1,328,813 | 1,357,909 | 1,476,277 | 2,822,255
Chihuahua 1,672,105 | 1,725,183 | 1,782,627 | 1,931,820 | 1,879,130 | 3,741,869

CUADRO 1. Parque vehicular en el periodo del 2019 al 2023, y poblacién.

2.2. Accidentes. En este trabajo es de interés analizar la cantidad de accidentes
ocurridos en México, para esto se utilizan los datos del INEGI. La informacién se ob-
tuvo a nivel de entidad y municipal desde 1997 hasta 2023 [8], y en [9] se consultaron
los registros por entidad federativa de los anos 2019 a 2023. A partir de estas bases de
datos se generaron las gréaficas de la figura[2] que muestran el ntimero de accidentes por
entidad entre los anos 2017 y 2023. Cabe destacar que Nuevo Ledn resalta por tener
la mayor cantidad de accidentes en cada uno de estos anos con un promedio de 75,294
superando significativamente a las demds entidades de toda la Repiblica Mexicana,
inclusive al Estado de México y la Ciudad de México, las cuales en conjunto tienen en
promedio de 26,016 accidentes. Lo anterior quiere decir que Nuevo Ledn registré casi
tres veces més percances que el drea metropolitana del Valle de México. También se
puede observar que en este periodo de tiempo, los primeros diez lugares fueron ocupa-
dos casi por las mismas entidades, estas son: Nuevo Leén, Chihuahua, Sonora, Jalisco,
Guanajuato, Michoacan y Estado de México. Continuando con el anélisis de la figura
es interesante notar que Coahuila se encontré entre los diez primeros lugares en ac-
cidentes vehiculares en los anos de 2017 a 2021, y presenté una ligera disminucién en
los anos 2022 y 2023. En promedio, Coahuila de los afios de 2017 a 2023 se encuentra
en el décimo lugar con 12,272 accidentes.

Por otra parte, Chihuahua tiene una poblacién equiparable con Coahuila, vea la
columna derecha de el cuadro |1} pero con mayor cantidad de parque vehicular el cual
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Accidentes afio 2017

Nuevo Leon | I 77620
Ghinuanua I 28631
vaiisco| N 265
Guanajuaro{ N 20324
Baja Catfornia| NS 19025
Sonora{ N 15927
Coanuiia{ NN 15153
Tamauipas { [ 14523
Michoacan | N 14276
Quersiaro{ NN 13990
Estado de México | NN 13629
Ciudad de México{ NN 12321
Morelos{ [N 9223
Puebia{ [ 8705
Veracruz
Sinaloa
Youcaté
Quintana Roo
Durango
olima
San Luis Potosi
Guerrero
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FIGURA 2. Accidentes por entidad federativa en el periodo 2017-2023.

Datos obtenidos de [9].
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es de aproximadamente 1,879,130, mientras que Coahuila tiene 1,257,493 unidades.
Se observa que Chihuahua presenta una cantidad de accidentes mucho mayor ocupan-
do siempre el segundo puesto con 26, 735 percances en promedio. Un caso contrario es
San Luis Potosi, donde la poblacién es equiparable con Coahuila y presenta un parque
vehicular de aproximadamente 1,476,277, pero que reporta un nimero menor de ac-
cidentes con un promedio 5, 680. Vea el cuadro[l]y la gréfica del ano 2023 de la figura2]

Este breve andlisis muestra que Coahuila tiene un niimero importante de accidentes
de transito ubicdndose en la décima posicién y para el caso particular de Saltillo, dicho
nimero ha ido a la alza y de manera lamentable también el niimero de decesos. Lo
cual veremos en la proxima seccion.

3. PARQUE VEHICULAR Y NUMERO DE ACCIDENTES EN SALTILLO

Segtn los datos de la Secretaria de Economia [24], en 2020 la poblacién en el drea
metropolitana de Saltillo fue de 1,031,779 habitantes (aproximadamente 50 % hombres
y 50 % mujeres), comparando esta cantidad con la registrada en el ano 2010, se observa
un crecimiento de 25.3 %. Por otra parte, el Instituto Municipal de Planeacién (IM-
PLAN de Saltillo) reporta que en la ciudad circulan diariamente alrededor de 500, 000
vehiculos [23]. Mds atin, en la nota del periédico Vanguardia [20] se afirma que, “en la
zona conurbada de Saltillo existen mds autos que viviendas, lo cual explica el problema
de congestionamiento que padecemos a casi cualquier hora del dia y la nula promocidn
del traslado peatonal”. Cabe mencionar que el problema del trafico y la movilidad en
la ciudad de Saltillo ha sido estudiado anteriormente a tal punto que en la misma
nota periodistica [20] se menciona que, “Los rezagos en materia de movilidad urbana
en la zona metropolitana de Saltillo se han diagnosticado hasta la saciedad”. Y solo
recientemente se han puesto en marcha acciones préacticas para tratar de mejorar las
condiciones de movilidad en la ciudad, como es el estudio del trafico en los puntos con
mayor congestionamiento usando un simulador de tréfico cuyos datos se obtienen con
cdmaras y drones [23].

Respecto a los accidentes en Saltillo, en la referencia [13] se puede encontrar una
investigacion de los accidentes viales durante el periodo del 2018 al 2023. En este
trabajo se menciona que distintas fuentes, como el Area de Control de Accidentes de
Policia Preventiva y Transito Municipal de Saltillo reportaron, para el ano 2023, un
total de 892 siniestros viales como: choques entre vehiculos, choques contra objeto fijo,
volcaduras y atropellamientos; los cuales dejaron un saldo de 467 personas heridas,
de estas se reportaron 427 conductores u ocupantes de un vehiculo, 38 peatones y 2
ciclistas. Mas atn, las cifras de decesos relacionados con accidentes viales han ido a la
alza como se puede observar en el cuadro

Afo | Automovilistas | Peatones | Ciclistas | Total
2023 26 30 0 56
2022 20 31 1 52
2021 18 25 2 45
2020 11 23 3 37
2019 16 25 1 42
2018 10 22 1 33

CUADRO 2. Numero de decesos relacionado con accidentes viales en
Saltillo en el periodo comprendido entre los anos 2018 al 2023. Datos
extrafdos de [13].
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4. ESTRUCTURA DE LA ENCUESTA Y DATOS RECABADOS

Con el fin de obtener informacién preliminar respecto de algunas caracteristicas
y hébitos de los conductores en el drea metropolitana de Saltillo, se realizé una
breve encuesta de 18 preguntas la cual puede encontrarse en [25]. Esta se difundié
principalmente entre la comunidad de la Universidad Auténoma de Coahuila asi como
a través de redes sociales. Para tener una muestra confiable, se realizé el cédlculo del
tamano de muestra para una poblacién finita, con un 96 % de confianza de acuerdo
con la expresién . Esta férmula puede encontrarse en diferentes textos, por ejemplo,
[2] y [11], por mencionar algunos.

N (Z,)*
1) n= 2l B — 1)+ (Za) (1 - )
Donde.
n N = 879958.
» o = 0.04.

» (Z4)?, es el cuantil de la distribucién normal estandar.
= p = 0.5, es probabilidad de éxito del evento.
s E=4%, es el error de estimacién mdximo permitido.

El valor de N es el tamano de la poblacién adulta en Saltillo Coahuila y se obtuvo
del INEGI, lo cual puede ver en [2]. Con las especificaciones dadas, el tamafio de
muestra necesario es n > 576. Sin embargo, en la encuesta aplicada se obtuvieron 722
respuestas, de éstas se quitaron los que no sabian manejar y dos preguntas en las cuales
no hubo respuestas. Asi que el total de encuestas contestadas correctamente fue de
676. Considerando esto, el nimero de respuestas es mayor que el tamano de muestra
calculado. Aunque el nimero de la encuestas contestadas cumple con las condiciones
del tamafio de muestra dado en , ésta tiene sesgo debido a que no fue difundida
aleatoriamente sino que se aplicé principalmente entre la comunidad universitaria y
en redes sociales.

4.1. Datos sociodemograficos de la encuesta. Del total de las 676 respuestas
obtenidas, el 53.7 % corresponden a mujeres y 46.3 % a hombres. De estas 676 personas,
el 83.3 % son originarios de Coahuila, el 3.3% es de la Ciudad de México, el 2.4 % de
Nuevo Leon, el 1.1 % de Tamaulipas, y el 7.7 % de otras entidades. Del porcentaje de
personas originarias de Coahuila se observé que la gran mayoria de los conductores
provienen de la regién Sureste con el 86 %, mientras que tinicamente el 14 % proviene de
las regiones: Centro, Carbonifera, Laguna, Norte y Desierto. La informacién descrita
se puede ver en el cuadro

En la seccién se menciond que ciertos factores humanos relacionados con la edad
como, la experiencia, umbrales de percepcion, y el manejo de las emociones resultan
ser factores en los accidentes. En consecuencia, es de interés saber la edad en la que
han aprendido a manejar los conductores. En el cuadro [4| se observa que el 17.3%
empez6 a conducir entre los 13 a 15 anos, el 74 % entre los 16 a los 21 afios y el
8% a partir de los 22 anos. En este punto, vale la pena recordar que la encuesta fue
contestada en su mayoria por universitarios y gente con acceso a las redes sociales,
por tal motivo los resultados pueden presentar un sesgo.

Un factor importante es la forma en que los conductores aprendieron a manejar.
De los 676 encuestados, 455 no tomaron curso de manejo lo cual equivale al 67.3 %;
asi{ que unicamente el 32.7% tomdé curso en alguna escuela de manejo. Otro factor
de interés fue saber cuantos conductores hay en cada hogar, independientemente del
nimero de integrantes de cada familia. Se tiene que en la gran mayoria de los hogares
hay dos conductores esto es el 46.2%, el 22.3% tiene tres conductores y en el 15%
se tienen cuatro o mads. Por supuesto, este factor estd relacionado con el ntimero de
vehiculos que hay en cada hogar. Con respecto a las residencias, los datos muestran
que sélo en 17 de ellas no cuentan con vehiculo propio, en 186 hay un vehiculo; en
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’ Dato \ Cantidad \ Porcentaje ‘
Conductores femeninos 363 53.7
Conductores masculinos 313 46.3
Residentes en Saltillo 631 93.3
No residentes en Saltillo 45 6.7
Nacidos en:

Coahuila 563 83.3
Ciudad de México 22 3.3
Nuevo Leén 17 2.4
Tamaulipas 12 1.7
Estado de México 9 1.3
Otra entidad 53 7.7
Coahuila, regién de nacimiento

Sureste 484 71.6
Centro 29 4.3
Carbonifera 22 3.3
Laguna 13 1.9
Norte 11 1.6
Conductores en casa

Uno 107 15.8
Dos 312 46.2
Tres 151 22.3
Cuatro o mas 106 15.7

CUADRO 3. Datos sociales y demograficos de la encuesta.

Edades | Mujeres % | Hombres % | Total %
7-9 0 0.0 1 0.1 1 0.1
10-12 1 0.1 2 0.3 3 0.4
13-15 43 6.4 74 109 | 117 17.3
16-18 115 17.0 153 22.6 | 268 39.6
19-21 155 22.9 75 11.1 | 230 34.0
22-24 14 2.1 1 0.1 15 2.2
25-27 21 3.1 4 0.6 25 3.7
28-30 11 1.6 1 0.1 12 1.8
34-36 3 0.4 1 0.1 4 0.6
40-42 0 0.0 1 0.1 1 0.1

CUADRO 4. Rangos de edades en que aprenden a manejar.

286 hay dos vehiculos, en 136 hay tres vehiculos; y en 59 hay 4 o més vehiculos. Estos
datos se pueden ver en los cuadros o]y [6]

Cabe senalar que una gran cantidad de los encuestados tramité su primera licencia
tan pronto como cumplié la mayoria de edad, representando el 74.9 % de la muestra,
es decir, tres de cada cuatro personas, esta informacién se muestra en el cuadro |7l En
la figura |3 observamos que el 73.6 % de las personas aprendieron a manejar alrededor
de los 18 anos lo que muestra que casi la totalidad de las personas que aprendieron
a manejar en este rango de edad, y practicamente el mismo porcentaje de personas
tramitan su licencia de conducir entre los 18 y 21 anos, lo cual se puede comprobar
viendo el cuadro|7| Por otra parte, también es de destacar que 5.5 % de los encuestados
nunca han tramitado su licencia.

En el cuadro [§ se muestran algunos datos respecto a los hédbitos de manejo de los
encuestados como son: los procentajes de hombres y mujeres que respetan las senales
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Variable Mujeres % | Hombres % | Total %

Tomo6 curso de manejo

Si 148 21.9 | 73 10.8 | 221 32.7

No 215 31.8 | 240 35.5 | 455  67.3

Total 363 53.7 | 313 45.3 | 676 100
Propietario de vehiculo

Si 316 46.7 | 271 40.1 | 587  86.8

No 47 7.0 | 42 6.2 89 13.2

Total 363 53.7 | 313 46.3 | 676 100.0

CUADRO 5. Tomé curso de manejo y si el vehiculo es propio.

No. de vehiculos en casa | 0 |1 2 3 4 15 6|10
Residencias 17 | 186 | 286 | 136 | 38 | 15| 5 | 1
CUADRO 6. Numero de vehiculos que hay en cada residencia.
Edades  Mujeres % | Hombres % | Totales %
16-17 22 3.3 47 7.0 69 10.2
18-19 142 21.0 160 23.7 302 44.7
20-21 122 18.0 82 12.1 204 30.2
22-23 6 0.9 0 0.0 6 0.9
24-25 16 2.4 1 0.1 17 2.5
26-27 16 2.4 2 0.3 18 2.7
28-29 5 0.7 2 0.3 7 1.0
30-31 5 0.7 2 0.3 7 1.0
32-33 1 0.1 1 0.1 2 0.3
33-34 1 0.1 0 0.0 1 0.1
35-36 3 0.4 2 0.3 5 0.7
39-40 0 0.0 1 0.1 1 0.1
Sin licencia 24 3.6 13 1.9 37 5.5
Total 363 53.6 313 46.2 676 99.9

CuADRO 7. Edad en la que tramitaron su primera licencia para conducir.

Cantidad
| I

FicurA 3. Rangos de edad en la que empezaron a conducir.
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Preguntas Frecuencia Mujeres | % | Hombres | % | Total | %
A;Con qué frecuencia | Siempre 245 36.2 184 27.2 | 429 | 63.5
respeta las senales Casi siempre 116 17.2 121 17.9 | 237 | 35.1
de transito? Algunas veces 1 0.1 3 0.4 4 0.6
Sélo si hay patrullas 1 0.1 5 0.7 6 0.9
ALRespeta los Siempre 281 41.6 188 27.8 | 469 | 69.4
limites de Cuando hay patrullas 9 1.3 19 2.8 28 4.1
velocidad? Cuando hay tréafico 73 10.8 106 15.7 | 179 | 26.50
A;Con qué Siempre 294 43.5 234 34.6 | 528 | 78.1
frecuencia Casi siempre 67 9.9 66 9.8 133 | 19.7
usa las luces Regularmente 2 0.3 11 1.6 13 1.9
direccionales? Poco 0 0.0 1 0.1 1 0.1
Nunca 0 0.0 1 0.1 1 0.1
A;Usa el celular No infraccionado 356 52.7 302 44.7 | 658 | 97.3
mientras conduce? Infraccionado 7 1.0 11 1.6 18 2.7
A Cuéntos accidentes | Ninguno 207 30.6 171 25.3 | 378 | 55.9
ha protagonizados? Uno 97 14.3 7 114 | 174 | 25.7
Dos 47 7.0 54 8.0 101 14.9
Tres o mas 12 1.8 11 1.6 23 3.4
Tiempo promedio 5 a 10 minutos 83 12.3
extra de llegada 15 a 20 minutos 281 | 40.7
cuando hay tréfico mas de 25 minutos 320 | 47.0

CUADRO 8. Datos de héabitos de los conductores.

de transito, los limites de velocidad y el uso de luces direccionales, etc. En dicho cuadro
se observan procentajes significativos de personas que no siempre respetan las sefiales
de transito y los limites de velocidad, siendo los hombres los que menos respetan
estas normas incluso el uso de luces direccionales. En este mismo cuadro [8] se observa
que las mujeres son las que menos se accidentan, ya que el 69.4% de mujeres han
protagonizado accidentes, mientras que el 74.7 % de hombres han estado involucrados
en accidentes automovilisticos.

Respecto al uso del celular mientras se conduce, lamentablemente un hébito muy
comun entre los conductores y en consecuencia, una fuente importante de accidentes,
se observa que casi la totalidad de los encuestados no han sido infraccionados por
esta falta. Esto no indica necesariamente que los conductores no utilicen su celular
al volante sino que también puede deberse a la falta de instrumentos que permitan
detectar este habito y sancionarlo.

Otro dato importante recabado en la encuesta fue el tiempo de traslado entre dis-
tintos puntos del area metropolitana. Si bien es cierto que este registro depende de la
ubicacion geogréfica del domicilio y del destino, es de resaltar que alrededor de la mi-
tad de las personas encuestadas contestaron que consideran que en promedio demoran
mas de 25 minutos extra al tiempo que harian en promedio en un dia sin tréfico, no
importando si van a sus trabajos, escuelas o de compras. Si tenemos en cuenta que un
viaje entre puntos antipodales de la ciudad, por ejemplo de sur a norte, puede tomar
(segun datos de Google maps) alrededor de 30 minutos sin trafico, entonces estarfamos
hablando de tiempos de traslado de alrededor de una hora o mas sélo para cruzar la
ciudad en automévil. En consecuencia, este dato revela que el factor del trafico en la
ciudad esta generando una pérdida considerable de horas por persona a la semana y
afectando la calidad de vida de los habitantes.

Con respecto al género, de los 676 conductores, 363 son mujeres y de éstas 148
tomaron el curso de manejo, lo cual representa el 21 % del total. Por otra parte, de
los 313 hombres s6lo 73 tomaron dicho curso, esto es inicamente el 10 % del total. En
conclusién, de los 676 conductores, 221 tomaron curso de manejo lo cual es el 32.7 %
y de éstos el 20 % son mujeres. Si se considera que en una escuela de manejo ensefian
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las reglas bésicas para conducir, entonces el 67 % de los conductores carecen de estos
conocimientos.

4.2. Respuestas cruzadas de habitos de conductores. En esta seccién se ana-
liza si las respuestas a cada pregunta del cuestionario estdn asociadas entre si. Con este
propésito se construyé el cuadro 9] en el cual se incluye para cada par de preguntas
una tabla de doble entrada o tabla de contingencia. Ademsds, se presentan los coefi-
cientes de contingencia, el V de Cramer y el Tau-b de Kendall correspondientes. Cada
tabla contiene las frecuencias absolutas, y al final de cada fila y columna se muestran
los totales respectivos. Los valores p en cada celda corresponden a las probabilidades
conjuntas P(A; N B;), donde A; son las respuestas por filas y B; las de las columnas;
ademds al final de cada fila y columna se encuentra la probabilidad marginal P(4;) y
P(Bj), respectivamente.

En el primer bloque del cuadro[J]se clasifica en qué medida los conductores respetan
las senales de transito con respecto a si éstos tomaron o no el curso de manejo. Se
observa que 221 conductores tomaron curso de manejo, y de éstos 220 casi siempre
o siempre respetan las senales de trdnsito, esto representa el 33 % de las encuestas.
Por el contrario, 455 no tomaron curso de manejo de los cuales 446 casi siempre o
siempre no respetan las sefiales de trdnsito esto es el 46 %. En total, 221 conductores
tomaron curso de manejo esto es el 33 %; y el 67 % no tomé dicho curso. De acuerdo a
lo anterior, se observa que los conductores que tomarén curso de manejo son quiénes
mas respetan las senales de transito.

En el segundo bloque del cuadro [0} se muestran las respuestas acerca del uso de
las luces direccionales en funcién de si se tomé algin curso de manejo. De entre el
total de respuestas, 218 afirmaron hacer uso de luces direccionales con frecuencia o
siempre; esto representa la proporcién de 32 %. Por el contrario, 443 conductores no
usan luces direccionales y no tomaron el curso de manejo, esto representa el 56 %. En
consecuencia, podemos afirmar que el uso de las luces direccionales se ve influencia-
do por la asistencia a una escuela de manejo. Con respecto a ser infraccionado por
conducir usando el celular y su relaciéon con tomar un curso de manejo, en el cua-
dro [9] se observa que 5 conductores fueron infraccionados por usar el celular mientras
conducian y 216 no fueron infraccionados, todos estos conductores tomaron curso de
manejo, lo representa el 1% y 32 % respectivamente. Por otra parte, 13 conductores
fueron infraccionados por usar el celular mientras conducian y 442 no fueron infrac-
cionados, todos estos no tomaron curso de manejo, los datos anteriores son el 2% y
65 % respectivamente. No obstante, como ya fue mencionado, los conductores que no
recibieron alguna infraccién no indica necesariamente que no incurrieran en este mal
hébito.

La relacion entre el nimero de accidentes protagonizados y los cursos de manejo
se muestran en la parte inferior del cuadro[J] se observa que de entre los conductores
que si tomaron algun curso de manejo, 56 han tenido un accidente, 28 reportan dos
accidentes y 12 han protagonizado mas de dos accidentes. Mientras que, del total de
conductores que no tomaron algin curso, 118 conductores han tenido un accidente,
73 reportan dos accidentes y 11 han protagonizado més de dos accidentes. En total,
se observa que las personas que no cuentan con algin curso de manejo protagonizaron
casi el doble de accidentes respecto a las personas que si lo tomaron.

Debido a que las reglas de transito deberian ser conocidas y aplicadas por todos
los conductores, independientemente del tipo de vehiculo que utilicen, es de interés
analizar si el respeto de la reglas de transito son mas seguidas por conductores que
tomaron curso de manejo o es irrelevante. Para tal finalidad se realiz6 el cuadro
en donde se observa que 179 conductores respetan los limites de velocidad sélo si hay

70



A Tomo curso de manejo?

1. AjRespeta senales de transito? p | No p |Suma p r
Sélo si hay patrullas 1 000 5 0.01 6 0.01
Algunas veces 0 000 4 o0.01 4 0.01

Casi siempre 76 0.11| 161 0.24| 237 0.35
Siempre 144 0.21| 285 0.42| 429 0.64

Suma 221 0.33 455 0.67| 676 1.00
Coeficiente de contingencia, y Cramer 0.065
Coeficiente Tau de Kendall -0.029
2. A(;Usa de luces direccionales?

Nunca 0 0 1 0.00 1 0.00

Poco 0 000 1 0.00 1 0.00
Regularmente 3 0.00| 10 0.01 13 0.02

Con frecuencia 42 0.06| 91 0.14| 133 0.20
Siempre 176 0.26 | 352 0.52 | 528 0.78

Suma 221 0.33 455 0.67| 676 1.00
Coeficiente de contingencia, y Cramer 0.05
Coeficiente Tau de Kendall -0.025
3. AjLe han infraccién por usar celular al conducir?

Si 5 001] 13 0.02| 18 0.03

No 216 0.32] 442 0.65| 658 0.97

Suma 221 0.33 455 0.67| 676 1.00
Coeficiente de contingencia, y Cramer 0.017
Coeficiente Tau de Kendall -0.0173
4. A&Nﬁmero de accidentes protagonizados?

0 125 0.18 | 253 0.37 | 378 0.56

1 56 0.08 | 118 0.17 | 174 0.26

2 28 0.04| 73 0.11| 101 0.15

+2 12 0.02] 11 0.02| 23 0.03

Suma 221 0.33|455 0.67| 676 1.00
Coeficiente de contingencia, y Cramer 0.087
Coeficiente Tau de Kendall 0.003

CUADRO 9. Relacién entre las preguntas.

trafico, de éstos, 86 han tenido al menos un accidente automovilistico, en porcentaje
es el 13 %; 28 respetan limites de velocidad sélo si hay patrullas cerca y 16 de estos
han tenido al menos un accidente esto equivale al 2 %; 469 siempre respetan los limites
de velocidad y 196 de ellos han protagonizado al menos un accidente esto es el 28 %.

AjRespeta los limites de velocidad?

No. de accidentes Si hay Si hay

protagonizados trafico p | patrullas p | Siempre p | Suma p r

0 93 0.14 12 0.02 273 0.40 | 378 0.56

1 54 0.08 9 0.01 111 0.16 | 174 0.26

2 26 0.04 4 0.01 71 0.10 | 101  0.15

+2 6 0.01 3 0.00 14 0.02| 23 0.03

Suma 179 0.26 28 0.04 469 0.69 | 676 1.00
Coeficiente de contingencia 0.115
Coeficiente de Cramer 0.082
Coeficiente Tau de Kendall -0.049

CUADRO 10. Accidentes protagonizados y el respeto a los limites de velocidad.

En el cuadro se tienen las proporciones del nimero de accidentes y el uso de
las luces direccionales. Cabe resaltar que el total de conductores que usan las luces
frecuentemente son 133 de los cuales 72 han protagonizado al menos un accidente, el
porcentaje es de 11 %; 528 conductores siempre usan las luces direccionales y de éstos

312 han protagonizado accidentes, esto corresponde al 44 % .
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Uso de luces direccionales

No. de accidentes protagonizados | Nunca p | Poco p |Frec p |Regular p |Siempre p |Suma p r

0 0 0.00 1 0.00 | 61 0.09 4 0.01 312 0.46 | 378  0.56

1 0 000 0 0.00]| 44 0.06 4 0.01 126 019 | 174 0.26

2 1 000 0 0.00]| 22 0.03 3 0.00 75 0.11 | 101  0.15

+2 0 000 0 000 6 0.01 2 0.00 15 0.02| 23 0.03

Suma 1 0.00 1 0.00] 133 0.20 13 0.02 528 0.78 | 676 1.00
Coeficiente de contingencia 0.179
Coeficiente de Cramer 0.105
Coeficiente Tau de Kendall -0.106

CUADRO 11. Accidentes protagonizados y el uso de luces direccionales.

Respecto a la correlacién, en los cuadros [9] a se presentan el coeficiente de
contingencia, el V de Cramer y el Tau-b de Kendall. En todos los casos, los valores
obtenidos son muy cercanos a cero, lo que indica una correlacién muy débil entre
cada par de preguntas. En particular, en el cuadro [9] se observa que los valores del
coeficiente de contingencia y del V de Cramer coinciden, esto puede deberse a la baja
magnitud de las correlaciones y al tamano grande de la muestra. Cabe senalar que la
tabla de contingencia muestra inicamente cuantas veces ocurren ciertas combinaciones
especificas de valores entre dos variables, pero no proporciona informacién sobre la
fuerza, direccién o significancia estadistica de la relacién entre ellas. En cambio, las
medidas de correlacién si permiten evaluar estos aspectos. Para una discusién més
detallada, puede consultarse [1]. En consecuencia, los valores contenidos en una tabla
de contingencia no garantizan la existencia de correlacién entre las respuestas. El
coeficiente V de Cramer puede encontrarse en diversos textos basicos de estadistica,
como en la referencia [5]. Este coeficiente se define mediante la siguiente expresion:

X2
@) V= n X min(k — 1,7 — 1)
donde
s x2, es el estadistico chi-cuadrado, el cual se obtiene a partir de la tabla de
contingencia.

= n, es el tamano de la muestra.

= k, es el nimero de columnas.

= 7, es el ndmero de renglones.

» min(k — 1,7 — 1), es el minimo entre el nimero de renglones menos uno, y el
numero de columnas menos uno.

Por otra parte, el coeficiente Tau-b de Kendall es una medida de correlacién no
paramétrica, dado por

3) ™ = e

\/(nc—&—nd—&—TI)—&—(nc—i—nd—i—Ty)

siendo
= 1., es el nimero de pares concordantes.
= ng, es el nimero de pares discordantes.
= n, es el niumero de observaciones.
= T, es el nimero de pares empatados en z, pero no en y.
= T, es el numero de pares empatados en y, pero no en .

Este coeficiente se puede encontrar en diversos textos, por ejemplo en [10].
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5. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Este trabajo presenta datos sobre el parque vehicular y el niimero de accidentes a
nivel nacional para contextualizar la situacién del estado de Coahuila en los tltimos
anos. Al comparar con otras ciudades mexicanas con poblacién y parque vehicular
similares, se encontré que Chihuahua posee més vehiculos y accidentes que Coahuila,
que ocupa el segundo lugar en percances. Por otro lado, San Luis Potosi tiene un
parque vehicular mayor que Coahuila, pero registra menos accidentes. Esto sugiere
que una mayor densidad vehicular no implica necesariamente un mayor niimero de
accidentes como en el caso de Nuevo Leén cuyos datos muestran que este estado re-
gistré casi tres veces mas percances que la Ciudad de México y el Estado de México
en conjunto. Ademsds, se observé que Coahuila se ubica, en promedio, entre los diez
estados con més accidentes vehiculares entre 2017 y 2023.

En el caso especifico del drea metropolitana de Saltillo, los datos coinciden con estu-
dios previos sobre el aumento en los tiempos de traslado y en el nimero de accidentes
viales. Asimismo, se identific6 que un porcentaje significativo de los encuestados no
respeta siempre las senales de transito ni los limites de velocidad. Se observé que las
mujeres son las que menos se accidentan en comparaciéon con los hombres. Por otra
parte, los datos del cuadro |§| muestran que aproximadamente el 42.31% y el 20.12%
de los hogares tienen 2 y 3 vehiculos; si comparamos estos datos con los de la parte
inferior del cuadro |3 notamos que hay un ntmero similar de residencias que tienen
2 o 3 conductores. En consecuencia, se infiere que en los hogares, cada persona que
sabe conducir utiliza un vehiculo, lo que refleja una preferencia por el automovil sobre
el transporte piblico. Esto se evidencia en el rdpido crecimiento del parque vehicular
y confirma cuantitativamente lo senalado en notas periodisticas que indican que hay
mds autos que viviendas en la ciudad [20], [23].

Por lo tanto, este primer estudio sugiere que Saltillo es una ciudad donde se “pri-
vilegia” el uso del automévil y que muchos habitantes carecen de buenos habitos de
manejo, lo que podria llevar a niveles preocupantes de accidentes viales, como en Nue-
vo Ledén. Para validar estas afirmaciones y generalizarlas, es necesario un muestreo
probabilistico aleatorio. Por ello, como un primer trabajo a futuro se propone adaptar
y validar los cuestionarios DBQ y SDBQ para el drea metropolitana de Saltillo, en
colaboracién con el Instituto Municipal de Movilidad Urbana Sostenible, con el fin
de recopilar datos utiles para la sociedad, el gobierno y/o el sector privado sobre la
propension a accidentes.

Otro objetivo de trabajo a futuro es utilizar algunos datos de este trabajo para
formar una muestra representativa de conductores en el area metropolitana de Saltillo
y realizar experimentos controlados en condiciones de trafico real. Estos experimentos
se enfocaran en situaciones de transito denso en las salidas de la ciudad, para obtener
datos estadisticos sobre los tiempos de reaccién de los conductores ante estimulos como
incorporaciones de vehiculos, frenadas repentinas o avances lentos. Este escenario,
donde los vehiculos avanzan en un solo carril y los conductores deben reaccionar
a ciertos estimulos, puede estudiarse mediante los modelos car following. Dichos
modelos, descritos en [16], son sistemas de ecuaciones diferenciales con retardo donde
el tiempo de reaccién del conductor es un parametro clave. La dindamica del pelotén
vehicular depende significativamente de los retardos temporales, cuya determinacion es
fundamental para estudiar escenarios especificos. Estos escenarios se han investigado
a lo largo de las tltimas décadas utilizando mediciones directas con instrumentacion
en condiciones de trafico controladas, asi como andlisis de datos obtenidos mediante
videocdmaras ubicadas en las vialidades. El lector interesado en este tema puede
consultar las referencias [21], [3], [15].
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POLINOMIOS Y EL CALCULO DE PROPOSICIONES

ALEJANDRO AGUILAR ZAVOZNIK

RESUMEN. Estudiaremos una forma de usar polinomios como funciones de ver-
dad. Mediante éstos, podemos utilizar elementos algebraicos para comparar dos
férmulas bien formadas, asi como verificar si un argumento es vélido.

En los cursos de légica, usualmente se utilizan las tablas de verdad para demostrar
las propiedades elementales de las proposiciones. Una alternativa es utilizar funciones
de verdad para esto, pero la mayoria de los libros de texto apropiados para este nivel
no suelen definir este concepto o lo muestran como una curiosidad. En este trabajo
estudiaremos una forma de usarlas, ya sea en lugar de o ademads de las tablas de
verdad.

En la primera seccion se verd una forma de definir los conceptos béasicos del cdlculo
de proposiciones sin usar tablas de verdad. La presentacién mezcla ideas de [1] y
[7], pero se modifica la notacién. Ademés de esta modalidad, otra forma de planear
un curso es comenzando con tablas de verdad y, posteriormente, introduciendo el
concepto de funcién de verdad como una alternativa con la que conseguimos los mismos
resultados.

A partir de la segunda seccién se mostrara cémo se pueden utilizar las funciones de
verdad para demostrar algunas propiedades basicas del calculo de proposiciones.

Para que este articulo sea breve, los temas se presentaran asumiendo que el lector
tiene conocimientos basicos sobre conjuntos y funciones. Junto con los ya mencionados
[1] y [7], los siguientes textos son opciones para estudiar los antecedentes: [2], [3] v [4].

Las personas interesadas en temas més profundos relacionados con las funciones de
verdad pueden consultar los libros [5] y [6].

1. NOTACION Y ANTECEDENTES

Una proposicidon es una afirmaciéon que toma exactamente uno de dos valores:
verdadero (V') o falso (F'). Frases como “La mochila de Ana es roja” o “El primer
dia del ano es el 25 de octubre” son dos proposiciones pues podemos decidir si
son verdaderas o falsas. Sin embargo, nosotros nos concentraremos en un enfoque
abstracto, no nos importara qué es lo que dice, solamente nos preocuparemos por su
valor de verdad. Comenzaremos viendo como construir frases, a las que llamaremos
formulas bien formadas, y posteriormente veremos como obtener su valor de verdad.

Para construir férmulas en el calculo de proposiciones usaremos dos tipos de
sfmbolos, por un lado, las letras mintsculas (por lo general comenzando con p) a
las que llamaremos proposiciones atémicas o letras proposicionales. Por otro lado,
tenemos los operadores booleanos, que en nuestro caso usaremos cinco: la negacion
(7), la conjuncion (A), la disyuncion (V), la implicacion (=) y la equivalencia (<). El
primero es un operador unario, mientras que los otros cuatro son operadores binarios.

Definimos de forma recursiva el concepto de férmula bien formada (fbf)! de la
siguiente manera:

= Una letra proposicional es una fbf.
» Si a es una fbf, =(a) es una fbf.

2010 Mathematics Subject Classification. 03B05, 06E30.

Palabras clave. Funciones de verdad, cédlculo de proposiciones, polinomios.

1Algunas referencias, como [1], utiliza el némbre férmula, mientras que otras como [7], las llaman
férmulas bien formadas.
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= Si @, 8 son fbf y o es un operador booleano binario, (« o 3) es una fbf.
= Cualquier cosa que no se construya con las reglas anteriores no es una fbf.

Si seguimos lo anterior de forma literal, acabaremos con férmulas saturadas de
paréntesis, por lo que en ocasiones nos conviene omitir algunos. Para esto, utilizaremos
el siguiente orden de prelacion para los operadores booleanos: —, A, V, =, <. Asi,
podemos agregar:

= Si o es una fbf, -« es una fbf.

= Si @, son fbf y o es un operador booleano binario, « o 3 es una fbf.
A continuacién veremos, por un lado, algunas férmulas con los paréntesis minimos vy,
por otro, la misma con todos los paréntesis.

pPA-gVT ((p/\(—q))\/r)

pVgAT (pv(q/\v”))

(pVa) Ar ((pvtz)M)

pEqg>T ((ﬁp)ﬁ(q=>r))

pha=et) | ((prg=(re)

Dada una fbf «, B, es el conjunto de las proposiciones atémicas utilizadas en a.
Una interpretacion de « es una funcién ¢ : B, — {V,F}. Es decir, le asignamos
valores de verdad a todas las proposiciones atémicas que utiliza a.

Por ejemplo, si a = (p V q) A r, la siguiente es una interpretacién de a:

elp) =V
o) = F
e(r) = V.

Si A={aj,...,ax} es un conjunto con k proposiciones, definimos

’43,4: U ma-

acA

Una interpretacién de A es una funcién ¢ : P4 — {V, F}.

Dada una fbf, o, y una interpretacion ¢ de ésta, el valor de verdad de « bajo
¢ lo denotaremos v(p, «). Para calcular esto, debemos de considerar las siguientes
reglas donde «, 3 son proposiciones y, cuando sea necesario, el conjunto de atémos
serd Py 5y

» Si « es una letra proposicional, v(p, o) = p(«).

- o(p.(@) = (e,

» Siv(p,a) = V v(p,~a)=F.

v Siv(p,a) =F, v(p,-a)=V.

» Siv(p,a)=v(p,B) =V, v(p,aAB) =V, en cualquier otro caso, v(p, aAfS) =
F.

= Si 'U(CP, ) *U(%ﬁ) =F, 'U(QD,O&\/ﬁ) = F, si no, ”U((,D,Oé\/ﬂ) =V

w» Siv(p,a) =V yu(p,B) = F, entonces v(p, = ) = F, en cualquier otro

caso v(p,a = ) =V.
» Si v(p,a) = v(p,B), entonces v(p,a < B) = V; si v(p,a) # v(p,B),

vlp,a= B)=F
La necesidad de estas reglas es una de las desventajas de usar inicamente funciones de
verdad, pues es mas claro cuando lo anterior se presenta mediante tablas de verdad, las
que podemos construir como sigue. Dada una fbf «, colocamos una columna por cada
elemento de B, y una para «. Por cada interpretacién de «, tendremos un renglén.
Por ejemplo, la tabla de verdad de —p es:
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p|™p
V| F
F\|V

Dado un operador binario, o, po ¢ tiene cuatro interpretaciones posibles, por lo que
tenemos esta cantidad de renglones.

Pl g |pPANg|PVg|P=q|DP=yq
vViv] Vv \% 1% 1%
VIF F \%4 F F
Fl\V| F % v F
F|F| F F Vv Vv
Sean o = (p V(g = —\r)) < (sAt) y ¢ la interpretacion:
olp) = F
elg) =V
e(r) =V
p(s) = F
pt) = V.
Podemos obtener v(p, o) como sigue, utilizando las reglas que definimos anteriormente:
’U(QD, —|T) =F

v(ip,g=—nr)=F
v(tp,p\/ (¢ = r)) =F
v(p,sANt)=F
y, finalmente, utilizando los dos tltimos resultados junto con la regla de la equivalencia
v(p,a) =V.

En ocasiones, en lugar del simbolo < utilizaremos =. El primero lo usaremos cuando
sea parte de una férmula bien formada; el segundo, cuando comparemos dos fbf. El
primero es parte del lenguaje que estamos estudiando, mientras que el segundo es
parte del metalenguaje (ver la seccién 2.3.1 de [1] o la seccién 1.3 de [7] para mds
detalles).

2. FUNCIONES DE VERDAD DE PROPOSICIONES CON UN OPERADOR BOOLEANO

Frecuentemente, los valores “verdadero” y “falso” de una proposicién se intercam-
bian por 1 y 0 respectivamente. Para distinguir entre estas dos versiones, usaremos
las letras mayusculas cuando trabajemos con numeros. Asi, la proposicién atémica p
estard asociada a la variable binaria P.

Una de las ventajas de la versién numeérica es que podemos usar operaciones alge-
braicas para resolver problemas del calculo de proposiciones. En particular, podemos
encontrar una funcién que representa una proposicién. A esto se le conoce como fun-
ciones de verdad y, como ya se menciond, son una alternativa a las tablas de verdad.

La mayoria de los libros de 16gica no mencionan las funciones de verdad o Gnicamen-
te hacen una breve presentacién. Adicionalmente, existen varias opciones para tratar-
las, debido a que distintas expresiones algebraicas, restringidas al dominio B = {0,1}
dan el mismo resultado; en particular, [7] utiliza la funcién de verdad min(P, Q) para
representar p A ¢ y méx(P, Q) para pV q. Podemos notar que, si el dominio es B:

min(z, y) = zy,
mientras que
max(z,y) =z +y — xy.
Nosotros estaremos utilizando polinomios, por lo que preferiremos la segunda forma.

Miés adelante se vera la utilidad de esto. A continuacién, vamos a encontrar funciones
para cada uno de los operadores binarios que definimos anteriormente.
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Si « es una fbf, FV(«) = f indicard que f es una funcién de verdad que representa
a la fbf . Agregando ciertas restricciones que mencionaremos posteriormente, FV(«)
es una funcién cuyo dominio son las férmulas bien formadas y su codominio son los
polinomios con coeficientes enteros; recalcando el hecho de que, por ser funcién, a cada
fbf le corresponde exactamente un polinomio.

Podemos notar que las siguientes funciones cumplen con los resultados mostrados
en la seccién anterior:

PROPOSICION 1. Sean p, q proposiciones y P, Q variables asociadas a éstas. Enton-
ces:
FV(-p)=1-P.
FV(pAq) = PQ.
FV(pve) =P+Q - PQ.
FV(p=q) =1-P+PQ.
FV(p&q =1-P-Q+2PQ.

Q’W‘RWNN

Hay dos formas de presentar lo anterior en un curso. Por un lado, si no se usaran
tablas de verdad, se pueden definir estas cinco y luego se verifica que coincide con
las propiedades de v que se vieron en la seccién anterior. La segunda opcion es
demostrando las siguientes propiedades usando tablas de verdad: pV g = =(p A ¢q),
p=q¢g=-pVqgyp<q=(p=q) A(qg= p). Posteriormente, se verifica que las
primeras dos funciones son claramente equivalentes a las tablas correspondientes, y
usando estas propiedades se pueden deducir las reglas de inferencia de las tltimas tres.

FV(pVq) FV(=(=p A —q))
= 1=FV(=pA~g)
— 1— (FV(-p)FV(~0))
= 1-(1-P)(1-Q)
= P+Q—-PQ
Notemos que el procedimiento se hace de afuera hacia adentro. Por ejemplo, en
el primer renglén comenzamos con la negaciéon que estd a la izquierda, aplicamos la

funcién de verdad que le corresponde. Si asignamos o« = =p A ¢, entonces pV q¢ = —a,
por lo que

FV(pvq) =FV(-a)=1-FV(a) =1—-FV(-pA —q).

El resto del procedimiento se hace de esta manera, siempre yendo de afuera hacia
adentro.
De forma andloga, con la identidad p = ¢ = —p V ¢ obtenemos

FV(p=¢q)=1- P+ PQ.

Es importante notar que el término que se resta es el que esta a la izquierda, por lo
que FV(g=p)=1-Q+ QP.

Para la equivalencia, primero debemos de mencionar la siguiente afirmacién obvia
que estaremos usando a lo largo de todo este trabajo.

LEMA 2. Si P es una variable cuyos valores estin en B y k un entero positivo,
entonces P = P*.

A partir de lo anterior y de la equivalencia p < ¢ = (p = ¢) A (¢ = p):

FVipeq) = FV((p=>q)/\(q:p))

FV(p=q) -FV(¢=p)

= (I-P+PQ)(1-Q+QP)

— 1—Q+QP—P+W+P2Q2
= 1-P-Q+2PQ
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Notemos que, por el lema anterior, podemos cancelar PQ con —P?Q y tenemos
P2Q? = PQ.
A continuacién se presentan otras operaciones booleanas que se suelen utilizar en
algunos lenguajes de programacion.
1. Disyuncién exclusiva (xor). p® ¢ =-(p<q). FV(p®q¢) = P+ Q — 2PQ.
2. Incompatibilidad (nand). ptg=-(pAq). FV(p1q) =1- PQ.
3. Negacién disjunta (nor). plg=-(pVq). FV(plg =1—P—-Q + PQ.
Usando estos resultados podemos hallar la funcién de cualquier proposicion, por
ejemplo, vamos a calcular lo siguiente.

X :FV((p\/—'q) AT = (s\/t)\/ﬂu).
Tomando en cuenta que lo siguiente se utilizara dos veces, definamos
Yy = FV((p\/ —q) A r)
= FV(pV—q) FV(r)
- (P+1-Q-P1-Q) R
= R—-QR+ PQR

X = 1- Fv((p vV —g) A r) + Fv((pv ~q) /\r) .Fv((s Vi)V —|u>
- 1-Y4Y. (FV(S Vt) 4+ FV(=u) — FV(s V1) - FV(ﬁu))
- 1—Y+Y((S+T—ST)+(1—U) - (S+T—ST)(1—U))
= 1-Y+Y(SU+TU-STU+1-U)
- 1+Y<7/1’+(SU+TU—STU+X—U))
= 1+ (R-QR+PQR)(-U+ SU+TU — STU)
= 1—RU +QRU + RSU + RTU — PQRU — QRSU — QRTU
—RSTU + PQRSU + PQRTU + QRSTU — PQRSTU.
Los resultados los estaremos ordenando de tal forma que el niimero de variables que
aparece en cada sumando sea no decreciente y donde las letras en cada uno estén en
orden alfabético, como en el ejemplo anterior.

Si bien, el trabajo algebraico que realizamos al resolver estos problemas parece
arduo, hay que tomar en cuenta que la tabla de verdad correspondiente tiene sesenta
y cuatro renglones y hay que hacer siete columnas para obtener el resultado final.

Para hallar el valor de verdad de la proposicién original con la interpretacién
ep)=F, p(q) =V, 0o(r)=V,p(s) =F, o(t) = F y ¢(u) =V, podemos calcular X
usando P=0,Q=1,R=1,5=0,T=0,U =1.

X=1-14140-0-0-0-0+0+04+0-0=1.

Es importante notar que en el caso de la implicacién, puede resultar 1til factorizar
previamente la funcién como sigue:

FV(p=q)=1—-P+PQ=1+P(Q—1).

Esto facilitard el trabajo cuando FV(q) tenga el sumando 1. Por ejemplo:
FV(p = —q) =1 +P(FV(—|q) - 1) =1 +P((1— Q) —,r) —1- PQ.

3. UNICIDAD

Al conjunto de variables de una funcién de verdad f lo denotaremos ;. Una
interpretacion de f es una funcién ¢ : Py — B. Dada una funcién de verdad f y
una interpretacién ¢, denotaremos v(1, f) como el valor de f donde cada una de
las variables X € Py toma el valor ¢(X). En esta seccién vamos a demostrar que
dada una funcién de verdad f, existe un tinico polinomio g : BI¥sl — B con ciertas
restricciones, tal que, para cualquier interpretacion o, v(yp, f) = v(1, g), donde ¢ es
1 intercambiando 0,1 por V, F'.
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Sea f : B¥ — B un polinomio. Diremos que f es vélido si cumple dos condiciones:

1. La primera ya estd indicada en el codominio de f, pero es importante recalcarlo:
Para cualquier interpretacién ¢ de f, v(¢y, f) € B.

2. La segunda se justifica usando el lema 2. En cada monomio de f, cualquier
variable X € By aparece, a lo més, elevada a la potencia 1.

TEOREMA 3. Sean «,f dos formulas bien formadas con *Bo = Bg y fa, [z dos
polinomios tales que FV(a) = fo y FV(8) = f3; fa es el mismo polinomio que fz si
y solo si o= .

Demostracion. Es obvio que si los polinomios son el mismo, los valores de verdad de
a vy de 8 también lo son, con lo que la ida queda demostrada.

Ahora supongamos que o = . Usaremos induccién sobre k = [P, | = |B3].

Si k = 1, hay una proposiciéon atémica, digamos p. En total hay cuatro funciones
distintas:

f1(0) =0 fi(1)=0
f200) =0 fo(1) =1
f3(0)=1 f3(1)=0
f4(0) =1 fu(1)=1

Vamos a ver que cada una de éstas solamente tiene un polinomio asociado y que
cualquier otro polinomio con una variable no es vélido.

Por un lado, dado que las potencias no pueden ser mayores que 1, las tUnicas
posibilidades son de la forma f,(P) = ag + a1 P. Para el caso en que P =0, f, = ag,
por lo que ag € B. Ahora, si P =1, f(P) = ag + a1. Si ag = 0, entonces a; puede ser
061;ysiag=1,a; =06 a; = —1. En cualquier otro caso, el polinomio toma algin
valor que no esta en B. De esta forma:

f1(P) 0
f(P) = P
f3(P) 1
fa(P) 1

- P

Esto demuestra el regreso cuando hay una variable.

Supongamos la propiedad se cumple para k = ¢ variables. Vamos a verificar el caso
k=1/0+1.

Sean « y B dos férmulas bien formadas que en total utilizan ¢ 4+ 1 proposiciones
atémicas, digamos, p1,pa,...,De, Pet1. Supongamos que g( Py, ..., Py, Pry1) = FV(a)
y h(Py,..., Py, Pry1) = FV(B). Tomando en cuenta que la variable Ppiq solamente
puede aparecer a la potencia 0 6 1, entonces:

g(Pl, .. .,Pg+1) 90(P1>~ . .,Pg) —‘rgl(Pl, .. .,Pg)Pngl
h(Pla"'aPE-‘rl) hO(Plv"wPf) +h1(Pla"'aP€)P€+1

Si Py11 = 0, entonces

g(Pl,...,Pg,O) = go(Pl,...,Pg)y
W(Py,...,Pp0) = ho(Py,...,P).

Usando la hipétesis de induccion, gg v hg son el mismo polinomio. Ahora supongamos
que Ppy1=1,9=g¢go+ g1 y h = ho+ hi1. De nuevo, por hipdtesis de induccién, g y h
coinciden, y como gg = hg, entonces g; y hi son el mismo polinomio. Por lo tanto, el
regreso es verdadero en el cason = ¢+ 1. O

Lo relevante del resultado anterior es que podemos usar los polinomios para
decidir si dos proposiciones son equivalentes, o incluso, si un argumento es valido.
A continuacién veremos los detalles para esto.
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4. DEMOSTRACION DE EQUIVALENCIAS

Primero veremos como utilizar polinomios para demostrar que dos proposiciones
son equivalentes. Esto es una aplicacion directa del teorema demostrado en la seccién
anterior.

PROPOSICION 4. Sean p, q,r proposiciones. Tenemos las siguientes propiedades de
los operadores booleanos.
Involucion: —=—p = p.
Conmutatividad: p A q = q A p.
Conmutatividad: pV q = q V p.
Asociatividad: (p Nq) Ar=pA(gAT).
Asociatividad: (pV @) Vr=pV (gVT).
Distributividad: (p Aq)Vr=(pVr)A(gVr).
Distributividad: (pV @) Ar=(pAr)V (gAT).
Ley de De Morgan: —(p A q) = —pV —gq.
Ley de De Morgan: —(pV q) = —p A —gq.
10. Absorcion: (p Aq)V q=q.
11. Absorcidn: (pV q) ANq=q.
12. Forma disyuntiva de la implicacion: p = q = —pV q.
18. Contrapositiva: p = ¢ = —p = —p.

© % RS G oo~

Demostracion. En cada caso, denotaremos X, Y a las funciones de verdad de cada uno
de los dos lados de la equivalencia. Calcularemos X, Y y verificaremos que X = Y’; con
lo que, usando el teorema 3, se demuestra la afirmacién. A continuacién se muestran
algunos casos. El resto se deja como ejercicio para el lector.

2. X=FV(pAq)=PQ.Y =FV(gAp) =QP.
5. X:FV((p\/q)\/r). Y:FV(p\/(q\/r)).
X = (P+Q—PQ)+R—(P+Q—-PQ)R
= P+Q+R—-PQ—-PR—-QR+ PQR.

Y = P+(Q+R-QR)—P(Q+R—-QR)
= P+Q+R—-PQ—-PR—-QR+ PQR

6. X:F\/((p/\q)\/r). YzFV((p\/T)/\(q\/r)).

X = R+PQ-PQR.
Y = (P+R-PR)(Q+R—-QR)
= PQ+PR—PQR+ R + R? — QR — PRQ — PR% + PR*Q
= R+ PQ-PQR.

9. X:Fv(ﬂ(qu)), Y = FV(-p A —q).
X=1-FV(pvg)=1-(P+Q—-PQ)=1-P-Q+PQ.

Y = FV(-p)FV(=¢) = (1-P)(1-Q)=1- P — Q + PQ.
12. X=FV(p=q)=1-P+PQ.Y =FV(-pVq).

Y = FV(p)+Q—-FV(-p)Q
= (1-P)+Q-(1-P)Q
= 1-P+PQ.

O

En algunos casos, como en 2, la demostracién es muy sencilla, es simple consecuencia
de la conmutatividad del producto, otras son un poco mas complicadas, como 5. En
ocasiones un lado es mas sencillo que el otro, como en 6, mientras que a veces ambos
tienen la misma complejidad como en 9.
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5. CONSECUENCIAS TAUTOLOGICAS

En esta seccién veremos como usar funciones de verdad para analizar argumentos.
En [3], [4] y [7] se puede profundizar m&s sobre estos temas.

Si A = {ai,...,ar} es un conjunto de férmulas bien formadas y S es una
fbf, diremos que 8 es una consecuencia tautolégica de A si y sélo si, para toda
interpretacién ¢ de A tal que v(p, ;) =V para 1 < i < k, entonces v(p,8) = V.
Esto se denotard A F 8. Usualmente, lo anterior se suele expresar como sigue:

a1
a2
Qg
Es importante notar que esto es equivalente a
(1) (A ANag) = B,
cuya funcién de verdad es
2) X=1+FV(ay)--- FV(ak)(FV(ﬁ) - 1).
Para demostrar que A F 3, basta con ver que X = 1, lo que implica que (1) es

verdadera para cualquier interpretacion.

Diremos que una fbf, o es una tautologia si es verdadera para cualquier interpreta-
cién (@ F «), es una contradiccion si siempre es falsa (& E —«) y es una contingencia
si no es ninguna de las dos anteriores. Usaremos los simbolos Vj, F para represen-
tar una tautologia y una contradiccién, respectivamente. Claramente, FV(Vp) = 1y
FV(Fp) =0.

De esta forma, vamos a demostrar que (1) es una tautologia para ciertos casos
especificos.

PROPOSICION 5. Las siguientes son consecuencias tautoldgicas:

1. Modus ponens 7. Simplificacion conjuntiva

p PAg
p=q P
.q 8. Amplificacion disyuntiva
2. Modus tollens p
-q .pVyq
p=4q 9. Demostracion condicional
SoTp PAgq
3. Ley del silogismo p=(¢g=r)
pP=4q ST
q=r 10. Demostracion por casos
Sp=r p=r
4. Regla de conjuncion q=r
p pVyq
q LT
SPAg 11. Dilema constructivo
5. Silogismo disyuntivo p=4q
pVyq r=S
-p pVr
C.q S.qVs
6. Regla de contradiccion 12. Dilema destructivo
-p = Fy p : q
— r=s
D gV s

LopVoor
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Demostracion. Probaremos algunos casos, el resto se deja al lector. Calcularemos las
funciones de cada premisa, denotandola Y7, Y5, ..., Y: y la funcién de la conclusién Z.
Al final, se calculard la funcién del argumento X = 1+Y1Y5 - Y (Z — 1), como se ve
en (2). Si X =1, entonces lo que se tiene es una consecuencia tautolégica.

1. Y1=FV(p)=P.Ya=FV(q) =Q. Z=FV(pAq) = PQ.

X =14PQ(PQ—1)=1+ P*Q2=PQ = 1.
2. Y1 =FV(-q)=1-Q. Y, =FV(p=q)=1-P+PQ. Z=FV(~p)=1—P.
X = 14(1-QQ-P+PQ({-P+))

1+ (1 - Q)(=P+P? - P2Q)

= 1-p2

31 = FV(p = q) =1-P+PQ. Y =FV(g =1 =1-Q+ QR.
Z=FV(p=r)=1—P+ PR.

X = 1+4(1-P+PQ)(1-Q+QR)(1-—P+PR-1)

1+ (1—P+PQ)(—P+ PQ— PQR+ PR—PQR+PQR?)
= 1

4- Y1 =FV(p)=P. Y2 =FV(q) =Q.FV(prq) = PQ.
X 1+ (P)(Q)(PQ —1)

= 1+P2Q*=7PQ
= 1
5. Y1 =FV(pVq =P+Q—PQ.Ya=FV(-p)=1—P. Z=FV(q) = Q.
X = 14(P+Q-PQ)(1-P)(Q—1)
= 1+ (F+Q-PQ-P?— PQ+PQ)(Q 1)
= 1
9. Y1 =FV(pAq) = PQ.
v, = FV(p=(g=r))

— 1+P FV(q:>r)—1)
= 1+P 17Q+QR71)
= 1-PQ+PQR.
Z =FV(r) = R.
X =1+ PQ(l - PQ+ PQR)(R—1) = 1.
12.Y,=FV(p=q)=1-P+PQ.Ys=FV(r=s)=1— R+ RS.
Y; = FV(=qV-s)
= 1-Q)+(1-95-1-Q)@1-25)
= 2-Q 8- 1+Q+5-QS

= 1-@Q5.
Andlogamente,
Z =1-— PR.
X = 1+V1YaY35(1-2)

= 1+(1-P+PQ)(1-R+RS)(1-QS)({-PR-)).
Comenzaremos el calculo de lo anterior con:
X1 =(1-P+ PQ)(—PR) = =PR+T?R - P°QR = —PQR.
X5 = X1(1 — R+ RS) = —PQR+PYPR? — PQR*S = —PQRS.
X3 = X5(1 - QS) = —PQRS + PQ*RS* = 0.

Asi,
X=1-0=1.
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O

Como ejemplo, queremos decidir si el siguiente argumentos es una consecuencia
tautoldgica.

P=q
= g
rAs
s Vi
pAt
Lo anterior se puede verificar usando la proposicién 5:

(1) p=g¢q premisa.

(2) r=—¢q premisa.

(3) rAs premisa.

(4) -sVvt premisa.

(5) —(—g) = —r contrapositiva de (2).

(6) g=—-r por (5) e involucidn.

(7) p=-r por (1), (6) y la ley del silogismo.

8) r por (3) y simplificacién conjuntiva.

(9) sAr por (3) y la conmutatividad de la conjuncién.
(10) s por (9) y simplificacién conjuntiva.
(11) ¢ por (4), (10) y el silogismo disyuntivo,

considerando que —(—s) = s.
(12) -p por (7), (8) y el modus tollens.
(13) —-pAt por (11), (12) y la regla de conjuncién.

Si bien, las funciones de verdad no son capaces de verificar que la demostracién
anterior no tiene errores, si permite verificar que tenemos una consecuencia tautologica
(lo que también se puede hacer mediante tablas de verdad):

Y1=FV(p=¢q)=1-P+ PQ.

Yo=FV(r=-¢)=1-R+R(1-Q)=1-QR.

Y; =FV(rAs)=RS.

Yy=FV(-sVt)=(1-94+T-(1-8)T=1-5+S5T.

Z=FV(-pAt)=1-P)+T-(1-P)T=1—- P+ PT.

V1Vo=(1-P+ PQ)(1-QR)=1—- P+ PQ — QR.

Y125 =(1— P+ PQ — QR)(RS) = RS — PRS — QRS + PQRS.

V1YaY3Yy = (RS —PRS— QRS+ PQRS)(1— S+ ST)
RST — PRST — QRST + PQRST.

>
I

1+ 1YaY3Ya(Z — 1)
= 14 (RST — PRST — QRST + PQRST)({ — P + PT — })
= 1.

Ahora consideremos el argumento:

Vg

p=r

r&t

oot
Yi=FV(pVqg) =P+Q—PQ
Yo=FV(p=r)=1—P+ PR.
Ys=FV(ret)=1-R—-T+2RT
Z=FV(t)=T.
YiVo=(P+Q - PQ)(1-P+PR)=Q — PQ+ PR.
1. = (Q—-PQ+ PR)(1—R—-T+2RT)

= Q-PQ-QR— QT+ PQR+ PQT + PRT + 2QRT — 2PQRT.
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X = 1+4VYVLY5(Z-1)
= 1-Q+PQR+QR+QT — PQR — PQT — QRT + PQRT
En este caso, la funcién de verdad no es 1, por lo que no tenemos una consecuencia
tautolégica. Si queremos encontrar una interpretaciéon que muestre lo anterior, pode-
mos resolver la ecuacién X = 0. Buscamos un 0 usando los primeros sumandos del
polinomio 1 — @ = 0, con lo que @ = 1. A partir de ahi, queremos que el resto de los
monomios sean 0, lo que conseguimos con P =R =T = 0.
En el caso de la proposicion

(VAT VEA(=g) = (p=7)A(gV1),
la funcién de verdad es
X=1—PR—-PTI'+PQR+ PQT +2PRT — 2PQRT.

Si queremos encontrar una interpretacion que cumpla las mismas condiciones que el
ejemplo anterior, de nuevo, tomamos monomios del principio que hagan que el valor
sea 0. En este caso, 1 — PR = 0 con lo que P = R = 0. Notemos que, por la forma
en la que propusimos ordenar los sumandos, los siguientes cumplen alguna de dos
condiciones:

1. Tienen el mismo nimero de variables que PR, pero no son las mismas.

2. Tiene maés variables que PR.

Asi, si el resto de las variables son 0, en este caso Q = T = 0, tendremos que
X — (1 — PR) = 0; ya sea porque alguna variable que no es comun vale 0 o, en
el segundo caso, porque incluso si usa P y R, habra alguna adicional igual a 0. Por
ejemplo, PT = 0, ya que T es una variable que no usaba PR, mientras que 2PRT =0
ya que, aunque PR =1, T = 0. Si, por el contrario, queremos una interpretacion tal
que X =1, es obvio que P=Q = R=T = 0 sirve.

Con esto concluimos nuestro estudio de las funciones de verdad. Hemos visto cémo
el uso de polinomios puede ser empleado para trabajar con proposiciones. Si bien,
en algunas ocasiones es necesario realizar varias operaciones para llegar al resultado
simplificado, el trabajo para hacer algo equivalente con tablas de verdad también
puede ser muy laborioso.
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USO DE LA HERRAMIENTA DE SIMULACION MATLAB
PARA SOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS Y
SUS APLICACIONES

LUIS A. VASQUEZ TOLEDO

Resumen

En estas notas se exponen con detalle y de manera autocontenida las herramientas béasicas de
la teoria de los espacios de Hilbert complejos de dimensién infinita, que son necesarias para
un primer estudio, matemaéaticamente riguroso, de la mecdnica cuantica. En la dltima parte
incluimos una introducciéon axiomatica a la mecénica cudntica y una breve exposicion del modelo
del oscilador armoénico y de la teoria de estados cuanticos Gaussianos.

Introducciéon

Las herramientas de simulacion, hoy dia, juegan un papel indispensable en la vida académica
y profesional en diversos aspectos (laboral, personal, familiar, de entretenimiento, de negocios,
etc.). Una herramienta muy utilizada en la actualidad en distintas disciplinas es MATLAB.
MATLAB es un programa comercial que permite realizar una gran variedad de cdlculos mate-
maticos y técnicos, es un potente lenguaje disefiado para computacién técnica. El nombre de
MATLAB proviene de MATrix LABoratory, puede ser utilizado en computacién matematica,
modelado y simulacion, analisis y procesamiento de datos, visualizacién y representacién de gra-
ficos, asi como para el desarrollo de algoritmos.

MATLARB es ampliamente conocido y utilizado en universidades e institutos para el aprendizaje
en cursos basicos y avanzados de mateméticas, ciencias y, especialmente, ingenieria. Recien-
temente la Universidad Auténoma Metropolitana adquirié la licencia con una suscripcion de
“Campus-Wide License de MATLAB” para todo el personal y alumnos. Estd disponible para
las plataformas Unix, Windows, macOS y GNU/Linux.

Una herramienta de simulacién es un componente fundamental para el disefio, la implementa-
cién y el monitoreo de los sistemas, permiten predecir el comportamiento de diferentes eventos
que se pueden presentar en el sistema, por lo que el objetivo primordial del presente manual
estd dirigido a estudiantes que utilizan MATLAB por primera vez y que no tienen conocimientos
previos sobre programacion. Este manual se puede utilizar como un libro de texto para estudian-
tes de los primeros cursos de ingenieria y ciencias bésicas, asi como para estudiantes avanzados
o incluso para seminarios orientados al aprendizaje de MATLAB. El presente manual también
pretende ser una referencia en cursos mas avanzados de ciencias e ingenieria, donde MATLAB
se utilice basicamente como una herramienta para la resolucién de problemas.

En la unidad 1 “Fundamentos de MATLAB”, el objetivo es aprender los fundamentos de: ope-
raciones bésicas, creacion de funciones, etc. Al final de la sesién debemos estar en condiciones
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de crear también ficheros guién (“script”) y funciones sencillas.

En la unidad 2 “Gréaficas con MATLAB” se adentra al alumno en el disefio de funciones que
sirvan para mostrar graficamente resultados. Las graficas en el entorno de computaciéon con
MATLARB son una parte natural, es decir, son sencillas. La grafica de los resultados de los calcu-
los puede efectuarse con algunos comandos. Esta unidad se escribié con la intencién de ayudar
al lector a hacer precisamente esto.

La unidad 3 “Aplicaciones en Comunicaciones Analdgicas y Comunicaciones Digitales”, se en-
foca en mostrar aplicaciones que se utilizan en campos importantes en Telecomunicaciones.
Algunas de las aplicaciones son: el teorema de muestreo, el proceso de cuantizacién y codifica-
cién, la modulaciéon en amplitud, los cédigos de linea, densidad espectral de potencia, etc. En
este capitulo se desarrolla la parte tedrica y el desarrollo matematica de las posibles aplicaciones.

En la unidad 4 “Series y Transformada de Fourier” se adentra al alumno al manejo de MATLAB
para resolver series de Fourier y trasformada de Fourier para la representacién de senales perié-
dicas y las no periédicas deterministicas respectivamente. También se muestra la parte tedrica
y el desarrollo matematico de la serie y transformada de Fourier.

En la unidad 5 “Aplicaciones en Propagacién y Desvanecimientos” se analizan y simulan los
fendmenos presentes en la propagacién de la sefial en el espacio libre, como son canales con
desvanecimientos lentos, canales con desvanecimientos rapidos, radio enlace, zonas de Fresnel,
célculo de altura de las torres, entre otros. Cabe mencionar que estos anélisis pueden servir para
los sistemas celulares 5G, ya que una de las propuestas para 5G es el uso de nuevas técnicas
de acceso al medio, NOMA (acceso multiple no ortogonal), en el cual uno de los requerimientos
es calcular las ganancias de canal de cada usuario, para el cual es necesario el calculo de los
desvanecimientos como se realiza en esta unidad.

En la unidad 6 “Aplicaciones en Modulacion y Telefonia”, se trataran ejemplos sobre modulacién
QAM vy se calcula la probabilidad de bit erréneo, se simulan redes jerarquicas, utilizadas en la
telefonia y se calcula la probabilidad de bloqueo.

En la unidad 7 “Aplicaciones en Sistemas Celulares”, se enfoca en mostrar la simulacién de
celdas celulares, usuarios con movimientos en las celdas. Esto puede servir para analizar el com-
portamiento de los usuarios en una red 5G. También se muestra un ejemplo para NOMA en una

red 5G.

Finalmente, MATLAB nos ofrece una herramienta llamada Simulink, la cual es un entorno de
simulacion multidominio y diseno basado en modelos mediante diagrama de bloques, esto se
aborda en la unidad 8 “Introduccién a Simulink”. En la Tabla 1 se presentan las UEA’s en las
que se pueden aplicar los temas desarrollados en este manual.
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Tabla 1: Unidades Ensenanza-Aprendizaje Licenciatura.

Divisiéon CBI

Clave UEA Plan de estudios
2130039 Célculo Integral

2131084 Temas Selectos de Mateméticas Aplicadas 11

2131106 Matematicas Discretas

2131110 Disefio de Experimentos

2131145 Probabilidad I Licenciatura en Matematicas
2131167 Simulacion

2150008 Introduccién a la Programacion
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1. Fundamentos de MatLab

“Fundamentos de MatLab” es una seccién que serd ttil al discente como un tutorial para
aquellos que van iniciando su aprendizaje en MATLAB. Antes de iniciar a leer este material,
recomendamos al alumnado instalar el software de MATLAB en su ordenador y, posterior a
ello, abrir la ventana de comandos. La ventana de comandos es el espacio principal donde se
ingresan los comandos, aqui el alumnado escribe instrucciones y puede ver los resultados al
concluir las operaciones. La ventana de comandos en MATLAB es como la que se muestra en
la Figura 1.

4\ MATLAB R2014b IO ES
BT ot (RO g =
- L New Varabie Analyze Code
L3 Gd L Oedres 2 3~ o
Open Variable v 5> Run and Time o,
New New Open ) Compere  Import Save 4 £ ENVIRON
Sorigt v - Data {/} Clear v 4 Cear - - =
FRE VARAERE cooe
&% O » C. » Users » John » Documents » MATLAB - p
Current Folder Ol Command Window IO Workspace
MName New to MATLAB? Watch this Video. see Examples or X! Name Value

read Gatting Stated FH ans 4

ana =
4

> | . m ’

Command History v

Select a file to vew details

Figura 1: Ventana de comando en MATLAB.

1.1. Ventana de comandos

Una vez descargado e instalado el sofrware MATLAB, la instruccién para abrir MATLAB en
un ordenador con sistema operativo Uniz seria tecleando:

>matlab

Para abrir el sofrware MATLAB en Macintosh o Windows, haga clic en el icono de MATLAB.
Una vez iniciado el software MATLAB aparece la ventana de comandos (ver Figura 1), en la
cual aparece el siguiente simbolo>>. Seguido de este simbolo, se teclean los “comandos” que se
explican en esta seccién.

Si se desea salir de MATLAB, el procedimiento es similar para Uniz, Macintosh o Windows,
y se debe teclear la siguiente instruccion:

>>quit
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Una de las instrucciones que se utiliza con mayor frecuencia en MATLAB, es la instruccién
help. Esta instruccién despliega una explicacién de los comandos y, en algunos casos, incluso
se incluyen ejemplos que ayudan al alumnado a entender de manera sencilla y ficil cada uno de
los comandos bajo cuestion. Un ejemplo seria el siguiente:

help log Al teclear esta instruccién vemos que log significa logaritmo natural,
y la funcién logaritmo base 10 se denotara como logyg.

Una de las principales ventajas que nos ofrece MATLAB radica en la flexibilidad para la gestién
de las variables. Es decir, del hecho que no es necesario declarar los nombres de las variables,
ni el tipo de variable, ni tampoco es necesario declarar la dimensién de un arreglo. Todo esto
es debido a que los nombres de las variables en MATLAB no son diferentes para las variables
enteras, reales y complejas, es decir, cualquier variable puede adoptar valores reales, complejos
0 enteros.

Como ya se menciond, aunque no es necesario declarar los nombres de las variables, hay que
tener mucho cuidado con las variables que se emplean, ya que algunas variables en el entorno
de MATLAB tienen asignados ciertos valores, nombres de funciones o nombres de comandos.

Una forma rapida y sencilla de verificar si el nombre de una variable es valido en MATLAB
seria ejecutandolo desde la ventana de comando. Es decir, que un ejmeplo de lo que acabamos de
comentar seria introducir la instrucciéon x=9, si ésta es aceptada, generard una respuesta como
la que se muestra a continuacién:

>>x =
9

De lo contrario, si se intenta asignar un valor a la palabra end,
es decir, si se introduce end = 4,se producira un error, dado
que end es una palabra reservada del lenguaje. Ahora, si se
utilizan los comandos sin y cos como nombres de variables, es >> cos = Sin * 2
decir, que no tengan relacién con las funciones trigonométricas

cosenoidales, como las que se muestran a la derecha...

>> stn =3

...las operaciones continuaran ejecutandose, sin embargo, las funciones trigonométricas sin y cos
dejaran de estar disponibles si han sido sobrescritas como nombres de variables, a menos que se
utilice el comando clear o se reinicie el entorno de MATLAB, es decir, adquieren nuevamente
la funcién sin y cos. Las variables ¢ y j estan reservadas para denotar el valor imaginario unita-
rio, v/—1; por tanto, si un célculo incluye variables complejas es recomendable evitar el uso de i
y j como variables definidas por el usuario con el fin de evitar conflictos o resultados incorrectos.

En la Tabla 2 se presentan ejemplos de los nombres de variables reservados que tienen significado
especial (Gilat, 2008).
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Tabla 2: Variables especiales.

Variable Significado Valor
eps Epsilon 2.2204¢16
pi T 3.14159...
iyj Unidad imaginaria V-1
inf Infinito 00
NaN No es ntimero
date Fecha
flops Contador de operaciones de punto flotante
nargin Numero de argumentos de entrada de una funcién
nargout Numero de argumentos de salida de una funcién

1.2. Funciones matematicas en MATLAB

MATLAB cuenta con numerosas funciones matematicas, que resuelven tareas especificas.
la Tabla 3 se muestran algunas de estas funciones especificas (Gilat, 2008).

Tabla 3: Variables especiales.

Funcién T. Comentarios ‘ Funcién T. Comentarios

sin(x) V(@) Raiz cuadrada de x

cos(x) real(z) Parte real del valor comple-
jox

tan(x) imag(x) Parte imaginaria del valor
complejo x

asin(z) conj(x) Conjugado complejo z

acos(z) round(x) Redondear al entero mas
cercano

atan(x) —m/2 > atan(x) > 7/2 fiz(x) Redondear al valor real ha-
cia cero

atan2(y, ) —m > atan(y,z) > 7 floor(x) Redondear x hacia —oo

sinh(x) ceil(x) Redondear x hacia +o0

cosh(z) sign(x) +lsiz>0; —-1siz <0

tanh(zx rem(x,y) Residuo al dividir: = — y *
fix(z/y)

asinh(zx) exp(x) Base exponencial e

acosh(z) log(x) Logaritmo base e

abs(x) Valor absoluto de log10(x) Logaritmo base 10

angle(x) Angulo de fase de un valor complejo

1.2.1. Variables de arreglo
En MATLARB, se distinguen dos clases principales de variables tipo arreglo:

(a) Unidimensional

(b) Bidimensional
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Variable de arreglo unidimensional. Los arreglos unidimensionales pueden adoptar la for-
ma de una fila o una columna, lo que los vincula directamente con los conceptos de vectores fila
y columna, respectivamente. En este contexto, un arreglo en forma de fila equivale a un vector
fila, y uno en forma de columna corresponde a un vector columna.

En el entorno MATLAB, para definir los elementos de un vector fila, se separa cada uno de los
elementos ya sea con un simple espacio o con una coma (, ), y estos elementos se colocan entre
corchetes ([1), como se indica en el siguiente ejemplo:

>>x=[13579

Que, como ya se menciond antes, es lo mismo que tener:

>>x=[1,3,5,7,9]

Ahora veamos un ejemplo de la variable de arreglo tipo vector fila, en este se puede observar que
la variable de arreglo tipo wvector fila "x", contiene los primeros 5 niimeros impares. Sabiendo
esto, se puede definir la la variable de arreglo tipo wvector fila con un incremento o decremento
fijo como se presenta a continuacién:

>r=1:2:9

Aqui, el primer valor es el limite inferior del arreglo, el segundo valor nos indica el incremento,
que en este ejemplo en especifico es un incremento de 2 en 2, y el tercer valor es el limite superior
del arreglo. Una vez mencionado esto, a continuacién se presenta lo que da como resultado en
el entorno:

r=13579

Una vez que ya tenemos la variable de arreglo tipo vector fila, si requerimos conocer y desplegar
(imprimir) un elemento en particular de este arreglo, lo que debemos teclear es la instruccion z
(subindice). Aqui, el “subindice” indica el elemento seleccionado del arreglo.

Ejemplo, si insertamos la instruccién z(2), los arreglos se enumeran de 1 a n, estamos solicitando
que se despliegue el valor contenido en la posicion niimero dos del arreglo, a lo que el sistema
mostrard en pantalla lo siguiente:
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En el entorno MATLAB, para definir los elementos de un vector columna es muy similar a
la de una variable de arreglo tipo wector fila, excepto que aqui, para separar cada uno de los
elementos del arreglo se emplea el delimitador de punto y coma (;). A continuacién se presenta
un ejemplo de como se debe de declarar una variable de arreglo tipo vector columna:

>>x =[1;3;5;7;9]

Una vez declarado la variable de arreglo tipo wvector columna se presenta a continuacién lo que
se produce en el entorno:

© g ot W

Podemos observar que al escribir la instruccién x=[1;3;5;7;9], los elementos del arreglo se
despliegan en pantalla como se observa arriba. De lo contrario, si no se desea la impresién de
los elementos del arreglo se debe colocar al final de la instruccién el signo de punto y coma (;)
como se presenta a continuacion:

>>x =[1;3;5;7;9];

En el entorno de MATLAB podemos procesar operaciones basicas entre variables de arreglo
como son:

(a) Suma
(b) Resta
(c¢) Multiplicacién
(d) Divisién
Si x y z son arreglos del mismo tipo (vector fila o vector columna) y, tienen la misma longitud

(es decir, la misma cantidad de elementos), entonces = y z se pueden sumar, restar, multiplicar
o dividir empleando los operadores aritméticos de arreglos (Gilat, 2008).

y=z+x
Yy=z—
Y=2z.%Z

y==z/x
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Ejemplo 1.1 Ejemplo de suma entre arreglos
>>1x=[4,2,8,12,6,4];

>>y=1[2,1,4,6,3,2];

>> 2z =2+ Y;

>>z

z2=6 31218 96

Ejemplo 1.2 Ejemplo de resta entre arreglos
>>x =[4,2,8,12,6,4];

>>y=1[2,1,4,6,3,2[;

>> 2= —y;

>>z

z=21463 2

>>x = [4,2,8,12,6,4];
>>y=1[2,1,4,6,3,2];
>> 2z =x.*%Y;

>>z

z2=2146 32

Ejemplo 1.4 Ejemplo de division entre arreglos
>>x =[4,2,8,12,6,4];

>>y=12,1,4,6,3,2];

>>z=uz./y;

>>z

z=21463 2

| Ejemplo 1.3 Ejemplo de multiplicacién entre arreglos

Los operadores .x y ./ son operadores asignados para realizar la multiplicacién y la divisién
de arreglos respectivamente. El operador mateméatio que realiza la potenciacién de arreglos se
ilustra a continuacion:

N ’ wA”
w=y."2; Aqui se observa que se coloca un punto (.) antes del operador . En
este caso, w se convierte en un vector de la misma longitud que y.
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En algunas ocasiones, se requiere agregar elementos a los arreglos ya sea al principio o al final. Por
ejemplo, consideremos el siguiente arreglo = = [1, 3], al cual, se le desea agregar un elemento de
valor 5 al final del arreglo. Para realizar esta accion, se debe escribir la instruccion es la siguiente:

>>x = [z, 5]

Ahora, si lo que se desea es agregar el elemento al principio del arreglo la instruccién seria la
siguiente:

>> 1 =[5, ]

Por otro lado, si x es una variable de arreglo tipo vector columna basta con cambiar el signo de
coma (,) por el signo de punto y coma (;). Si necesitamos conocer el niimero de elementos que
contiene un arreglo se debe usar el comando length( ). Por ejemplo, si la variable de arreglo
tipo vector fila es x = [1,3], la instruccién que se debe escribir para conocer el nimero de ele-
mentos que contiene el arreglo es length(x), lo que despliega:

ans

Variable de arreglo bidimensional. Las variables de arreglo bidimensional, que es lo mismo
que una matriz en MATLAB, se puede definir con la siguiente instruccién:

b=11,2,3;4,5,6;7,8,9]

La instruccién anterior despliega lo siguiente:

b=
123
456
789

Una vez que se declara un arreglo bidimensional se puede acceder a un elemento en particular
de este, por ejemplo, si se desea acceder al elemento de valor 4, el cual esta ubicado en la fila 2
y columna 1, entonces la instruccién para acceder a este elemento seria la siguiente:

b(2,1)

En el manejo de arreglos bidimensionales, es posible referenciar una fila o columna completa
mediante el operador de dos puntos (:). Ejemplificando lo anterior, la instruccién b(1,:) denota
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la primera fila de la matriz b, mientras que b(:, 3) hace referencia a su tercera columna.

@ Ambos casos se interpretan como estructuras vectoriales unidimensionales.

1.3. Instrucciones de control (sentencias)

En esta seccién se describiran las estructuras para las sentencias if, for, while y break. Antes
de adentrarnos en las sentencia, a continuacién presentaremos los operadores mayor que, menor
que, igual o mayor que, igual o menor que y diferente de respectivamente (Gilat, 2008):

1.3.1. Sentencia if

. ) if(condicién)
La sentencia if siempre debe de terminar con .
i ) > Operaciones
la palabra reservada end, la sintaxis para esta end

sentencia es la siguiente:

La estructura condicional if puede complementarse también con las sentencias else o elseif,
y estas servirdn para evaluar multiples condiciones. Es importante destacar que el operador
elseif puede utilizarse sucesivamente y sin limitaciones, permitiendo asi una verificacion es-
calonada de tantos casos como sean necesarios. A continuacién, se presenta un ejemplo de la
estructura de varias sentencias elseif y else:

if(condicion 1)
> Operacionl
elsei f(condicion 2)
> Operacion2
elsei f(condicion 3)
> Operacion3

else
> OperacionN
end

1.3.2. Sentencia for

En la estructura de la sentencia for siempre debe terminar con end. La sintaxis para una es-
tructura de la sentencia for es la siguiente:
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for variable = limite;, ferior : incremento : limitesyperior
> Operaciones
end

Se observa que la variable se inicializa con el valor de limite inferior, y la ejecucién se de-
tendra cuando la variable alcance el valor del limite superior, esta se incrementara por pasos
dependiendo del valor de la variable incremento.

1.3.3. Sentencia while

En la estructura de una sentencia while esta siempre se debe terminar con la palabra reservada
end. La sintaxis para una estrcutura de la sentencia while es la siguiente:

while(condicién)
> Operaciones
end

1.3.4. Sentencia break

La funcién de una sentencia break es la de terminar la ejecucién de un ciclo for o while. Esta
sentencia se emplea de la siguiente manera:

for variable = limite;y, ferior : incremento : limitegyperior
if(condicion), break, end
> Operaciones
end

Al ejecutar los comandos, MATLAB memoriza las variables utilizadas. Los valores de estos
comandos permanecen en la memoria hasta que uno finaliza el programa de MATLAB o hasta
que se borran las variables, ya sea de manera individual o de manera general. Si empleamos el
comando clear, lo que sucederé es que borrard todas las variables guardadas, por otro lado, si
solo se desea borrar algunas variables en especifico, sus nombres se indican después de la palabra
clear.

A continuacién, se muestra el ejemplo para borrar una variable en especifico:

>> clear x

Cuando utilizamos el comando clc lo que sucederd serd que borraremos sélo la ventana de co-
mandos, a continuacién se presenta la sitaxis para este comando:
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>> cle

1.4. Funciones que facilitan los calculos

En estd seccion se describiran algunas funciones que nos ayudan a realizar cdlculos y nos ahorran
el desarrollo de lineas de cddigo, asi como tiempo (Gilat, 2008).

1.4.1. Maximo y minimo

Uno de los cédlculos méas utilizados en el entorno de MATLAB es encontrar el valor mdzimo o
minimo de un arreglo. Por ejemplo, consideremos un arreglo x como el que se muestra a conti-

nuacion:
>>x=[2,1,4,6,3,2];

>>x=(2,1,4,6,3,2];

>>y = z(1);

>> for k=1:length(x)
Si se requiere hallar el elemento con valor mdzi- if (k) >y
mo de este arreglo, se deberian escribir las ins- y = z(k);
trucciones que se muestran a la derecha. else ’

Yy=1y;
end
end

Pero, en MATLAB esta configurado el comando max(variable). El cual, al ser aplicado a la
variable x, lo que se desplegard al ejecutar dicho comando, sera el valor mdximo del arreglo,
quedando almacenado en la variable y de la siguiente manera:

>>1x=[2,1,4,6,3,2];
>> y = max(z);

Comparando el resultado aplicando max (x) con el codigo anterior, se observa que utilizando las
herramientas que ofrece MATLAB nos facilita y nos ahorra lineas de c6digo. Analogamente,
para conocer o desplegar el elemento de valor minimo de un arreglo, podemos utilizar el comando
min, como se muestra a continuacion:

>> 7 =2,1,4,6,3,2];
>> y = min(x);
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1.4.2. Sumatoria

Otro de los comandos que podemos encontrar en el entorno de MATLAB, es el comando
sum(variable), el cual realiza la suma discreta de los elementos de un vector o matriz x. Para
los vectores tanto de fila como de columna, sum calcula la suma total de los elementos. Si = es
una matriz, se calcula la suma discreta de cada columna y como resultado se obtiene un vector
tipo fila, el cual estara formado por las sumas de todas las columnas. En resumen, la manera de
realizar la suma varia segtn la estrucutra de los datos.

» Para vectores (tanto fila como columna), devuelve un escalar con la suma total de todos
sus elementos.

e En el caso de matrices, opera a nivel columna, calculando la suma de cada columna y
retornando un vector fila compuesto por estas sumas parciales.

A continuacién se presentan ejemplos de lo antes descrito:

Ejemplo 1.5 Ejemplo de sumatoria de un vector
>> sum([2, 1, 5]);
>>ans =

8

Ejemplo 1.6 Ejemplo de sumatoria de una matriz
>> sum([2,1,5;9,8,5]);
>> ans =

11 9 10

1.4.3. Ordenar

La funcién sort que se encuentra en el entorno de MATLAB ordena los elementos contenidos
dentro de un vector de manera ascendente. El argumento puede ser un wvector fila, un vector
columna o una matriz. Su comportamiento varia segin el tipo de entrada como se describe:

o Para vectores (fila o columna): La funcién ordena todos sus elementos.

o Para matrices: Se realiza el ordenamiento de manera independiente en cada una de las
columnas.

A continuacion, se presentan ejemplos de aplicacién:

Ejemplo 1.7  Ejemplo de ordenar de un vector
>> sort([2,1,5]);
>> ans =

125
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Ejemplo 1.8 Ejemplo de ordenar de una matriz

>> sum([9,1,5;2,8,4]);

>> ans =
21 4
9 8 5

1.4.4. Variables Aleatorias

Una de las ramas de las ciencias mateméticas mas utilizadas en el anélisis de sistemas de comuni-
caciones es la probabilidad, debido a que es necesario caracterizar los fenémenos que ocurren en
el sistema. Y mas especifico, el estudio de la distribucién uniforme. En el entorno de MATLAB,
existe una herramienta para generar variables aleatorias distribuidas uniformemente (rand), y
esta se logra con el comando rand(n), donde n especifica el tamano de la matriz de los niimeros
aleatorios que se deben generar. Si n = 1, se devuelve un solo ntimero aleatorio que esta entre 0
y 1. Si lo que se desea es generar una variable aleatoria con distribucién normal (Gaussiana), el
comando utilizado es randn.

1.5. Creacién de archivos M

Hasta ahora, el trabajo se ha limitado a la ventana de comandos, ya que esta es apropiada si se
ejecutan instrucciones breves, si no hay que teclear mucho cédigo o si se desea hacer el llamado
de alguna funcién. De no ser asi, conviene que el usuario escriba un archivo “M” de subrutina o
un archivo “M” de funcion, ya que permite guardar el archivo y, posteriormente, pueden reali-
zarse correcciones tantas veces se necesite.

Para elaborar un archivo “M” en Macintosh o Windows, se deben seguir los siguientes pasos:

(a) Clic en el ment File (Archivo) en la parte superior de la ventana de comandos.
(b) En New, aparecerd una ventana nueva.

(c) Para guardar el archivo haga clic en Save AS del ment File.

(d) Guarde el archivo con el siguiente formato, nombre.m (ejemplo: funcion.m).

(e) El archivo puede ejecutarse desde la ventana de comando escribiendo el nombre del archivo
sin la extensién seguido de Enter (Gilat, 2008).

Para crear un archivo “M” en sistemas Unix inicie MATLADB desde el directorio destino donde
se almacenaran los archivos. Abra simultdneamente un editor de texto en esa misma ubicacién
empleando cualquier programa de edicién disponible. Modifique el contenido en la ventana del
editor y guarde los cambios manteniendo la sesién activa. Asigne al archivo la extension obliga-
toria .m. Después, nos dirigimos a la ventana de MATLAB y ejecutamos el cédigo ingresando
el nombre del archivo sin la extensién segin lo indicado por (Gilat, 2008).

El simbolo % dentro de archivos “M” denota comentarios, y todo el texto posterior a este
caracter en la linea sera ignorado durante la ejecucién. Estos comentarios incorporados estra-
tégicamente mejoran la documentacién del cédigo al explicar el propodsito de cada una de las
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variables y estructuras que conforman el archivo.

Ejemplo 1.9 Ejemplo de creacién de un archivo “M” empleando el comando
rand

Como ya se coment6 en la seccién anterior, el comando rand genera variables aleatorias con
distribucién uniforme entre 0 y 1, es decir, genera un ntimero aleatorio ente estos dos ntimeros.

Si lanzamos una moneda legal, la probabilidad de que salga cara o salga cruz es la misma, es
decir, de 0.5. Desarrolle el c6digo que simule la accién de lanzar una moneda y que calcule
la probabilidad de que salga cara.

Para dar solucion a este problema, utilizaremos la definicion de probabilidad relativa, la
cual nos dice que para calcular la probabilidad de un evento, el evento se tiene que repetir
un ntmero grande de veces y, ademas, contabilizar los eventos que salen favorables. Una vez
realizado esto, para el calculo de la probabilidad sélo se toma el promedio, es decir, dividir
el nimero de eventos favorables que se contabilizaron entre eventos totales.

A continuacién presentamos el cédigo que determina la probabilidad de que salga cara al
lanzar una moneda.

Caédigo 3.1.
1 k=0;
2 t=10000;
3 for i=1:t
4 x=rand (1) ;
Cédigo 5 if x <= 0.5 "
6 k=k+1;
7 end
8 end
9 P=k/t

Una de las grandes ventajas de los archivos “M” es que dentro de estos se pueden mandar a
llamar a otros archivos “M”. Ahora a estos archivos se denominan archivos “M” de funcion.

1.6. Crear archivos M de funcién

Para desarrollar funciones propias en el entorno de MATLAB, las cuales pueden ser equivalen-
tes a las subrutinas y funciones de otros lenguajes, se deben crear archivos “M” (Gilat, 2008).

Para desarrollar funciones personalizadas en MATLAB equivalentes a subrutinas o funciones
de otros lenguajes de programacién se deben implementar archivos “M”. Estos archivos “inde-
pendientes” contienen la definicién completa de las funciones y operan como unidades modulares
autocontenidas, y como se presenta en (Gilat, 2008), las funciones almacenadas en archivos
“M” externos cumplen el mismo rol estructural que las subrutinas en otros entornos de progra-
macion.
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1.6.1. Funcién que devuelve una sola variable

En los sistemas de comunicaciones se requiere convertir sefiales continuas a senales discretas en
el tiempo, y este proceso se realizada midiendo la senal en momentos periddicos del tiempo.
A este proceso se le conoce como muestreo y, en efecto, en el entorno de MATLAB podemos
encontrar esta funcién a través del comando sampling. Consideremos la siguiente ecuacion:

Suponiendo que el archivo “M” se guarda como ec_a.m, su cédigo es el siguiente:

Cadigo 3.2.
Cédigo 1 function y=ec_a(x)
2 y=sin(x) ./x;

Podemos observar del cédigo 3.2 que el nombre del archivo “M” es idéntico al nombre de la
funcion (que aparece a la derecha del signo de igual). En el archivo “M” se utilizan los operadores
aritméticos de arreglos, asi el argumento = puede ser un niimero escalar, un arreglo tipo vector
o una matriz. Una vez que se guarda ec_a.m como archivo “M”, este se puede mandar a llamar
desde la ventana de comandos o incluso dentro de otro archivo “M”. Explicado lo anterior, si
escribimos la siguiente instruccién:

>>y = ec_a(20)

El entorno de MATLAB desplegara lo siguiente:

y —
0.0456

En otro ejemplo, si ahora trabajamo con una matriz, como la que se presenta a continuacién:

>> x = [10, 20; 5, 30];
>>y =ec_a(z)

El resultado también serd una matriz como la que se presenta abajo:

>>Y=;
—0.0544 0.0456
—0.1918 —0.0329
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1.6.2. Funcién que devuelve multiples variables

Continuando con el tema de funciones, podemos mencionar que una funcién puede devolver mas
de una variable. Por ejemmplo, supongamos una funcién que tiene que evaluar la media y la
desviacion estandar de una serie de datos y, para devolver las dos variables, utilizaremos un
vector en el miembro izquierdo del enunciado de la funcién como se puede observar abajo:

Cadigo 3.3.

1 function [media, dvstd] = ec_b(x)
Cédigo 2 n=length (x);

3 media = sum(x)/n;

4 dvstd = sqrt(sum(x.”2)/n - media."2);

Para utilizar esta funcién, el miembro derecho del enunciado de llamada también debe ser un
vector. El c6digo anterior debe guardarse como ec_b.m. Entonces:

>S>e=[15346589 2 4
>> [m,d] = ec_b(x)

113 2

El Cédigo 3.3 entonces generard y almacenara en las variables “m”y “d” el valor de estas dos
operaciones como se puede observar a continuacion:

1.6.3. Funcién que utiliza otra funcién

En secciones previas, se habia comentado que el argumento de una funcién puede ser el nombre
de otra funcién. Por ejemplo, supongamos la siguiente ecuacion:

ec_c= f(a)+2f(b)+ f(c)

donde

f(z) esla funcién que se nombraria en el argumento.

Ejemplo 1.10 Ejemplo de una funcién que utiliza otra funcion
El siguiente codigo ilustra una funcion ec__c.m que calcula la ecuacion anterior:
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Caodigo 3.4.
1 function mp = ec_c(nombre_f, a, b, c)
Cédigo 2 mp = (feval(nombre_f, a)+2*feval (nombre_f, b)+feval(

nombre f, c));

En el cddigo anterior, nombre__f (una variable de cadena) es el nombre de la funcion f(x).
Si f(x) es la funcion seno, nombre__f serd sin. feval (nombre_f) es un comando de
MATLAB que evaltia la funcién llamada nombre__f para el argumento x. Por ejemplo,
y = feval('sin’, x) equivale a y = sin(x).

Si queremos evaluar ec__a para la funcion definida por ec_c (el Cédigo 3.4 se guardé como
ec_c, se guardé como archivo “M”) con a = 10, b = 20 y ¢ = 30, entonces, el comando:

>> A=-ec_c(ec_d,10,20,30)

Produce

0.0040

El nidmero de argumentos de entrada y de salida de feval debe coincidir con el formato de
la funcién nombre__f. A partir de este tema todos los codigos se consideran que son creados
en archivos “M”. m

1.7. Coémo utilizar MATLAB con senales de tiempo continuo

Una senal de tiempo continuo z(¢), dada por una expresién matemética puede definirse y gra-
ficarse a través del entorno de MATLAB. Para tener una mejor comprension de los términos,
se sugiere que el alumnado se familiarice con los comandos béasicos del entorno de MATLAB
revisando diferentes tutoriales o libro de texto.

Un ejemplo de una senal continua en el entorno de MATLAB puede ser representada como z(t):

2
z(t) = e 01t sin(gt)

Una grafica de x(t) vs. ¢, para un intervalo
de valores de t, puede generarse median-

t = 0:0.1:30;
x = exp(-.1%t) .*sin(2/3*t);

AW N e

te MATLAB. Por ejemplo, para un inter- plot (t,x)
valo r entre (0 y 30 segundos, con incre- ax}z([o 30 -1 1)
5 gri

mentos de 0.1 segundos, las instrucciones

1 1('Ti !
de MATLAB para generar x(t) son: xlabel ("Time (sec)™)

7 ylabel('x(t)"')

(=]

En el cédigo, los valores de tiempo para los que x se grafica, se almacenan como elementos en el
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vector t. Cada una de las expresiones exp(-.1%t) y sin(2/3%t) crea un vector con elementos
iguales a los de la expresion evaluada en los valores de tiempo correspondientes. Los vectores
resultantes deben multiplicarse, elemento por elemento, para definir el vector x. Como se ve en
el comando x=exp(-.1*t).*sin(2/3*t), las operaciones elemento por elemento necesitan un
punto antes del operador. Entonces, mediante el comando plot(t,x), = se grafica contra t.

El comando axis se utiliza para sobrescribir los valores predeterminados (por lo general, los
predeterminados son aceptables, y este comando no se necesita). Es importante destacar que el
uso del comando axis varia segun la version de MATLAB que se utilice. La grafica resultante
de x(t) aparece en la Figura 2. Observe que la grafica que genera MATLAB es en forma de
caja, y los ejes son etiquetados como se muestra.

0.8 /\
0.6 [ \
0.4

N ~

x(t)
|
\\
/
>
\

P W
ot N\
N\

—0.6

-08

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s)

Figura 2: Gréfica en MATLAB para la sefial z(t) = e " sin(3t).

Es importante tomar en cuenta que, cuando generemos graficas de sefiales de tiempo continuo
con MATLAB, el incremento en el escalén de tiempo debe elegirse lo suficientemente pequeno
para generar una grafica suave. Si el incremento se elige demasiado grande (para una senal dada),
entonces cuando los valores de la sefial se conecten mediante lineas rectas (en la generacién por
computadora de la grafica), el resultado sera que la grafica se verd dentada. Para ver este efecto,
invitamos al lector a que ejecute de nuevo el programa anterior, utilizando un incremento de

tiempo de 1 segundo para graficar z(t) = e~ 01t sin(gt).

2. Graficas con MATLAB

En el entorno de MATLAB las ecuaciones matemaéticas se pueden expresar en relacion de una,
dos, tres o mas dimensiones, sin embargo, entender estas ecuaciones sin la ayuda de gréaficas
resulta muy complicado. Es por esto que el empleo de graficas en la ingenieria en general es muy
importante, y mas en aquellas areas de estudios cientificos y de ingenieria, e incluso hoy en dia



Uso DE LA HERRAMIENTA DE SIMULACION MATLAB PARA SOLUCION
DE PROBLEMAS MMATEMATICOS Y SUS APLICACIONES 111

en las areas médicas (Gilat, 2008).

En los lenguajes disponibles en las décadas pasadas resulta complicado presentar los resultados
con graficas. Las graficas en el entorno de computacién con MATLAB son una parte natural, es
decir, son sencillas, y esto conlleva a que los resultados obtenidos de diferentes cdlculos, puedan
desplegarse con sencillos comandos. Analizar las ecuaciones matematicas a través de gréficas
es una forma atractiva y eficiente de aprender matematicas. En esta seccién se presentaran los
temas mas relevantes sobre las graficas en MATLAB con la intencién de ayudar al alumnado
a adquirir los comandos béasicos del entorno.

2.1. Graficas simples

Suponga que se desea graficar lo siguiente:

{.’L‘(to), x(tl), :I?(tg), .’L‘(t3), ooy ac(tN), }

En este punto, lo primero que hay que realizar es adecuar tanto ¢ como y en arreglos idénticos,
es decir, convertirlos en arreglos de tipo fila o de columna de la misma longitud. El comando
a emplear para desplegar el grafico es plot, la manera de emplearse este comando se puede
observar en el cédigo 4.1, el cual produce la grifica de la Figura 3 (Gilat, 2008).

Cddigo 4.1.

1 t=0:0.05:2;
Codigo 2 y=cos (2%pixt);

3 plot(t,y)

0.8F \ \ /[
0.6 | \ ",““ \ / 1
0.4 r \ ,‘"" \ ‘,‘"J 1

0.2F \ ;"' \ / 1

Figura 3: Grafica usando plot sin asignar etiquetas a los ejes.
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Para agregar etiquetas en los ejes se utilizan los comandos xlabel y ylabel. Para agregar un
titulo en la grafica se utiliza el comando title, esto se muestra a continuacién en el siguiente
cédigo 4.2, el cual produce la grafica de la Figura 4.

Cadigo 4.2.
1 t=0:0.05:2;
2 y=cos (2xpixt);
Cadigo 3 plot(t,y)
4 xlabel ('t ')
5 ylabel('y ')
6 title('Grafica del coseno')

Grafica del coseno

. 7N . 7

\ \ /
O = 8 = \ “‘;‘ \ ,'"

06F |\ / \ [
04f | / \ [

02t | / \ W

Figura 4: Grafica de la Figura 3 con etiquetas en los ejes.

2.2. Graficas con marcas

En las graficas del entorno de MATLADB se pueden representar los datos de manera puntual, es
decir, colocar marcas en cada uno de los valores sin que estos estén conectados entre si por lineas.
En la Tabla 4 se presentan algunos de los tipos de marcas o letras que se pueden utilizar. Si se
desea graficar con un solo tipo de marca, lo que se debe hacer es colocar el simbolo después de
las coordenadas en los argumentos de plot. La grafica producida por el codigo 4.3 se muestra
en la Figura 5 (Gilat, 2008).

Cadigo 4.3.
1 t=0:0.05:2;
2 y=cos (2xpixt);
Cédigo s plot(t,y, '+ ')
4 xlabel ('t ')
5 ylabel('y ')
6 title('Grafica del coseno con marcas')
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Tabla 4: Marcas para graficas.

Tipo de marca Simbolo
Punto

Mas +
Estrella *
Circulo o

Marca x X

; Grafica del coseno con marcas
+ ' ++

08 + + + 5 |

0.4} 1

0.2 1

Figura 5: Grafica con marcas.

2.3. Colores y tipos de lineas

En relacién a las lineas con las que se unen los valores en las graficas de MATLAB, en la Tabla
5 se pueden observar cuatro tipos diferentes de lineas (Gilat, 2008). Se hace notar que el tipo
de linea por omisién es el continuo, y si se desea desplegar alguna grafica con algun tipo de linea
en particular, se debe especificar la marca de linea después de las coordenadas como se presenta
en el ejemplo siguiente:

plot(x,y,’~")

En términos de color las opciones de pueden observar en la Tabla 6. Para asignar un color
especifico a una grafica se debe colocar el simbolo del color, asi como se realizé para el tema de
la marca. Si es el mismo proceso que para los tipos de linea, en el argumento del comando plot,
debemos escribir de la siguiente manera:
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Tabla 5: Tipos de lineas.

Tipo de linea Simbolo

Continua —
Guiones ——
Punteada

Guiones y puntos —.

plot(x,y,’g’)

Tabla 6: Colores de lineas.

Color de linea Simbolo

Rojo
Amarillo
Magenta
Turquesa
Verde
Azul
Blanco
Negro

?T‘@@‘Qﬁgﬁﬁ

Tanto el tipo de linea como el color se pueden combinar en una grafica de MATLAB, y en el
ejemplo siguiente se puede observa como es la sintaxis de una grafica con marcas + en color verde:

plot(x,y,’+g’) Grafica los datos con marcas 4 en color verde.

2.4. Eje y reticula

El valor minimo y el valor maximo de los ejes coordenados, las marcas de la escala, asi como
los valores de las coordenadas en las marcas de escala el entorno de MATLAB los asigna de
manera automatica. Sin embargo, es posible modificar la forma del marco, asi como los valores
minimos y valores maximos de las coordenadas con el comando axis (Gilat, 2008).

Para modificar la forma del entorno figura, a una forma “cuadrada”, se tiene que colocar la
siguiente sintaxis:

axis(’square’)
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Si se desea que los ejes de coordenadas y las marcas de escala se omitan, se debe colocar la
siguiente instruccién:

axis(’off”)

Si ahora colocamos la instruccion axis(’on’), lo que sucederd, sera que se cancela la instruccién
previa que fue (axis(’off’)). El valor maximo y el valor minimo de las coordenadas en una
grafica se pueden especificar con la siguiente instruccion:

T T

Las lineas que se salgan de estos limites seran recortados. El comando axis se utiliza después de
plot para poder modificar el drea de visualizacién. Por ejemplo, en el c6digo 4.4 que realiza la
grafica del coseno (Figura 6), si queremos sélo graficar la parte del eje = con un rango de entre
[0.75, 1.25] y del eje y con un rango de entre [0 1], se deben escribir las siguientes instrucciones:

Caédigo 4.4.

1 t£t=0:0.05:2;

2 y=cos (2*xpix*xt);

3 plot(t,y, '+ ')

4 axis([0.75, 1.25, 0, 11)

xlabel ('t ')

ylabel ('y ')

title('Grafica del coseno utilizando axis')

Codigo

ot

N o

1 Grafica del coseno utilizando axis

+ -
0.9 1

0.7r g

0.6 -+ il 4

03F SE & af

02 q

0 . . . . .
0.8 0.9 1 14 1.2

t

Figura 6: Uso de axis.
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2.4.1. Reticula

En las graficas del entorno de MATLAB se puede agregar una reticula a la grafica con el
comando grid on. Por otro lado, la acciéon que realiza el comando grid off es la de elimi-
nar la reticula en la gréfica (Gilat, 2008). Si se utiliza de manera simple el comando grid,
la accién que se realizard serd la de activar y desactivar la reticula alternadamente. El cédi-
go 4.5 es un ejemplo del empleo del comando grid on, el cual produce la grafica de la Figura 7.

Caédigo 4.5.

1 t=0:0.05:2;

2 y=cos (2*xpix*xt);

3 plot(t,y)

4 grid on

5 xlabel ('t ')

6 ylabel('y ')

7 title('Grafica del coseno con reticula')

Cédigo

Grafica del coseno con reticula

0.8F \"» ;/ \\ // |
0.6 "‘\ / \ “.‘” 1
04r | / \ /A

02 | / \ a—

02 \ / \ / 1
0.4 \ / \ / 1
06 f \ \ / I

-08 1 \\ ’/, \ ,"‘v 4

Figura 7: Grafica usando reticula.

2.5. Graficas polares

Uno de los diferentes tipos de graficos en el entorno de MATLAB son las graficas polares. Para
realizar la grafica de una funcién en coordenadas polares se emplea el comando polar (Gilat,

2008). El c6digo 4.6 es un ejemplo del empleo del comando polar, el cual produce la grafica
de la Figura 8.
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Caédigo 4.6.
1 £t=0:0.05:pi+0.01;
2 y=sin(3*t) .*xexp(-0.3%t);

Caodigo 3 polar(t,y)
4 title('Grafica polar')
5 grid
Grafica polar
90 1
120 60
0.8
0.6
150 30
0.4 o
i )
. X X
R 0.2
\ N, / ,//

\\.\\ \\ _(’—_._/‘/
180 *% e 0
/\
\

210 W 330

240 300
270

Figura 8: Gréfica usando el comando polar.

2.6. Graficas logaritmicas y semilogaritmicas

En el drea de ingenieria, la escala logaritmica es muy ttil tanto en calculos matematicos como en
la generacion de graficas. En el entorno de MATLAB, las funciones pueden graficarse en una
escala log-log con el comando loglog como se muestra en el cédigo 4.7. Este cédigo produce
la grafica de la Figura 9 (Gilat, 2008).

Cadigo 4.7.

1 t=0.1:0.1:3;

2 x=exp(t);

3 y=exp(t.*sinh(t));
Cédigo 4+ loglog(x,y)

5 title('Grafica log-log')

6 xlabel( 'x ')

7 ylabel( 'y ')

s grid
En la Figura 9 se observa que, tanto el eje horizontal como el eje vertical, estan en escala
logaritmica. Si queremos cambiar esta caracteristica, que sélo uno de los ejes esté en escala loga-
ritmica, por ejemplo el eje y, el comando utilizado es semilogy, como se muestra en el siguiente
codigo 4.8. El resultado de aplicar esta instruccién se puede observar en la grafica de la Figura
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Grafica log-log

Figura 9: Grafica en escala logaritmica.

10.

Cadigo 4.8.
1 t=0.1:0.1:3;

Cadigo

2
3

y=exp(t.*xt);
semilogy (t,y)

4 title('Grafica semilogy')
5 xlabel( 't ')

¢ ylabel( 'y ')

7 grid

De forma similar, si lo que se desea es el eje = en escala logaritmica el comando utilizado es
semilogx.

2.7. Miultiples curvas

En el entorno de MATLAB si se desea desplegar dos o méas curvas con una sola grafica em-
pleando el comando plot, se debe escribir todos los conjuntos de coordenadas repetidamente con
el comando plot. En el siguiente codigo 4.9, se presenta es un ejemplo de lo antes explicado,
el cual produce la grifica de la Figura 11 (Gilat, 2008).



Uso DE LA HERRAMIENTA DE SIMULACION MATLAB PARA SOLUCION
DE PROBLEMAS MMATEMATICOS Y SUS APLICACIONES 119

Grafica semilogy

104 ; :

103 F / i

0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 10: Grafica en escala semilogaritmica.

Cadigo 4.9.

1 t=0:0.05:2;

y=cos (2*%pixt);

z=sin (2*pix*t);

plot(t,y,t,z)

xlabel ('t ')

6 ylabel('y, z ')

title('Grafica del coseno y seno ')
s grid

=W N

Codigo

t

~

El entorno de MATLAB elegird automaticamente diferentes tipos y colores de linea para las
diferentes curvas contenidas dentro de una misma grafica. Aunque, el usuario puede especificar
el color de la linea, el tipo de linea e incluso el tipo de marca para representar los datos, y
esto es posible indicandolo después de cada par de coordenadas. A continuacién presentamos un
ejemplo de cémo se deberia colocar la sintaxis:

plOt(X7Ya7',aXaZ7,*,)
plOJC (X7y, ’ : ’ 7X7Z7’*g’)
plOt (Xa%’r’aXvZ’?y’)

2.7.1. Retencion

Hasta este punto de las notas hemos graficado las curvas en una sola operacion con el comando
plot. Sin embargo, frecuentemente se tiene la necesidad de anadir alguna curva a una grafica
que ya se desplegé. Esta necesidad puede ser solventada con el comando hold on. En el siguiente
codigo 4.10, se presentan las instrucciones para resolver esta necesidad de anadir una curva,
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Grafica del coseno y seno
N2 5/ \ / \ /
08—\ ‘N\ J/ \\ "“.‘ /A

04l /[ \ \ / S / i

Y,z

Figura 11: Multiples curvas.

el codigo despliega la grafica de la Figura 12 (Gilat, 2008).

Cadigo 4.10.

1 t=0:0.05:2;

2 y=cos (2*pix*xt);
3 plot(t,y)
4

hold on
Codigo 5 z=sin (2*pix*xt);
6 plot(t,z, '=- - ")
7 xlabel ('t ')
s ylabel('y(-), z(C '= = ")
9 title('Grafica del coseno y seno ')
10 grid

Una vez que se ha agregado el comando hold on, la grafica se mantiene en la pantalla e incluso
si se ejecuta otro cédigo. Debido a esto, se requiere insertar el comando hold off tanto al prin-
cipio como al final para que las nuevas graficas agregadas a los ejes borren las graficas existentes
y restablezcan todas las propiedades de los ejes. El siguiente codigo 4.11 es un ejemplo del uso
del comando hold on.
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Grafica del coseno y seno
T ERa
o ]

T T

0.8
0.6
0.4

0.2

y(-) z(--)

Figura 12: Multiples curvas.

Cdédigo 4.11.

1 clear; clf; hold on

2 t=0:0.05:2;
3 y=cos(2*pix*t);
4 plot(t,y) hold on
Codigo 5 z=sin (2*pix*xt);
6 plot(t,z, '- - ') hold on
7 xlabel('t ') ylabel('y(-), z(- -)

title('Grafica del coseno y seno
grid

El comando hold on es un comando que resulta indispensabble
una grafica que tarda mucho en desplegarse. Por este motivo, los comandos para modificar los
parametros de las figuras tales como:

1 Los ejes,
2 El mapa de color
3 Los angulos de perspectiva

4 El eje de color, entre otros,

)
)

Cuando graficamos diferentes curvas empleando el comando hold on, se recomienda especificar
los valores minimos y maximos de los ejes coordenados con el comando axis, ya que si no se
realiza esta especificacion, los limites se determinaran por default
primera curva.

con base en los datos de la

cuando se estd trabajando

se pueden modificar después de haber desplegado una figura, sin embargo, cada vez que se ejecute
un comando nuevo se dibujara la figura completa. Para reducir el tiempo, se sugiere emitir todos
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los comandos de los pardmetros antes de graficar, retener la figuran con el comando hold on, y
luego el comando de plot.

2.7.2. Leyenda

En las graficas del entorno de MATLAB se pueden agregar leyendas a estas, utilizando el co-
mando legend. El siguiente c6digo 4.12 es un ejemplo de como se utiliza el comando legend,
el cual produce la grifica de la Figura 13 (Gilat, 2008).

Cédigo 4.12.

1 t=0:0.05:2;

2 y=cos (2*pix*t);
3 plot(t,y)
4

hold on
o 5 z=sin (2*pi*t);
Codigo 6 plot(t,z, '= - ")

7 legend( 'cos ', 'sin ', 2)
s xlabel ('t ')

9 ylabel('y(-), z( '=- - ")
10 title('Grafica del coseno y seno ')
11 grid

Grafica del coseno y seno

\ ‘ okt \ cos
0.8 \/ 3 / N ‘ - ———sin |

061 1\ 7\ -

0.2 ""‘ \ 3 ‘,‘"‘ ‘-‘b \ ‘,": 7

y() z(--)

Figura 13: Gréafica con legend.

El primer pardmetro es nombre o etiqueta para la primera grafica, el segundo parametro corres-
ponde a la segunda gréfica, el tercer parametro corresponde a la posicién de la leyenda.
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2.7.3. Figura

Es posible abrir miltiples ventanas de graficos con figure. Si sélo se utiliza una ventana, no hay
necesidad de usar este comando, pero si se requiere trabajar en mas de una ventana de graficos
se pueden abrir con este comando. Si se requiere volver a activar una ventana de algin gréafico
que ya se habia desplegado, se puede utiliar el comando figure(n). Este comando reactivara
la n-ésima ventana, donde n es el nimero secuencial de figura que aparece en la parte superior
de la ventana de graficos. Las propiedades de las figuras, como su tamano, ubicaciéon, mapa de
color asignado, etc., pueden modificarse.

2.8. Subgraficas

Con el comando subplot podemos desplegar diferentes gréaficas en una misma ventana de figura,
es decir, distribuir en m por n graficas en una sola ventana de figura. La sintaxis la presentamos
a continuacién (Gilat, 2008):

subplot(m,n,k)

Los argumentos m, n y k son nimeros enteros.

En esta sintaxis, tanto m como n, representan un arreglo de m por n graficas, por lo que k es el
nimero secuencial de la grafica (cuadrante). El siguiente c6digo 4.13, es un ejemplo del empleo
del comando subplot, el cual produce la grifica de la Figura 14.

Con el comando subplot podemos trazar un arreglo vertical de dos gréaficas con las siguientes
instrucciones:

subplot(2,1, 1), plot (...

subplot(2,1,2), plot (...

De forma similar, trazamos una fila de dos gréficas con:

subplot(1,2, 1), plot (...

subplot(1,2,2), plot (...
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Cédigo

2.9.

Cadigo 4.13.

[ T e R R

16

Version tridimensional de una grafica

clear; clf
t=0:0.05:2;
x=cos (2*%pix*t);
y=sin (2*%pix*t);

z=(cos (2*%pixt)) . ~2;
w=(sin (2*pix*t)) . 2;

subplot (2,2,1)
plot (t,x)

xlabel ('t ')
ylabel('x ')
title ('Subgrafica
grid on

subplot (2,2,2)
plot (t,y)

xlabel ('t ')
ylabel('y ')
title ('Subgrafica
grid on

subplot (2,2,3)
plot (t,z)

xlabel ('t ')
ylabel('z ')
title ('Subgrafica
grid on

subplot (2,2,4)
plot (t,w)

xlabel ('t ')
ylabel ('w ')
title ('Subgrafica
grid on

3

El comando plot3 es un comando para generar graficas en la version tridimensional de plot.
Para el comando plot3, todas las reglas y comandos que ya explicamos para plot se pueden
aplicar también. El siguiente c6digo 4.14, es un ejemplo de cémo desplegar una grafica 3D, el
cual produce la gréfica de la Figura 15 (Gilat, 2008).

Cédigo

Cddigo 4.14.

1
2
3
4

[}

6

10
11
12
13

clear, clf
t=0:0.1:20;
r=exp(-0.2%t);
th=pi*t*x0.5;
z=t;

x=r.*cos (th);
y=r.*sin(th) ;
plot3(x,y,z)
hold on

plot3([1,1], [-0.5,01,

xlabel ( 'X ');
ylabel ( 'Y ');
zlabel ( 'Z ');

[0,0]1)
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Figura 14: Grafica usando subplot.

También puede utilizarse el comando axis como se presenta a continuacién.

aXiS([xmim Tmaz; Ymins; Ymazx; Zmin; Zma:v])

Aplicaciones en Comunicaciones

Conceptos béasicos de senales

Dos de los campos méas importantes para un ingeniero en telecomunicaciones son las comuni-
caciones analégicas y comunicaciones digitales, ya que son la base y son fundamentales en la
formacién en su profesion. En esta seccién nos enfocaremos en mostrar algunas aplicaciones que
se utilizan para dichos campos, como son el muestreo de las senales, la cuantizacion, la modu-
lacién, la representacién de las senales digitales mediante cédigos de lineas, entre otros.

Una senal x(t) se considera una funcién, la cual, se asume que tendra valores reales o escalares
de la variable independiente ( ¢). Cuando hablamos de un término con valor real significa que
cualquier valor que tome ¢ (fijo), la sefial x(t) resultara en un nimero real. Cuando a ¢ se le asig-
nan estos valores (), se dice que es una variable de tiempo continuo y, por lo tanto, la sefial x(t)
también se considera como una senal de tiempo continuo, o en su defecto, una senal analdgica
como se estudia en (Oppenheim, Willsky, & Nawab, 1998). Existen infinidad de seniales
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Figura 15: Gréfica en 3D.

analégicas, sin embargo los ejemplos mas comunes de este tipo de senales los podemos asociar
con sefiales de voltaje, senales que representan ondas de corriente de un circuito eléctrico, la voz,
seniales de audio, ondas musicales, representacion de la velocidad de un cuerpo en movimiento,
cualquier tipo de fuerza mecénica, cualquier senal bioeléctrica (electrocardiogramas (ECG) o
electroencefalogramas (EEG)), flujos de liquidos, etc. Por naturaleza, las sefiales contintias x(¢)
no siempre son ficiles de representar a través de una funcién matematica, por lo que es muy
complejo intentar darle esta representacién. Por ejemplo, si consideramos una senal de voz de
duraciéon de 50 ms como la que se observa en la Figura 16, aqui se escucha la pronunciacién
de la palabra should, la cual queda representada por estas variaciones cuando transciende de la
“sh”a “u”.

Esta expresion, al ser complicada de expresar, las variaciones de amplitud al pronunciar la pala-
bra no se especifican en forma matematica, sino que se establecen como un conjunto de muestras
tal y como lo menciona (Kamen & Heck, 2008). Analizando nuevamente la Figura 16, z(t)
que es la sefial de la voz, puede representarse a través de un conjunto de muestras como se
observa a continuacién.

Consideremos a x(t), la cual expresa la senal de voz de la Figura 16. Esta senal puede repre-
sentarse mediante el conjunto de muestras como se presenta a continuaciéon:

{(E(to), :c(tl), :L’(tg), (l?(tg), 000 :E(tN), }

En donde:

x(t;) valor de la senal cuando es evaluada en un t;, donde ¢ toma valores de
0,1,2,..., hasta N.
N +1 serd el nimero de puntos muestreados.
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Figura 16: Segmento de un didlogo de la palabra should.

Para representar cualquier sefial x(¢) en un conjunto de muestras como las presentadas arriba,
se le realiza a la senal x(¢) el proceso de muestreo. Ademads, de poder con esto obtener la re-
presentaciéon matematica de una senal, las sefiales también pueden analizarse en términos de su
“contenido de frecuencias” o “espectro en frecuencia”. Cuando hablamos de representar a una
sefial en términos de su espectro en frecuencia podemos utilizar la transformada de Fourier, la
cual se abordara en la siguiente seccién (Seccion 4).

Una senal puede presentar una transformaciéon de su variable independiente como (Kamen &
Heck, 2008):

e Corrimiento de tiempo
e Inversiéon de tiempo

e Escalamiento de tiempo

3.1.1. Corrimiento de una senal en el tiempo

Una senal x(t) puede presentar corrimiento de tiempo si esta sefial se desplaza en el eje del
tiempo, es decir, representa una version de z(t) desplazada como se pude observar en la Figura
17 (Kamen & Heck, 2008).

o El valor de tg puede ser negativo o positivo.
x(t) o x(t—t,)
|
t tn t
(a) Senal original (z(t)) (b) senal desplazada (z(to))

Figura 17: Corrimiento en tiempo de una sefial.



Uso DE LA HERRAMIENTA DE SIMULACION MATLAB PARA SOLUCION
DE PROBLEMAS MMATEMATICOS Y SUS APLICACIONES 128

to positivo = Retardada

x(t —to)

to negativo = Adelantada

Ejemplos de corrimiento de una senial en el tiempo pueden ser las sefiales de radar, sonar, pro-
cesamiento de senales sismicas, etc.

Ejemplo 3.1 Corrimiento de una senal en el tiempo

El siguiente codigo 5.1 realiza el corrimiento de una senal en el tiempo como se puede ver
en la Figura 18.

Cdédigo 5.1.

9% Desplazamiento

tl=—1:0.1:0:x1=[0xtl ]:

t2=0:0.01:1;x2=[1+0%t2 ];

t3=1:0.01:2:x3=[—t3+2]:

t4=2:0.01:3;x4=[0xt4]:

t=[tl t2 t3 t4]:x=[x1 x2 x3 x4];

plot(t,x, r’, ’LineWidth’, 2, ’DisplayName’,’Senal

original *);

g grid on;

9 hold on:

10 %% Desplazamiento—Retraso por 3 unidades u

1 to=3;

2 plot(t+to,x, k’, 'LineWidth’, 2, DisplayName’,’ Senal
retrasada’);

L N N

Cadigo

5

13 %% Desplazamiento—Adelanto por 3 unidades

14 xlabel (°t’, 'FontName’, 'Times’, ’Fontsize’, 14);

15 ylabel (’Amplitud’, 'FontName’, ’Times’, ’Fontsize ,
14);

16 title (' Desplazamiento de una seal *, 'FontName’,
Times’, “Fontsize’, 16);

17 plot(t—to,x, g’ , 'LineWidth’, 2, DisplayName’,’Senal
adelantada ) ;

3.1.2. Inversién de una senal en el tiempo

Una senal z(t) puede presentar inversién en el tiempo si esta sefal se invierte en ¢ = 0, es
decir, representa una versién de z(t) invertida (z(—t)) como se pude observar en la Figura 19
(Kamen & Heck, 2008).

Ejemplos de la inversiéon de una senal en el tiempo pueden ser una grabacién de audio pero que
se reproduce en sentido contrario.
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Figura 18: Corrimiento en el tiempo de una senal.

x(t)

(a) Senal original (z(t)) (b) senal invertida (z(—t))

Figura 19: Inversién en tiempo de una senal.

Ejemplo 3.2 Inversion en tiempo de una senal

El siguiente codigo 5.2 realiza la inversién en tiempo de una senial como se puede ver en la
Figura 20.

Codigo 5.2.

1 %% Inversion

2 t1=—1:0.01:0:x1=[0xtl ]:

3 t2=0:0.01:1:x2=[1+0%t2];

4 t3=1:0.01:2;x3=[—t3 +2];

s t4=2:0.01:3;:x4=[0xt4]:

6 t=[tl t2 t3 t4];x=[x1 x2 x3 x4];

7 plot(t,x, r’, “LineWidth’, 2, ’DisplayName ,’ Senal
original ")

s grid on;

Cédigo 9 hold on;

10 %% Inversion

n t_inv=—t;

12 xlabel (’t’, ’FontName’, 'Times’, *Fontsize’, 14);

3 ylabel (’Amplitud’, °FontName’, 'Times’, ’Fontsize’
14):

s title (’Inver. de una senal’, ’FontName’, ’Times’,
Fontsize’, 16);

15 plot(t_inv ,x, k’, "LineWidth’, 2, ’DisplayName’,’
Senal invertida’);
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Inversion de una senal

Senal original
Senal invertida |
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Figura 20: Inversién en el tiempo de una senal.

3.1.3. Escalamiento de una senal en el tiempo

Una senal x(t) puede ser escalada en tiempo si esta senial se modifica por un factor n que afecte
la variable independiente (t), es decir, una senal cuyo argumento se vea multiplicado o dividido
por este factor n como se pude observar en la Figura 21 (Kamen & Heck, 2008).

Ejemplos del escalamiento en tiempo de una senal puede ser una grabacion de audio, es decir,
para la sefial z(nt) la grabacion de audio serd n veces mas rapida, lo contrario para para la senal
x(t/n), donde la grabacién de audio serd n veces mas lenta.

Ejemplo 3.3 Expansiéon en el tiempo de una senal

El siguiente codigo 5.3 realiza la expansion en tiempo de una sefial como se puede ver en
la Figura 22.

Cadigo 5.3.

tl=—1:0.01:0:x1=[0xt1 ]:

t2=0:0.01:1;x2=[1+0%t2];

t3=1:0.01:2:x3=[—t3+2]:

t4=2:0.01:3:x4=[0xt4 ]:

t=[tl t2 t3 t4]:x=[x] x2 x3 x4];

plot(t,x,’r’, "LineWidth’, 2, ’DisplayName’ ,’ Senal
original ’);

7 grid on;

8 hold on;

= T S TR,

Cédigo 9 9% Expans. n=2 "
10 n=2;
11 t_compr=nxt;
12 xlabel (’t’, ’FontName’, 'Times’, 'Fontsize’, 14);
3 ylabel (’Amplitud’, ’FontName’, ’Times’, ’Fontsize’,
14);
4 title (’Expans.’, ’FontName’, 'Times’, ’Fontsize’,
16)
15 plot(t_compr,x,’k’, *LineWidth’, 2, ’DisplayName’,’

Senal expandida’);
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x(t)

(a) Setial original (z(¥))
/ x(nt)

(b) Sefial (z(nt))

x(t/n)

(c) Senal (z(t/n))

Figura 21: Escalamiento en tiempo de una sefial.

Ejemplo 3.4 Compresion en el tiempo de una senal

FEl siguiente codigo 5.4 realiza la compresion en tiempo de una sefial como se puede ver en
la Figura 23.

Codigo 5.4.

t1=—1:0.01:0:x1=[0xtl];

t2=0:0.01:1:x2=[1+0%t2 ]:

t3=1:0.01:2:x3=[—t3+2]:

t4=2:0.01:3;x4=[0xt4];

t=[tl t2 t3 t4]:x=[x] x2 x3 x4]:

plot(t,x,’r’, "LineWidth’, 2, ’DisplayName ,’Senal
original 7);

7 grid on;

s hold on;

9 %% Compres n=2

[ T

=N

Cadigo
10 n=2;

11 t_compr=t/n;

12 xlabel (’t’, 'FontName’, 'Times’, “Fontsize’, 14);

13 ylabel (’Amplitud’, ’FontName’, ’Times’, ’Fontsize ,
14);

14 title ( Compres. de una senal’, ’FontName’, ’Times’,
>Fontsize’, 16);

15 plot(t_compr,x,’k’, "LineWidth’, 2, ’DisplayName’,’
Senal comprimida’);

En la siguiente seccién, se presentan algunas senales de tiempo continuo, y las cuales se pueden
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Senal original
0.9 Senal expandida
0.8
0.7
= 0.6
/—' 0.4
0.3
0.2
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0
2 1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 22: Expansion en el tiempo de una sefial.

expresar en forma matematica.

3.1.4. Funcién escalén unitario y rampa unitaria

Las sefiales de tiempo continuo béasicas e indispensables en los cursos de MATLAB son la
funcion escalén unitario y la funciéon rampa unitaria. La funcién escalén unitario se representa
como u(t) y la funcién rampa unitaria se representa como r(¢). La funcién escalén unitario se

puede observar en la Figura 24(a) y la funcién rampa unitaria se puede observar en la Figura
24(b) (Kamen & Heck, 2008).

u(t) | r(r)
2 ]

[ Y A
\
-

0 1 2
(a) (b)

w +
o
-

Figura 24: Funciones: (a) escal6n unitario y (b) rampa unitaria.

La representacién matematica para una funcién escalén unitario (u(t)) se presenta a continua-
cion:
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Compresion de una seiial
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Figura 23: Compresion en el tiempo de una senal.

1, t>0
D :{ 0, t<0 (1)

Para este material, la funcién escalon unitario se define con una amplitud de u(t) es igual a 1
para toda t > 0.

En algunos casos, dependiendo la bibliografia consultada, la funciéon de escalén unitario
estd definido como u(0) = 1, mientras que en otros estd definido como u(0) = 0.

Si la variable K se considera como un nimero real diferente de cero, entonces, Ku(t) es la fun-
cién escalén tomando como valor de amplitud el valor que se le asigne a K para valores mayores
o iguales a cero (¢t > 0). Consideremos una senal de tiempo continuo z(t), y si a esta sefial
le aplicamos la operacién de producto con una funcién escaldn, es decir, xz(t)u(t), el resultado
serd igual a x(t) para los valores que tome ¢t mayores o iguales a cero (¢ > 0). Para cuando ¢
tome valores menores a cero (¢t < 0), el resultado del producto sera cero. En conclusién, realizar
la multiplicacién una senal z(¢) por una funcién escalén (u(t)), resultara en eliminar cualquier
valor diferente de cero de z(t) para t < 0.

La representacion matematica para una funcién rampa unitaria (r(¢)) se presenta a continuacién:

T(t):{ t,  t>0 (2)

0, t<0
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En esta representacién matematica podemos observar que para ¢t > 0, la pendiente de r(t) es
de valor 1 (m = 1), por lo que se considera que 7(t) tiene “pendiente unitaria”. Derivado de lo
anterior, es que a 7(t) se le conoce como la “funcion rampa unitaria”. Si nuevamente, la variable
K es un numero escalar (ntmero real) cualquiera diferente de cero, la funcién rampa Kr(t),
tendra una pendiente m que tomara los valores de K para t > 0.

Analizando estas dos funciones, podemos observar que la funcién rampa unitaria r(t) se puede re-
presentar como la integral de la “funcion escalon unitario” u(t) como se presenta a continuaciéon:

r(t) = / Cud (3)

Caso inverso, podemos identificar a la lra. derivada de 7(t) respecto a ¢ es igual a u(t),
excluyendo a ¢t = 0, donde la derivada de (%) no estd definida.
Ejemplo 3.5 Funcidén escal6n unitario

El siguiente codigo 5.5 grafica la “funcion escalon unitario”, y la grafica que despliega este
c6digo se observa en la Figura 25.

Cddigo 5.5

9%J Funcion escalon

1
2 t = —5:.001:5;
3 uo = heaviside (t);
4 plot(t,uo, LineWidt’ ,3, Color’,’r’);
s axis([—=5 5 —1 2])
Cédigo 6 hold on;
7 plot([=5 5]1,[0 O])
g plot ([0 O],[—1 2])
9 grid on;
o title ("Grafica de la se al escalon unitario u_{0}(t)")
11 xlabel(’Variable independiente t )
2 ylabel(’u(t)’)
[]

Ejemplo 3.6 Suma de escalones unitarios

El siguiente Cédigo 5.6 grafica la suma de diferentes escalones unitarios como se puede
observar en la Figura 26.
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Grafica de la senal escalon unitario uo(t)
2
1.5
1l
< o0s
0
-0.5
1 |
5 0 5
Variable independiente t
Figura 25: Grafica de la funcién escalén unitario.
Cadigo 5.6.
1 9% Suma de escalones unitarios "x(t)=u(t + 1) 2u (t
—D)+u(t—3)"
2 t = —2:.001:2;
3 f = heaviside (t+1)—1xheaviside(t—1)+lxheaviside (t—3)
- ; u
Cédigo 4 plot(t,f, LineWidt’,3, Color’,’r’);

5 grid on

6 title (’Combinacion de senales escalon unitario’)
7 xlabel(  Variable independiente t’)

s ylabel("u(t)’)

) Combinacion de senales escalon unitario
-

09+
08
07t
06+
o5t
04
03
02}

0.1F

2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Variable independiente t

Figura 26: Suma de escalones unitarios del ejemplo 3.6.

Ejemplo 3.7 Suma de escalones unitarios

El siguiente Codigo 5.7 grafica la suma de diferentes escalones unitarios como se puede

observar en la Figura 27.
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Codigo 5.7.
1 f = heaviside (t+1)—heaviside (t —1)+2xheaviside (t —3)
—2xheaviside (t —=5)+2xheaviside (t —=7)—2xheaviside (t
=9)¢
plot(t,f, LineWidt’ ,3, Color’,’ r’); =
grid on
title ('Combinacion de se ales escalon unitario’)
xlabel (’ Variable independiente t’)
ylabel (“u(t)’)

Codigo

A A W N

Combinacion de senales escalon unitario
T T

1871

16+

14+

1.2

0.8

0.6

04

u(t)
]

0.2

O 1 el Sl Sksssssb—
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Variable independiente t

Figura 27: Suma de escalones unitarios del ejemplo 3.7.

Ejemplo 3.8 Funciéon rampa

El siguiente Cédigo 5.8 grafica una sefial rampa como se puede observar en la Figura 28.

Cdédigo 5.8.

t = —1:.001:1;

Rampa =t.x heaviside (t);

plot (t,Rampa, 'LineWidt’ ,3, Color’,’ r’);

grid on;

title (" Grafica de la se al rampa unitaria r(t)’)
xlabel (* Variable independiente )

ylabel ("r(t)’)

Codigo

B - Y e S

3.1.5. El impulso

Un impulso unitario se representa como J(t), y es también conocido como una funcion delta o
distribucion de Dirac. Su definicién la podemos consultar més a detalle en (Kamen & Heck,
2008), y su representacién matemadtica es como se presenta a continuacion:
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Grafica de la sefal rampa unitaria r(t)
a 1 ramp4af 1 1)

09
0.8
0.7

06

o5t
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03
0.2
0.1rF
0 . )
-1 -0.5 0 0.5 1
Variable independiente t
Figura 28: Senal rampa.
5(t) =0, t#£0

d(A)d)\, para cualquier nimero reale > 0

Una de las principales condiciones establece que §(¢) = 0 para todo t # 0. También, se establece
que el area bajo el impulso es 1, por lo que 6(¢) = 1. Cabe sefialar que cuando se evalia el
impulso en un ¢ = 0 (6(0)), la funcién no esta definida (en particular, 6(0) no es igual a infinito).
La funcién impulso unitario la podemos aproximar empleando un pulso centrado en cero, con
A de amplitud y duraciéon de 1/A. Siendo asi, A tomaria un valor positivo muy grande. La
interpretacién de pulso para 6(t) la presentamos en la Figura 29.

8()
1A . . .
Considerando lo anterior, asignaremos
valores reales positivos a la variable K,
K6(t) serd el impulso con un area igual a
K, y estard definida entonces como:
t Ké(t)=0, t#0
/| \ 1
24 24

Figura 29: Interpretacion de pulso para (t).

€
Ké(M\)dX = K, para cualquier nimero real £ > 0

—E
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Ko(f)

En la Figura 30 se muestra la repre-
sentacion grafica de Ko(t), en donde 1
“(K)” hace referencia al area del im-

pulso (K4(t)). '

(K)

Figura 30: Impulso Kd(t).

También podemos representar a la funcién escalén unitario u(t) como la integral del impulso
unitario 0(¢). En la ecuacién 5 podemos observar esta interpretacion:

u(t) =/ d(N)dA, para todat, excepto t=0 (5)

Para demostrar la ecuaciéon 5, debemos analizar primero que para valores menores a cero
(t < 0), se cumple que:

t
/ d(A\)dA =0, debido a qued(t) = 0, para todat < 0
Considerando valores mayores a cero (¢t > 0),

t t €
/ d(A)d\ = / 0(A)dA =1, yaque d(A)dX\ = 1, para cualquiere > 0
—00 —t

—€

Ejemplo 3.9 Generar la funcién impulso unitario en Matlab
En este ejemplo, se presentara un intervalo de 0 a 9, en el cual graficaremos un impulso en

la posicion 5. El siguiente Codigo 5.9 ejemplifica el concepto de funcién delta, en el cual se
desea graficar:

5 ) L n=mng
n=no] = 0; n# ng
En el intervalo de n; < mg < mng (en donde n; = 0 y ng = 9), declararemos la funcién
presentada en el siguiente codigo:

Cddigo 5.9.
1 function[x,n]=impulso(n0,nl,n2) % Genera x[n]=delta (
s n—no); nl<=n<=n2
Cédigo > n=[nl:n2];

3 Xx=[(n—n0)==0];

Una vez que tenemos definida nuestra funcién “impulso”, la utilizaremos dentro del siguiente
Cédigo 5.10 esto con el fin de implementar una funcioén arbitraria 7' = dj,,_5] en el intervalo
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antes mencionado, lo que generara la grafica de la Figura 31.

Cédigo 5.10.

9% Graficar el impulso en 5

n=[0:9];

T=impulso (5.,0.9);

grid on [
stem(n,T)

xlabel('n")

ylabel ("x[n] ")

title (' Impulso unitario en la posicion 5°)

T

Cédigo

® =N o W

Impulso unitario en la posicion 5
T T T

Figura 31: Ejemplo de funcién delta en la posicién 5.

Ejemplo 3.10 Generar dos impulsos unitarios en Matlab
En este ejemplo, se generard y graficard una secuencia sobre un intervalo de -5 a 5 para:

Tin) = 20[ny2] — On—qy —D<N<H

Cddigo 5.11.
n=[—5:5];

1
2> x=2ximpulso(—2,—-5,5)—impulso(4,—-5,5);
3 stem(n,x):
Cédigo 4 xlabel('n’)
5 ylabel(’x[n] ")
¢ title (’Grafica de 2 impulsos unitarios )
El codigo generara la grafica de la Figura 32. m

3.1.6. Senales periddicas

Para explicar una sefial periddica, consideremos que 71" tomara valores reales positivos fijos. Para
que una senal sea considerada continua y periédica con periodo 7', z(t) debe cumplir (Kamen
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Gr_él_fica de 2 impulsos unitarios

x[n]

057

(¢
o -
<}

Figura 32: Grafica de 2 impulsos uinitarios.

& Heck, 2008):

z(t+T) =z(t), paratodat,-co<t< oo (6)

Analizando la ecuacién 6 podemos resumir que si z(t) es peridédica con un periodo 7', también
lo sera con un periodo ¢7’, donde ¢ tomara cualquier valor entero positivo. De aqui se despren-
de un nuevo concepto que es el periodo fundamental (Ty). Este concepto nos refiere al ntimero
positivo méas pequenio de T, para el cual la ecuaciéon 7 se cumple.

x(t) = Acos(wt + 0), —co < t < 00 (7)
donde

A es la amplitud.
w es la frecuencia [rad/s].
0 es la fase [rad].

La frecuencia f en hertz [Hz] es:

f=w/2n (8)

Las senales periddicas mas relevantes bajo estudio son las sefiales senoidales. Para comprobar
que la senal senoidal dada por la ecuacion 7 es periddica, analizamos que para cualquier valor
de la variable de tiempo t se cumple lo siguiente:

2
A cos {w (t—l—;)] = Acos (wt+ 27+ 0) = Acos (wt + 0)

Con esto, comprobamos que la senal senoidal es periédica con periodo T' = 27/w y, también,
27 Jw es el periodo fundamental T,. La senal senoidal A cos (wt + ) se observa en la Figura 33,
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en este caso ¢ toma valores entre —7/2y 0 (—7/2 < 6 < 0).

Acos(wt +6)
AL

_m+20
20)\

n-26
s 20

AN
3n-26
20

3n+26
20

—AL

Figura 33: Sinusoide z(t) = Acos (wt + ) con —7/2 < 6 < 0.

Si ahora consideramos que §# = —7/2, entonces observamos que nuestra senal coseno defasado
—7/2 se convierte en una sefial seno con argumento wt (sin (wt)) como se observa en la siguiente
expresion:

x(t) = Acos (wt + 6) = Asin (wt)

Cuando trabajamos con senales periédicas en ocasiones se requiere trabajar con la suma de
estas, y surge la incégnita de saber si la suma de dos senales periddicas resultara también en
una senal peridédica. Entonces, consideremos ahora dos senales peridédicas definidas como 1 (t)
y x2(t), con sus respectivos periodos fundamentales T7 y To. La pregunta problema a resolver:

. Es periddica la suma z(t) + x2(t)7?;

es decir,

. Existe un ntimero positivo T, tal que satisfaga lo siguiente?

r1(t+T)+22(t +T) = 21(t) + x2(t) para todat? (9)

Concluimos que la ecuacion 9 se satisface si y sélo si la relacion entre los periodos fundamentaes
T, /T» se logra escribir también como una relaciéon de dos niimeros enteros, por ejemplo ¢ y r
(g/r). Una vez explicado lo anterior, podemos observar que si se cumple que T7/Ty = ¢q/r,
relacionamos estos conceptos como 17 = ¢15, y como ya se menciond que tanto r como ¢ son
ndmeros enteros, concluimos que la senial x1(t) y la sefial x5(t) son también senales periddicas
con periodo rT}. Es por eso que la expresién de la ecuacion 9 se sigue satisfaciendo con T' = rT7.
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Adicional, si los valores que toman r y ¢ son coprimos, es decir, r y ¢ no tienen factores enteros
comunes diferentes de 1, entonces T" = rT es el periodo fundamental de la suma de ambas
senales x1(t) + za(t).

Ejemplo 3.11 Suma de senales perioédicas

Considerando la sefial periédica x1(t) = cos(wt/2) y la senal periddica zo(t) = cos(wt/3),
expresamos que las senales son periddicas con periodos fundamentales de 77 =4 sy To = 6 s,
respectivamente, como se observa a continuacion:

Tn 4 2
T, 6 3
Resultando en que si ¢ = 2 y r = 3, se concluye que la suma entre ambas sefiales

(z1(t) + z2(t)) es periddica, con un periodo fundamental de rTy = (3)(4) = 12 segundos. El
siguiente Codigo 5.12 presenta la sintaxis del procedimiento antes explicado y este genera
la grafica que se presenta en la Figura 34.

Codigo 5.12

1 T=12;
> t=0:0.001:T;
3 xl=cos((pixt)/(2));
4 x2=cos ((pi*t)/(3)):
5 y=x1+x2;
6 plot(t,y, r’)
Cédigo 7 xlabel (°t’, ’FontName’, 'Times’, ’Fontsize’ ', 14);
8 ylabel (’Amplitud’, ’'FontName’, ’Times’, ’Fontsize ,
14);
9 grid on;
10 hold on;
n title (’Suma de dos senales periodicas’, ’FontName’,
"Times’, 'Fontsize’, 16);
]
. Suma de dos seiiales periddicas i
\ /|
1,51’ 1
1\ ‘
| |
05t ]
z
£
< sl |
05| i
Al
5]
|
2l i
0 2 4 6 8 10 12

t

Figura 34: Suma de dos senales periddicas.

El periodo fundamental Ty de una senal x(t) es el valor positivo méds pequetio de 7. Una
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senial x(t) que no cumple con ser periddica se define como una sefial aperiddica.

Ejemplo 3.12

Seiial periddica
Consideremos la siguiente senal periédica z(t):

x(t) = cos (%)

Como primer paso calcularemos el periodo fundamental de la sefial x(t), seguido graficaremos
la senial con periddica con duracion de 4 ciclos. El siguiente Cédigo 5.13 presenta la sintaxis
para calcular el periodo fundamental, y con este dato grafica la senal en 4 ciclos como se

observa en la Figura 35.
Codigo 5.13

woN

[TIFS

Cadigo

S © ® =2 o

T=6xpi;
m0=1;
t=0:0.1:mO*T;
y=cos(t/3);
plot(t,y, r’,
grid on;

hold on:
ml=2;t1=m0*T:0.
plot(tl ,yl, b",
m2=3;t2=ml*T:0.
plot(t2,y2, ¢’ ,
m3=4;t3=m2*T:0.
plot(t3,y3, 'k’

"DisplayName ’,’ Senal

original 7)

l:mlxT;yl=cos(tl/3);
"DisplayName ’,’Senal 2do periodo
1:m2xT;y2=cos(t2/3);

"DisplayName’

, Senal 3er

periodo

1 :m3xT;y3=cos(t3/3);

"DisplayName’

, Senal 4to periodo

xlabel (°t’, 'FontName’, 'Times’ *Fontsize ', 14);
ylabel (’Amplitud’, 'FontName’', ’Times’, ’Fontsize’
14);
title (’Senal 4x%xT’, "FontName’, Times’, ’Fontsize’
16);
1 Senal 4*T
f : ! N\ T o
‘ Senal original
08 Senal 2do periodo
Senal 3er periodol
06 Senal 4to periodo |
‘ :
0.4 | i [
| | “
= 02 \ | f
"-_'_:_ 0 ‘\ : ;
E ‘\ ' |
< 02 “ | |
\‘ ‘\
04 i [
0.6
08
p \/ N _ N
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 35:

t

Ejemplo de una senal periddica.

)
)
)
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3.1.7. Senales pares e impares

Una senal periddica puede clasificarse como una sefial par o impar. Esta caracteristica esta
relacionada directamente con la simetria que presentan las sefiales en funcién con la inversién
de tiempo t.

I Senales par. -

Una senal periddica z(t) se clasifica como una senal par si ésta es idéntica a su contraparte
invertida en el tiempo ¢, es decir, de forma visual debe cumplir que su reflejo sea respecto
del origen (Oppenheim et al., 1998). Graficamente podemos observar esta definiciéon en la
Figura 36

10 . Senal par ‘
05
% 00
z(t) = z(—t) Z
-05
-10
-8 -6 -4 -2 0 2 I B 8
t
Figura 36: Senal par.
I Senales impar. m

Una senal periddica z(t) se clasifica como una senal impar si al ser evaluada en t = 0 el valor
de la funcién también es 0, también debe cumplir la condicién x(t) = —x(—t) para todos los
valores de ¢ (Oppenheim et al., 1998). Graficamente podemos observar esta definicién en la
Figura 37

nal impar
10 .Sena pa.

05

sefnal x[(t)]
o
o

Figura 37: Senal impar.
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Algo importante que se debe mencionar es que cualquier senal se puede descomponer en la suma
de dos senales, una de estas sefiales serda la que corresponde a una senal par y la otra la que
corresponde a una senal impar.

Parte PAR Parte IMPAR

z(t)par = 5 [2(t) + 2(=1)] 2(t)rmpar = 5 [2(t) — 2(=1)]

Ejemplo 3.13 Senales pares e impares

Consideremos una senial z(¢), de la cual se debe obtener su parte par y su parte impar.
Posterior se debe realizar la comprobaciéon mediante un cédigo de que la suma de z(t)par y
x(t)1mpag resulta la senal original.

Funcion original

0.8

Amplitud

04r-

0.2

-3 2 -1 0 1 2 3
t

La senial x(t) se genera con el siguiente Cédigo 5.14:

Cdédigo 5.14.
function x = PAR(t)

1

2 n = length(t);

3 X = zeros(1l.,n);

4 1 = find(t < =3);

s x(1) = 0; %A

6 1 = find(t > —3);

7 x(1) = 0;%2
. s 1 = find(t > —1);
Codigo o x(i) = t(i)+l : %3

0o 1 = find(t > 0 )

n x(i) =1 ; %4

2 1 = find(t > 1 );

3 x(i1) = (=t(i)+2) ; %5
4 1 = find(t > 2 )

5 x(1) = 0; %6

16 return ;
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Una vez que se genera la sefial, se utiliza el siguiente Cédigo 5.15 para contestar el ejemplo.

Cddigo 5.15.

9% Senales Pares e Impares

1

2 t=-3:0.1:3;

3 x=PAR(t):

4 subplot(2.,3,1):

5 plot(t,x,’ r’, "LineWidth’, 2);

6 xlabel (’t’, 'FontName’, 'Times’, ’Fontsize’, 14);

7 ylabel (’Amplitud’, 'FontName’, ’Times’, ’Fontsize ,
14);

g grid on;

9 hold on:;

1o title (’Func. original’, 'FontName’, ’Times’,
Fontsize ’, 24);

2 xp1=0.5*%PAR(t);

3 subplot(2,3,2);

4 plot(t,xpl,'c',rLineWidth', 1.5);

5 xlabel ('t', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',6 14);

6 ylabel ('Amplitud', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',
14);

7 grid omn;

s hold on;

o title ('Semnal 0.5x(t)', 'FontName', 'Times', '
Fontsize',6 24);

10 tt=-t;

11 xp2=0.5%xPAR(tt);
12 subplot(2,3,3);
13 plot(t,xp2,'G','LineWidth', 1.5);

14 xlabel ('t', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',6 14);
15 ylabel ('Amplitud', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',
14);
16 grid on;
17 hold on;
Cédigo 15 title ('Senal 0.5x(-t)', 'FontName', 'Times',

Fontsize', 24);
19 Xp=xpl+xp2;
20 subplot(2,3,4);

21 plot(t,xp,'b','LineWidth' ,4);

22 xlabel ('t', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',6 14);

23 ylabel ('Amplitud', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',
14);

24 grid on;

25 hold on;

26 title ('Senal Par', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',
24) ;

27 Xi=xpl-xp2;
28 subplot (2,3,5);
20 plot(t,xi,'m','LineWidth',4);

30 xlabel ('t', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',6 14);
31 ylabel ('Amplitud', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',
14);

32 grid omn;

33 hold on;

3¢ title ('Senal Impar', 'FontName', 'Times', 'Fontsize'
s 24);

35 %% Senal original

36 X_original=xp+xi;

37 subplot (2,3,6);

38 plot(t,X_original,'k','LineWidth' ,4);

39 xlabel ('t', 'FontName', 'Times', 'Fontsize', 14);

40 ylabel ('Amplitud', 'FontName', 'Times', 'Fontsize',
14);

41 grid omn;

42 hold on;

43 title ('Func. original', 'FontName', 'Times',6 '

Fontsize',6 24);

Las graficas que se desprenden de correr el c6digo anterior son las presentadas en la Figura
38. [
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Figura 38: Parte par y parte impar de la senal x(t), asi como la comprobacién de que la suma
de 2(t)par v x(t)rarpar resulta la senal original.

3.2. Teorema de Muestreo

Uno de los procesos de digitalizacion de una senal es el muestreo, el teorema de muestreo de
una senal establece que, una senal analdgica que estd limitada en su banda con una frecuencia
fundamental fj, puede ser muestreada (discretizar la senal en tiempo) sin que exista pérdida de
su informacion siempre y cuando la frecuencia para muestrear f; sea superior que la relacién
de 2fy. Entonces, estas muestras determinan tinicamente a la senal, y esta puede ser reconstrui-
da sin distorsion y sin error a partir de dichas muestras, (Proakis, Salehi, Zhou, & Li, 1994).
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Ejemplo 3.14 Diseno de una funcién de MATLAB que dibuje la senal anal6-
gica, el tren de impulso y la senal muestreada.

Existen varios tipos de muestreo, el mas comin es el muestreo ideal, el cual consiste en
multiplicar la senal analdgica por un tren de impulsos de amplitud unitaria, y periodo
ts = 1/ fs, es decir, tiempo de muestreo. Al realizar esta multiplicacién obtenemos a la salida

solo muestras de nuestra senial en cada ts segundos, este proceso se muestra en la Figura
39.

Disenar una funcién de MATLAB que dibuje la senal analégica, el tren de impulso y la senal
muestreada, cumpliendo el teorema de muestreo.

SENAL ANALOGICA

A
’/ \ i

\\/ \M/ C\f/\_—’ |‘ “’

Tt
TREN DE IMPULSOS

SENAL MUESTREADA

7y
\

4 '\'n'

\

[ 9 9 9 o

Figura 39: Muestreo Ideal.
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Cadigo

El cédigo 5.16 produce las gréificas de la Figura 40, Figura 41 y Figura 42.

Cédigo 5.16.

1 fo=2;

2 fs=30;

3 A=3;

4 t£t=0:0.01:1;

5 y=A*sin (2*xpixfoxt);
6 plot(t,y)

xlabel ('t"')

8 ylabel('f(t)"')

9 title('Senal Analogica')

10 grid on

11 figure (2)

12 for ts=0:(1/fs):1

13 auxl=[ts ts];

14 aux2=[0 1];

15 plot (auxl,aux2,'k')

16 hold on

17 end

18 xlabel('ts"')

19 ylabel ('Amplitud')

20 title('Tren de Impulsos')
21 grid on

22 axis([-0.2 1.2 -0.2 1.2])
23 figure (3)

2¢ for ts=0:(1/fs):1

25 aux3=[ts ts];

26 f=A*xsin (2*pi*fox*ts);

27 aux4=[0 f];

28 plot (aux3,aux4,'k')

20 hold on

30 xlabel('ts"')

31 ylabel ('f(ts)')

32 title('Senal Muestreada')
33 grid on

34 xlabel('ts')

35 ylabel ('f(ts)')

36 title ('Sefial Muestreada')
37 grid on

-
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Senal Analogica
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Figura 40: Senal analogica.

Se observa en el cédigo que la senal muestreada solo tiene valores cada ts segundos, también
se observa que se utilizan variables auxiliares nombradas como aux1, aux2, auz3d y auzrd, las
cuales se utilizan para la grafica de los impulsos, esto se puede omitir utilizando el comando
stem que nos sirve para la grafica de secuencias discretas, dado que el muestreo es la discre-
tizacion de la senal en el tiempo. Esto se muestra en el codigo 5.17, y el cual produce las
graficas de la Figura 43, 44 y 45.

Tren de Impulsos

Amplitud

o e L L
02 0 02 04 06 08 1 12

ts

Figura 41: Tren de impulsos.
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Cédigo

Senal Muestreada

f(ts)

)

w

ts

Figura 42: Senial muestreada

Cédigo 5.17

(] ot (= w [V -

© 0w =

10
11
12
13
14

16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

fo=2;

fs=30;

A=3;

t=0:0.01:1;

y=A*sin (2xpixfox*t);
plot(t,y)

xlabel ('t"')

ylabel ("£(t) ")

title ('Senal Analogica')
grid on

figure (2)

ts=0:(1/£fs) :1;
n=length(ts) ;
tren=ones (n) ;
stem(ts,tren, 'k"')
xlabel('ts"')

ylabel ('Amplitud')
title('Tren de Impulsos')
grid on

axis([-0.2 1.2 -0.2 1.2])
figure (3)

ts=0:(1/fs) :1;

f=A*xsin (2*xpixfox*ts);
stem(ts,f,'k')

xlabel ('ts ')

ylabel ('f(ts)')
title('Senal Muestreada')
grid on
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Senal Analdgica
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Figura 43: Senal Analégica.
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Figura 44: Tren de Impulsos.
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Figura 45: Senal Muestreada.
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3.3. Cuantizacién

Una vez obtenida la sefial muestreada, el siguiente proceso para digitalizar la sefial es hacer que
la senal tome valores de amplitudes de un conjunto finito de valores, a este proceso se le conoce
como cuantizaciéon (Haykin, 2002.).

Ejemplo 3.15 Escribir un cédigo que dibuje una senal cuantificada

Para este ejemplo, podemos utilizar la sehal muestreada obtenida anteriormente, y utilizar
el comando stairs para unir los puntos. El c6digo 5.18 produce las gréfica de la Figura 46.

Cédigo 5.18.

fo=2; % Frecuencia de la se al
fs=30; % Frecuencia de muestreo
A=3; % Amplitud de la se al

ts=0:(1/fs):1; % Tiempo de Muestreo
f=Axsin (2xpixfoxts);

[ N T R

Cadigo

6 stairs(ts ,f)

7 xlabel( ts )

s ylabel ("f(ts)’)

9 title(’Se al Cuantificada’)

10 grid on

Senal Cuantificada_

f(ts)
. - .

)

—

ts

Figura 46: Cuantizacién.

3.4. Conversiéon Analégica a Digital (PCM)

El c6digo 5.19 convierte una sefial analégica de N componentes a una sefial digital de B bits,
es decir, muestrea, cuantiza (con L niveles de cuantizacién, con L = 27) y codifica la sefial para,
producir una senal PCM. Al ingresar los pardametros de la Figura 47, el programa genera las
graficas de la Figura 48 y 49, asi como los resultados presentados en la Figura 50.
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Cadigo

Command Window

Ingrese
Ingrese
Ingrese
Ingrese
Ingrese
Ingrese

la
el
el
la
la
el

frecuencia de muestreo:
numero de componentes:
numero de bites: 4

50
1

frecuencia de la componente: ©
amplitud de la componente: 3

tipo de la componente,

l=coseno, 2=seno,: 2

Figura 47: Parametros .

Cadigo 5.19

1 fs=input ('Ingrese la frecuencia de muestreo: ');

o ts=1/fs;

3 N=input ('Ingrese el numero de componentes: ');

4 t=ts/10:ts/10:1;

5 suma=0;

6 B=input ('Ingrese el numero de bits de cada nivel: ');

7 for k=1:N

8 f=input ('Ingrese la frecuencia de la componente: ')

9 A=input ('Ingrese la amplitud de la componente: ');

10 ti=input ('Ingrese el tipo de la componente, 1=
coseno, 2=seno,: ');

11 if ti==1

12 y=A*xcos (2*%pi*f*t);

13 else

14 y=A*xsin (2*xpixf*t);

15 end

16 suma=suma+y;

17 end

18 plot(t,suma,'k"')

19 title('Senal Analogica')
20 maxsum=max (suma) ;

21 minsum=min (suma) ;

22 D=maxsum+(-1*(minsum)) ;
23 L=2"B;
24 Delta=D/L;

25 Deltamed=[Delta/2];
26 Cuantificacion=[0];
27 Valor=[0];

28 b=1;
20 a=0;

30 figure(2)
31 for k2=ts/10:ts/10:N

32 if mod(k2,ts)==
33 z(b)=suma (b) ;
34 a=a+1;

35 ky(a)=z(b);
36 else

37 z(b)=0;

38 end

39 auxl=[k2,k2];

40 aux2=[0,z(b)];

41 plot (auxl,aux2,'r"')
42 hold on

43 b=b+1;

44 end
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Codigo

© W N Ut s W N =

LWowWw W W oW NN NN N NN NN N R R e s e e e e
=W N H O © 0N R W= O N DUt R W N = O

35

36

%% Cont...
cuant=[0];
aux=maxsum/(L/2);
for c=1:L
if c==
cuant (c)=maxsum-(aux/2) ;
else
cuant (c)=cuant (c-1) —aux;
end
end
k3=L-1;
for k4=1:L/2
for k6=1:length(xy)
ls=cuant (k4)+aux/2;
li=cuant (k4)-aux/2;
if xy(kb5)<=1ls && xy(k5)>=1i
Cuantificacion(k5,:)=[k3];
end
end
k3=k3-1;
end
k6=0;

for k7=L/2+1:L
for k8=1:length (xy)
ls=cuant (k7)+aux/2;
li=cuant (k7)-aux/2;
if xy(k8)<=1ls && xy(k8)>=1li
Cuantificacion(k8,:)=[k6];
end
end
k6=k6+1;
end
Muestreo=transpose (xy) ;
Niveles=transpose (Cuantificacion);
Codificacion=dec2bin(Niveles ,bB);

T = table(Muestreo,Cuantificacion,Codificacion)
5 Mensaje
2 - p
1 ]
0 N
1tk
2F ]
3 . . .
0 02 04 0.6 08 1

Figura 48: Senal analdgica.
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Figura 49: Sefial muestreada.

Muestreo Cuantificacion Codificacion
2.0536 13 1101
2.9941 15 1111
2.3115 14 1110

0.376 9 1001
-1.7634 4 0100
-2.9469 7 0111

-2.533 6 0110
-0.74607 1 0001
1.4453 11 1011
2.8532 15 1111
2.7145 15 1111
1.1044 10 1010
-1.1044 2 0010
-2.7145 7 0111
-2.8532 7 0111
-1.4453 3 0011
0.74607 9 1001

Figura 50: Tabla de resultados.

3.5. Modulacién AM y FM

La modulacién es el proceso de modificar una o méas propiedades de una senal llamada portado-
ra, de mayor frecuencia que la sefial de mensaje, para transmitir informacién. Basicamente, se
trata de adaptar la senal de mensaje a la sefial portadora, logrando una transmisién eficiente a
través de un medio. Dos de las modulacién analégicas mas utilizadas son:

Modulacién por Amplitud (AM): La amplitud de la sefial portadora cambia dependiendo
de la senal de mensaje.

Modulacién por Frecuencia (FM): La frecuencia de la senal portadora cambia segin la
sefial de mensaje.

El siguiente c6digo 5.20 calcula y dibuja las senales moduladas en amplitud y en frecuencia,
asi como produce las graficas de la Figura 51, 52 y 53.
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Cédigo

Cédigo 5.20

1
5
3
4
5
6
7
8
9

10
11

fo=2; A=3: t=0:0.005:1;

f=Axsin (2xpixfoxt);

am=ammod (f,fo ,4): fm=fmmod(f,fo,50.,1);

plot(t,f) grid on;

xlabel ('x7)

ylabel ("y")

title (*Senal Analogica’)

figure (2)
plot(t,am)
xlabel ("x7)
figure (3)
plot(t,fm)
xlabel ('x7)

ylabel ('y") title (" Senal AM")

ylabel('y ) title ("Senal FM")

Senal Analogica
3 7\ T T /,/ < T
/ \ /
‘/u'/ “\‘ l‘/'( \‘x
oL \ / \
\ \
\ \
\ x\
1 \ \
\ \‘\
‘l\, \
> 0r \ ""‘
\\ ‘,\‘
1t ‘\‘ \\
\ \
\ \
\ \
.‘\ / \
2+ \ / \
2 ":\ ,/‘” ‘\\
‘\\ // \
_3 1 A | L 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

Figura 51: Senal Analégica.

Se utiliza el comando ammod, el cual tiene como parametros de entrada la senal, la frecuencia
(f) de la sefial y la frecuencia de la portadora. Si se desea saber més sobre este comando, en la

ventana de comandos escriba help ammod, de la misma manera para fmmod.

3.6. Densidad Espectral de Potencia

El siguiente codigo 5.21 muestra la densidad espectral de potencia para una senal modulada

en amplitud (AM), haciendo uso de la transformada de Fourier. Se consideran varios esquemas
de la modulaciéon en amplitud:

o Modulacién de Amplitud de Doble Banda Lateral con portadora Suprimida (AM-DSB-SC)

o Modulacién de Amplitud de Doble Banda Lateral con portadora (AM-DSB-C)

+ Modulacién de Amplitud de Banda Lateral Unica (AM-SSB)
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Cadigo 5.21

Am=input ('Ingrese la amplitud del mensaje: ');

fm=input ('Ingrese la frecuencia del mensaje: ');

Ac=input ('Ingrese la amplitud de la portadora: ');

fc=input ('Ingrese la frecuencia de la portadora:');

fs=input ('Ingrese la frecuencia de muestreo: ');

m=input ('Ingrese el indice de modulacidén: ');

t=0:1/fs:2;

x=Am*cos (2*xpi*t*fm);

y=Acx*cos (2xpi*txfc);

10 z=Ac*(1+mxx) .*cos (2*pixt*xfc);

11 subplot(4,1,1)

12 plot(t,x)

12 grid on;

14 xlabel ('Tiempo [s]'); ylabel ('Amplitud'); title 'Mensaje

LI

15 subplot(4,1,2)

16 plot(t,y)

17 grid on;

18 xlabel ('Tiempo [s]');

19 ylabel ('Amplitud');

o title ('Portadora');

subplot (4,1,3)

plot(t,z)

grid on;

xlabel ('Tiempo [s]'); ylabel ('Amplitud');

title ('Modulacion AM de doble banda lateral con portadora
"

N = 10*length(t);

fnorm = fs.x(-N/2:(N/2)-1)/N;

subplot (4,1,4)

t_f=fft(z,N);

plot (fnorm,abs(t_£))

grid on;

xlabel ('Frecuencia [Hz]'); ylabel ('Amplitud');

title ('Espectro AM doble banda lateral con portadora');

w=amdemod (z,fc,fs);

Z2=X.*y;

figure (2)

subplot (4,1,1)

plot (t,x)

grid on;

xlabel ('Tiempo [s]');

ylabel ('Amplitud');

title 'Mensaje';

subplot (4,1,2)

plot(t,y)

grid on;

xlabel ('Tiempo [s]');

ylabel ('Amplitud');

title 'Portadora';

subplot (4,1,3)

plot (t,z2)

grid on;

xlabel ('Tiempo [s]');

ylabel ('Amplitud');

title ('Modulacion AM de doble banda lateral con portadora
suprimida');
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%% Cont...

subplot (4,1,4)

t_f=fft(z,N);

plot (fnorm,abs(t_£f))

grid on;

¢ xlabel ('Frecuencia [Hz]'); ylabel ('Amplitud');

7 title ('Espectro AM doble banda lateral con portadora');

¢ w=amdemod(z,fc,fs);

9 Z2=X.*y;

10 figure (2)

11 subplot(4,1,1)

12 plot(t,x)

12 grid on;

14 xlabel ('Tiempo [s]');

15 ylabel ('Amplitud');

16 title 'Mensaje';

17 subplot(4,1,2)

18 plot(t,y)

19 grid on;

xlabel ('Tiempo [s]');

ylabel ('Amplitud');

title 'Portadora';

subplot (4,1,3)

plot (t,z2)

grid on;

xlabel ('Tiempo [s]1');

ylabel ('Amplitud');

title ('Modulacion AM de doble banda lateral con

portadora suprimida');

20 subplot(4,1,4)

30 t_£f2=fft(z2,N);

231 plot(fnorm,abs(t_£f2))

32 grid on;

22 xlabel ('Frecuencia [Hz]');

34 ylabel ('Amplitud');

35 title ('Espectro AM doble banda lateral con portadora
suprimida');

36 w2=amdemod (z2,fc,fs);

a7 figure (3)

3s y3 = ssbmod(x,fc,fs);

39 x3 = ssbdemod(y3,fc,fs);

40 subplot(2,1,1);

11 plot(t,y3);

42 grid on;

42 xlabel ('Tiempo [s]');

44 ylabel ('Amplitud');

15 title ('Modulacion AM de banda lateral unica');

46 grid on;

47 xlabel ('Tiempo [s]');

48 ylabel ('Amplitud');

49 title ('Modulacion AM de banda lateral unica');

subplot (2,1,2)

t_£f3=fft(y3,N);

plot (fnorm,abs(t_£3))

grid on;

xlabel ('Frecuencia [Hz]');

ylabel ('Amplitud');

title ('Espectro AM banda lateral unica');
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Senal AM

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 52: Modulacién AM.

Senal FM

0.6 0.8 1

Figura 53: Modulacion FM.

Utilizando los valores de entrada que se muestran en la Figura 54, el codigo produce las graficas
de la Figura 55-57.

Command Window

Ingrese la amplitud del mensaje: 5
Ingrese la frecuencia del mensaje: 8
Ingrese la amplitud de la portadora: 8
Ingrese la frecuencia de la portadora:70
Ingrese la frecuencia de muestreo: 1000
Ingrese el indice de modulacién: 0.8

Figura 54: Valores de entrada del cédigo 5.21.
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Figura 55: Modulacién de Amplitud de Doble Banda Lateral con portadora.
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Figura 56: Modulaciéon de Amplitud de Doble Banda Lateral con portadora Suprimida.
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ModulaciénrArM de banda lateral unica

|

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Tiempo [s]
Espectro AM banda lateral unica

Amplitud
o

5000 T T

4000 7

3000 T

2000 i

Amplitud

1000 §

0
-500 400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400 500
Frecuencia [Hz]

Figura 57: Modulacién de Amplitud de Banda Lateral Unica.

3.7. Cédigo AMI

Las senales digitales son secuencias de pulsos de unos (1) y ceros (0'), aqui cada uno de los
pulsos representa un elemento de la sefial. Estos pulsos son representados por ceros (0') y unos
(1"). Los cddigos de linea surgen bajo la necesidad de tener que transmitir sefiales digitales a
través de diversos medios de transmision. En otras palabras, son una forma de representacion
de las secuencias de unos (1’) y ceros (0') (Proakis et al., 1994).

El cédigo de linea AMI, del acréonimo proveniente de Alternate Mark Invesiones, y que indica
una inversién alternada, es decir, va alternando los valores en donde la secuencia vale 1, a un
valor de amplitud positivo (+A) y un valor de amplitud negativo (—A), y los ceros quedan igual
sin sufrir cambio alguno, esto se puede observar en la Figura 58.

Figura 58: Cdédigo AMI.
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El siguiente c6édigo 5.22 convierte una secuencia a cédigo AMI y produce la grafica de la Fi-
gura 59, asi como imprime las siguientes lineas:

La secuencia de entrada es:
1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1

La secuencia AMI es:
5 -5 0 0 5 0 -5 5 0 -5 5 0 0 -5

Cdédigo 5.22

else

aux (k)=0;

end

end

disp(’La secuencia de entrada es: )

disp (sec)

disp(’La secuencia AMI es: 7)

disp (aux)

t=0:n—1;

stairs (t,aux)

axis([—1 14 —6 6])

2 grid on

= T - N ¥ S T

Cédigo 13 xlabel (" Periodo ™) ylabel ( Amplitud’) title (" Codigo AMI
2
14 A=5;
5 sec=[1 100101101100 1];
16 b=0;

17 n=length (sec);
18 for k=Il:n

19 1f sec(k)==
b=b+1;

if mod(b,2)==0
aux (k)=—A;
else

aux (k)=A;

end

()
- o

[

S S A S )
B W

[

Codigo AMI

Amplitud
o

0 2 4 6 8 10 12 14
Periodo

Figura 59: Cédigo AMI.
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4. Serie y Transformada de Fourier

4.1. Serie de Fourier

En la ingenieria, y en especial en las dreas de comunicaciones y electrénica, las series de Fou-
rier se convierten en un tema relativamente importante y esencial, ya que son una herramienta
matematica que nos ayudan en el analisis de senales peridédicas. Como bien se dice, al ser una
herramienta matematica, esta nos ayuda al analisis de diferentes senales a través de su descom-
posicién en una suma infinita de funciones cosenoidales mas simples. Antes de introducirnos
directamente en el tema se recomienda que el alumnado estudie la representacion de senales en
términos de sus componentes de frecuencia.

4.1.1. Representacién de senales en términos de sus componentes de frecuencia

Cuando comenzamos a trabajar con senales, uno de los conceptos fundamentales que se abor-
dan es referente al contenido de frecuencia de una senal. La manera de generar el contenido de
frecuencia para una gran cantidad de senales se puede lograr si dividimos la senal en sus compo-
nentes de frecuencia, las cuales estan dadas por senales cosenoidales (Oppenheim et al., 1998).

Consideremos la siguiente senial x(t), la cual es una senal continua en el tiempo (¢) y definida
por una suma finita de sefales cosenoidales:

N
a(t) =) Ancos(wnt+0,), -00<t<oo (10)

n=1

De la ecuacién 10 definimos:

N  toma valores de enteros positivos.

A, representan las amplitudes de las funciones sinusoidales (las cuales asumimos como no
negativas)

wy, representan las frecuencias (en rad/s) de las sinusoides

0,  representan las fases de las sinusoides.

Las frecuencias de la sefial definida por la ecuacién 10 son w; y sus componentes de frecuencia
son las sinusoides A,, cos(wy,t + 6,,). La sefial definida en la ecuacién 10 estd caracterizada por
tres pardmetros principales, que son: las frecuencias wi, ws, ..., wy, las amplitudes A, Ao, ...,
An, vy las fases 601, 0o, ..., On, (Kamen & Heck, 2008).

Como se menciono anteriormente, la senal se puede caracterizar en funcién de los tres pardme-
tros que la componen. Un caso particular, son las amplitudes Ay, Ao, ..., Ay, definen los pesos
relativos de cada componente en cada frecuencia de la sefial. Estas amplitudes caracterizan la
“forma” de la senal, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.1 Suma de sinusoides
Considere la senal continua dada por

x(t) = Ay cos(t) + Az cos(4t + m/3) + Az cos(8t + 7/2)+, —oo <t < o0 (11)

Se puede observar que los pardmetros de la senal son los siguientes; frecuencias de 1, 4, 8
rad/s, amplitudes Aj, Ao, A3, v fases 0,7/3,7/2 rad. Queremos mostrar que la forma de la
senial se define por las amplitudes A7, As, Ag.

Codigo 6.1.

1 t = 0:20/400:20;

2 wl = 1; w2 = 4; w3 = 8;

3 Al = input('Input the amplitude Al for wi = 1: ');
Caodigo 4 A2 = input ('Input the amplitude A2 for w2 = 4: ');

5 A3 = input('Input the amplitude A3 for w3 = 8: ');

6 x = Alxcos(wl*xt)+A2*cos(w2*t+pi/3)+A3*cos (w3*t+pi/2) ;

Para alcanzar el propodsito antes descrito, utilizamos los comandos de MATLAB presentados
en la pagina anterior para generar xz(t), para distintos valores de A;, As, y As. Mediante los
comandos generamos las graficas MATLAB de z(t) para los tres casos A1 = 0.5, A2 = 1,
A3 =0;A1=1,A4,=0.5,A3=0;y A1 =1, Ay = 1, A3 = 0. En la Figura 60 se muestran los
resultados. En los tres casos, s6lo aparecen las componentes de frecuencia de 1 rad/s y 4 rad/s.

Primer caso: La componente de frecuencia 4 rad/s, se observa que sobresale en la Figura

60(a), debido a que su amplitud es el doble en comparacién con la componente de frecuencia
1 rad/s.

Segundo caso: caso contrario al caso 1, la componente dominante es la de frecuencia 1
rad/s, su amplitud es el doble en comparaciéon con la componente de frecuencia 4 rad/s.
Esto se muestra en la Figura 60(b).

Tercer caso: No existe componente dominante, ambos tienen la misma amplitud, como se
muestra en la Figura 60(c).

Ejecutamos de nuevo el programa de MATLAB con los siguientes valores A1 = 0.5, Ay = 1,
A3:0.5; Alzl, A2:0.5, A3:0.5;yA1:1, AQZL A3:1. ]

En los tres casos, estan presentes todas las componentes. En el primer caso la componente do-
minante es la de 4 rad/s. En el segundo caso la componente dominante es la de 1 rad/s, y en
el ultimo caso todas las componentes tienen la misma amplitud. Estos casos se muestran en la
Figura 61.

Considerando, nuevamente, la senal de la ecuacion 10. Sea w la frecuencia variable. Se puede
graficar las amplitudes A, vs w. La senal z(t) esta definida para valores finitos de frecuencias,
por lo tanto, la grafica tendra un nimero finitos de valores en las frecuencias wy,.

La grafica que se muestra se conoce como espectro de linea o espectro de amplitud de la senal x(t).
El objetivo de este tipo de graficas es mostrar las magnitudes relativas de todas las componentes
de frecuencia que integran la sefial. Como ejemplo, podemos considerar la senal del ejemplo 4.1.
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Figura 60: Graficas de x(t) para (a) Ay = 0.5, Ay =1, A3 =0; (b) 41 =1, Ay = 0.5, A3 = 0;
y(c) Alzl,A2:1,A3:0.
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Figura 61: Graficas de z(t) para (a) A; = 0.5, Ay = 1, A3 = 0.5; (b) A1 = 1, A2 = 0.5,

A3=O.5;y(c) A1=1,A2=1,A3=1.

En la Figura 62 se presenta el espectro de amplitud, de todas las versiones de la senal de la
Figura 61. Existe una correspondencia entre la Figura 62 y la Figura 61. La ecuacién 10
también contiene un espectro de fase, que consiste en graficar la fase 6,, vs la frecuencia w. En

la Figura 63 se muestra un ejemplo de este tipo de espectro, para la ecuaciéon 11.
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Figura 62: Espectros de amplitud

4.1.2. Serie trigonométrica de Fourier

La serie de Fourier es una sucesion infinita que representa a una funcién o sefal periddica, que
también es continua por partes. Estas herramientas matematicas, son la base fundamental para
el andlisis de Fourier, que sirven para estudiar las sefiales peridédicas, mediante la desintegracién
de la senal en componentes de una suma infinita de funciones trigonométricas (senos y cosenos)
(Oppenheim et al., 1998).

Una senal z(t) es periddica si cumple con la ecuacién ecuacién 12. Donde T' se conoce como
periodo, y es niimero real positivo.

z(t+T)=uxz(t), —co<t<oo (12)

El nimero més pequeno para el cual se cumple la ecuacién 12 se conoce como periodo funda-



Uso DE LA HERRAMIENTA DE SIMULACION MATLAB PARA SOLUCION
DE PROBLEMAS MMATEMATICOS Y SUS APLICACIONES 170

I(X) T T T T

Theta (grados)
W
S

1

4 6 8 10
Frecuencia (rad/s)

o
-

Figura 63: Espectro de fase de la sefnial z(t) definida por ecuacién 11.

mental 7. En la Figura 64 se muestra un ejemplo para T' = 2, para un tren de pulsos.

x(1)
1

(continda’
L N J LR N J

: : : ' t
-25 =20 -15 -10 -05 0 05 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 64: Senal periédica con periodo fundamental T = 2.
Si z(t) es una senal periddica, se puede escribir como una suma de sefales senoidales, como se

muestra en la ecuacion 13.

z(t) = ap + Z [ay, cos(nwot) + by, sin(nwot)], —oo <t < oo (13)

n=1

Donde ag, a, y b, se conocen como coeficientes, y wq es la frecuencia fundamental (en rad/s)

dada por wg = 27/T.

Los coeficientes a,, y b, se calculan como se muestran en las siguientes ecuaciones.

an T/ ) cos(nwot)dt, n=1,2,..

by, T/ )sin(nwet)dt, n=1,2,..

Los coeficientes a,, vy by, se pueden integrar en cualquier periodo completo, como se muestra:

T/2
an, / ) cos(nwot)dt, n=1,2,..
T T/2
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El coeficiente ag representa la componente de cd de la senal, dada por:

ap = %/OT o (t)dt (16)

La representacion de la ecuaciéon 13 es conocida como serie trigonométrica de Fourier. Y a
cada componente de la suma se conoce como arménicos. Observe que la frecuencia de cada
componente de la suma son multiplos de nwy.

La serie trigonométrica de Fourier se puede mostrar como una forma de cosenos con fase

x(t) = ap+ Z Ay, cos(nwot 4+ 0,), —oo <t < oo (17)

n=1

donde
Ap=+a2 +b2, n=1,2 .. (18)
y
-1 bn
tan -, n=1,2,...,cuando a, >0
0, = G, (19)

7+ tan~! <——n) , n=1,2,...,cuando a, <0
Qn

La ecuaciéon 17 puede ser un caso particular de la ecuacién 10, considerando que la suma sea
infinita (N = 00) y agregando la componente cd de la sefial, ag.

Es importante concluir que la serie de Fourier muestra que toda senal periddica, que cumple
con las condiciones de Dirichlet (Moya, 2008), se puede escribir como una suma de sefiales
sinusoides.

1. z(t) es integrable en su totalidad en cualquier periodo; es decir,

a+T
/ |z(t)|dt < oo para cualquier a
a

2. En un periodo la senal z(t), contiene un ntimero finito de minimos y méximos.

3. En un periodo la senal z(t), sélo tiene un nimero finito de discontinuidades.

Ejemplo 4.2 Tren de pulsos rectangulares

Dada la sefial mostrada en la Figura 64. Se observa que la sefial es periédica con T' = 2, en
consecuencia, la frecuencia fundamental es wy = 27/2 rad/s. Calculando los coeficientes de
la serie:

1 /2 1 (05 1 1 1
=~ t)dt = = Ddt=-+- ==
o 2/09:<> 2/0 (dt =7 +7 =75
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By = 2/ ) cos(nt)dt

2
= / cos(nmt)dt + cos(nmt)dt
0 1,5

1 t05

= — sin(nnt)|,_ = =2

1
+ — sin(nmnt)
™ ™
= — |sin{— | —sin | —
™ 2 2
1 7. /nrm . (nm 1 . [(nm
= —|sin|— ) —sin|—+n7)|=—|2sin| —||,n=1,2,...
™ 2 2 ™ 2

1.5

9 2 0.5 2
b = 7/ (t) sin(kmt)dt —/ sin(knt)dt + sin(knt)d
2 Jo 0 1.5
1 _ 1 [# =«
0.5 t=2
= —? COS(kﬂ't)’ — 71_7 COS(kﬂ't)’tZl 5 = _ﬁ |:2 — 2:| = 0, k = 1,2,

Con estos resultados, se puede escribir la senal z:(¢) mediante su representacion en serie de
Fourier, como sigue:

Z — sin ( > cos(kmt), —oo <t < o0 (20)

l\DM—~

El resultado anterior, se puede reescribir para casos impares, debido a que la componente

km
sin (2 es cero para valores pares, quedando como sigue:

() =242 f: L (k”) (knt) <t< (21)
X = — — — SINn | — | COS(RT — 00 (0. @]
2 T =k 2 ’
kimpa'res

Simetria par o impar

Por definicién, una senal x(t) es una senal par si cumple con z(t) = x(—t) para co < t < 0.
Por otro laso, es una senal impar si cumple con x(t) = —x(—t) para oo < t < 00.

Sean x(t) y v(t) dos sefiales pares (o impares), se tiene que para cualquier constante n > 0, se
cumple con:

/ " sOw(t)dt = 2 / " e (tv(t)dt (22)
—n 0

Sea x(t) una senal par y v(t) una senal impar, se cumple con:

/ T sttt =0 (23)

=
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Por lo tanto, dado que cos(nt) es par y sin(nnt) es impar, si la senal x(t) es par, la ecuacién
14 y la ecuacién 15 se reducen a

4 [T/2
ap, = T/ x(t) cos(nwot)dt, n=1,2,.. (24)
0

by=0, n=12,.. (25)
Por otro lado, si la senal z(t) es impar, la ecuacién 14 y la ecuacién 15 se reducen a

an =0, n=12, .. (26)

T/2
by = —/ 2(t) sin(nwot)dt, n=1,2,... (27)
0

Estas expresiones (ecuaciéon 24-27), nos sirven para simplificar el calculo de los coeficientes de
las series de Fourier, segin sea el caso, z(t) par o impar. Para mostrar estas simplificaciones se
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3 Reduccién por simetria

Considerando nuevamente la sefial de la Figura 64. Se sabe que esta senal es par y, por lo
que se pueden utilizar la ecuacién 24 y la ecuacién 25 para encontrar los coeficientes a,
y b, de la serie de Fourier a,, y by,.

o Primero, por simetria par de la senal z(t), b, =0,n =1,2,....

e Después, se calcula a,, = 0:

0.5
anp = 2/ ) cos(nmt)dt = 2/ cos(nmt)dt

2
= —sm(mrt)| 05: — sin (mr) n=12 ..
nmw nm 2

Los resultados coinciden con los encontrados en el ejemplo 4.2, con esto se comprueba que
usando la simetria se reduce el numero de calculos.
|
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Ejemplo 4.4 Ejercicio de MATLAB de serie de Fourier

Consideremos la funcion:
t
f(t)=1—§; para —2 <z <2 (28)

Resolviendo los coeficientes de Fourier, se tiene b, = 2/nm, con T = 4. El cédigo 6.2 genera
la grafica para la suma de los primeros N componentes de la serie de Fourier.

Cdédigo 6.2.
1 x=-2:0.005:2;
2 suma=0;
3 N=50;
4 for n=1:N
5 b=2/(nxpi);
6 suma=suma+(b*sin(n*xx*xpi/2));
Cadigo + end
8 plot(x, suma)
9 grid on
10 xlabel('x"')
11 ylabel('bn')
12 title('Serie de Fourier')
La gréfica que produce el codigo 6.2 se muestra en la Figura 65. ]

15 Serie de Fourier

/

15 | | . . | . .
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 65: Serie de Fourier.

El fenémeno de Gibbs se genera por las discontinuidades que presenta la funcién, debido a que
el resultado es una aproximacién de la senal x(t), dado que se toma para un valor finito de N.
Graficamente podemos observar este fenomeno en el ejemplo 4.4. Se presentan oscilaciones de
la sefial, el cual se puede reducir aumentando el nimero de elementos, por ejemplo para una
valor de N = 50, se tiene el siguiente cédigo 6.3, y el cual produce la grafica de la Figura 66.
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Ejemplo 4.5 Reduccioén de las oscilaciones en la senal del ejemplo 4.4

Codigo 6.3.
=-2:0.005:2;
suma=0;
N=50;
for n=1:N
b=2/(n*pi) ;
suma=suma+(b*sin(n*xx*xpi/2)); [
end
plot(x, suma)
grid on
10 xlabel('x"')
11 ylabel('bn')
12 title('Serie de Fourier')

D oA W N R

Cadigo
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Figura 66: Gréfica de zx(t) cuando N = 50.

Veamos otro caso, tomando la senal z(t) del ejemplo anterior del tren de pulsos, sea zx(t) la
senial que define la suma finita, se tiene:

1 2 &1 [k
zn(t) = 3 + - Z zsin 5 cos(kmt), —oo <t < o0
k=1

kimpa'r'
Por definicién del teorema de Fourier (ecuacién 13), zn(t) converge en z(t) cuando N — oo.
Por lo tanto, conforme N tiende a infinito, el error |z (t) —x(t)| tiende a cero. El c6digo siguiente,
muestra estos resultados para distintos valores de N.
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1 t = 3:6/1000:3;
2 N = input ('Number of harmonics = ');
3 a0 = 0.5;
L. 4 w0 = pij;
Codigo 5 xN = aOxones (1, length(t));
6 for k = 1:2:N,
7 xN = xN + 2/k/pixsin(k*pi/2)*cos(k*xwO*t);
8 end

Dado que la senal es par, los coeficientes a, se excluyen del ciclo para hacer el programa de
MATLAB més eficiente.

Ahora, con N = 3, zn(t) se vuelve

1 2 2
x3(t) = 5t - cos(mt) — o cos(3mt), —oo <t < o0

Con N = 3, se obtiene la grafica mostrada en la Figura 67.
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Figura 67: Gréfica de zn(t) cuando N = 3.

La Figura 68 muestra los resultados para N = 9. Comparando la Figura 67 y la Figura 68
se observa que la aproximacion para N = 9 presenta mejores resultados, dado que contiene mas
armoénicos. Al incrementar el valor de N se puede obtener una mejor aproximacién de la senal
z(t). Por ejemplo, para N = 21 se obtiene la grafica de la Figura 69.

Para N = 45 se obtiene el resultado mostrado en la , Figura 70. Se observa que los picos en
las esquinas siguen apareciendo”, atin cuando N tiende a oo los picos estardn presentes (apro-
ximadamente el 9 por ciento). Este fenémeno fue descubierto por Josiah Willard Gibbs, por lo
que llevan su nombre y se conoce como fenémeno de Gibbs. Por lo tanto, para una senial x(t)
periédica, la aproximacién por serie de Fourier presenta errores en las discontinuidades de z(t)
de hasta aproximadamente 9 %.
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Figura 68: Aproximacion xg(t).

4.1.3. Serie exponencial compleja

La serie trigonométrica de Fourier vista en la seccién anterior (ecuacién 13), se puede expresar
de forma exponencial compleja, mediante:

o
x(t)= Z cn€™0t oo <t < 00 (29)

n=—0oo

En la representacion la ecuacion 29, el coeficiente ¢y es un nimero real y los coeficientes ¢,
(n # 0) son ntmeros complejos. wy al igual que la seccién anterior representa la frecuencua
fundamental, wy = 2pi/T, donde T es el periodo fundamental.

Existen ecuaciones de equivalencias que relacionan los coeficientes de la serie exponencial comple-
ja con los coeficientes de la serie trigonométrica de Fourier. Estas relaciones se calculan mediante
las férmulas

Co = Qo

1 .
Cn = 5 (an - ]bn) (30)
Cep = §(an+jbn),n: 1,2, ...

Los coeficientes de la serie exponencial compleja, ¢,, se pueden calcular utilizando la férmula

1 /T ‘
= T/ z(t)e ™0l n=0,+1,42,... (31)
0

Al igual que los coeficientes de la serie trigonométrica, los coeficientes de la serie exponencial,
Cn, e pueden calcular integrando sobre cualquier periodo completo. Por ejemplo,
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Figura 69: Aproximacion o (t).
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Figura 70: Aproximacion x45(t).

1 [T/2 .

Cn = —/ z(t)e 7m0l n=0,41,42, ...
T J-1)2

Si z(t) es una senal periédica y estd expresada mediante la serie exponencial compleja, entonces,

es posible pasarla en forma de serie trigonométrica de Fourier utilizando las siguientes relaciones

para los coeficientes

ap, = Cph+cC_p b, = J(Cn - C—n) (32)

20 = o — 2R(en) ~23(ca)n=12,...

Las relaciones de la ecuacién 32 se deducen facilmente de la ecuaciéon 30. Cuando la senal
x(t) es par, los coeficientes de la serie exponencial son niimeros reales y las ecuaciones se reducen
a lo siguiente:
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1 1
Co = ao G0 = ian @ = §an,n =1,2,... (33)

Cuando la senal x(t) es impar de ¢, los coeficientes de la forma exponencial son nimeros imagi-
narios (excepto para cp) y las ecuaciones se reducen a lo siguiente:

1 1
co = ap ¢n = —j5bn con = Jzbmn=12,.. (34)

Ejemplo 4.6 Tren de pulsos rectangulares

Nuevamente, considerando la senal mostrada en la Figura 64. Con los resultados obtenidos
en el ejemplo 4.2, podemos calcular los coeficientes de la serie compleja de Fourier como

sigue: 1
co = 5
1 . nmw
Cp = — sin (> ,n=0,£1 £3,£5, ...
™ 2

Por lo tanto, teniendo los coeficientes podemos expresar la serie exponencial compleja de
Fourier de un tren de pulsos como sigue:
1 1 &1 nmw\
z(t) ==+ — —sin [ — | ", —c0 <t < o0 35
W=5+7 3 g () (35)

Nimpar

Existe una manera sencilla de resolver las ecuaciones para el cdlculo de los coeficientes de
Fourier utilizando la herramienta de simulaciéon MATLAB, para esto se puede puede utilizar
Symbolic Math Toolbox. Un ejemplo se muestra en el siguiente cdédigo para la senal tren de
pulsos rectangulares.

1k = 1:5;
Cadigo 2 syms ck t
3 ck = 0.5xint (exp(-j*k*xpixt),t,-0.5,0.5)

La instruccién syms cn t genera objetos simbdlicos cn y t. La instruccién int integra el primer
argumento respecto al segundo argumento t, desde -0.5 hasta 0.5. El resultado es un vector de cn.

Cadigo 1 ck =[ 1/pi, 0, -1/3/pi, 0, 1/5/pil

Serie de Fourier compleja y truncada

La senal z () obtenida es un representacion truncada de la serie trigonométrica de Fourier de
la senal tren de pulsos rectangulares. Esta senal también se puede calcular truncando la forma
de la serie exponencial de Fourier como sigue:
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N
zn(t) = Z cpe?"e0t
n=—N

Utilizando MATLAB se puede calcular lo expresado en la ecuacién anterior, como sigue:

1 t = -3:6/1000:3;

2 N = input ('Number of harmonics = ');
3 cO0 = 0.5;

4 w0 = pi;

5 xN = cOxones (1, length(t));

COdgo 6 for k = 1:N,

7 ck = 1/k/pixsin(k*pi/2);

g c_k = ck;
9 xN = xN + ckxexp(j*xk*wO*xt) + c_k*exp(-j*kxwO*t);
10 end

Utilizando el cédigo anterior para los casos N = 3,9, 21 y 45, obtenemos los mismos resultados
mostrados en la Figura 67 a la Figura 70.

Ejemplo 4.7 Calculo de la serie de Fourier de una senial acotada
Expanda en una serie de Fourier la siguiente sefial f(t):

_J 0 para —m <t <0
1) _{ T—t para0 <t <7 (36)

El siguiente c6digo 6.4 calcula la serie de Fourier de la senal f(t), y se genera la gréfica de
la Figura 71.

Cédigo 6.4.

syms n t
A=pi;
T=2%pi;
wo=2%pi/T;
5 funcion=-t+A;
6 a0=int (funcion ,0,pi)/(T/2);
7 an=int (funcion*cos (n*wox*t) ,0,pi)/(T/2);
8 bn=int (funcion*sin (n*xwoxt) ,0,pi)/(T/2);
9 sum=0;
10 for k=1:6
11 ank=subs(an,n,k);
12 bnk=subs (bn,n,k);
Cédigo 13 sum=sum+ank*cos (k*t)+bnk*sin(kx*t) ;
14 end

B oW N =

15 suma=a0/2+sum;

16 xv=linspace(-pi,pi);

17 y=subs (suma,t,xv);

18 plot(xv,y,'*b','Linewidth' ,1)
19 grid on;

20 hold on;

21 tl=linspace(-(T/2),0);

22 t2=1linspace (0,(T/2));

23 t=[t1,t2];

20 v=[(0*x(-t1+A)) (-t2+A)];

25 plot(t,v,'r','Linewidth',3)
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Figura 71: Calculo de la serie de Fourier para la senal f(t) del ejemplo 4.7.

Ejemplo 4.8 Calculo de la serie de Fourier de una senal cuadrada
Calcular la serie de Fourier de la siguiente senal cuadrada f(¢):

)1 paral0 <t <7
f(t) = { -1  parar <t <27 (37)

El siguiente cédigo 6.5 calcula la serie de Fourier de la sefial f(t), y se genera la gréfica de

la Figura 72.
Cadigo 6.5.

1 T=2%pi;
2 £=1/T;
3 wo=(2xpi)/(T);
14 A=1;
5 n=1:50;
6 £t=0:0.01:2%pi;
7 for n=1:2:6
8 for k=1:size(t,2)
9 s(n,k)=(((4*xA)/(pi)))*((sin(n*wox*xt(k)))/n);
10 end
_ 11 end [ |
Codigo 12 for k=1:size(t,2)
13 st(k)=sum(s(:,k));
14 end

15 st(1)=st(1)+1;

16 plot(t,st,'*xb','Linewidth',1);

17 grid on;

18 hold on;

19 f_cuadrada=square (2xpixf*t,50) ;
20 plot(t,f_cuadrada,'Linewidth',3);
21 xlabel('tiempo');

22 ylabel ('Amplitud');
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Figura 72: Calculo de la serie de Fourier para la senal f(t) del ejemplo 4.8.

Ejemplo 4.9 Calculo de la serie de Fourier de una senal diente de sierra
Expanda en una serie de Fourier la siguiente senial f(t):

At/m para0 <t <

1) = (At/m) —2A  parar <t <27 (38)

El siguiente c6digo 6.6 calcula la serie de Fourier de la senal f(t), y se genera la gréfica de

la Figura 73.
Cadigo 6.6.
syms n t
A=1;
T=2*pi;
wo=2%pi/T;
p=pi;
funcionl=(Axt)/pi;
funcion2=((A*t)/pi) -2*A;
a0=int (funcionl ,0,pi)/(T/2)+int (funcion2 ,pi,2*pi) /(T
7/2) 3
9 an=int (funcionl*cos(n*wo*t),t,0,pi)/(T/2)+int(
funcion2*cos (n*wo*t) ,t,pi, (2*%pi))/(T/2);
10 bn=int (funcionl*sin(n*wo*t),t,0,pi)/(T/2)+int (
funcion2*sin(n*wo*t) ,t,pi, (2%pi))/(T/2);
11 sum=0;
12 for k=1:40
13 ank=subs(an,n,k);
14 bnk=subs(bn,n,k);
15 sum=sum+ank*cos (k*t)+bnk*sin(k*t);
16 end
17 suma=a0/2+sum;
18 xv=linspace (0,2%pi);
19 y=subs(suma,t,xv);
20 plot(xv,y,'*b','Linewidth',1)
21 grid on;
22 hold on;
23 tl=linspace(0,pi);
24 t2=linspace (pi,2%pi);
25 t=[t1,t2];
26 v=[(C(A*t1)/pi)) (((A*t2)/pi)-2xA)];
27 plot(t,v,'r','Linewidth',2)

L T S N I

Cadigo



Uso DE LA HERRAMIENTA DE SIMULACION MATLAB PARA SOLUCION

DE PROBLEMAS MMATEMATICOS Y SUS APLICACIONES 183
1.5 T T T
%  Serie de Fourier
* Seiial diente de sierra
1+ * .
%
E
051 B
0 i
0.5 4
(3
%*.
A+ o
*
45 | | ‘ | | .
0 1 2 3 4 5 6 7

Figura 73: Célculo de la serie de Fourier para la senal f(¢) del ejemplo 4.9.

4.2. Transformada de Fourier

Hemos visto que el analisis de una senal peridédica se puede realizar mediante la serie de Fourier,
esto permite representar a la sefial en términos del contenido de frecuencia. Para las sefiales no
periddicas existe una herramienta matematica que permite el andlisis de las sefiales mediante
sus componentes espectrales de frecuencia, esta herramienta es la transformada de Fourier.

Este analisis, mediante la transformada de Fourier, muestra que para las senales no periédicas
las componentes existen o estan definidas en todos los valores reales de la frecuencia w, y no
como en el caso de las senales peridédicas que existe solo para valores discretos de w, por lo tanto,
para la transformada de Fourier no es un espectro de linea.

La transformada de Fourier de una senal x(t) se denota por X (w), se calcula como sigue:

X(w) = / T p(t)e I, —00 <t < o0 (39)

—00

donde w es la variable que representa la frecuencia. Como se observa las senales se denotan con
letras mintsculas y la transformada de Fourier con letras mayusculas.

Por naturaleza de la ecuacion 39, los valores de la transformada de Fourier pueden ser comple-
jos. Por esta razén, los resultados se representan mediante la funcién magnitud | X (w)| (espectro
de magnitud) y la funcién dngulo ZX (w) (espectro de fase).

La transformada de Fourier | X (w)| de una senal z(t), existe si la sefial x(t) es completamente
integrable, es decir, si la ecuacion 39 converge. Eso es:

/_Oo |z(t)|dt < oo (40)
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El siguiente ejemplo es para una sefial que no cumple con la condicién de existencia de la
transformada de Fourier.

Ejemplo 4.10 Seinial constante
Considere la sefial de c¢d o constante

z(t) =1, —oo<t<oo

La senal constante es fisicamente no realizable, es decir no es una senal real, ya que es una
senal diferente de cero todo el tiempo. La transformada de Fourier de la senal es:

- o T/Z . 1 [ . t=T/2
X@ = [ @etdt= lim [ e idr =t —— [
—o ' T—00 T/2 T—oo Jw t=—T/2
(7-7“’T) (ij) (41)
= lim —|e 2 " —e 2
T—oo Jw

JwT

Pero e{*37) no tiene un limite cuando T' — oo y, por lo tanto, la integral de la ecuacion 41
no converge. Esto indica que la sefial no tiene transformada de Fourier, ya que al integrar la
senial el area bajo la curva es infinita. m

Ejemplo 4.11 Seinial exponencial

Ahora considere la sefial
z(t) = e Pu(t)

donde b es una nimero constante real, y u(t) es la sefial escalén unitario. La senal x(t) toma
el valor de la senal u(t) cuando el niimero constante b = 0. La transformada de Fourier X (w)
de z(t) estd dada por

X(w) = / e blu(t)e IwtdL

y debido a que u(t) = 0 para t <0, u(t) =1 para t > 1,

X(w) :/ e_bte_j“Jtdt:/ e~ (FIW)t g
0 0

Evaluando la integral:
X(w) _ 1 [e—(b-‘rjw)t ‘t:oo}
b+ jw =0
Cuando b < 0 el limite superior t = co no puede ser evaluado y, entonces, es este intervalo
para b, no existe la transformada de Fourier de x(7"). Como se menciono anteriormente,
x(t) = u(t) cuando b = 0, lo que indica que la funcién escalén unitario no tiene transformada

de Fourier. Cuando b > 0, e % — 0 cuando t — oo, entonces

lim e~ ®Hiwt — 1im e~ bte—iwt —
t—00 t—o00

La transforma de Fourier de z(t) cuando b > 0 esta dad por

1 1

X = — —1:
() b+jw(0 ) b+ jw
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y los espectros de amplitud y fase son

1
X(W)] = ———
X()| =~y
/X (w) = —tan™! v

b

Como ejemplo, cuando b = 10, se generan los resultados para el espectro de amplitud | X (w)]
y de fase /X (w) utilizando MATLAB, como se muestra en el codigo siguiente:

Codigo 6.7.
1 w = 0:0.2:50;
2 b = 10;
Codigo 3 X = 1./(b+j*w);
4 subplot(211), plot(w, abs (X));
5 subplot (212), plot(w, angle (X));
Las graficas que se generan con el c6digo se muestran en la Figura 74. m
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Figura 74: Gréficas de los espectros de (a) amplitud y (b) fase, de 2(t) = e~ 1%%u(t).
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4.3. Transformada inversa de Fourier

Dada la transformada de Fourier X (w) de la senal z(¢). Podemos obtener z(t) a partir de X (w)
aplicando la transformada inversa de Fourier dada por

x(t)= %/_O;X(w)ejmdw (42)

Como notacién se utilizard la siguiente para los pares de transformadas
z(t) - X(w)

Un ejemplo de pares de transformadas de Fourier es el siguiente

pr(t) <> T arcsin (;_w) (43)

s

Por la propiedad de dualidad de Fourier, la transformada de Fourier de la sefial rectangular en
el tiempo corresponde a una funcién senc en frecuencia, e inversamente, una funcién senc en
frecuencia corresponde a una funcién rectangular en el tiempo.

5. Aplicaciones en propagacion y desvanecimientos

En este capitulo se analizaran los fendmenos que se presentan y afectan al momento de realizar
una transmision de informacién en el espacio libre.

5.1. Patron de Radiacién

Al momento de hacer referencia a una transmisiéon en el espacio libre, lo primero que resalta
es el término de espacio libre, el cual lo identificamos como el medio por el cual se realizard
la propagaciéon de las ondas electromagnéticas, y para que esta actividad se dé, se requiere
del uso de antenas. Las antenas se pueden definir como dispositivos que pueden transmitir y/o
recibir ondas electromagnéticas (OEM). Una antena puede ser caracterizada a través de diversos
parametros, y uno de los mas esenciales e incluso de los més relevantes, es el patron de radiacion.
El patrén de radiaciéon de una antena se puede entender como una grafica de la energia radiada
vista desde afuera. Si consideramos un dipolo por ejemplo, el campo generado por este seria
como el que se muestra en la siguiente ecuaciéon (Aguilar et al., 2002):

cos (ﬁé * cos(0)> — cos (Bé) (44)

E= sin(6)

De la ecuacion 44 podemos describir los siguientes pardmetros:

[ es la constante de fase (27/\).
[ es la longitud del dipolo.
0 es el angulo medido sobre el eje z.
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El cédigo 7.1 calcula y grafica el campo generado por un dipolo como se puede observar en la
Figura 75.

Cédigo 7.1.

lambda=1;

beta=2%pi/lambda;

1=3*lambda/2; 7 longitud del dipolo

% angulos

fi=(0:.01:1) *2%*pi;

teta=(0:.01:1) *pi;

E=abs ((cos(beta.*1./2.*cos(teta))-cos(beta.*1./2))./sin
(teta));

8§ polar(teta,E)

Cadigo
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Figura 75: Patron de radiacion de un dipolo.

Se puede graficar este mismo campo en 3D, para realizar lo antes mencionado, se debe utilizar
el siguiente cédigo 7.2, el cual produce la grafica de la Figura 76.

Cddigo 7.2.
lambda=1;
beta=2*pi/lambda;
1=3*lambda/2; 7 longitud del dipolo
% angulos.
fi=(0:.01:1) *2*pi;
teta=(0:.01:1) *pi;
E=abs ((cos(beta.*1./2.xcos(teta))-cos(beta.*x1./2))./sin
(teta));
& polar(teta,E)
Cédigo 9 [FI,TETAl=meshgrid(fi,teta); % vectores FI y TETA para
graficar en 3D
10 % creacion del campo
11 E=abs((cos(beta.*1./2.*xcos(TETA))-cos(beta.*x1./2))./sin
(TETA) ) ;
12 % cambio de coordenadas esfericas a rectangulares
13 X=E.*sin (TETA) .*cos(FI);
14 Y=E.*sin(TETA) .*sin(FI);
15 Z=E.*cos (TETA) ;
16 S=surface(X,Y,Z,(abs(E))); % Grafica de superficie
17 view(0,40) % Orientacidén de los eijes

B T N B N
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Figura 76: Campo del dipolo en 3D.

5.2. Desvanecimientos

Cuando el medio de transmisién es el canal inaldmbrico se presentan diversos fenémenos que
disminuyen la intensidad de la sefial recibida, estos fenémenos son conocidos como desvaneci-
mientos, los cuales se clasifican en desvanecimientos lentos 'y desvanecimientos rapidos (Stiiber
& Stéuber, 2012).

Los desvanecimientos rapidos se dividen segin el ambiente de propagacién, es decir, el trans-
misor y receptor pueden tener o no linea de vista. Generalmente no se tiene linea de vista y
cuando se tiene este ambiente de propagacién la variable aleatoria que caracteriza estos desva-
necimientos sigue una distribucién de Rayleigh, es decir el canal de desvanecimiento es un canal
de Rayleigh.

Cuando se tiene linea de vista, la variable aleatoria es una variable con distribucion Rice. Los
desvanecimientos lentos por lo general se modelan con una variable aleatoria con distribucion
Log-normal (Stiiber & Stéuber, 2012). El siguiente cédigo 7.3 genera un canal Rayleigh
(ver Figura 77) y un canal Log-Normal (ver Figura 78).

Cédigo 7.3.

sigma=1; media=0; N=1000;

xl=randn(N,1) *sigma + media;

x2=randn(N,1) *sigma + media;

x3=randn(N,1) *sigma + media;

Z=sqrt(x1.72 + x2.72); % Calculo de V.A. Rayleigh
W=exp(x3); 7% Calculo de V.A. Log-Normal

plot (10%1ogl10(Z)) 7 Grafica del canal Rayleigh en dB
xlabel('x') ylabel('Potencia (dB)')

grid on

figure (2)

plot (10*1logl0(W)) % Grafica del canal Log-Normal en dB
xlabel('x') ylabel('Potencia (dB)')

grid on

Cadigo
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Figura 77: Canal Rayleigh.
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Figura 78: Canal Log-normal.

El calculo de los canales con desvanecimientos puede servir para calcular la ganancia del canal,
este andlisis se utiliza en el Acceso Multiple No Ortogonal (NOMA, por sus siglas en inglés) en
el dominio de la potencia, que es una de las propuestas paras las redes celulares 5G. Estos resul-
tados sirven para poder mitigar la interferencia de los usuarios que comparten el mismo recurso,
esto se logra utilizando la Cancelacién de Interferencias Sucesivas (SIC, por sus siglas en inglés).

Una vez obtenidos los canales, lo que procede es generar la funcion de densidad de probabilidad

(PDF) de las variables aleatorias y graficarlas sobrepuestas con las féormulas teéricas para ob-
servar la aproximacion.
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La PDF de la variable aleatoria Rayleigh estd dada por la ecuacién 45, (Papoulis & Saun-
ders, 2002).

£y = gge 2 ez 0 (45)
g

La PDF de la variable aleatoria Log-normal estd dada por la ecuacién 46, (Papoulis &
Saunders, 2002).

_( (n@)—w?
g(:c)z;e ( 202 ) (46)
xV2rwo?

Aqui, x representa una variable aleatoria normal. El siguiente c6digo 7.4 es una funcién “M7,
la cual utilizaremos para generar y graficar la PDF para todo tipo de variable aleatoria.

Codigo 7.4.
1 function[]= pdfva(variable, bines, total) 7 parametros
que recibe la funcion

2 [rr,u]=hist(variable,bines); ’ Calculo de histograma
. 3 delta=u(2)-u(1); % Calculo de intervalo
Erili 14 r2=rr/(total*delta); J Normalizar valor del eje Y
5 bar(u,r2); % Graficar la funcion
6 colormap([1 1 1]); 7% Colocar en blanco el fondo de cada
barra
7 hold on

El siguiente codigo 7.5 calcula y muestra la grafica de la PDF de los desvanecimientos, tanto
de manera tedérica como de forma simulada. Este c6digo produce las graficas de la Figura 79 y
80.

Cédigo 7.5.

1 sigma=1;media=0;N=5000;

2 xl=randn(N,1)*sigma + media; 7 Creacion de N variables
aleatorias normales con media cero y desviacion
estandar 1

x2=randn(N,1) *sigma + media;

x3=randn(N,1) *sigma + media;

Z=sqrt(x1.72 + x2.72); % Calculo de V.A. Rayleigh

W=exp(x3); 7% Calculo de V.A. Log-Normal

y=length(Z); 7 Tama no de mi variable

bin=30;

pdfva(Z, bin, y) % Llamado de la funcion

10 u2=max(Z);ul=min(Z);

11 m=(u2-ul)/y; % Calculo de intervalo

12 j=ul:m:u2;

13 f=(j/sigma.”2) .*exp(-j. 2/ (2*sigma.”2));

14 plot(j,f, 'r'); % Grafica de funcion teorica

15 xlabel('x') ylabel('pdf (x)')

16 legend ('EMPIRICO', 'TEORICO');

Cadigo
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%% Cont...

figure (2)

y2=length(W); 7 Tama no de mi variable
pdfva(W, bin, y2)’ Llamado de la funcin
ud=max (W) ;

u3=min (W) ;

m2=(u4-u3)/y;

k=u3:m2:u4;

f2=(k/sigma."2) .xexp(-k."2/(2*sigma.~2));
plot(k,f2,'r'); 7% Grafica de funcion teorica
xlabel ('x")

ylabel ('pdf (x)')

legend (' EMPIRICO','TEORICO');

Cédigo
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Figura 79: PDF Rayleigh.

5.3. Diseno de radioenlace

Un radioenlace se entiende como un enlace de ondas electromagnéticas en la banda de senales de
radio. Este enlace se presenta como una conexién ya sea entre terminales fijas o méviles, donde
el canal de comunicacién es a través del espacio libre.

Cuando se habla de radiocomunicaciones, entendemos que los radioenlaces generalmente se di-
sefian sobre las bandas de frecuencia del orden de las microondas, es decir, a partir de los 300
MHz y hasta los 300 GHz. En esta banda de frecuencia, la longitud de onda (\) es muy pequena,
y como consecuencia de ello, éstas son muy sensibles a los fendmenos meteoroldgicos como la
lluvia y la nieve (Salema, 2002).

Existen condiciones que se deben cumplir para un radioenlace; en primer lugar, es vital que la
ruta directa entre las dos antenas (la ruta de la linea de vista) esté libre de obstrucciones. Sin
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Figura 80: PDF Log-normal.

embargo, esto en si mismo no es suficiente, sino que es muy conveniente que no haya obstdculos
cerca de la ruta de la linea de visién, ya que podrian provocar reflexiones y pérdidas en la re-
cepcion. La Figura 81 muestra un camino simple de un radioenlace, la elipse punteada define
una regién conocida como la 1ra. zona de Fresnel (Salema, 2002).

Figura 81: Radioenlace punto a punto.

Cuando se calculan las pérdidas en la transmision, también se deben considerar los efectos como
son la pérdida en el espacio libre, atenuacion y dispersion. Resultado de este camulo de pérdi-
das, la potencia (Pgr) de la senial se ve disminuida en el receptor, y coloquialmente se le conoce
como pérdidas en el espacio libre. A manera de conclusién, este tipo de pérdidas se ocasionan
porque la energia de la senal que se estd radiando se expande en funcion de la distancia desde
el transmisor (Tx), es decir, entre mas alejado esté el Tx del receptor (Rx) més pequena es la

senal recibida.
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En todo el trayecto del radioenlace, la potencia de radiofrecuencia que se le estd suministrando
al transmisor se dispersa, quiere decir que, una parte de la potencia de RF llega directamente
a la antena receptora (Rx), como se muestra en el trayecto A de la Figura 82, mientras que
otra se refleja en la tierra (trayecto By ().

Trayecto A

Trayecto

Transmisor

Receptor
Figura 82: Efecto multitrayectoria.

Cuando en un radioenlace se calculan las pérdida en el espacio libre, lo que se analiza también
es una estimacién aproximada de la viabilidad del enlace. En este sentido, se puede evaluar
solamente las pérdidas en el espacio libre, pero si se requiere una evaluacién exacta se deben
considerar también las pérdidas que se generan en la atmébsfera.

Al trabajar radioenlaces en la banda de las microondas se vuelve complejo, ya que a estas
frecuencias, las ondas electromagnéticas pareciera que se van ensanchando a medida que se van
propagando. Las ondas electromagnéticas en esta banda de frecuencia tienen longitudes de onda
de pocos centimetros, por lo tanto, sus haces son anchos y necesitan méas espacio. Para estos
radioenlaces, la linea de vista necesaria para lograr una conexion éptima desde el punto A hasta
el punto B de la Figura 82, es mas que una simple linea delgada, en si es un volumen en
forma de elipsoide. El ancho de este volumen se puede calcular a través del concepto de zonas
de Fresnel. La férmula generalizada se presenta en la ecuacion 47.

R, — Ly (47)
di + da

5.3.1. Pérdida en el espacio libre

Para calcular las pérdidas por trayectoria, se deben tomar en cuenta los efectos ocasionados
por la pérdida en el espacio libre, las diferentes atenuacionesy dispersiones. Dependiendo de la
longitud de la trayectoria, se deben estudiar los efectos de propagaciéon a través de la atmosfera
y las caracteristicas de elevacién del terreno (Salema, 2002).

Como ya se ha mencionado, la potencia de la senal se ve disminuida a lo largo del trayecto por la
dispersiéon del frente de onda ocasionada por la distancia, a este efecto se le conoce cominmente
como pérdida en el espacio libre. Se observa que entre mas lejanos estén las dos terminales (7, y
R,), menor serd la potencia medida en el receptor. Esta “pérdida” (dispersién) ocurre debido a
que la onda electromagnética radiada se expande en funcién de la distancia desde el transmisor

(T%)-
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La pérdida o atenuacién de energia en la trayectoria entre el transmisor (7)) y el receptor (R,)
es simplemente la relacion de la potencia recibida y la potencia transmitida. La férmula para
calcular dicha pérdida se conoce como la ecuacion de Friis, como se muestra en la ecuacion 48
(Salema, 2002).

Ljs = =% = GrGr(-=—)? (48)
fs PT r R(47l' 7”)
donde
Pg Es la potencia recibida [W].
Pr Es la potencia transmitida [W].
Gr Es la ganancia de la antena Tx.
Gr Es la ganancia de la antena Rx.
A Es la longitud de onda [m].

(47r)?  Es el area de superficie de la esfera en el radio r [m?].

La ecuacién 48 es cominmente utilizada en decibeles que esta dada por la siguiente ecuacion
49.

L;s(dB) = 32.44 — 10log Gr — 101log G + 201og f + 201log d (49)
donde

[ Esla frecuencia de operacién [MHz].
d Es la distancia [km].

5.3.2. Calculo de zonas de Fresnel

La trayectoria de un radioenlace puede que no sea una linea recta, sino que presente cambios en
su ruta debido a la refraccién bajo la presencia de obstaculos y de las condiciones atmosféricas
del terreno, generandose multitrayectorias con interferencias constructivas y destructivas, es por
ello que para evaluar la viabilidad de un radioenlace es necesario recurrir al concepto de las
zonas de Fresnel (Salema, 2002).

La zona de Fresnel es aquella region del espacio en forma de elipsoide por la que viajan las ondas
entre dos puntos, desde un transmisor hasta un receptor. La teoria de zona de Fresnel evalia
la ruta de propagacién del enlace y al espacio (volumen) alrededor del eje directo del mismo,
los puntos que en teoria no se encuentran en la linea directa de propagacién también radian
potencia y contribuyen a que la sefial llegue hasta el receptor.

En la Figura 83 se muestra que existe més de una zona de Fresnel alrededor de la linea directa

entre un transmisor y un receptor. En la zona de Fresnel existen puntos donde se satisface la
ecuacion 50.

d1+d2+%/\:a+b (50)
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Transmisor

Receptor

Trayectoria de
propagacion

Figura 83: Zonas de Fresnel.

donde
n  Es el nimero de la zona de Fresnel a calcular (ntiimero entero).

Si la longitud de la trayectoria es mayor que el radio del volumen de la zona de Fresnel 7, éste
puede aproximarse con la ecuacién 51 (Salema, 2002).

o = n>\d1d2 (51)
di + da
Los valores de 7, di y d2 estan dados en metros [m].

En los sistemas inaldmbricos de banda ancha que operan a frecuencias de microondas, el radio
del volumen de la zona de Fresnel se calcula mediante la ecuacién 52, (Salema, 2002).

nd1d2 (52)
T = —_—
" [ (dy +da)
donde
Tn Es el radio del volumen de la zona de Fresnel [m)].
n Es la zona de Fresnel bajo calculo.
f Es la frecuencia de operacién [GHz].

di, d2 Son las distancias entre los puntos del enlace [m)].

La primera zona de Fresnel se conceptualiza como la regiéon en la cual se transmite la potencia
significativa, de esta manera si la primera zona de Fresnel se ve obstruida o bloqueada, la po-
tencia que llegard al receptor estard disminuida.
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5.3.3. Calculo de la altura de las antenas en un radioenlace

En el disefio de sistemas de radioenlaces, mantener la zona de Fresnel despejada es un punto
importante, puesto que para tener un trayecto libre de obstaculos, se debe considerar la ruta en
todas sus direcciones, la mayoria de los casos, si no es que siempre, las obstrucciones se encuen-
tran por debajo de la ruta del enlace, ocasionadas por objetos fijos propios del relieve, copas
de los arboles, edificios, etc. La Figura 84 muestra un enlace cuya zona de Fresnel esta blo-
queada parcialmente por la cima de un monte, aunque la linea de vista no se encuentra obstruida.

Transmisor Receptor

_______ Linea de vista

Radio de |a zona
de Fresnel

Obstruccion
parcial

Figura 84: Zona de Fresnel parcialmente bloqueada.

Un criterio general para establecer radioenlaces efectivos es que la primera zona de Fresnel debe
tener un radio del volumen de al menos el 60 % libre de su magnitud total en el punto del obs-
taculo de mayor altura, para lograr esto, las torres de las antenas deben tener la altura necesaria
que satisfaga esta consideracién.

Para el calculo de las alturas de las torres se pueden tomar varios puntos de partida, uno de
ellos, es el siguiente:

e Se calcula con n = 1 la 1ra. zona de Fresnel entre los puntos donde se colocaran las torres
mediante la ecuaciéon 52.

e Se identifica la obstruccién mas significativa del perfil del radioenlace, el radio del volumen
de la zona de Fresnel en este punto corresponde a un valor r,.

e Se determina la altura entre el punto mas elevado de la obstruccién y el punto de la 1ra.
zona de Fresnel. Este valor es la altura de las torres y obviamente es la elevacién a la cual
tienen que estar colocadas las antenas en las mismas para librar el 100 % de la primera
zona de Fresnel, sin embargo, como se mencioné anteriormente, basta que esta zona esté
despejada en un 60 % en relacién a su radio (0.67,) por lo que la altura de las torres se
puede estimar desde el punto 0.6r, hasta el punto méas alto del obstaculo.

La altura minima de las torres de las antenas es de 15m y una maxima de 120m, si el valor
calculado del tamano de las torres excede este intervalo, se procede a la implementacién de
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antenas repetidoras.

5.3.4. Uso de antenas repetidoras

Las antenas repetidoras tienen la funciéon de ser nodos configurados para transmitir el trafico de
las ondas destinadas a otro nodo, ya sea otra repetidora o al receptor de destino, y son utilizadas
para evitar obstaculos a lo largo de la trayectoria de un enlace. La Figura 85 muestra una antena
repetidora que reenvia el trafico de datos por el espacio libre a otras antenas, aqui se observa que
las antenas donde se inicia la transmisién no tienen linea de vista con las antenas terminales.

Antenas repetidoras

Figura 85: Antena repetidora.

Las antenas repetidoras se utilizan siempre y cuando la altura calculada de las torres sea mayor
a 120m, colocadas en el punto de mayor obstruccién garantizan un enlace de radio viable, asi
mismo, se recurre a ellas cuando la distancia total del enlace de radio supera los 64km.

5.3.5. Meétodo de diseino

Cuando se desea disefiar un enlace de radiocomunicaciones se requiere conocer la altura de la
superficie terrestre (altitud), desde el transmisor, que serfa el punto inicial (Km 0) hasta el
receptor, que seria el punto final (Km n). Como se debe conocer las altitudes en cada cierta
distancia, lo recomendable es utilizar un mapa topografico.

Una vez que sabemos las ubicaciones del transmisor y receptor, trazamos el perfil, el cual se
obtiene marcando sobre el mapa una linea recta entre punto y punto. La linea recta funge como
linea de vista entre nuestro Tx y Rx, desde el punto inicial hasta el punto final del enlace.
Sobre esta linea recta en el mapa se marcan todos los puntos discretos, los cuales son tomados
a < 250m entre punto y punto. En la Figura 86 se representa una linea de vista trazada sobre
un mapa topografico (Salema, 2002).

Una vez que se hayan marcado ya todos los puntos sobre la linea de vista en el mapa, se continia
con obtener la altura superficial de cada uno de estas marcas. Conociendo ubicacién y altura
de cada marca, podemos ahora generar una grafica que represente el relieve de toda la linea de
vista. Como se observa en la Figura 87, los mapas topograficos cuentan con curvas de nivel las
cuales estan acotadas en metros y, ademas, se puede observar que las lineas A y B representan
las curvas de nivel ordinarias y estan acotadas cada 20m.
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MAPA TOPOGRAFICO

Punto inicial __|
del enlace
(Km 0)

=

Figura 86: Perfil topografico.

| Punto final
del enlace
(Kmn)

X

Cada una de estas curvas representan la altura del relieve sobre el nivel del mar, para este ejem-
plo, denotaremos como C; a estas alturas . Entonces si el punto 1 cae sobre la curva de nivel
A se le asignard una altura de 5000m (C; = 5000m), si caen en la linea X se le asignara una
altura de 5020m (C; = 5020m).

mea de vista

Km 0 \\ Km n
Punto | 5009
3

Xl

Figura 87: Ejemplo de curvas de nivel en un mapa topogréfico.

Generando la base de datos con todas las alturas de los puntos marcados podemos realizar la
grafica C; con respecto a la distancia X, donde X; son los puntos de referencia, o bien la dis-
tancia que hay desde el Km 0 y el punto de referencia que se requiere graficar como se muestra

en la Figura 88.
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Figura 88: Grafica de las alturas del relieve (Ci).
Se procede a calcular la curvatura de la tierra utilizando la ecuacion 53.

2K Ry

fi * 1000 (53)

donde

fi Representa la curvatura de la Tierra en metros [m].

X1 Es la distancia del punto inicial al punto final, es decir distancia desde el trans-
misor T, hasta el receptor (R;) en kilémetros [Km)].

Xn Es la distancia total del enlace.

K Representa el factor de correccion de la Tierra.

Ry  Es el radio de la Tierra dado en kilémetros [Km|. Ry = 6370Km.

La curvatura de la Tierra representada por f; se calcula para obtener la altura real de la super-
ficie terrestre. Ya que se realiza este calculo, asignaremos el nombre de Z;, que en resumen seria
la suma de C; y f;, resultando en Z; = C; + f;.

Lo que prosigue es el cdlculo de las zonas de Fresnel, y aqui, una vez que se ha graficado Z;,
identificamos el punto en dénde existe mayor obstruccion. Aqui podemmos distinguir la altura
que existe entre el punto de la obstrucciéon (Z;) hasta la zona inferior del radio del volumen de la
zona de Fresnel. Conociendo el valor de esta diferencia, entre la altura del relieve y el limite de
la elipsoide de la zona de Fresnel, podemos identificar la altura que deberan cumplir las antenas,
es decir, se deberd elevar a las antenas esta altura para que el limite inferior de la elipsoide quede
completamente libre de la obstruccion.

Debemos considerar que la altura minima que debe cumplir una torre de un radioenlce es de 15
m, por lo que si la obstruccién que se distingue entre el relieve y la elipsoide inferior de Fresnel
es menor a esta altura, la torre siempre sera de 15 m. El siguiente c6digo 7.6 calcula y genera
las graficas para un ejemplo de un radio enlace (ver Figura 89-93).
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Cédigo 7.6.

1 % Distancia del enlace

2 Xi=0:0.250:8.75;

% Altura del terreno

Ci=
[2942,2940,2930,2930,2935,2945,2940,2920,2910. ..

oW

w

2905,2890,2880,2880,2870,2865,2865,2865,2870,2880,2898. ..

6 2910,2920,2930,2930,2930,2922,2895,2865,2865,2865,2870...

7 2890,2900,2910,2900,2920];

8 x1=0;

o Xn=8.75;

10 K=4/3;

11 Ro=6370;

12 % Curvatura de la tierra

13 fi=((Xi.*(Xn-Xi))/(2*K*Ro))*1000;
4 Zi=Ci+fi;

15 % Graficas

16 plot (Xi,fi)

17 xlabel('Distancia X_i [Km]')

15 ylabel ('Curvatura de la Tierra [m]')
19 grid on

20 figure (2)

21 plot(Xi,Ci,'-ro')

22 hold on
23 plot(Xi,Zi,'-kx')
. 24 grid on
Codigo 25 xlabel('Distancia X_i [Km]') ylabel('Alturas [
m]') legend ('Ci', 'Zi')

26 figure (3)

27 y1=2942; 7% Altura en el x1

28 y2=2920; % Altura en el Xn

20 y=(((y2-y1)/(Xn-x1)) .*(Xi))+y1;

30 plot(Xi,Zi,'-kx"')

31 hold on

32 plot(Xi,y)

33 title('Linea de vista entre Tx y Rx') xlabel ('
X_i [Km]') ylabel('Z_i [m]"')

34 grid on;

35 £=1.8%1079; ¢=3*10"8; lamda=c/f;

36 Rl=sqrt((lamda*(Xi*1000) .*((Xn-Xi)*1000))/(Xn
*1000)); % Rn de la elipsoide, para este
caso especial n=1

37 elip_inf=y-R1;

3z elip_sup=y+R1;

30 figure (4)

0 plot(Xi,zZi,'-kx')

41 hold on

42 plot(Xi,y)

43 % Grafica de la elipsoide inferior

14 plot(Xi,elip_inf,'--*"')

45 % Grafica de la elipsoide superior

46 plot(Xi,elip_sup,'--*"')

47 title ('Elipsoide de Fresnel') xlabel('X_i [Km]
') ylabel('Z_i [m]")

48 grid on
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Cadigo

Curvatura de la Tierra [m]

1.2

N O ol W N e

%%h cont...
figure (5)
for k=1:1length(y)
if (Zi(x)>y(k))
dif (k)=abs(Zi(k)-elip_inf(k));
else
dif (k)=0;
end
end
plot (Xi,Zi,'-kx*')
hold on
plot (Xi,y+max(dif))
plot (Xi,elip_inf+max(dif),'--*"')
plot (Xi,elip_sup+max(dif),'--*"')
title('Elevacidén de la linea de vista')
xlabel ('X_i [Km]"')
ylabel('Z_i [m]")
grid on;

Distancia Xi [Km]

Figura 89: Curvatura de la Tierra.
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Figura 90: Grafica de Ci y Zi.

Linea de vista entre Tx y Rx

T T T T

X, [Km]

Figura 91: Linea de vista.
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Z [m]

Z. [m]

Elipsoide de Fresnel
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Figura 92: Zona de Fresnel.

Elevacion de la linea de vista
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Figura 93: Radioenlace.
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6. Aplicaciones en Modulacién y Telefonia

En este capitulo se trataran ejemplos sobre modulacion QAM en donde se mostrard la cons-
telacion del modulador y se calculard la probabilidad de bit erréneo. También se realizarda un
ejemplo de redes jerarquicas, que son utilizadas en la telefonia, en donde se disefiara la red y se
calculara la probabilidad de bloqueo en la red.

6.1. 4QAM

La modulacion consiste en transportar la sefial de informacién en una portadora de mayor
frecuencia. Una de las modulaciones maés utilizadas es la modulacion de amplitud en cuadratura
(QAM, por sus siglas en inglés), y esta puede realizar la modulacién de la portadora tanto en
amplitud como en fase. Por ejemplo, tenemos que la Figura 94 muestra una constelacién de
una modulacién JQAM (Haykin, 2002.).

Componente en cuadratura

|
(bl
Lo}
ke

Componente en fase

Figura 94: Constelacion 4QAM.

El cédigo 8.1 produce grafica de la constelacién JQAM para un canal con ruido Gaussiano
(ver Figura 95).
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Cadigo

Componente en cuadratura

Coédigo 8.1.

1

© 0w N Ut s W N

[ R R e e e e e e e e e
=W N R O © Nt s W N = O

[~}
ot

26

% Generacidén de componentes principales

N=1000;

x1=3+3%7j;

x2=-3+43%j;

x3=-3-3%j;

x4=3-3%7j;

% Grafica de componentes

plot(real(xl) ,imag(x1), 'kp')

hold on

plot(real(x2),imag(x2), 'kp')
plot(real(x3),imag(x3), 'kp')
plot(real(x4) ,imag(x4), 'kp')

axis ([-6 6 -6 6]);

% Suma de ruido Gaussiano a las componentes
ri=xl+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
r2=x2+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
r3=x3+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
r4=x4+randn(1,N)+j.*randn(1,N);

% Grafica de componente con canal Gaussiano
plot(real(rl) ,imag(rl), 'ro')
plot(real(r2),imag(r2), 'bo')
plot(real(r3),imag(r3), 'go')
plot(real(r4),imag(rd4), 'yo')

xlabel (' Componente en fase')

ylabel (' Componente en cuadratura')

grid on

2
Componente en fase

Figura 95: Constelacién 4QAM.
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Uno de los pardmetros utilizados para la medicién de la calidad de servicio (QoS, por sus siglas
en inglés) es la probabilidad de bit erréneo (BER, por sus siglas en inglés), y el cédigo 8.2
calcula y muestra la grafica de esta probabilidad (ver Figura 96).

Cédigo

Cédigo 8.2.

© W N A W N

21

22

23

29

30

31

32

33
34

clc
clear
b=1; 7 Bandera para contar elementos
N=5000; % Numero de V.A. Gaussianas
for sir=0.1:0.1:2
% Generacion de componentes principales
xl=sir+(sir)*j;
x2=-sir+(sir)*j;
x3=-sir-(sir)*j;
x4=sir-(sir)*j;
% Suma de ruido Gaussiano a las componentes
ri=xl+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
r2=x2+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
r3=x3+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
r4=x4+randn(1,N)+j.*randn(1,N);
conta=0; % Contador de bits erroneos
% Busqueda de bit erroneos
for k=1:N

% Primer Cuadrante

di=sqrt ((real(r1(1,k))-real(x1)) . 2+((imag(r1(1,k))

-imag(x1))).72);

d2=sqrt ((real(r2(1,k))-real(x1)) . 2+((imag(r2(1,k))

-imag(x1))).72);

d3=sqrt((real(r3(1,k))-real(x1)) . 2+((imag(r3(1,k))

-imag(x1))).72);

d4=sqrt((real(r4(1,k))-real(x1)) . 2+((imag(r4(1,k))

-imag(x1))).72);

if (d2<d1l || d3<d1l || d4<dil)
conta=conta+1;

end

% Segundo Cuadrante

di=sqrt ((real(r1(1,k))-real(x2)) . 2+((imag(r1(1,k))

-imag(x2))).72);

d2=sqrt ((real(r2(1,k))-real(x2)) . 2+((imag(r2(1,k))

-imag(x2))).72);

d3=sqrt ((real(r3(1,k))-real(x2)) . 2+((imag(r3(1,k))

-imag(x2))).72);

d4=sqrt((real(r4(1,k))-real(x2)) . 2+((imag(rd4(1,k))

-imag(x2))).72);

if (d1<d2 || d3<d2 || d4<d2)
conta=conta+1;

end
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Cédigo

Probabilidad de bit erroneo

10°

1072

o

w

10
11

12

13

14

16
17

18

20
21
22
23
24
25
26

%% Cont ...
% Tercer Cuadrante
di=sqrt ((real(r1(1,k))-real(x3)) . 2+((imag(r1(1,k))
-imag(x3))).72);
d2=sqrt ((real(r2(1,k))-real(x3))."2+((imag(r2(1,k))
-imag (x3)))."2);
d3=sqrt ((real(r3(1,k))-real(x3)) . 2+((imag(r3(1,k))
-imag(x3))).72);
d4=sqrt ((real (r4(1,k))-real (x3)) . 2+((imag(r4(1,k))
-imag(x3))).72);
if (d1<d3 || d2<d3 || d4<d3)
conta=conta+1;
end
% Cuarto Cuadrante
di=sqrt ((real(r1(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(r1(1,k))
-imag(x4))).72);
d2=sqrt ((real(r2(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(r2(1,k))
-imag(x4))).72);
d3=sqrt ((real(r3(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(r3(1,k))
-imag(x4)))."2);
d4=sqrt ((real(r4(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(rd(1,k))
-imag(x4))).72);
if (di<d4 || d2<d4 || d3<d4)
conta=conta+1;
end
end
Pbe(b)=conta/(4*N); 7 Calculo de probabilidad de bit
erroneo
b=b+1;
end
% Generar grafica
sir=0.1:0.1:2;
semilogy (sir ,Pbe)
xlabel ('Eb/NO"')
ylabel ('Probabilidad de bit erroneo')
grid on

0.5 1 1.5 2
Eb/NO

Figura 96: Probabilidad de error.
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6.2. MPSK

Otra forma de calcular la probabilidad de bit erréneo es utilizando los comandos de MATLAB.
El cédigo 8.3 calcula la razén de simbolo erréneo para un sistema MPSK con ruido Gaussiano
(ver Figura 97).

Caédigo 8.3.
%% Cont ...

1

2 % Tercer Cuadrante

3 di=sqrt ((real(r1(1,k))-real(x3)) . 2+((imag(r1i(1,k))
-imag(x3))).72);

4 d2=sqrt ((real(r2(1,k))-real(x3)) . 2+ ((imag(r2(1,k))
-imag(x3))).72);

5 d3=sqrt ((real(r3(1,k))-real(x3)) . 2+((imag(r3(1,k))
-imag(x3))).72);

6 dd=sqrt ((real(r4(1,k))-real(x3)) . 2+((imag(rd4(1,k))
-imag(x3)))."~2);

7 if (d1<d3 || d2<d3 || d4<d3)

8 conta=conta+1;

9 end

10 % Cuarto Cuadrante

11 di=sqrt((real(r1(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(r1(1,k))
-imag(x4)))."~2);

12 d2=sqrt ((real (r2(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(r2(1,k))

Cédigo -imag(x4))).72);

13 d3=sqrt ((real(r3(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(r3(1,k))
-imag(x4)))."2);

14 d4=sqrt ((real(r4(1,k))-real(x4)) . 2+((imag(rd4(1,k))
-imag(x4)))."2);

15 if (d1<d4 || d2<d4 || d3<d4)

16 conta=conta+1;

17 end

18 end

19 Pbe(b)=conta/(4xN); 7 Calculo de probabilidad de bit

erroneo

20 b=b+1;

21 end

22 % Generar grafica

23 sir=0.1:0.1:2;

24 semilogy (sir,Pbe)

25 xlabel ('Eb/NO')

26 ylabel ('Probabilidad de bit erroneo')

27 grid on

6.3. Telefonia

Una parte medular de las redes telefénicas es el enrutamiento, el cual consiste en asignar o
buscar trayectorias entre el transmisor y el receptor. El Sector de Normalizacion de las Teleco-
municaciones de la Unién Internacional de Telecomunicaciones (ITU-T, por sus siglas en inglés)
define varios tipos de enrutamientos, de los cuales uno de los mas utilizados es el enrutamiento
jerarquico, en el cual a partir de reglas especificas permite escoger rutas alternativas de manera
fija, es decir, hay niveles (jerarquias). El trafico siempre se enruta hacia los niveles més bajos en
la red (Bellamy, 2000).

En la Figura 98 se muestra un ejemplo de una red, en donde P, y P> representan la probabilidad
de ocupacién de la ruta y (1FP;) es la probabilidad de que la ruta esté libre. La probabilidad de
bloqueo en la red esta dada por la ecuacion 54.
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Desempe™no de MPSK para canal AWGN

107"

(’ ; —&— Resultado Simulacion
s —%— Resultado Teorico

Razon de simbolo erroneo
)
N
r

10-3 L L | I L
0 1 2 3 4 5 6

SNR (dBs)

Figura 97: Sistema MPSK.

P2

e 1P

P2 e

Figura 98: Redes jerarquicas.

PB=P!P,+ P P(1 - P)+ PP(1— PP, + P}(1 — R,)’P, (54)

Se observa en la Figura 98 que no se pueden dar rutas hacia atras, es decir siempre son
de los niveles bajos hacia los niveles altos. El codigo 8.4 calcula la probabilidad de bloqueo
utilizando enrutamiento jerarquico, para el ejemplo de la Figura 98, cuando el abonado A desea
comunicarse con el abonado B, para valores de P; = 0.3 y P, = 0.005, el programa solicita al
usuario la probabilidad de ocupacién de las rutas, si la ruta no existe la probabilidad es 1,
también solicita como dato el nodo alterno, por ejemplo de la Figura 98 se observa que si la
ruta que une el nodo 1 con el nodo 4 estd bloqueado, entonces el nodo alterno es el 3. El siguiente
cédigo 8.4 genera un archivo de funcion “M”, para el calculo de la probabilidad de bloqueo.
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Cédigo 8.4.

1

Cadigo

[ I N

© o =

% FUNCION QUE CALCULA LA PROBABILIDAD DE BLOQUEO,
RECIBE COMO PARAMETROS LOS NODOS DE ORIGEN, DESTINO

% INDICES, LA MATRIX DE PROBABILIDAD Y LA MATRIX DE
NODOS ALTERNOS

function[prob_bloqueo]=pb(i,d,a,b,prob,alter);

if (a==d) % CONDICION DE PARO

prob_bloqueo=0;

elseif (a~=d && b==0) % CONDICION DE PARO

prob_bloqueo=1;

else

% CALCULO DE PROBABILIDAD DE BLOQUEO CON USO RECURSIVO
DE LA FUNCION

prob_bloqueo=(1-prob(a,b)) .*pb(i,d,b,d,prob,alter)+ (
prob(a,b) .*pb(i,d,a,alter(a,b),prob,alter));

end

El cédigo 8.5 produce los siguientes resultados:

Caédigo 8.5.

1
2

© W N O w»

10
Cédigo "
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23

% CONDICIONES DEL CODIGO

disp (' PROGRAMA QUE CALCULA LA PROBABILIDAD DE BLOQUEOD
DE EXTREMO A EXTREMO DE UNA RED DADA');

disp('SI NO EXISTE ENLACE LA PROBABILIDAD DEBE SER 1');

disp('SI NO EXISTE ENLACE ALTERNO, ENTONCES EL VALOR DE
NODO ALTERNO DEBE SER 0');

% CONDICIONES INICIALES

x=4;

mat=zeros(x,x); % SE CREA MATRIX DE CEROS DE 4X4

traf=zeros(x,x); % SE CREA MATRIX DE CEROS DE 4x4

t=1; % VARIABLE PARA RECORER LA MATRIX

for j=1:x-1

for i=x-1:-1:t

strcat (' INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODO ',
num2str (j), 'Y',num2str(i+1))

% PEDIR PROBABILIDAD DE BLOQUEO PARA EL ENLACE

prob=input (' PROBABILIDAD DE BLOQUEO= ');

alter=input (' INGRESE NODO ALTERNO: ');

mat (j,i+1)=prob; ¥ MATRIZ DE PROBABILIDADES DE BLOQUEOD

traf (j,i+1)=alter; 7 MATRIZ DE NODOS ALTERNOS

end

t=t+1;

end

m=pb(1,x,1,x,mat,traf); % LLAMADO DE LA FUNCION PARA EL

CALCULO DE LA PROBABILIDAD DE BLOQUEO
disp('LA PROBABILIDAD DE BLOQUEO PARA ESTA RED ES: ')
disp(m)
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PROGRAEA QUE CALCULA LA PROBABILIDAD DE BLOQUEO DE EXTREMO A EXTREMO DE UNA RED DADA
SI NO EXISTE ENLACE LA PROBABILIDAD DEBE SER 1

SI NO EXISTE ENLACE ALTERNO, ENTONCES EL VALOR DE NODO ALTERNO DEBE SER 0

ans =

'INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODO1l1Y4'

PROBABILIDAD DE BLOQUEO= 0.3
INGRESE NODO ALTERNO: 3

ans =
'INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODOl1lY3'

PROBABILIDAD DE BLOQUEO= 0.3
INGRESE NODO ALTERNO: 2

ans =
'INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODOl1lY2'

PROBABILIDAD DE BLOQUEO= 0.005
INGRESE NODO ALTERNO: 0

ans =
' INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODO2Y4'

PROBABILIDAD DE BLOQUEO= 0.3
INGRESE NODO ALTERNO: 3

ans =
' INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODO2Y3'

PROBABILIDAD DE BLOQUEO= 0.005
INGRESE NODO ALTERNO: 0

ans =

'INGRESE PROBABILIDAD DE BLOQUEO ENTRE NODO3Y4'
PROBABILIDAD DE BLOQUEO= 0.005
INGRESE NODO ALTERNO: 0

LA PROBABILIDAD DE BLOQUEO PARA ESTA RED ES:
0.0018

Figura 99: Resultados.

7. Aplicaciones en Sistemas Celulares

En esta unidad nos enfocaremos en mostrar el uso importante que tiene MATLAB en los sis-
temas celulares. Se mostraran celdas celulares, usuarios en las celdas y se les dard movimiento a
los usuarios, esto para mostrar una idea de lo que sucede en los sistemas reales de comunicacién
inaldmbrica. Los cédigos que se desarrollan en esta unidad se pueden utilizar para realizar un
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analisis del comportamiento de los usuarios en una red celular 5G. Podemos simular la distri-
bucién de los usuarios en la celdas, calcular la interferencia que se presenta en cada banda y la
velocidad de transmisién, esto se realiza para un esquema NOMA.

7.1. Celdas celulares

El area de cobertura de las celdas celulares en un principio se representaba mediante circun-
ferencias, pero existen zonas de traslape y zonas que quedan sin cobertura es por esto que las
celdas celulares tipicamente se representan por hexagonos, para facilitar el analisis matematico.

El siguiente cédigo 9.1 genera la grafica de una celda celular hexagonal, en este ejemplo la
distancia desde el centro de la celda al vértice es de 10 como se puede observar en la Figura
100.

Cdédigo 9.1.
i=-pi:pi/3:pi;

-

Cadigo 2 x=10%*cos (i) ;
3 y=10*sin(i);
4 plot(x,y)
10 T T T
81 7 1
/s N
// \ y
i /// ‘\\ i
4 - // \\\ .
/// \\\
ok o7 .
// \\\
0K \
X 3
N /
ik N 7 |
\
\ i
4} y. J
\ 7
6 N / 1
A\ VA
8t \\ v // |
-10 : -
-10 -5 0 5 10

Figura 100: Celda celular.

Al analizar un sistema celular, se toma en cuenta una red de celdas, es decir, una interconexién
de celdas adyacentes, esto para considera la transferencia de llamadas, es decir el cambio de
celdas. El codigo 9.2 genera la grifica de una red de 19 celdas conjuntas. Esto se reduce a un
andlisis geométrico (ver Figura 101).
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i=-pi:pi/3:pi;
x0=10%cos (i) ; y0=10*sin (i) ;
x1=x0+15; yl=y0+8.6603;
x2=x0; y2=y1+8.6603;

x3=x1; y3=y0-8.6603;

x4=x0; y4=y3-8.6603;
x5=x0-15; yb=y1l;

x6=x5; y6=y0-8.6603;

Cédigo 9.2
1
2
3
4
6
7
8
9

Cadigo

35
36
37
38
39

x7=x0; y7=y2+8.6603+8.6603;
x8=x1; y8=y2+8.6603;
x9=x8+15; y9=y2;

x10=x9;
x11=x10;
x12=x1;
x13=x0;
x14=x5;

x15=x14 -

x16=x15;
x17=x16;
x18=x5;

plot (%0,
plot(x1,
plot (x2,
plot (x3,
plot (x4,
plot (x5,
plot (x6,
plot (x7,
plot (x8,
plot (x9,

y10=y1-8.6603;
y1l1=y10-8.6603-8.6603;

y12=y11-8.6603;

y13=y12-8.6603;

yld=y12;

15; yi1b=y11;
y16=y10;
y17=y9;

y18=y8;

yO,'k') hold on;
yi,'k")
y2,'k")
y3,'k")
y4,'k")
y5,'k")
y6,'k")
y7,'k")
y8,'k")
y9,'k")

plot(x10,y10,'k"')

plot (x11

,y11,'k")

plot(x12,y12,'k")
plot (x13,y13,'k"')
plot (x14,y14,'k"')
plot(x15,y15,'k"')
plot(x16,y16,'k"')
plot (x17 ,y17,'k")
plot (x18,y18,'k"')

7.2. Usuarios en las celdas celulares

Una vez creadas las celdas celulares lo que resta para visualizar el sistemas celular completo, es
decir, generar usuarios dentro de la celda. El codigo 9.3 genera usuarios aleatorios dentro de
una celda, los grafica y genera el efecto de movimiento de los usuarios, los cuales tienen 4 grados
de libertad, es decir se mueven hacia el norte, sur, este y oeste. Cada movimiento se realiza cada
0.7 segundos, esto para visualizarse.
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Figura 101: Red celular.
Cédigo 9.3.
1 % Generar Celdas
2 i=-pi:pi/3:pi;
3 x=10%cos (i) ;
4 y=10xsin(i);
5 % Generar N usuarios
6 N=1000;
7 xv=10*randn (N, 1) ;
& yv=10*randn(N,1);
9 % Colocar los usuarios dentro de la celda
10 in=inpolygon(xv,yv,x,y);
11 mli=xv(in);
_ 12 m2=yv(in);
Codigo 13 % Generar movimientos de los usuarios cada 0.7 seg

[un
'S

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

for u=1:30

pause (0.7)

drawnow

clf

nuevo=rand (length(m1l) ,1);

if (sum(nuevo)>length(m1l)/2)
mnu=ml+nuevo;
mnu2=m2+nuevo;

else
mnu=ml-nuevo;
mnu2=m2-nuevo ;

end
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1 %% Cont...
2 % Limites de la celda, para asegurar que los usuarios
queden dentro
for p=1:length(ml)
if (mnu(p)<=-10)
mnu (p)=mnu(p)+1;
elseif (mnu(p) >=10)
mnu (p)=mnu(p) -1
elseif (mnu2(p) <=-8.6603)
mnu2 (p)=mnu2 (p) +1;
elseif (mnu2(p) >=8.6603)
mnu2 (p)=mnu2 (p) -1;
end
if (atan(mnu(p)/mnu2(p))>=0.52 || atan(mnu(p)/mnu2(p))
<=-0.52)
14 if (mnu(p)>=0 && mnu2(p) >=0)
Cadigo 15 mnu(p)=mnu(p)-1;
16 mnu2(p)=mnu2(p)-1;
17 elseif (mnu(p)>=0 && mnu2(p) <0)
18 mnu(p)=mnu(p)-1;
19 mnu2(p)=mnu2(p)+1;
20 elseif (mnu(p)<0 && mnu2(p)>=0)
21 mnu(p)=mnu(p)+1;
22 mnu2 (p)=mnu2(p)-1;
23 elseif (mnu(p)<0 && mnu2(p) <0)
24 mnu(p)=mnu(p)+1;
25 mnu2 (p)=mnu2(p)+1;
26 end
27 end
28 plot(x,y,mnu(p),mnu2(p),'.b"')
20 hold on
30 end
31 end

© 0w =N [ T, B N Y]

= = e
w N = O

10 T T

Figura 102: Usuarios en la celda.
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Por dltimo debemos distinguir a los usuarios, es decir, los usuarios cercanos a la estacién base
los consideramos con buena condicién de canal (esto sin considerar los desvanecimientos) y los
colocaremos en color ocre, los usuarios que se encuentren en condiciones aceptables lo colocare-
mos con color azul y los usuarios que se ubican en el borde de la celda, en malas condiciones de
canal, los colocaremos en color rojo, esto se muestra en el cédigo 9.4.

Cédigo 9.4.
% Generar Celdas
i=-pi:pi/3:pi;
x=10*cos (i) ;
y=10*sin(i);
% Generar N usuarios
N=1000;
xv = 10*xrandn(N,1);
yv = 10*randn(N,1);
9 % Colocar los usuarios dentro de la celda
10 in = inpolygon(xv,yv,x,y);
11 mi=xv(in);
12 m2=yv(in);
13 % Generar movimientos de los usuarios cada 0.7 seg
14 for u=1:30
15 pause (0.7)
16 drawnow
17 clf
15 nuevo=rand (length(ml) ,1);
19 if sum(nuevo)>length(mil)/2
20 mnu=ml+nuevo;
21 mMnu2=m2+nuevo;
22 else
23 mnu=ml-nuevo;
24 mMnu2=m2-nuevo;
25 end
26 % Limites de la celda, para asegurar que los usuarios
Cadigo queden dentro
27 for p=1:length(mil)
28 if (mnu(p)<=-10)
20 mnu(p)=mnu(p)+1;
30 elseif (mnu(p) >=10)
31 mnu(p)=mnu(p)-1;
32 elseif (mnu2(p)<=-8.6603)
33 mnu2 (p)=mnu2(p)+1;
31 elseif (mnu2(p) >=8.6603)
35 mnu2 (p)=mnu2(p)-1;
36 end
37 if (atan(mnu(p)/mnu2(p))>=0.52 || atan(mnu(p)/mnu2(p))
<=-0.52)
33 if (mnu(p)>=0 && mnu2(p) >=0)
30 mnu(p)=mnu(p)-1;
40 mnu2(p)=mnu2(p)-1;
41 elseif (mnu(p)>=0 && mnu2(p)<0)
42 mnu(p)=mnu(p)-1;
43 mnu2 (p)=mnu2(p)+1;
114 elseif (mnu(p)<0 && mnu2(p) >=0)
45 mnu(p)=mnu(p)+1;
46 mnu2 (p)=mnu2(p)-1;
17 elseif (mnu(p)<0 && mnu2(p) <0)
45 mnu(p)=mnu(p)+1;
40 mnu2 (p)=mnu2(p)+1;
50 end
51 end
52 end

[N T S Y OO C R
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%% Cont...

% Asignar Colores

for o=1:length(ml)

if (sqrt(mnu(o)”2 + mnu2(o)~2) <= 5.9 && sqrt(mnu(o) 2+
mnu2 (o) ~2) > 1.589)

5 col= 'bo';

6 elseif (sqrt(mnu(o) ~"2+mnu2(o)~2) <= 1.589 && sqrt(mnu(o

) "2+mnu2(o0)~2) > 0.9)

O e

Codi 7 col= 'g+';
odigo & elseif (sqrt(mnu(o) 2+ mnu2(o)~2) <= 0.9)
9 col= 'g+';
10 else
11 col= 'rx';
12 end
13 hold on
14 plot(x,y,mnu(o),mnu2(o),col)
15 end
16 end
10 r
: * 2
8r ¥ g THRH @f‘*ﬂ
L T F4
" e * * * " * ¥ i
- ¥ #* *y
Hﬁ%‘ 0880460 £ R Ay
* é? Op €P o #'* *
4r %)8 O OB ogp % *
O (0]
i o&@ 00 % & CS) *
2.1 * o O © @ e *f*
oo S & o T
OR * K cho@oo’#thfu A Q§%¥Q?ﬁ
S ¥R @ oOx ¥ *
-2 4O O 00 © §° r ¥
¥ o & *
* 6%2 o
4+ o o] ® 00O 08
W B ot
| *k %*-8 * %
-6 ¥ Q :
* ¥ ¥
w Fa ¥ _F
8r *
10 . . . ,
-10 -5 0 5 10

Figura 103: Usuarios en la celda.

7.3. Esquema NOMA para 5G

Hoy en dia, las tecnologias de telecomunicaciones en general estan tendiendo hacia la integracién
de todo tipo de clase de servicios, basicamente a través de una red global de comunicaciones.
Adicional, se busca que dicha red tenga accesibilidad total, en otras palabras, que todo tipo de
usuario pueda acceder a ésta desde cualquier parte, sin tener que estar en una red fija, simple-
mente mediante la utilizacién de un terminal mévil (Butt et al., 2017).

Un desafio importante para 5G serd la mejora de la eficiencia espectral, ya que con esta se
busca ofrecer altas velocidades de transferencia de datos a mayor niimero de teléfonos inteli-
gentes. La eficiencia espectral se puede incrementar al aumentar el orden de modulacién (se
refiere a la cantidad de bits de informacién que se transmiten por simbolo en una sefial modu-
lada) y, ademads, se pueden emplear nuevos esquemas de acceso al medio para mejorar ésta. De
los esquemas de acceso al medio podemos destacar el acceso multiple no ortogonal (NOMA),
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el cual garantiza que multiples usuarios puedan compartir el mismo recurso (Butt et al., 2017).

Recientemente NOMA se ha destacado como una de las técnicas més prometedoras en cuanto
al acceso multiple para la tecnologia 5G, lo anterior debido a que soluciona la probleméatica
de acomodar a més usuarios en el mismo recurso haciendo la asignacién de éste en dominios
de potencia o codigo. Estos beneficios se observan commparando esta técnica con la del acceso
multiple ortogonal, (Vasquez-Toledo & Lara-Rodriguez, 2017).

En conclusion, NOMA radica en el uso sincrénico del mismo espectro de radioeléctrico para
multiples usuarios a expensas de minimas interferencias entre ellos. Las redes que trabajan bajo
el esquema de NOMA pueden contemplar a un mayor niimero de usuarios en las bandas de
espectro radioeléctrico que esté disponible, y pueden ofrecer a los usuarios individuales con un
mayor ancho de banda, (Vasquez-Toledo & Lara-Rodriguez, 2017).

A continuacién, se mencionan las ventajas que se observan al emplear NOMA en comparaciéon
con el Acceso Miltiple Ortogonal (OMA, por sus siglas en inglés), (Vasquez-Toledo & Lara-
Rodriguez, 2017):

« Una mejor eficiencia espectral.
o Existe una conectividad masiva.

o Presenta baja latencia de transmision y el costo de senalizacion.

Para que el esquema OMA presente resultados exitosos, se deben formar grupos de usuarios y
permitir que estos transmitan en el mismo recurso radioeléctrico con cierta potencia adecuada,
asi, posteriormente emplear técnicas de cancelacién de interferencia sucesiva, mejor conocida
como SIC en el/los receptor/es para finalmente decodificar la senal de mensaje de diferentes
usuarios. En la Figura 104 se presenta el esquema NOMA de manera basica a través de un
multiplexado en el dominio de la potencia con un receptor SIC, (Vasquez-Toledo & Lara-
Rodriguez, 2017).

VE1 SIC de la Decodificacion de
Senal de la Sefal de UE-1

/ UE-2

e (@)

(UE-2)

Potencia

Usuario 1
(UE-1)

. \ Decodificacion de
Frecuencia A\ la Sefial de UE-2

UE2

v

Figura 104: NOMA con SIC en el receptor.
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Por sencillez se considera el empleo de una sola antena transmisora y una antena receptora. En
el esquema se observa que la estacién base transmite una senal (xi) al usuario ¢ (UFE4i), con
potencia Pi, (Vasquez-Toledo & Lara-Rodriguez, 2017).

En NOMA, el proceso de cancelar la interferencia sucesiva se realiza en el receptor del UE. El
orden éptimo para la decodificacién esta en el orden decreciente de ganancia del canal normali-
zado por el ruido y la potencia de interferencia entre celdas (llamado simplemente ganancia del
canal). En resumen, se supone que cualquier usuario puede decodificar correctamente las sefiales
de otros usuarios cuyo orden de decodificacion viene antes del usuario correspondiente. Por lo
tanto, U Fi puede eliminar la interferencia del usuario j cuya ganancia de canal \hj\Q es menor
a la del usuario i, |h;|?(j < i), es decir, las ganancias de los canales se ordenan de mayor a
menor (Borja-Benitez, Vasquez-Toledo, Tirado-Méndez, Borja-Benitez, & Marcelin-
Jiménez, 2020).

En la Figura 105, se puede observar que el usuario 2 (UE — 2) no realiza la cancelacion de
interferencia ya que este es el primero en el orden de decodificacién. El U EF—1 primero decodifica
la senal de UE — 2 y resta de su componente de senal recibida, y a continuacion se decodifica la
senial del UE — 1 sin interferencia de la senal del UE — 2 (Borja-Benitez et al., 2020).

V2 = hz(xl + xz) +wy

Decodificacion de

yz UE-2

l

X2

Receptor de UE-2

y1=hy(xy +22) +wy

Decodificacion de
Y1 - —I—n» X2
UE-2 I

h'lx2<———————————

Decodificacion de
UE-1

Receptor de UE-1

Figura 105: Proceso SIC.

La tasa de transmision para cada usuario se calcula como sigue:

e Esquema NOMA

1—-’1|h1|2 P2|h2|2
— logs [ 1+ 1ML —logs [ 14+ =22
Ry 092( + Nox Ry =logo |1+ PrilhaPNos
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e Esquema OMA

Py|hy)? Py|ha|?
Ry =alogs | 1+ ———— Ry=(1—-a)logs |1+ —F—F—
aAhJ ( ) (1——@)A@2
donde

Ry es la tasa de transmision normalizado del usuario 1 (bps/Hz).

Ra es la tasa de transmision normalizado del usuario 2 (bps/Hz).

P es el porcentaje de potencia asignado al usuario 1.

P es el porcentaje de potencia asignado al usuario 2.

(|h1]*)/No1 es la ganancia de canal del usuario 1.
(|h2|?)/No2 es la ganancia de canal del usuario 2.
« es el porcentaje de ancho de banda asignado al usuario 1.

El cédigo 9.5 simula el canal para dos usuarios que comparten el mismo recurso utilizando
la tecnologia NOMA. Calcula la ganancia del canal, utilizando un canal con desvanecimiento
log-normal. Utiliza la funcién Ganancia.m (c6digo 9.6) para calcular la ganancia de la antena
que depende del angulo de incidencia. Este cédigo también calcula las tasas de transmisiéon para
cada usuario en ambos esquemas (OMA y NOMA).

Cédigo 9.5.

1 % Usuario 1

2 x1=0.2; % Coordenada X del usuario 1

3 y1=0.66603; 7, Coordenada Y del usuario 2

4 dl=sqrt(xl.72+y1.72); 7% Distancia del usuarios 1 a la

[

© 0w =

10

Cadigo 11
12
13
14

16
17
18
19
20
21

Antena Servidor

angl=atan(yl./x1)*180/pi; 7 Angulo

Gl=Ganancia(angl); 7 Ganancia

% Usuario 2

x2=1; % Coordenada X del usuario 2

y2=-0.86; % Coordenada Y del usuario 2

d2=sqrt(x2.72+y2.72); 7 Distancia del usuarios 2 a la
Antena Servidor

ang2=atan(y2./x2)*180/pi; 7 Angulo

G2=Ganancia(ang2); % Ganancia

NGaussianas = 5000; % Numero de variables aleatorias

media = 4; 7 Valor de la media para ambiente de
propagacidén urbano

sigma = 8; % Valor de la varianza para ambiente de
propagacidén urbano

%» Calculo de Parametros para el usuario 1

medial=10%1og10((d17"-4)*G1); 7 Media

Gaussianasl = randn(1l,NGaussianas);

interl = sigma*Gaussianasl + medial; 7 Canal Gaussiano

lognormall= 10.7 (inter1/10); 7 Canal Log-Normal

Gan_canal_1=10*logl0(mean(abs(lognormall))) % Valores
en dB
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B = Y N

Cédigo 10
11
12
13

14
15

16
17

%% cont...

% Calculo de Parametros para el usuario 2

media2=10%1ogl10((d27-4)*G2); 7 Media

Gaussianas2 = randn(1l,NGaussianas);

inter2 = sigma*Gaussianas2 + media2; 7 Canal Gaussiano

lognormal2= 10. (inter2/10); 7 Canalo Log-Normal

Gan_canal_2=10*log(mean(abs(lognormal2))) % Valores en
dB

% Asignacidn de Potencias para cada usuario

P1=0.2;

P2=0.8;

% Tasas para NOMA

R1_NOMA=log2 (1+Pl*mean(abs(lognormall)))

R2_NOMA=1log2 (1+P2*mean (abs(lognormal2))/(Pl*mean (abs(
lognormal2))+1))

% Tasas para O0MA

alfa=0.5; 7, Porcentaje de ancho de banda asignado al
usuario 1

R1_OMA=alfa*log2 (1+(Pl*mean(abs(lognormall))/alfa))

R2_0OMA=(1-alfa)*log2 (1+(P2*mean(abs(lognormal2))/(1-
alfa)))

Cdédigo 9.6.

1

[V N )

Cadigo

El cédigo 9.5 produce:

%% Este programa sirve para obtener la ganancia de la
antena

function [G] = Ganancia(ang)

ar = degtorad (ang);

q=—4; Ymivel de ganancia de la antena

p=—15; %mivel promedio de ganancia normalizada para el

1 bulo lateral .
grado = 0;
raiz=sqrt((1—p)/(1—q))*(pi/3);
Jar=ang ;

if (abs(ar)<=raiz)
grado=1—(((1—q) /((pi/3)"2)) *(ar"2));
elseif (abs(ar)>raiz)
grado=p;
end
G=grado ;
end

Command Window

Gan_canal_1

21.0926

Gan_canal_2

9.2950

Figura 106: Ganancias de canal.
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Al Command Window

R1_NOMA =

4.7399

R2_NOMA

1.2297

R2_OMA =

1.1686

Figura 107: Tasas de transmisién.

Comparando los resultados en las tasas de transmision para cada esquema se puede observar
que NOMA tiene ganancia respecto a OMA para cada usuario. Para el usuario 1 se tiene una
ganancia mayor al 60 %, y para el usuario 2 mayor del 6 %. Con esto se demuestra la ventaja de
utilizar el esquema NOMA.

8. Introduccion a SIMULINK

MATLAB nos ofrece una herramienta llamada Simulink, la cual es un entorno muy popular,
ya que es un simulador multidominio y su diseno se basa en modelos de diagramas de bloques.
Es compatible con:

o El sistema de nivel de disefio.
e Simulacion.
e Generacién automaética de codigo.

e Prueba continua y verificaciéon de sistemas embebidos.

Ademés, Simulink ofrece el servicio de editor grafico, contiene bibliotecas de bloques que son
personalizadas y, también soluciones para el modelado, asi como la simulacién de sistemas dina-
micos. Este entorno estd contenido en MATLAB, lo que es muy conveniente ya que podemos
anadir codigos de MATLAB en los modelos y, ademas, exportar los resultados obtenidos de
las simulaciones para MATLAB, lo anterior para realizar andlisis posteriores (Beucher &
Weeks, 2008).
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8.1. Ingresar a SIMULINK

|
Para ingresar a Simulink inicialmente debemos ejecutar la herramienta o
desde la ventana de comando de MATLAB, escribiendo simulink en la —
linea de comandos o la otra opcién es dando click en el icono como el
mostrado a la derecha.

Simulink

SIMULINK

A continuacion, se desplegard una nueva ventana como la mostrada en la Figura 108. En ésta,
podremos observar todas las librerias de los bloques disponibles en Simulink. Del lado izquierdo
podemos observar lo correspondiente a todas las librerias disponibles y del lado derecho todo el
contenido de cada una de las librerias.

4 Simulink Start Page m] X
New Examples
1 Open. | Al v m

Recent Leamn More

> My Templates

Projects
v Simulink

@& From Source Control ~

:a:nuunk Onramp ‘Da @ %E ‘J

Ep Statefiow Onramp

o
dp Control Design Onramp with Simulink Blank Model Blank Subsystem Blank Library Blank Project

Folder to Project Project from Git Project from SVN Code Generation
Show more
> Aerospace Blockset
> Audio Toolbox
> AUTOSAR Blockset
> Communications Toolbox
> DSP System Toolbox
> Embedded Coder

> HDL Coder

Figura 108: Librerias.

Finalmente, en la ventana de inicio de Simulink, en la parte superior, podemos observar diver-
sas herramientas tales como la btisqueda de un bloque determinado a partir de su nombre.

8.2. Entorno de trabajo de SIMULINK

Para poder crear archivos necesitamos abrir un nuevo fichero, para esto, debemos elegir un nuevo
fichero en el que se guardara el modelo, damos clic en el menu NEW , Blank Model, Create Model,
como se muestra en la Figura 109 (Beucher & Weeks, 2008).
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k Start Page.

New Examples
1 Open Al v m

Recent "
> My Templates Leam More

Projects
v Simulink

% i | =
2g 4

Blank Library Blank Project

& From Source Control ~

o
[ Control Design Onramp with Simulink Blank Model v | | Blank Subsystem

i : Z S X @ =)

Folder to Project Project from Git Project from SVN Code Generation

Show more
> Aerospace Blockset

> Audio Toolbox

> AUTOSAR Blockset

> Communications Toolbox
> DSP System Toolbox

> Embedded Coder

> HDL Coder

Figura 109: Nuevo fichero.

En esta nueva ventana crearemos el modelo (ver Figura 110), observemos que atin no se le ha
asignado nombre.

3 untitled - Simulink academic use - =] X
SIMULATION DEBUG MODELING FORMAT APPS ToOoca e o
[ Open ~ i Stop Time
o s [-[=] . A
ave - . -
New Library Step Data
v & Print v Browser Back v Inspector
FILE LIBRARY PREPARE SIMULATE REVIEW RESULTS -
3 untitied = |y
s
g @ [Fauntitied v 3
&
3 o
B 2
| Q ®
g
[+
—
=]
L)

Figura 110: Nuevo fichero.

8.3. Muestreo y Cuantizacion

Recordando los ejemplos mostrados en el Capitulo 3, se trabajé con el teorema de muestreo
y se desarrollé el cédigo para el muestreo ideal. En esta seccién se desarrollard este ejemplo

mediante bloques.

En la ventana de librerias, en la opcién Simulink, elegir la libreria Sources y en esta buscar y
elegir Sine Wave, arrastrar este bloque en la ventana del fichero, como se muestra en la Figura
111. En el bloque colocado en el fichero, hacer doble clic, se desplegard una ventana de confi-
guracién del bloque en la cual se eligen las caracteristicas de la sefial analégica que queremos
generar, esto se observa en la Figura 112.
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55 Simulink Library Browser

S s - = )

Simulink/Sources

v Simulink ~

Continuous

Ports & Subsystems
Signal Attributes
Signal Routing
sinks

Sources
User-Defined Functions
Additional Math & Discrete From File

Quick Insert
Simin
AerospaceBlocset

Audio Toolbox

Digital Clock

From

Automated Driving Toolbox Weirkspace
AUTOSAR Blockset
Communications Toolbox e Inbus. signat @)
( 2 In Disc CL

Figura 111:

Block Parameters: Sine Wave
Sine Wave
Output a sine wave:

Band-Limited Chirp Signal
aastiboard] White Noise
Discontinuities
Discrete ®
Logic and Bit Operations
P — Clock Constant ®
Math Operations by
Messages & Events AP §
Model Verification Counter Counter
Model-Wide Utilities Free-Running Limited

1234 D sIDemosign.Positive

Enumerated
Constant

untitled.xisx |
Sheet1

From Spreadsheet

Seleccion de bloque.

O(t) = Amp*Sin(Freq*t+Phase) + Bias

Sine type determines the computational technique used. The parameters
in the two types are related through:

Samples per period = 2*pi / (Frequency * Sample time)
Number of offset samples = Phase * Samples per period / (2*pi)

Use the sample-based sine type if numerical problems due to running
for large times (e.g. overflow in absolute time) occur.

Parameters
Sine type: Time based
Time (t): Use simulation time

Amplitude:

[1

Bias:

lo

Frequency (rad/sec):

[10

Phase (rad):

o

Sample time:

[1/200

1.

<

2 cancel

>

Help Apply

Figura 112: Configuracién de caracteristicas.

En la ventana de librerias, en la opcién SIMULINK, elegir la libreria Sources y en esta buscar y
elegir Pulse Generator, y configurar las caracteristicas para que la duraciéon del pulso sea muy
pequena, como se muestra en la Figura 113.
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3 Block Parameters: Pulse Generator X
Pulse Generator
Output pulses:

L

if (t >= PhaseDelay) && Pulse is on
Y(t) = Amplitude

else
Y(t) =0

end

Pulse type determines the computational technique used.

Time-based is recommended for use with a variable step solver, while

Sample-based is recommended for use with a fixed step solver or within a
discrete portion of a model using a variable step solver.

Parameters
Pulse type: Time based @
Time (t): Use simulation time v
Pulse
Generator Amplitude:

1 E

Period (secs):
1/200 E

Pulse Width (% of period):
20 E

Phase delay (secs):
o E

Interpret vector parameters as 1-D

? ] Cancel Help Apply

Figura 113: Configuracién de caracteristicas.

En la ventana de librerias, en la opcion SIMULINK, elegir la libreria Math Operations y en esta
buscar y elegir Product, como se muestra en la Figura 114.

HE Simulink Library Browser - O X

@ & [rermoren A B o= @

Simulink/Math Operations

v simulink ~ SR ~
Resettable
Commonly Used Blocks
Continuous P}
Dashboard P:[2,1]
Discontinuities Permute Polynomial

Discrete Dimensions
Logic and Bit Operations
Lookup Tables

Math Operations
Messages & Events
Model Verification
Model-Wide Utilities
Ports & Subsystems
Signal Attributes Real-Imag to Reciprocal
Signal Routing

Product of
Elements

2t
373 Q
SiiE

)
o
3

=
©
<
©

Q
A

Sinks

Sources u(:)p y

= fined Reshape Rounding
User-Defined Functions PR

Additional Math & Discrete
> Quick Insert
> Aerospace Blockset

VTl

v
a
S

Audio Toolbox Signed
> Automated Driving Toolbox Sart
> AUTOSAR Blockset
> Communications Toolbox v P Lop
< > Sine Wave Slider v

Figura 114: Seleccién de bloque.
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Lo que resta es agregar un bloque para presentar los resultados, para esto, en la ventana de
librerfas, en la opcién SIMULINK, elegir la libreria Sinks y en esta buscar y elegir Scope, como
se muestra en la Figura 115.

EE Simulink Library Browser

< ‘Entev search term V‘}t.( vEZ-Emv e @

Simulink/Sinks

Vv Simulink )
Commonly Used Blocks @ 2@ Outdus . signalt
Con:;uouds Display Floating Out Bus Element
Dashboar

Scope
Discontinuities
Discrete @
Logic and Bit Operations
Lookup Tables Out1 Scope Stop Simulation
=l 3 ] o e
Model Verification Terminator To File To Workspace
Model-Wide Utilities @
Ports & Subsystems -
Signal Attributes
XY Graph

Signal Routing
Sinks
Sources
String
User-Defined Functions
Additional Math & Discrete
Quick Insert
Aerospace Blockset
Audio Toolbox
Automated Driving Toolbox
AUTOSAR Blockset
Communications Toolbox

Figura 115: Seleccién de bloque.

Ya que tenemos estos bloques en el fichero, lo que sigue es la interconexién de estos bloques.
Conectar estos bloques como se muestra en la Figura 116.

v

UL

Figura 116: Conexion de bloques.

Teniendo conectado los bloques el siguiente paso es iniciar la simulacién como se muestra en la

Figura 117.
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9& untitled * - Simulink academic use

SIMULATION MODELING

_{Open ~ 7| Stop Time | 10.0 p
5] K @ b

= ‘
&l save ~ v | [ Normal M Step Rul Simulate model (Ctrl+T)

Library
v 9 Print ~ Browser H@ Fast Restart Back ¥ v Forward

FILE LIBRARY PREPARE SIMULATE

untitled

@® |[%a|untitled

e e

3

Figura 117: Simulacién.

Para observar los resultados de la simulacién, debemos hacer un doble clic sobre el bloque Scope,
el cual arroja el resultado, como se observa en la Figura 118.

Figura 118: Resultado de simulacion.

Se observa en la Figura 118 el muestreo de la senal analégica. En la Figura 118, en donde se
despliega el resultado, podemos encontrar opciones de figura, en las cuales podemos darle zoom
a la figura tanto en el eje x como en el eje y. Utilizando estas opciones obtenemos la Figura

119.
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Figura 119: Resultado de simulacion.

Para el ejemplo de cuantizacién, se siguen los mismos pasos, en la ventana de librerias elegir la
simulink, dentro de la cual se busca Discontinuities, y elegir Quantizers, en la ventana derecha
elegir y arrastra el bloque Quantizer, como se muestra en la Figura 120. Este bloque tiene
como entrada el bloque que genera la senal analégica (Sine Wave) y como salida un bloque

Scope.

EE Simulink Library Browser
<L quantizer
Simulink/Discontinuities

Vv Simulink
Commonly Used Blocks
Continuous
Dashboard
Discontinuities
Discrete
Logic and Bit Operations
Lookup Tables
Math Operations
Messages & Events
Model Verification
Model-Wide Utilities
Ports & Subsystems
Signal Attributes
Signal Routing
Sinks
Sources
String
User-Defined Functions
Additional Math & Discrete
Quick Insert
Aerospace Blockset
Audio Toolbox
Automated Driving Toolbox
AUTOSAR Blockset
Communications Toolbox

vilg v B yEm Yy = @

[

Backlash

S

Dead Zone

=]

I

[a)
Ho
4

2

v— @

Quantizer

[T

N

u v

Rate Limiter
Dynamic

S

Saturation

o

_

Variable Pulse Generator

i

Coulomb &
Viscous Friction

up
B /_/ v
o

Dead Zone
Dynamic

Saturation
Dynamic

Wrap To Zero

Figura 120: Seleccién de bloque.

Se siguen los mismos pasos explicado para el ejemplo anterior, para la simulacién del fichero, y
se obtiene el resultado mostrado en la Figura 121.
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Figura 121: Cuantizacion.

Por 1ltimo se guarda el archivo con la extensién .mdl, como se muestra en la Figura 122.

Nombre: Nombre.mdl| v

Tipo: |Simulink Models (*.mdl) N

Figura 122: Guardar archivo.
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COLORACIONES LOCALIZADORAS EN GRAFICAS

NARDA CORDERO-MICHEL, DIEGO GONZALEZ-MORENO

RESUMEN. Las coloraciones localizadoras surgen de la combinacién de dos nociones muy
estudiadas en teoria de las graficas: las coloraciones propias y los conjuntos localizadores.
En una coloracién localizadora, ademés de requerirse que vértices adyacentes reciban colores
distintos, se pide que cada vértice sea identificable de manera tinica a partir de su vector de
distancias a las clases cromadticas. Este articulo presenta una introduccién accesible a este
concepto. Se discuten ejemplos, propiedades basicas y algunas cotas del nimero cromético
localizador, con el objetivo de ilustrar el interés tedrico de esta nocién.

1. INTRODUCCION

Este texto aborda el estudio de las coloraciones localizadoras, un concepto que combina
dos nociones de la teoria de las graficas. Por un lado, la coloracion propia de vértices, en
la que se asignan colores a los vértices de una grafica de forma que vértices adyacentes
reciban colores distintos. Por otro lado, los conjuntos localizadores (también conocidos como
‘resolving sets’), que permiten distinguir los vértices de una grafica a partir de sus distancias
a un subconjunto fijo de vértices.

La idea es la siguiente: se busca una manera de colorear propiamente los vértices de una
grafica, de modo que cada vértice tenga una “huella digital” Gnica. Esta huella esta determinada
por sus distancias a cada clase de color y recibe el nombre de codigo de color. Si ningln par
de vértices comparte el mismo c6digo, entonces es posible identificar univocamente cualquier
vértice a partir de sus distancias a los distintos colores.

Esta forma de codificacion basada en colores y distancias resulta util en diversas aplicacio-
nes. Por ejemplo:

» En el diagnéstico de redes, nos permite detectar la ubicacion de una falla a partir de
sefiales recolectadas en distintos puntos.

» En el disefio de etiquetas o sistemas de localizacion, facilita distinguir ubicaciones de
manera eficiente.

= En contextos como la robédtica o la navegacion autonoma, ayuda a que un agente
determine su posicion sin GPS, solo midiendo distancias a ciertos puntos de referencia.

Considera una grafica G. Una k-coloracion propia de los vértices de G es una funcién
I': V(G) - {1,2,...,k} tal que, si dos vértices u y v son adyacentes, es decir, uv € E(G),
entonces ['(u) # I'(v). En otras palabras, se asignan colores a los vértices de modo que los
vértices adyacentes reciban colores distintos. Al minimo nimero de colores para los cuales G
admite una coloracion propia, se le conoce como el niimero cromatico de G y se denota por
x(G). En una coloracidn, a cada color i € {1,2,...,k} le corresponde una clase cromatica
C = I"~1(i), que consiste en el conjunto de vértices que reciben el color i. Diremos que una
clase cromatica es singular si contiene exactamente un vértice.

Dada una coloracién I', podemos medir qué tan cerca estd un vértice v € V(G) de cada
clase cromatica. Para ello, definimos la distancia de un vértice v a un conjunto .S C V(G)
como

d(,S)=min{d(v,u): u € S},
donde d(v, u) denota la distancia entre vértices en la grafica.

Si tomamos una ordenacién de las clases cromaticas (Cy, C,, ..., C}), podemos asociar a
cada vértice v un vector de distancias a dichas clases. A este vector lo llamamos el codigo de

2010 Mathematics Subject Classification. 05C15, 20F65.
Palabras clave. Graficas, Coloraciones localizadoras.
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color de v, y lo denotamos por
CF(U) = (d(l), C] )’ d(U7 C2)’ LR d(U7 Ck))

Diremos que I' es una coloracion localizadora de G si I es una coloracién propia y, para
todo par de vértices distintos u, v € V' (G), se cumple que cr(u) # cp(v).

Obsérvese que una coloracion en la que cada vértice recibe un color distinto es una colora-
cién localizadora, por lo cual siempre se puede dar una coloracion localizadora a una grafica,
sin embargo, es de interés encontrar coloraciones localizadoras que utilicen un niimero menor
de colores. El nimero cromaético localizador de una grifica G, denotado por y; (G), se define
como el minimo ntimero de colores para los cuales se puede dar una coloracion localizadora
de G.

En la figura 1 se muestra una coloracién localizadora del ciclo de longitud 6 que utiliza el
menor nimero posible de colores.

FIGURA 1. Una coloracién localizadora de Cg con 4 colores

Las coloraciones localizadoras fueron introducidas por Chartrand et al. [5] como una
generalizacion del concepto de dimensién métrica en graficas.

Este trabajo est4 organizado como sigue: en la seccidn 2 se presentaran las definiciones de
las nociones y los conceptos que se abordaran en este texto, en las seccién 3 se demostraran
algunos resultados generales sobre el nimero cromético localizador y, en la seccion 4, se
encontrard el nlimero cromético localizador para dos familias de gréficas.

2. DEFINICIONES BASICAS

Sea G = (V(G), E(G)) una gréafica simple, conexa y no dirigida, donde V' (G) denota el
conjunto de vértices y E(G) el conjunto de aristas, es decir, pares no ordenados de vértices
adyacentes. El orden de G es el nimero de vértices que contiene, denotado por |V (G)|,
mientras que el tamafio de G es el ntimero de aristas, denotado por | E(G)|.

Una subgrafica de G es una grafica H = (V(H),E(H)) tal que V(H) C V(G)y
E(H) C E(G). Si E(H) contiene todas las aristas de G cuyos extremos estian en V (H),
entonces H se llama una subgrafica inducida de G.

Una trayectoria de longitud r en G es una sucesion de vértices distintos (v, vy, ..., v,) tal
que v;_,v; € E(G)paratodo i = 1, ..., r. La distancia entre dos vértices u y v de G, denotada
por d(u, v), es la minima de las longitudes de las trayectorias que los unen. A una trayectoria
de u a v de longitud d(u, v) se le llama uv-geodésica. El diametro de una grafica G, denotado
por didm(G), es la mayor distancia entre pares de vértices de G:

diam(G) = max{d(u, v): u,v € V(G)).

Dada una coloraciéon I' : V(G) — {1,2,...,k} y una clase cromética C; = -G,
definimos la distancia de un vértice v al conjunto C; como

d(v,C;) = min{d(v,u) : u € C;}.
A cada vértice v € V' (G) se le asocia el codigo de color
cr(©) = (d(v, C)),d v, Cy), ..., d(v, Cp)),

donde (C|, C,, ..., C}) es el orden fijado de las clases cromaticas.
Diremos que I'" es una coloracién localizadora si c-(1) # c-(v) para todo par de vértices
distintos u, v € V(G).
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El nimero cromatico localizador de G, denotado por y;(G), es el minimo nimero de
colores que se requieren en una coloracion localizadora de G. Dado que la coloracién que
asigna a cada vértice un color distinto es localizadora, es inmediato que y; (G) < |V(G)].

3. RESULTADOS

En esta seccion se presentan algunas propiedades bésicas del nimero cromético localizador,
asi como cotas generales y resultados que permiten acotarlo en distintas clases de gréficas.
Encontrar el valor exacto de y;(G) puede ser muy dificil, por esto, resulta fitil establecer
cotas, ejemplos representativos y construcciones que nos permitan comprender mejor su
comportamiento.

Como las coloraciones localizadoras son, en particular, coloraciones propias, se tiene que

2(G) < x1(G),

para toda grafica G.
También es posible establecer una cota superior en términos del orden y de una subgrafica
inducida de G.

TEOREMA 1. Sea G una grdfica de orden ny sea H una subgrdfica inducida de G. Entonces
x0(G) <n—|V(H)| + y (H).

Demostracion. Sea G una graficade orden n, y H una subgraficainducida de G. Consideremos
una coloracién localizadora de H con y;(H) colores, a la cual denotaremos con ¢. Ahora,
definimos la coloracién I" de V' (G) como sigue:

@(v) siv e V(H),

I'v) =
@ un color nuevo y singular siv € V(G) \ V(H).

Se puede ver que I" utiliza n—|V (H)|+ y; (H) colores. Veamos ahora que I" es un coloracion
localizadora de V (G).

Supongamos por contradiccidn que hay dos vértices u y v que tienen el mismo codigo de
color, es decir,

cr(v) = cp(u).

Como los colores de los vértices en G — H son singulares, entonces necesariamente
u, v € H. Pero la coloracién de H es localizadora, por lo que ¢,,(u) # ¢, (v). Como I coincide
con @ en H, se sigue que cr(u) # cr(v), lo cual contradice la suposicion. Por lo tanto, I es
una coloracién localizadora de V (G). U

Otra cota superior para el nimero cromatico localizador puede darse en términos del
didmetro y el orden de la grafica.

TEOREMA 2. Sea G un grdfica de orden n'y didmetro d, entonces
x.(G)<n—d+2.

Demostracion. Sea G una grafica con n vértices y didmetro d. Sean u, v € V(G) tales que

dw,v)=dyseaT = (u=uvq,0,,...,Uz,1 = V) una uv-geodésica. Supongamos que V(G) =
{v1, 00, ..., U441, Vg42, .- » U, }. Definimos la siguiente coloracién I'. Dado v; € V(G),

1 sii=1,

2 siiespary2<i<d+1,

() = . p Y .

3 siiesimpary3<i<d+]1,

i siie{d+2,...,n}.
Obsérvese que I" es una coloracién propia y localizadora. (]

TEOREMA 3. Sea G una grdfica conexa de orden n'y didmetro d y y; (G) = 3. Entonces,
n<6(d-1)+3.
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Demostracion. Sea G una grafica como en la hipétesis. Sea I una coloracién localizadora con
3 colores y sean C|, C, y Cj las clases cromiticas de I'. Obsérvese que para todo v € V(G),
el cédigo de color de v tiene exactamente 3 entradas de las cuales exactamente una es 0, hay
al menos un 1 y cada entrada vale a los mas d.

Sea Cr(v) = (x, y, z). Procedemos por casos:

Caso 1. Existen dos entradas con valor 1 en Cr-(v) = (x, y, z). Notese que hay tres vectores
que cumplen la condicién.

Caso 2. Hay exactamente una entrada con valor 1. En este caso, la entrada restante x puede
tomar los valores {2,...,d}. Porcada x € {2,...,d} hay 3! = 6 vectores distintos. En total
hay 6(d — 1) vectores con exactamente un 1.

Uniendo ambos casos, tenemos que en total hay 6(d — 1) + 3 vectores diferentes. Por lo
cual, hay a los mas 6(d — 1) + 3 vértices, lo cual concluye la prueba.

4. NUMERO CROMATICO LOCALIZADOR DE DOS FAMILIAS DE GRAFICAS

Como ya se menciond, encontrar el nimero cromatico localizador para una grafica dada G
es una tarea dificil. Sin embargo hay algunas familias de graficas para las cuales es posible
determinar este ntimero. El procedimiento tiene dos etapas: la primera y mas sencilla, es
encontrar una coloracidn localizadora con el nimero propuesto de colores, digamos k colores,
lo cual nos dice que k colores son suficientes para dar una coloracién localizadora de G, es
decir, obtenemos una cota superior para el nimero cromético localizador (y;(G) < k); La
segunda etapa y mas laboriosa consiste en demostrar que ninguna coloracién propia de G con
k — 1 colores (o menos) es localizadora, es decir, obtenemos una cota inferior para el niimero
cromatico localizador (y; (G) > k).

Empezaremos por encontrar el nimero cromatico localizador de una gréfica particular, la
gréifica de Petersen, y después veremos cOmo es ese niimero para dos familias de graficas: las
trayectorias y los ciclos.

TEOREMA 4. Si P es la grdfica de Petersen, entonces
x(P) =4

Demostracién. Primero veamos que y; (P) < 4.

U1

FIGURA 2. Una coloracioén localizadora de la gréafica de Petersen con 4 colores

Observa que, de acuerdo a la coloraciéon I' de P de la figura 2 y el orden de colores
(Cy, Cy, C,, C,), el codigo de color de cada vértice es diferente:
= Los vértices azules tienen los siguientes c6digos de color:
CF(Ul) = (05 15 25 1)5 CF(U7) = (07 23 13 1) y CF(US) = (03 13 1, 2)'
= Los vértices rojos tienen los siguientes codigos de color:
cr(vy) = 2,0, 1, D)y er(vg) = (1,0, 1,2).
= Los vértices verdes tienen los siguientes cddigos de color:
Cr(U3) =(1,1,0,1), Cr(Ug) =(1,1,0,2)y CF(U10) =(1,2,0,1).
= Los vértices amarillos tienen los siguientes cddigos de color:
cr(v,) = (1,2,1,0) y CF(U5) =(1,1,1,0).
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Todos los cddigos de color son distintos, por lo cual y; (P) < 4. Para ver que la grafica de
Petersen no se puede colorear con tres colores utilizamos el teorema 3. Como P tiene didmetro
2,si y;(P) =3, entonces |V (P)| <6(2—1)+3 =09, lo cual es una contradiccidn. [l

TEOREMA 5. Sea n € N tal que n > 3, entonces yr(T,) = 3.

Demostracion. Sea n > 3y consideremos la trayectoria T, = (vy,0s,...,0,). Primero
veamos que y;(T,) < 3, para ello consideremos la coloracion localizadora con tres colores,
I': v, — {1,2,3}, dada por:

1 sii=1,
I'(v;) =42 siiespar,
3 siiesimparei > 3.

La entrada correspondiente al color 1 de cp(v;) es igual a d(v;, Cy) = d(v;,v) =i — 1 para
cadai € {1,2,...,n}, lacual es diferente para cada vértice de la trayectoria. Por lo tanto, I es
una coloracién localizadora. De donde, y; (G) < 3.

Ahora probemos que y;(T,) > 3. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe
una coloracién localizadora ¢ con dos colores, digamos rojo y azul. Como ¢ es propia,
entonces si v; tiene color rojo, se sigue que @(v;) es rojo siy s6lo sii es impar y @(v;) es azul
siy s6lo si i es par. Entonces, obsérvese que c(p(ui) = (1,0) para todo i par y c(p(ui) =(0,1
para todo i impar. En ese caso, T, tiene a lo mas dos vértices, lo cual contradice la hip6tesis
n > 3. Por lo tanto, y; G > 3y, asi, y;(G) = 3.

O
o—0 & 0 0 ¢ o 0 °
FIGURA 3. Una coloracién localizadora de Ty con 3 colores
TEOREMA 6. Sea n € N tal que n > 3, entonces
3 sinesimpar,
x1(Cy) = .
4 sines par.
Demostraciéon. Sea n > 3 un nimero natural. Supongamos que C,, = (v, Vs, ..., U, Uy).

Procedemos por casos.
Caso 1. Si n es impar, tomemos la siguiente coloracion I' (figura 4 (a)):

1 sii=1,
I'(v;) =42 siiespar,
3 siiesimparei > 3.

Consideremos el orden de colores (Cy, Cy, C3) = (C,, Cq, C,).

El unico vértice cuya primera entrada es cero es el vértice v;. Para el resto de los vectores, la
primera entradaes d(v;, C;) =i—1para2 <i < ”;—1 yd(v;,C;) = n+1—ipara % <i<n
Por lo cual, dos vértices que tengan el mismo color tienen codigo de color diferentes pues
difieren en la primera entrada.

Ademés, si los cédigos de color de dos vértices distintos tienen su primera entrada igual,
digamos los correspondientes a v; y v; con 2 < i < j < n, entonces d(v;, Cy) = d(v;, Cy). De
donde se tiene que 2 < i < % y % <j<nmporlocuali—-1=4d(;,C)) = d(vj,Cl) =
n+1—j.Deeste modo, n+2 =i+ j, porlocual iy jtienen distinta paridad ya que n + 2 es
impar. Asi, v; y v; tienen colores distintos, por lo que sus codigos de color difieren.

Por lo tanto, I es una coloracion localizadora y, asi, y;(C,) < 3 si n es impar. Notemos,
ademas, que como y;(C,) > y(C,)y x(C,) = 3 cuando n es impar, se tiene que y;(C,) =3
cuando n es impar.
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(a) Ciclo impar (b) Ciclo par

FIGURA 4. Coloracion distinguida de un ciclo

Caso 2. Si n es par. Tomemos la siguiente coloracion I (figura 4 (b)):

1 sii=1,
() 2 sii=2,
V) =
! 3 siiesimparei >3,
4

siiesparei > 4.

Consideremos el orden de colores (Cy, Cy, C3,Cy) = (C,, C,, Cq, C,).

El tnico vértice cuya primera entrada es cero es el vértice v; y el tinico vértice cuya
segunda entrada es cero es el vértice v,. Para el resto de los vectores, la primera entrada es
d(v,C)=i—1lpara3<i<s+1yd(v;,C))=n+1—iparas+2<i<nylasegunda
entradaes d(v;, Cy) =i—2para3<i<J+1yd(v,C)=n+2—iparas +2<i<n.

De lo anterior, si los codigos de color de dos vértices distintos son iguales, digamos los
correspondientes a v; y v; con 3 < i < j < n, entonces d(v;, Cy) = d(v;,Cy)y d(v;, Cy) =
d(vj,Cz).Asi,Z% <i< §+1 y §+2 <j<mnporlocuali—1 =d(v;,C)) = d(vj,Cl) =n+l—j
ei—-2=d(v;,C,) = d(Uj, C,) = n+2—j.Deeste modo, se tiene que n+2 = i+j y n+4 =i+,
lo cual es imposible. Es decir, no hay dos vértices que tengan el mismo cédigo de color. Por
lo tanto, I" es una coloracién localizadora y y; (C,) < 4 si n es par.

Veamos ahora que y;(C,) > 4. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe
una coloracién localizadora I': V(C,) — {1,2,3}. Por el principio del palomar, existe
una clase cromaética C; con al menos [g] vértices. Supongamos sin perder generalidad que
m =Gyl 2 [3].

Consideremos Cy = {v;,,v;,, ..
y sean T} la trayectoria contenida en C, que inicia en v,y termina en Ui, para cada
je{lL2,..,n -1}y Tn1 trayectoria contenida en C, que inicia en v Y termina en
v;, - Tenemos entonces que /(T;) > 2 para cada j € {1,2,...,n;} pues no hay dos vértices
consecutivos en C, que tengan el mismo color. Ademas, s6lo los vértices extremos de 7 tienen
color 1, por lo que los vértices interiores deben estar coloreados con los colores 2 y 3, para
cadaj € {1,2,...,n;}.

Si para algin j € {1,2,...,n;}, la trayectoria T; tiene longitud mayor que 2, entonces el
c6digo de color del segundo vértice de T/ es (1,0, 1) si dicho vértice es de color 2 o (1, 1,0)
si es de color 3. De igual manera, el codigo de color del pendltimo vértice de T es (1,0, 1) si
dicho vértice es de color 2 o (1, 1, 0) si es de color 3. Dado que I es localizadora, tendriamos
que uno de esos vértices es de color 2 y el otro de color 3, y que T tiene longitud impar.
Ademas, ninguna otra trayectoria 7, puede tener longitud /(T;) > 3 pues, con el mismo
razonamiento, habria otro vértice con el cédigo de color (1,0, 1) o el cédigo de color (1, 1,0),
lo cual contradice que I" sea localizadora.

.,Uinl}donde i <ijy paracada j € {1,2,...,n; — 1}
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Asi, I(T})) = 2 paratodo [ € {1,2,...,n;} conl # j. Como C, es un ciclo par y
I(c, = :11 I(T}) = 2(ny — 1) + I(T}), se sigue que [(T}) debe de ser par, de donde, /(T}) no
puede ser mayor que 2, es decir I(T}) = 2.

Dado que I(T;) = 2 paratodo ! € {l,2,...,n}, tenemos que |C;| = g y C
{v;: iespar} o C; = {v;: iesimpar}. Supongamos sin perder generalidad que C; =
{v; : iespar}. Lo cual significa que C,UC; = {v; : i es impar}. Por el principio del palomar,
existe una clase cromatica C;, i € {2,3}, con al menos [g] vértices. Supongamos sin perder
generalidad que ny = |G| > [7].

Como la distancia entre cualesquiera dos vértices en C, es a lo més 5, cualquier vértice en
C, es adyacente a un vértice en C; y la distancia entre dos vértices con indice impar es par, se
tiene que, para cada v € C,, cr(v) = (1,0, a) donde a es un niimeropary 2 < a < g Hay a lo
mas LZJ de este estilo, por lo cual |C,| < [g].Dado que [g] <G| < LZJ, se sigue que n es
un miltiplo de 4, |C,| = g y, también, |C;| = 2.

Observemos que los codigos de color de los vértices en C, son todos los vectores de la

n

forma (1,0,a) donde aes pary 2 < a < 2 los cédigos de color de los vértices en Cj

son todos los vectores de la forma (1,5,0) donde bes pary 2 < b < g De modo que hay
un vértice de color 2 y un vértice de color 3 que estan a distancia 2, digamos a(v;) = 2
y a(v3) = 3. Entonces a(vs) = 3 pues si a(vs) = 2, entonces su cédigo de color es
cr(vs) = (1,0,2) = cp(vy), lo cual es imposible. Siguiendo este razonamiento a(v;) = 3
paracadaiimparcon3 <i < g + 1, que son ﬁ = |C5| vértices. Necesariamente, a(vn3) = 2
lo cual implica que cF(U§ +3) = (1,0,2) = cr(vy). Lo que contradice la hipétesis de que I' sea
una coloracién localizadora. Por lo tanto, y;(C,) > 4 cuando n es par, lo cual concluye la

prueba.
d
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CONJUNTOS DE VISIBILIDAD MUTUA

ILAN A. GOLDFEDER, NAHID YELENE JAVIER NOL, LUIS JOSIAS LOPEZ BARRIOS,
ALDO LOZANO PINA, MIRYAM SOPHIE NAOMI MIELKE MENDEZ, RAUL VELEZ LIMON

ResuMEN. Dada una grafica G, un subconjunto S de sus vértices es de visibilidad
mutua si entre cualquier par de vértices del conjuntos S existe una trayectoria de
longitud minima que no contiene vértices de .S, salvo por sus extremos. El ntiimero
de visibilidad mutua es la cardinalidad de un conjunto de visibilidad méaximo.
En este trabajo mostramos resultados al respecto en algunas familias de graficas
como son las trayectorias, arboles, ciclos, ruedas, k-partitas, rejillas y cilindros.

1. INTRODUCCION

Consideremos un conjunto de posiciones en las que podemos colocar dispositivos y
en las que, entre algunas de ellas, existe una via de comunicacién directa. Un ejemplo
de ello es la configuracion de la figura 1. ;Cuél es el nimero méximo de dispositivos
que se pueden colocar de forma tal que, entre cualesquiera dos de ellos, exista una
ruta minima que les permita comunicarse? En particular, los puntos rojos de dicha
figura representan el niimero méaximo de dispositivos que se podrian ubicar en esta
configuraciéon cumpliendo la propiedad solicitada.

FicurA 1. Configuracion de posibles posiciones para dispositivos

Otro ejemplo relacionado es el siguiente. Consideremos un conjunto de localidades,
como pueden ser ciudades y pueblos, algunas de ellas conectadas por carreteras. En
ciertas locaciones se pueden colocar casetas de cobro de peaje; sin embargo, interesa
evitar un namero excesivo de ellas. ;Cual es el nimero méximo de casetas que se
pueden colocar de forma tal que, entre cualesquiera dos locaciones, exista una ruta
minima que pase por a lo mds dos casetas?

Los ejemplos anteriores constituyen problemas que se modelan en teoria de graficas
mediante los conjuntos de wvisibilidad mutua. A continuacion, daremos las nociones
bésicas y presentaremos algunos resultados.

2. DEFINICIONES BASICAS

Una grdfica es un par ordenado G = (V(G), A(G)), donde V(G) es un conjunto
finito y no vacio cuyos elementos son los vértices de la grafica, y A(G) es un conjunto
de pares no ordenados de vértices, que llamamos aristas. El orden de G es el niimero
de vértices y el tamano es el nimero de aristas.

2010 Mathematics Subject Classification. 05C69, 05C12, 05C76, 05C38.
Palabras clave. Graficas, rejillkas, visibilidad mutua.
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Dados dos vértices x,y € V(G), diremos que x e y son adyacentes (0 vecinos) si
{z,y} € A(G). La vecindad de z se define como

N(z) ={y € V(G): {z,y} € A(G)}.

El grado de z, denotado degq(z), es |N(x)|; el grado minimo de G, §(G)
min.cy (g degg(2), y el grado mdzimo, A(G) = méx cy () degg(2). Si [N(z)| =
decimos que x es un vértice hoja.

Dados z,y € V(G), una trayectoria o (x,y)-trayectoria es una sucesion de vértices
distintos

L

P=(z1,29,...,3),

donde 1 = z, x; = y y cada par de vértices consecutivos es adyacente. La longitud
de P, denotada I(P), es el numero de aristas que contiene (I(P) =1 —1). Si P tiene
orden n, escribiremos P,. La distancia entre dos vértices z,y, denotada dg(z,y) o
simplemente d(z,y), es la longitud de una trayectoria de longitud minima entre ellos.
Un ciclo es una trayectoria (x1,...,2;) con I > 3 junto con la arista {x;,z1}. Una
grafica es coneza si entre cualquier de vértices x,y existe una (z,y)-trayectoria. Una
arbol es una grafica conexa y sin ciclos.

Dado S C V(G), la subgrdfica inducida G[S] tiene como conjunto de vértices Sy,
para z,y € S, {x,y} € A(G[S]) siy solo si {z,y} € A(G).

Una grafica de orden n es completa si cualquier par de vértices es adyacente; la
denotamos K,,. Decimos que G es k-partita si V(G) se puede partir en conjuntos
Vi,..., Vi tales que, para cada i, no hay aristas entre vértices de V;. A cada uno de
tales conjuntos se le llama una parte de la particion. Si k = 2, G es bipartita. Si ademéas
cada vértice de V; es adyacente a todos los de V; con ¢ # j, decimos que es k-partita
completa. Una grafica se llama multipartita si es k-partita para algin k > 2.

El producto cartesiano GOH de dos graficas G y H es la gréafica con conjunto de
vértices V(G) x V(H) y en la que dos vértices (g1,h1) y (g2, h2) son adyacentes si
g1 =92y {h1,ha} € A(H) osi hy = ha y {g1,92} € A(G). Cuando no se preste a
confusion al vértice (g;, h;) lo denotaremos como g;h;. A la grafica P,,,(0P, se le conoce
como malla o rejilla de m por n y a la grafica C,,,[JP,, se le conoce como cilindro de
m por n.

Para ilustrar la definicion de producto cartesiano de graficas, mostramos los siguien-
tes ejemplos. Consideremos G; = P, y H; = Py (véase la figura 2 (a)), y Go = P2 y
Hy = Py (véase la figura 2 (b)). Obsérvese que P;JP, coincide con Py y, en general,
P,0OP,, coincide con P,,. Consideremos G3 = C3 y H3 = P (véase la figura 2 (¢)); en
este caso, es el cilindro 3 por 6.

Py
Py O—O0—0—o0
O—O0—0—o0 o
Py
P o o0—0—0—20
(a) P1OPy (b) P,OPy

(c) C30Cs

FiGurA 2. Producto cartesiano de P,1P;, P,00P, y C3Cq
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Sean G = (V(G), A(G)) una grafica y S C V(G) un subconjunto de vértices de
G. Diremos que dos vértices x,y € S son mutuamente visibles si existe una (x,y)-
trayectoria de longitud minima P tal que V(P)NS = {z,y}, cuando esto pasa diremos
que los vértices z y y pueden verse entre si. Diremos que S es un conjunto de visibilidad
mutua si cada par de vértices en S es mutuamente visible. El nimero de visibilidad
mutua de G, denotado u(G), es la cardinalidad de un conjunto de visibilidad mutua
de orden maximo.

Para esclarecer las definiciones anteriores, considere la grafica G que aparece en
la figura 3 (a) y un subconjunto S; = {v1,vs3,vs5}. Los vértices vy, vy y vs (véase la
figura 3 (b)) son mutuamente visibles entre si porque las trayectorias

(v1,v2,v3), (v1,v0,v3) ¥ (v3,va,v5)
son de longitud minima y se tiene que Sy N {v1,ve,v3} = {v1,v3}, S1 N {v1,v0,v3} =
{vi,v3} y S1 N {vs,v4,v5} = {vs,vs}. Por tanto, S; es un conjunto de visibilidad
mutua. jSerd S7 el conjunto de visibilidad mutua de mayor cardinalidad?
Ahora considere un conjunto Sy = {vg, va, v4,v6 }. Los vértices vy, va, v4 y vg (véase
la figura 3 (c)) son mutuamente visibles entre si porque que las trayectorias

(vo,vl,w), (U07'U6)7 (1107115704), (02,03,114), (U27U6) Y(U47U57vs)

son de longitud minima y se tiene que Sy N {vg,v1,v2} = {vo,v2}, S2 N {vy,v6} =
{vo,v6}, S2N{vo, v5,v4} = {vo,va}, SaN{va, v3,v4} = {v2,v4}, S2N{va, v6} = {v2,v6}
y S N {vg,v5,v6} = {v4,v6}. Por tanto, Sy es un conjunto de visibilidad mutua de
orden cuatro. Ademas, se puede probar que ningin conjunto con cinco o mas vértices
puede ser de visibilidad mutua. Por lo que, el niimero de visibilidad mutua de G es 4,
es decir, u(G) = 4.

En nuestro ejemplo de las localidades y las casetas, podemos construir una grafica
en la que cada localidad sea un vértice y entre dos vértices hay una arista siempre que
las localidades correspondientes haya una carretera (que no pasa por ninguna otra
localidad). Observemos que si tenemos un conjunto de visibilidad mutua S en una
grafica GG, entre cualesquiera dos vértices de la grafica hay una trayectoria de longitud
minima que contiene a lo mas dos vértices de S (pues si tuviese tres, los vértices de S
mas alejados en la trayectoria no serian de visibilidad mutua, véase el teorema 4). Por
lo tanto, al poner casetas de cobro en un conjunto de visibilidad mutua de la gréfica
de localidades y carreteras, entre cualesquiera dos localidades hay una trayectoria de
longitud minima que pasa por a lo mas dos casetas de cobro.

3. PRIMEROS RESULTADOS

TEOREMA 1. Sea G una grifica con grado mdzimo A(G). Se satisface que p(G) >
A(G).

Demostracion. Sea v un vértice de G tal que degy(v) = A(G) y tomese el conjunto
de vértices S = N(v). Para cualquier par de vértices z,y € S, ocurre que o bien son
adyacentes o bien estdn a lo méas a distancia dos mediante el camino P = (x,v,y).
Como v no esta en S, en ambos casos los vértices x,y son mutuamente visibles; por
lo tanto, S es un conjunto de visibilidad mutua. Asi, u(G) > degqs(v) = A(G). O

Una consecuencia de este teorema es el caso de las ruedas (véase la figura 4), en las
cuales el conjunto de visibilidad mutua méaximo es el conjunto de todos sus vértices
excepto el vértice central. Basta con fijarse en la prueba del teorema 1, y en una rueda
tomar como conjunto de visibilidad mutua a la vecindad del vértice central, la cual
tiene cardinalidad igual al grado méximo de la grafica. Ademaés, dicho conjunto es
maximo, porque todos sus vértices estan al menos a distancia dos de cualquier otro
vértice, pasando por el vértice central.

COROLARIO 2. El nimero de visibilidad mutua de la rueda W,, para n > 4, es
(W) = A(Wn).
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(a) Grafica G (b) S1 ={v1,v3,v5}

(¢) S2 ={vo,v2,v4,v6}

FiGURA 3. Gréafica G y dos conjuntos de visibildad mutua S7 y Ss,
w@G) =4

Ficura 4. Conjunto maximo de visibilidad mutua en Wy

TEOREMA 3. Sea G = (V(G), A(G)) una grdfica conexa tal que |V(G)| = n.
Entonces, u(G) = n si y solo si G = K, donde K, es la grdifica completa de n
vértices.

Demostracion. Primero probaremos la condicion necesaria. Supongamos que u(G) =
n. Por contradiccion, supongamos que G # K, es decir, existen u,v € V(G) tales que
{u,v} ¢ A(G). Esto implica que toda (u,v)-trayectoria de longitud minima P tiene
orden al menos tres. Sea P = (v1,v3,...,0;), CON v] = u y v = v, una trayectoria
de longitud minima. Como u(G) = n, el conjunto V(G) es el conjunto de visibilidad
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mutua de G. Luego |V (P)NV(G)| > 3 lo cual contradice la definicién de que V(G) sea
un conjunto de visibilidad mutua, pues P es cualquier trayectoria de longitud minima.
Por lo que G = K,,.

Ahora probaremos la condicion suficiente. Supongamos que G es la grafica completa
de n vértices. Entonces, todos sus vértices son adyacentes entre si, y la trayectoria de
minima longitud entre cualquier par es de longitud uno. Por lo tanto, todos los vértices
de G son mutuamente visibles, y u(G) = n. O

TEOREMA 4. El numero de wistbilidad mutua de la trayectoria P,, n > 2, es
w(Fr) = 2.

Demostracion. Sea P, = (x1,...,%,) una (z,y)-trayectoria, donde x; = x y x,, = y.
Claramente, S = {z,y} es un conjunto de visibilidad mutua. Para demostrar que
es maximo, procederemos por contradiccién, supongamos que existen al menos tres
vértices x;, T, xx en P, que son mutuamente visibles. Sin pérdida de generalidad, sea
1 < j < k. Entonces, z; se encuentra en la trayectoria minima entre x; y x1, por lo que
V(P)N{z;,z;, 2} = {x;, x;, 1}, y no cumple la condicion de visibilidad mutua. Esto
prueba que no puede haber mas de dos vértices mutuamente visibles en la trayectoria.
Por lo tanto, u(P,) = 2. O

FigurA 5. Conjunto maximo de visibilidad mutua en P,

TEOREMA 5. El nimero de visibilidad mutua del ciclo Cy,, conn > 3, es u(Cy,) = 3.

Demostracion. Supongamos, por contradiccion, que p(Cp,) > 3. Se sigue que un
conjunto maximo de visibilidad mutua S de C), tiene al menos cuatro vértices, digamos
v1, U2, V3, Vg y Supongamos, sin pérdida de generalidad, que aparecen en ese orden en
el ciclo. Observemos que entre v; y vs hay exactamente dos trayectorias, una pasa
por vo y la otra pasa por vs. Asi, no pueden ser vértices mutuamente visibles. Por lo
tanto, u(Cy,) < 3.

Para probar que p(C,) = 3, basta con tomar los vértices V2], V|2n) 41, Un—1 COMO

el conjunto de vértices de visibilidad mutua (véase la figura 6). O
vy
V1 VU3
Un—1 V4
Ulze 41 /ULQJ
[e]
RE-SES

Ficura 6. Conjunto maximo de visibilidad mutua en C,,
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TEOREMA 6. Sea G la grdfica bipartita completa K; ,, conn > 3 ei € {1,2}. El
nimero de visibilidad mutua de G es u(G) =n+1i— 1.

Demostracion. Sea G una grafica como en las hipotesis. Primero notemos que
[V(G)| =n+1i, conie {1,2}.

Primero supongamos que i = 1, por el teorema 3 se tiene que u(G) <n+i—1y
por el teorema 1 se tiene que u(G) > A(G) = n+i— 1. Por lo tanto, u(G) =n+i—1.

Ahora supongamos que i = 2. Al igual que en el caso previo, tenemos por el
teorema 3 que u(G) < n+i—1. Sea Vi = {wy,wa,...,w,} v Va = {u,v} la particion
de la grafica. Demostraremos que S = V3 U{u}, que tiene cardinalidad n+i—1, es un
conjunto de visibilidad mutua. Para cualesquiera dos vértices w; y w; en Vi, se tiene
que w;, v, w; es una trayectoria de longitud minima tal que SN {w;,v,w;} = {w;, w;}
y para cualquier vértice w; y u, se tiene S N {w;,u} = {w;,u}. Se sigue que S es un
conjunto de visibilidad y, asi, u(G) > n+ i — 1. Por lo tanto, u(G) =n+1i— 1.

Por lo que, el nimero de visibilidad mutua de la grafica bipartita K; ,,, coni € {1, 2},
es u(G) =n+i—1. O

El siguiente corolario es consecuencia del teorema 6, se sigue de que S,41 = K15,
(véase la figura 7).

COROLARIO 7. El numero de wvisibilidad mutua de la estrella S,, n > 4, es
w(Sy) =n—1.

Ficura 7. Conjunto méaximo de visibilidad mutua en Sy

PRrROPOSICION 8. Cualquier trayectoria de una grifica G estd contenida en una
trayectoria maximal.

Demostracion. Sean P = (vg,v1,va,...,v) una trayectoria en G. Si degqs(vg) = 1 =
degq (vg), entonces P es maximal

En otro caso, tendriamos que deg,(vg) > 2 o degq(vr) > 2; sin pérdida de
generalidad, supongamos que degq (vg) > 2. Asi, existe un vértice vy € N(vg)\{vk-1},
por lo que P? = (vg, v1, v, ...,V Uy) €s una trayectoria estrictamente mas larga que
contiene a P como subtrayectoria.

Repitiendo este procedimiento, y como la grafica es finita, se obtiene una trayectoria
P’ que contiene a P como subtrayectoria y que es maximal. O

El siguiente es un resultado conocido sobre arboles.

PROPOSICION 9 ([1]). En un drbol T, para todo par de vértices v;, v, € V(T) existe
una Unica trayectoria P = (v;,...,vg).

COROLARIO 10. Sea T' un drbol. Dada una trayectoria P = (vg,...,vy) en T con
Uy Y vy hojas de T', todo vértice de P distinto de v, y v, no es hoja.
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/
@ U1

FI1GURrA 8. La trayectoria P = (v1,vs,...,v9) que tiene como extre-
mos las hojas vy, vg es inica y cualquier vértice interno no es una hoja

TEOREMA 11. El ndmero de visibilidad mutua de un drbol T es igual a su nimero
total de hojas; es decir, u(T) = |L(T)|, donde L(T) es el conjunto de hojas del drbol
T.

Demostracion. Primero demostraremos que pu(T') < |L(T)|. Por contradiccion, supon-
gamos que p(T) > |L(T)|. Entonces, existe un vértice v, € V(T) que no es hoja y
que esta en el conjunto de vértices de visibilidad mutua. Tomemos una trayectoria
P = (v1,v9,...,0,) donde v; € L(T). Por la proposicion 8, se tiene que P esta conte-
nida en una trayectoria P* = (v1,va,...,0;,...,0;), donde vy,v, € L(T). Pero como
la trayectoria entre vy y v, es unica, tendriamos que V(P) N L(T) = {v1,v4,v,} lo
cual es una contradiccién, pues toda trayecyoria contiene a dos vértices de visibilidad
mutua. Por lo tanto, u(T) < |L(T)|.

Ahora demostraremos que |L(T)| < p(T). Sean cualesquiera vy, v, € L(T) con
vy # vy. Por la proposicion 9, tomamos la trayectoria P* = (vg,...,vy,). Ademas,
por el corolario 10, para todo vy € V(P*) \ {vs, vy}, se tiene que v, no pertenece
al conjunto de visibilidad mutua de T'. Asi, toda trayectoria minima entre hojas esta
libre de interseccion con otras hojas, por lo que L(T') es un conjunto de visibilidad
mutua. Por la maximalidad, |L(T)| < u(T"). Por lo tanto, |L(T)| = u(T). O

Para ejemplificar el teorema 11, véase la figura 8.

TEOREMA 12. Sea G la grdfica bipartita completa K, y, tal gque m,n > 3. Entonces,
el nimero de visibilidad mutua de G es u(G) =m +n — 2.

Demostracion. Primero, notese que no todos los vértices pueden ser de visibilidad
mutua. Esto se sigue del teorema 3, por lo que u(G) <m +n — 1.

Luego, supongamos que existe un tnico vértice v en G que no es de visibilidad
mutua. Sin pérdida de generalidad, supongamos que v esta en S, donde S, S5 son los
subconjuntos de vértices de V(G) de cardinalidad m y n, respectivamente, y que Sy es
un conjunto de visibilidad mutua. Por hipotesis m > 3, entonces existen al menos otros
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dos vértices x,y € S tales que no son adyacentes entre si. Obsérvese que la trayectoria
de longitud minima entre x y y es P = (z,w,y), donde w es cualquier vértice en Ss.
Pero por hipoétesis, w es un vértice de visibilidad mutua, lo cual contradice la definicion,
ya que w estd en la trayectoria minima entre x y y. El caso es analogo si v esta en Ss.

Por lo tanto, debe haber al menos dos vértices que no sean de visibilidad mutua,
uno en S7 y otro en Ss; esto es, u(G) <n+m — 2.

Para probar la desigualdad inversa, basta con tomar dos vértices que no sean de
visibilidad mutua, uno en cada subconjunto Sy y Sy. Véase la figura 9. (]

F1curA 9. Conjunto méaximo de visibilidad mutua en K, ,

El teorema 13 es la generalizacién de los teoremas 6 y 12.

TEOREMA 13. Sea G la grdfica k-partita completa Kg, s,.... s, . Se cumple que:
1. Si|S;| > 3, para toda 1 < i < k, entonces u(G) = |V(G)| — 2.
2. St existe un j € [1,k] tal que |S;| < 2, entonces u(G) = |V(G)| — 1.

La demostracion del teorema 13 es analoga a las demostraciones de los teoremas 6
y 12, respectivamente, basta con excluir del conjunto de visibilidad mutua a un vértice
de cada conjunto de la particiéon (ver figura 10).
En rejillas P,,,[1P,, donde m < 3, nos encontramos con algunos casos particulares.
Estos son:
1. w(POP,) =2, con n > 2, pues en este caso la rejilla es una trayectoria, véase
la figura 11.
2. Cuando min{m,n} = 2, tenemos dos casos:
a) Po[OP; es el ciclo Cy; por el teorema 5 se tiene que u(P00P) = 3, véase la
figura 12 (a).
b) w(P,OP,) =4 con n > 3, véanse las figuras 12 (b) y (c).
3. Cuando min{m,n} = 3, obtenemos dos casos, véase la figura 13:
a) p(PsOPs) =5, véase la figura 13 (a).
b) w(Ps0P,) =6 con n > 4, véanse las figuras 13 (b) y (c).
Y para m,n > 4, podemos enunciar un caso general, véase figura 14.

TEOREMA 14. Si P,,.0P, es una rejilla tal que m > 3 y n > 3 entonces
w(PpOP,) =2 - min{m,n}.

Demostracion. Consideremos las trayectorias P,, = (ug,u1, .., Um-1) ¥ Pn =
(vo,v1,...,Up—1). Tomemos una trayectoria de la forma (w;vg,u;v1, ..., UjVn_1)
en P,,[0P,. Asi, para cada 0 < i < m — 1, tenemos que dicha trayectoria puede
incluir a lo més dos vértices a cualquier conjunto de visibilidad mutua; por lo
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FiauraA 10. Conjunto méaximo de visibilidad mutua en la grafica k-
partita completa

e—=o @&—0—0=0

FIiGura 11. p(POP) =2y pu(POP3;) =2

[ L]

(a) ) P,0OPs

[

) P,OP,

Ficura 12. P,0O0P,, P,0O0Ps y P[P, y sus vértices de visibilidad
mutua, los vértices en color rojo

T HH O

) P300Ps (b) PsOP; (c) PsOP,

Ficura 13. P3P, Ps00P, yPsP,

que p(PnOP,) < 2m. De igual manera, cada una de las trayectorias de la forma
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Ficura 15. PP,

(wovj, U1V, . .., Um—1v;), con 0 < j < n — 1, puede incluir a los mas dos vértices a
cualquier conjunto de visibilidad mutua, asi u(P,,0F,) < 2n.

Ahora, demostraremos que p(P,,0P,) = 2min{m,n}. Tomemos k = min{m,n}.
Para k = 4, se puede considerar una subgrafica de la forma P4[1P;, donde el tinico
conjunto de visibilidad mutua méximo es:

{uov1, uova, u1vs, ugvs, ugva, U1, U2Vo, UL Vg }

(véase la figura 15). Asi, u(P40P;) = 8. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
m = 4. Ya que hay dos vértices del conjunto de visibilidad mutua por cada trayectoria
vertical u horizontal entonces p(P40P,) = 8 = 2min{4,n}.

Sea k > 5; consideremos la grafica Py[OP; y el conjunto de vértices

{Ul'UO» U2v9, UoV1, U3V1, Uj—2V5, uj+2vj} U {’Uzk74vk727 Uk —1Vk—2, Uk—3VE—1, ukfﬂ)kfl}w

para j € {2,...,k — 3}. Este es conjunto de visibilidad mutua que tiene a lo
més dos vértices de cada trayectoria, por lo que p(P,0P,) > 2min{m,n}. Asi,
w(P,OP,) = 2min{m,n}. O

Para el caso de los cilindros debemos considerar otros aspectos. Cada trayectoria
vertical contiene a lo més dos vértices de un conjunto de visibilidad mutua y cada
ciclo horizontal contiene a lo més tres vértices de un conjunto de visibilidad mutua.
Obsérvese que el conjunto de visibilidad mutua de la figura 16 no parece tener simetrias
evidentes, por lo que resulta méas dificil demostrar que ese conjunto es maximo en el
caso de los cilindros.

Por los teoremas 4 y 5 se tiene pu(Ps) = 2 y u(C;) = 3, para todo t > s > 2.
Entonces:

TEOREMA 15. Sis > 2 yt > 3 entonces u(PsOC) < min{3s, 2t}.
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Ficura 16. P4OC5

Demostracion. Sea (ugv;,uqv;,...,us—1v;) una trayectoria vertical contenida en el
cilindro, con 0 < ¢ < t — 1, entonces tiene a los més dos vértices del conjunto de
visibilidad mutua. Como hay t trayectorias verticales en P;[JC}, se sigue que que

Ahora sea (u;vg, u;v1, ..., Ujv_1, u;vg) un ciclo horizontal con 0 < j < s —1, cada
uno con a lo mas tres vértices en el conjunto de visibilidad mutua. Ya que tenemos s
ciclos, se sigue que p(P,0C:) < 3s. Asi, u(P,0C;) < min{2t, 3s}. O

TEOREMA 16. Seant, s y k enteros no negativos con s > k. Si M es un conjunto de
visibilidad mutua de P,JC}, entonces M también es un conjunto de visibilidad mutua
de PsDCt.

Demostracion. Sea M el conjunto de visibilidad mutua de PC} y supongamos que
M no lo es en P,[1C;. Asi, existen dos vértices u,v € M tales que toda trayectoria
minima entre ellos contiene al menos otro vértice de M. Pero como s > k, se tiene
que P,C% es una subgrafica de P;0Cy, por lo que P,[JC; contiene tanto a u, v, y al
menos otro vértice en M. Esto contradice que M sea un conjunto de visibilidad mutua
en P,OC:. Por lo tanto M no es conjunto de visibilidad mutua de P,JC}. O
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DESTRUYENDO GRAFICAS

JUAN CARLOS GARCIA ALTAMIRANO

RESUMEN. En este articulo, se expone un juego que se puede implementar sobre
cualquier gréafica. Es un juego por parejas en donde ambos jugadores tienen una
copia de la misma gréfica en donde imaginamos que cada vértice es una bomba
explosiva con cierto valor de peso asignado y el objetivo es destruir a la gréfica
del oponente en el menor nimero de tiradas, bajo ciertas reglas que estimulan
el razonamiento matemadtico y son acompanadas, en buena medida, por el azar,
encarnado por un dado que dicta el valor de ataque.

Si bien la intencién principal es proponer un juego didédctico y divertido,
nacido en las entranas de la teoria de gréficas, su implementacién sugiere algunas
preguntas tedricas interesantes, que incitan a realizar una investigacién un poco
mas rigurosa.

INTRODUCCION

La teoria de graficas tiene innumerables aplicaciones en diversas areas del conocimien-
to y problemas de la vida cotidiana [1] y, a pesar de ser una disciplina relativamente
reciente, posee un amplio acervo tedrico. Por ello, es pertinente hacer divulgacién
cientifica matemética en donde se aborden temas correspondientes a esta asignatura
para alentar a las nuevas generaciones de cientificos a comprender y realizar investi-
gaciones al respecto o incluso al piblico en general para que tenga una mejor nocién
de los temas que ahi se abordan.

La manera mas didactica y divertida de introducir a alguien al mundo de la teoria
de gréaficas es por medio de juegos en donde no sea absolutamente necesario conocer
los conceptos fundamentales y jugar con ellos sin darse cuenta: jugar con vértices y
aristas a través de “bolitas y palitos”.

En este articulo se establecen las bases para implementar un juego sobre cualquier
grafica y se da un ejemplo concreto de cémo aplicarlo en la gréfica mas famosa que
existe: la grafica de Petersen. El juego de “Destruyendo la gréafica de Petersen”, descri-
to en la seccién 4, es un juego por parejas; aunque con unas pequenas modificaciones,
se puede jugar con mas integrantes o de manera individual. Es una herramienta eficien-
te para ser presentada en talleres de divulgaciéon matematica, ya que, implicitamente,
en él se trabajan conceptos como “gréficas”, “digraficas”, “algoritmos”, “isomorfis-
mos”, “combinaciones”, “probabilidad”, entre otros. Ademads de ejercitar la toma de
decisiones basadas en el andlisis matemético, aunque estas dependan del azar.

En pocas palabras, el juego de “Destruyendo graficas” consiste en lo siguiente: ambos
jugadores tienen una copia de la misma grafica en donde imaginamos que cada vértice
es una bomba explosiva con cierto valor de peso asignado y el objetivo es destruir a
la grafica del oponente, con valores de ataque determinados por un dado, en la menor
cantidad de tiradas. Los detalles del juego se exponen en la seccién 2.

Si quitamos al azar de la ecuacion, una pregunta tedrica natural es: dada una gréfica
con una asignacién de pesos a sus vértices establecida, jcudl es la menor cantidad
de tiradas para destruir a esta gréfica si nosotros podemos decidir el valor de ataque
en cada tirada? En su versiéon més sencilla, cuando los pesos son iguales a 1 para
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todos los vértices y el valor de ataque es d = 2, contestar esta pregunta es equivalente
a encontrar un conjunto dominante independiente de orden minimo [2, 3|; mientras
que si el valor de ataque es una constante d > 2, el problema consiste en obtener
un d-conjunto dominante en distancia formado por vértices independientes de orden
minimo [4]; los cuales son problemas del tipo NP-completo [5], es decir, no se conoce
ningun algoritmo que encuentre una solucién en tiempo polinomial. El problema de
dominacién es uno de los temas mas estudiados en teoria de graficas por su interés
tedrico, asi como por sus diversas aplicaciones en temas como redes de comunicacion,
logistica y transporte, optimizaciéon de recursos, redes neuronales, entre muchos otros

[6].

Este trabajo se divide en 5 secciones. Si el lector ya conoce los conceptos béasicos
de teoria de gréficas, bien puede omitir la seccién 1. Por el contrario, si el lector
quiere profundizar en algun concepto de los que estdn expuestos en dicha seccién,
puede consultar el siguiente libro [7], que es muy accesible. A alguien que solamente
le interese saber como se juega y ver al juego en accién, se le invita a ver la subseccién
2.1 y la seccién 4 que son en donde se exponen las reglas del juego y se ve un ejemplo
concreto, respectivamente. Aunque es recomendable revisar toda la seccién 2, ya que
ahi se encuentran los resultados principales de este articulo y el analisis de las posibles
estrategias ganadoras que ahi se realiza, es lo que permite comprender la complejidad
de este juego. Es importante mecionar que el ejemplo de la seccion 4 fue desarrollado
en el sexto Taller de Otonio Metropolitano de Matemadticas Discretas (TOMMAD24),
en colaboracién con alumnos de la UAM-Cuajimalpa y UAM-Iztapalapa. En la seccién
3, tomando en cuenta el andlisis realizado en la seccién 2, se sugieren las familias de
graficas mas adecuadas para implementar el juego y, finalmente, en las conclusiones
se plantean algunas posibles lineas de investigacién.

1. PRELIMINARES

Una grafica G es un par ordenado (V(G), E(G)), donde V(G) es un conjunto de
elementos llamados vértices y F(G) un conjunto de elementos llamados aristas que
consiste de parejas no ordenadas de vértices. Una grafica simple es una grafica en la
que pedimos que los vértices de una arista sean diferentes y que E(G) no tenga aristas
repetidas. La cantidad de vértices de una gréfica G es el orden de G y se denota por
n. La cantidad de aristas de G se llama tamano de G y se denota por m. Una gréfica
es nula si su conjunto de vértices es vacio (por ende, también su conjunto de aristas).
Una gréfica es vacia si m = 0 y es trivial si n = 1. Una gréfica simple es finita si
su conjunto de vértices es finito. En este articulo, consideraremos tinicamente gréficas
simples finitas, asi que para nosotros el término “grafica” siempre significard grafica
simple y finita.

Cada arista {u,v} de E(QG) es regularmente denotada como wv o vu. Si e = uv es una
arista, decimos que e une a u y v; en el mismo contexto, los vértices u y v son llamados
extremos de la arista e. A los extremos de una arista se dice que son incidentes
con la arista y viceversa. Dos vértices incidentes con la misma arista decimos que son
adyacentes y dos vértices que son adyacentes son vecinos.

El grado de un vértice v en una grafica G es el nimero de aristas incidentes con v,
es decir, en graficas simples, el grado de v es el niimero de vecinos de v en G. Un
vértice de grado cero es llamado vértice aislado. El médximo entre todos los grados
de los vértices de G es llamado grado maximo de G. Andlogamente, se define el
grado minimo de G. Si todos los vértices de una grafica G tienen el mismo grado,
entonces G es una grafica regular. Si cada vértice de G tiene grado k, entonces G
es k-regular.

Una grafica H(V(H), E(H)) es llamada subgréfica de Gsi V(H) CV(G) y E(H) C
E(QG). En tal caso, decimos que G contiene a H o H estd contenida en G. Cuando
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H C G pero H # G, llamamos a H subgrafica propia de G. Si v es un vértice de
una grifica G = (V(G), E(G)), podemos obtener una subgrafica de G con |V (G)| —1
vértices eliminando a v de G y a todas las aristas que inciden en v; el resultado lo
denotamos por G —wv. Una subgrafica obtenida a partir de la eliminacién de vértices es
llamada subgrafica inducida. Si X es el conjunto de vértices eliminados, la subgrafica
resultante es denotada por G — X.

Dos gréficas G = (V(G), E(H)) y H = (V(H), E(H)) son isomorfas, escrito G = H,
si existe una biyeccién ¢ : V(G) — V(H), tal que, para u,v € V(G), wv € E(G) siy
sélo si p(u)p(v) € E(H); tal funcién es llamada isomorfismo entre G y H. Cuando
H = G, decimos que ¢ es un automorfismo de G.

Una subgréfica P de una gréfica G es una trayectoria en G si los vértices de P
pueden ser etiquetados en una sucesién lineal (sin repetir vértices) de tal manera que
cada par de vértices consecutivos en la sucesion son adyacentes, y son no adyacentes
en otro caso. Para dos vértices distintos u y v en una grafica G, una u — v trayectoria
es una trayectoria con vértice inicial u y vértice terminal v. De manera similar, una
subgrafica C de G es un ciclo en G, si tiene tres o més vértices, los cuales pueden ser
etiquetados en una sucesién ciclica (sin repetir vértices) de tal forma que cada par de
vértices consecutivos en la sucesién son adyacentes, y son no adyacentes en otro caso.
El nimero de aristas contenidas en una trayectoria o en un ciclo es su longitud. Un
ciclo de longitud k£ > 3 es llamado k-ciclo. El cuello de una grafica G es la longitud
mas pequena entre todos sus ciclos.

Decimos que un conjunto de vértices de una grafica G es independiente si ninguna
pareja de vértices en el conjunto es adyacente. Dos vértices u y v estin conectados
si G contiene una u — v trayectoria. Una grifica G es conexa si cualquier par de
vértices esta conectado. Una grafica que no es conexa es una grafica inconexa. Una
subgrafica conexa H de una grafica G es una componente conexa, o simplemente
una componente de G, si esta no es una subgrafica propia de una subgrafica conexa
de G.

Sean u y v vértices en una grafica conexa G. La distancia entre u y v es la minima
de las longitudes entre todas las u — v trayectorias en G. Un subconjunto de vértices
S de una grifica G es dominante si todo vértice de G esta a distancia a lo mas uno
de algun vértice del conjunto S. Un conjunto dominante es de cardinalidad minima
si tiene la menor cardinalidad de entre todos los conjuntos dominantes de G (més
informacién en [2]). En general, un subconjunto de vértices S de una gréfica G es
d-dominante en distancia si todo vértice de G estd a distancia a lo més d de algin
vértice del conjunto S (para més detalles, consultar [3, 4, 5, 8, 9]).

Una digrafica D es un conjunto finito de vértices V(D) y un conjunto de pares de
vértices ordenados A(D), llamados arcos. Si (u,v) € A(D), lo denotamos como uv.
En este caso, dado que son parejas ordenadas, uv # vu. Decimos que uv € A(D) es
un arco simétrico si también vu € A(D). Una digréfica es aciclica si no tiene ciclos
dirigidos.

Ahora, ya contamos con todas las herramientas para describir y analizar nuestro juego.

2. JUEGO: DESTRUYENDO GRAFICAS

Pasemos directamente a la descripcién de las reglas del juego; luego vemos un ejemplo
y después analizamos cada uno de sus detalles.

2.1. Reglas del juego. Consideremos una grifica G y sea w una funciéon de
asignacién de peso a los vértices de G, con w: V(G) — Z*.

Digamos, en virtud del juego, que cada vértice v € V(G) es una bomba explosiva,
y que w(v) determina su resistencia a explotar.
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Es un juego por parejas en donde ambos jugadores tienen una copia de la misma grafica
con la misma asignaciéon de peso a los vértices. El objetivo es destruir la grafica del
oponente en la menor cantidad de tiradas bajo las siguientes condiciones:

1. Un jugador tira: lanza un dado y al valor d que le salga, le llamaremos valor
de ataque en ese turno. Escoge algin vértice vy de la grafica de su oponente
para ser detonado o atacado. La detonacion o ataque se realiza por medio
de una sucesion de pasos descritos en el siguiente

Algoritmo:

Paso 1: Sea t : V(G) — Z, con t(v) = 0 para todo v € V(G) \ {vo} v
t(vg) = d. Definimos 1o = w(vgp) — t(vo):

= Sirg > 0, entonces actualizamos el peso de vy por rg y es el turno del
otro jugador.

= Si rp = 0, entonces decimos que vy explota y es el turno del otro
jugador.

= Si rg < 0, entonces vy explota. Si u es vecino de vy, entonces a
t(u) le sumamos —rg. En este caso, decimos que —rg es el potencial
transferido de vy a u.

Sirg <0, existe un
Paso 2: Para cada vecino u de v, sea r, = w(u) — t(u):

= Sir, > 0, entonces actualizamos el peso de uw por r, y nuevamente
t(u) =0.

= Sir, =0, entonces u explota.

= Sir, <0, entonces u explota. Si v es vecino de w, con v # vg y v no
explota en este paso, entonces a t(v) le sumamos —r,. Decimos que
—7, es el potencial transferido de u a v.

En general: Si en el paso n, con n > 2, r, < 0 para algin vértice u
explotado en este paso, donde 7, = w(u) — #(u); existe un

Paso n+1: Para cada uno de los vértices v a los que les transfirieron potencial
en el paso anterior, sea r, = w(v) — t(v):

= Si r, > 0, entonces actualizamos el peso de v por r, y nuevamente
t(v) = 0.

= Sir, =0, entonces v explota.

= Sir, < 0, entonces v explota. Si z es vecino de v y z no explota en
este paso ni ha explotado en ningin paso anterior, entonces a t(z) le
sumamos —7, y decimos que —r, es el potencial transferido de v a z.

2. En el siguiente turno de este mismo jugador, atacard a la grafica inducida
que resulta de eliminar a los vértices explotados y con la asignacion de pesos
actualizados de los vértices que aiin no explotan.

3. El juego concluye cuando ambos jugadores realizan la misma cantidad de
tiradas y al menos una grafica ha sido destruida, es decir, todos los vértices de
la grafica han explotado. Gana el jugador que haya destruido la grafica de su
contrincante y aun conserve algtiin vértice sin explotar; en su defecto, se declara
empate.
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Veamos un ejemplo concreto de cémo se realiza una tirada. Consideremos a la
grafica G correspondiente a la figura 1(a)con vértices vy, va, vs, v4, Vs, Vg, U7 Y PESOS
6,1,3,4,7,3,2, respectivamente. Supongamos que el valor de ataque es d = 6:

= Si en el paso 1 atacamos al vértice vs; el peso de vy se actualiza a 1 y es el
turno del otro jugador.

= Sien el paso 1 atacamos al vértice vy; v1 explota y es el turno del otro jugador.

= Si en el paso 1 atacamos al vértice vo; vo explota y le transfiere a sus vecinos
(v1,v3,v5 y v7) un potencial de 5; ver figura 1(b). Hay un segundo paso.

= En el segundo paso: el peso de vy se actualiza a 1; el peso de v5 se actualiza a 2;
vz y v7 explotan; vs le transfiere un potencial de 2 a v4 y vg; v7 le transfiere un
potencial de 3 a vg; v y vy no se transfieren potencial, a pesar de ser vecinos,
ya que ambos explotan en el mismo paso; ver figura 1(c). Hay un tercer paso.

= En el tercer paso: vg explota; vg le transfiere un potencial de 2 a vy y vs5; vg nO
le transfiere potencial a v3 y v7 porque ya explotaron en un paso anterior; ver
figura 1(d). Hay un cuarto paso.

= En el cuarto paso: v1 y vs explotan; v le transfiere un potencial de 1 a vy; vs
ya no transfiere ningiin potencial a vy4; ver figura 1(e). Hay un quinto paso.

= En el quinto paso: el peso de vy se actualiza a 1 y es el turno del otro jugador,
ver figura 1(f).

» La grafica resultante es inicamente el vértice vy con peso 1.

2.2. Analisis del juego. Olvidémonos por un momento de que es un juego de
parejas. Supongamos que es un juego individual para analizar sus principales carac-
teristicas y comprender su complejidad.

Sea GG una gréafica con funcién w de asignaciéon de peso a los vértices de G. Sea d un
valor de ataque y sea v € V(G). Definimos a la digrafica de transferencia con valor
de ataque d desde v, D¢ (d, v), como la digréfica que tiene el mismo conjunto de vértices
de G y ab es un arco de D¢g(d,v) si a le transfirié algin potencial a b al momento
de atacar a v con el valor de ataque d; etiquetamos a cada arco de Dg(d,v) con el
respectivo potencial transferido. En este contexto, definimos a la grafica resultante
como la gréfica que se obtiene desde G al remover a los vértices explotados, con la
funcién de asignacién de peso actualizada. Por ejemplo, sea G la gréfica de la figura
2(a) con vértices vy, va, v3, Vg, Vs, Vg y Pesos 1,1,2,3, 2,1, respectivamente. En la figura
2(b) podemos apreciar a Dg(4,v1) y en la figura 2(c) la gréfica resultante (con los
pesos actualizados).

Notemos que la digrafica de transferencia estd bien definida, ya que, en cada paso,
los vértices que explotan no se transfieren potencial entre ellos y tunicamente le
transfieren potencial a vértices que aun no han explotado. Es decir, es una digrafica
sin ciclos dirigidos, en particular, sin arcos simétricos. Si Dg(d,v) es una digrafica
de transferencia, definimos su potencia como la suma de las etiquetas de todos sus
arcos y la denotamos por P[D¢g(d,v)]. Por ejemplo, la digréifica de transferencia de
la figura 2(b) tiene potencia igual a 9. Mds atn, si para destruir a una gréfica G fue
suficiente con detonar, sucesivamente, a los vértices vi,va, ..., v, con los valores de
ataque dq,ds, ..., dy, respectivamente; denotamos a esta sucesion de detonaciones
como [v}", vy ,...71),‘3’“] y decimos que su carga explosiva es la suma de todos sus
valores de ataque; cuando el valor de ataque es constante, a la sucesiéon de detonaciones
la denotamos por [vy,va,...,vg]. Definimos a la digrafica de transferencia total,
correspondiente a esta sucesién, como la digrafica Dg [vill , vg"’, . 71),‘:’“] que se obtiene
de unir a todas las digréficas Dg(d;, v;) coni € {1,2,..., k}; dicha digrafica es aciclica.
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(e) Paso 4 (f) Paso 5

FicUurA 1. En color negro, los vértices que explotan en el respectivo
paso, y en color gris, los vértices explotados en pasos anteriores. Las
flechas con etiquetas son auxiliares para indicar los potenciales trans-
feridos

Llamamos potencia destructiva de Dg [vil1 , vg"’, . 71),‘:’“] como la suma de potencias

de D¢g(d;,v;) coni € {1,2,...,k}, es decir, la suma de las etiquetas de todos sus arcos.
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Cabe mencionar que si el valor de ataque fuera una constante d y todos los vértices
tuvieran peso igual a 1, este problema seria equivalente a obtener un d-conjunto
dominante en distancia formado por vértices independientes minimo [2, 3]. Como no
es el caso, el éxito en este juego depende del azar y de la habilidad del jugador para
desarrollar una estrategia ganadora.

2.3. “Estrategias”. Intuitivamente, buscamos al mejor vértice para ser atacado en
cada turno, dependiendo de alguna particularidad de este. Veamos algunas de estas
posibles caracteristicas y mostremos que, a veces, la intuicién puede fallar.

2.8.1. Grado mdzxzimo. Se podria considerar que, si tenemos dos vértices con el mismo
peso, convendria atacar al de mayor grado. Por ejemplo, en la gréfica de la figura 2(a),
si en la primera y segunda tirada tenemos los valores de ataque dj = 5y dy = 1,
respectivamente. Si atacamos a vy (de grado 2) y después a vg, destruimos a la gréfica.
Por otro lado, si comenzamos atacando a vg (de grado 1), necesitamos al menos 3
tiradas para destruir a G. Sin embargo, considerando la grafica H de la figura 3, si en
todas las tiradas los valores son iguales a 4, si comenzamos atacando a ve (de grado
4), destruimos la gréfica en 5 tiradas ([ve, v1, v4, vg, v3]). Mientras que, si comenzamos
por v; (de grado 1), la destruimos en 3 tiradas ([v1,ve2,vs]). Asi que el grado de los
vértices no es determinante para destruir una grafica en el menor niimero de tiradas,
aun cuando estos tienen el mismo peso asignado.

U1

T
u (2) CT)_@ vg
vs @_Cvg?_@ vr

Ficura 3. Grafica H

V2

2.8.2. Potencia mdzima. De manera parecida al caso anterior, podriamos suponer
que, entre dos vértices, conviene atacar al vértice cuya digrédfica de transferencia tenga
mayor potencia. Como sucede en la grafica G de la figura 2(a), donde P[D¢(4,v1)] =9
y P[Dq(4,v6)] = 3. De manera contraria, en la grafica H de la figura 3, P[Dg (4, v2)] =
4 mientras que P[Dg(4,v1)] = 1. Por lo que esta tampoco es una peculiaridad
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determinante. De hecho, podriamos profundizar un poco més y darnos cuenta de
que tampoco depende de la potencia destructiva de las digraficas correspondientes a
dos sucesiones de vértices que destruyen la grafica (ver seccién 4).

2.8.3.  Valor de ataque mdximo. Algo que sin duda es importante para explotar un
vértice es el valor de ataque con el que lo detonemos. Pensariamos que “a mayor carga
explosiva, mayor destruccion”. En la grifica H de la figura 3, si el valor de ataque
es constante, igual a 6, destruirfamos la grafica en al menos 3 tiradas; por ejemplo,
[v1,v2, V3, Ug], [V2, Us, V7], [Us, V1, V4, Vg, [V4, V1, V3, V6] O [Us,v2,v7]. Por otro lado, si el
valor de ataque es constante e igual a 5, lo podemos hacer en 2 tiradas, atacando a v3
seguido de vs. Esto si es algo verdaderamente sorprendente.

2.8.4. FEl orden de las detonaciones. A la gréfica H, de la figura 3, la podemos
destruir si el valor de ataque sobre vs es 5 y después el valor de ataque sobre vy es
4. No obstante, si primero atacamos a vy con un valor de ataque igual a 4 (o incluso
5), ya no destruimos la grafica aplicdndole un valor de ataque de 5 a v3. Esto es: “A
pesar de que ya sepamos qué vértices hay que detonar, importa el orden en el que lo
hagamos”.

2.3.5. Toma de decisiones “a ciegas”. Supongamos que en la grafica H de la figura 3
el peso de w3 es 4. Si en la primera tirada el valor de ataque sale 1y, por alguna razén,
sabemos que en la tercera tirada caerda 4 o més. Entonces, ja quién conviene atacar
en la primera tirada? Si atacamos a vz y en la segunda tirada sale 6, como vimos en el
punto 2.3.3, necesitariamos al menos 3 tiradas més para destruir la grafica, por lo que
convendria atacar a cualquier vértice distinto de vz y vo. Ahora bien, si en la segunda
tirada sale 5, para terminar el juego en la tercera tirada, en la primera si se debid
atacar a v3. Por lo tanto, dado que no sabemos qué saldra en las tiradas posteriores,
no tenemos certeza de cudl es la mejor tirada en cada turno, aunque bien podemos
recurrir a la probabilidad.

El problema principal, en todos los casos anteriores, es que se generan nuevas compo-
nentes, lo que, en principio, aumenta la cantidad de tiradas.

2.3.6. Menor numero de componentes. Si el valor de ataque es constante, igual a
5. En la grafica F' de la figura 4, los dnicos vértices que no aumentan la cantidad
de componentes son v; y v11 que, por simetria, son equivalentes. Si detonamos a vy,
la gréfica resultante se destruye con al menos 3 detonaciones extra ([vg, vg, v11] por
ejemplo). En cambio, si detonamos a vg, obtenemos 2 componentes que se destruyen
con una tirada cada una. Por lo que mantener el minimo niimero de componentes
tampoco es una estrategia ganadora en este juego.

55)525575

U3 'UG| Vg
® O O
V4 v7 V10

Ficura 4. Gréfica I

Luego de este analisis, ya podemos dimensionar un poco mas la complejidad de este
juego. También podemos notar que el azar (del dado) juega un papel muy importante.
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3. GRAFICAS PARA JUGAR

En principio, este juego se puede implementar en cualquier grafica, pero para que el
juego sea interesante, debemos hacer algunas consideraciones:

Grafica regular: Pedimos regularidad, para que, desde el principio, no haya
preferencia por algin vértice debido a su grado.

Funcién balanceada de asignacion de peso: De manera similar a la peticién
anterior, serfa conveniente que la cantidad de valores distintos que toma la
funcién de asignacién de peso a los vértices dividiera (en la medida de lo posible)
a la cantidad de vértices.

Cuello adecuado: Tomando en cuenta la obtencién de las digréficas de trans-
ferencia, para que dos o mas vértices no le transfieran mucho potencial a un
solo vértice en el mismo paso y el juego termine muy rapido, requerimos que la
grafica tenga un cuello de longitud impar lo suficientemente holgado.

Dado acotado: Relacionado con el punto anterior, los valores del dado no de-
berfan ser demasiado grandes. Como recomendacién, si se complica mucho con-
seguir un dado de cierta cantidad de valores posibles, también se puede usar
una pirinola con la cantidad de caras deseadas.

Con estas condiciones, podriamos pensar en las gréficas asociadas a los poligonos
platénicos, gréficas circulantes o en jaulas.

Una (k, g)-jaula es una grifica k-regular de cuello g de orden minimo. Si se desea
introducirse un poco més en el tema de jaulas, es recomendable ver [10]. Si se desea
conocer algunos de los resultados mds recientes, ver [11].

Veamos cémo implementar nuestro juego en la tinica (3, 5)-jaula [11], conocida como
la grafica de Petersen; ver figura 5.

C/O O\O

FIGURA 5. Gréfica de Petersen

4. DESTRUYENDO LA GRAFICA DE PETERSEN

Tomando en cuenta las consideraciones de la seccién anterior, dado que la grafica de
Petersen es de orden n = 10 y cuello g = 5, la funcién que le asigna peso a los vértices
debe tomar valores entre {1,2,3,4,5} y cada valor se repite una vez. Por ejemplo, un
tablero de juego podria ser la grafica de Petersen con la funcién de asignacién de pesos
como se muestra en la figura 6, que denotaremos por F.

Para que el juego sea mas dindmico, usamos un dado comun de 6 caras, que toma
valores entre {1,2,3,4,5,6}.

Aprovechando que tenemos este ejemplo especifico, tenemos la oportunidad de hacer
algunas observaciones interesantes:
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FicurA 6. Gréfica de Petersen con pesos asignados P

Supongamos que en todas las tiradas obtenemos 6.

= Si comenzamos detonando al vértice vy, de peso 1, destruimos a la grafica en 4
tiradas, [v1,vs,v7.v8], ver figura 7. Por otro lado, si comenzamos detonando al
vértice vg, de peso 1, destruimos a la grafica en 2 tiradas, [vg, v3],ver figura 8.

= Si nuestra sucesién de detonaciones es [vg, vg, V2], destruimos a la gréfica en 3
tiradas y obtenemos una potencia destructiva de 36 (ver figura 9). Mientras que
si la sucesién de detonaciones es [vg,vs], destruimos a la grafica en 2 tiradas
a pesar de que obtengamos una potencia destructiva de 35 (ver figura 8). En
otras palabras, confirmando lo que se mencioné en el punto 2.3.2, la potencia
destructiva de una digrafica no determina la menor cantidad de detonaciones
para destruir una grafica.
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(a) Dp,(6,v1) (b) Gréfica resultante

FiGUuraA 7

Si dos personas juegan a destruir la gréfica de Petersen bajo estas condiciones, entre
ambas podrian colocar los pesos sobre los vértices de manera aleatoria, pero ;de
cuantas maneras distintas se puede hacer esto?

4.1. Cantidad de tableros distintos. Digamos que cada asignacién de peso a los
vértices de la grafica de Petersen, que toma valores entre {1,2,3,4,5} y cada valor
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se repite una vez; es un tablero de Petersen en donde podemos jugar. Dado que
el grupo de automorfismos de la grafica de Petersen es isomorfo al grupo simétrico
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Sym(5) [11], y este tiene 5! = 120 elementos, entonces la grafica de Petersen tiene
120 automorfismos, es decir, 120 maneras de permutar sus vértices de tal manera que
veamos el mismo dibujo que la representa. Por lo que la estructura de cada tablero
representa a 120 de entre todos los posibles tableros. Ahora bien, para contar a todos
los posibles tableros, debemos considerar todas las combinaciones de que a 2 de los 10
vértices se les asigne el peso 1; luego, que 2 de los 8 vértices restantes tengan peso 2;
2 de los 6 vértices restantes tengan peso 3; 2 de los 4 vértices restantes tengan peso
4; y por dltimo, los 2 vértices que tengan peso 5. Es decir,

10 8 6 4 2
: . - . = 113, 400.
(2)- () () () ()=
Por lo tanto, existen 113{(1)00 = 945 tableros de Petersen distintos bajo isomorfismo.
Muchos como para memorizarse una estrategia ganadora para cada uno, sin contar

con la capacidad de reconocer qué estructura representante es si esta estd bajo un
automorfismo.

5. CONCLUSIONES

Seria deseable ampliar la lista de ejemplos concretos de gréficas en las cuales imple-
mentar nuestro juego, especificando la imagen de funcién de asignacion de peso a los
vértices, la cantidad de vértices en cada conjunto que tendran el mismo valor y los
posibles valores del dado. Sin dejar de lado que el juego tiene que ser agil y divertido.

En cualquier tablero de Petersen (3-regular, sin 3 y 4-ciclos), dado que tenemos dos 5
y dos 4, ninguno de ellos puede destruirse en una tirada. Vimos que el tablero de la
figura 6 si es posible destruirlo en 2 tiradas. Una pregunta tedrica interesante es, de
entre todos los tableros de Petersen que se pueden destruir en dos tiradas, ;cudl es la
menor carga explosiva necesaria?

En general, para una grafica G' con una asignacién de peso a sus vértices fija:
1: ;Cual es la menor cantidad de tiradas que necesitamos para destruir a G7

2: De entre las sucesiones de detonaciones que destruyen a G en la menor cantidad
de tiradas, jcudl es la carga explosiva minima?

Ahora bien, para una grafica G, jcudles son los valores menores de las preguntas 1
y 2 de entre todas las funciones balanceadas de asignacién de peso a sus vértices
que toman valores de un conjunto W y un rango de valores de ataque dentro de un
conjunto D? Una linea de investigacién seria responder la interrogante anterior para
graficas concretas con conjuntos Wy D determinados.

Decimos que una sucesién de detonaciones que destruye a G es minima si no se puede
destruir a G con la misma sucesién de vértices detonados, pero con una carga explosiva
menor. Seria interesante saber si, entre dos sucesiones de detonaciones minimas (no
necesariamente de la misma longitud) que destruyen a G, jla carga explosiva menor
implica una mayor potencia destructiva de la respectiva digrafica de transferencia
total? Nétese que el ejemplo de la figura 9 visto en la seccién 4 no es contraejemplo,
ya que la grifica de la figura 9(d) se puede destruir con un valor de ataque igual a 2.
Mas atin, entre dos sucesiones de detonaciones que destruyen a G, jla carga explosiva
mayor implica una menor o igual cantidad de detonaciones para destruir a la gréfica?
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UN MODELO DE PROPAGACION DE VIH EN UNA POBLACION

CLAUDIA MARLENE DE LA CRUZ, JULIAN FRESAN-FIGUEROA, BRUNO
GRAF-ROMERO, MARIA FERNANDA PEREZ-SANCHEZ, NANCY VALERIA PRADO
MARTINEZ, PABLO CESAR SANCHEZ-SILVA

RESUMEN. En este articulo trabajamos en un modelo dindmico, propuesto por Si-
mon Mukwembi, para la propagacién del VIH en una poblacién discreta y finita de
tamafio n, representada mediante una grafica, donde los vértices son individuos y
las aristas indican relaciones sexuales entre los individuos; a esta representacion la
llamamos gréfica sexual. El modelo toma en cuenta la estructura de dicha gréfica,
la densidad de poblacién infectada entre las parejas sexuales de cada individuo, y
una cantidad razonable de la influencia que pueden tener los individuos VIH posi-
tivos no infecciosos sobre sus parejas sexuales que si son infecciosas. Exploramos
distintas posibles redes sexuales y los comportamientos dindmicos del modelo, co-
mo la estabilizacién, propagacion sostenida o extincién del virus, en funcién de la
estructura de la grafica.

1. INTRODUCCION

Uno de los desafios mas urgentes en salud publica, en México y en muchos lugares del
mundo, sigue siendo, en ausencia de una cura definitiva, disenar estrategias efectivas
para frenar la propagacién del VIH (Virus de Inmunodeficiencia Humana). atnque
el acceso a tratamiento antirretroviral ha mejorado significativamente en los 1ltimos
afnos, los nuevos casos no han dejado de aparecer. Segtiin datos de CENSIDA [1], en
México mas de 160,000 personas han sido diagnosticadas con VIH en los ultimos 10
anos, cada ano se suman en mas de 10,000 nuevos diagndsticos, y mas del 70 % de los
diagnésticos se dan entre los 20 y 40 anos.

Para entender cémo se propaga el virus y disenar politicas publicas eficaces, los
modelos matemaéticos se han vuelto herramientas de gran utilidad. Estos modelos
permiten hacer simulaciones y predicciones que ayudan a explicar el comportamiento
de enfermedades infecciosas. Durante décadas, los mas usados han sido los llamados
modelos compartimentales, que dividen a la poblacién en grupos como “susceptibles”,
“infectados” y “tratados”, y usan ecuaciones diferenciales para representar como las
personas cambian de un grupo a otro con el tiempo.

aunque estos modelos han sido ttiles, tienen limitaciones cuando se trata de enfer-
medades como el VIH, que se transmite mayormente por contacto sexual. Su principal
problema es que suponen que todas las personas tienen la misma probabilidad de te-
ner relaciones sexuales entre si, y que hay muchas interacciones. Pero en la realidad,
y particularmente en México, las relaciones sexuales no son aleatorias ni ocurren de
manera homogénea. Factores como la edad, el género, la orientacion sexual, la clase
social y los estigmas culturales influyen en con quién, cudndo y qué tanto se tiene sexo.

En México, el VIH afecta de forma desigual a ciertos grupos: hombres que tienen
sexo con hombres, mujeres trans, trabajadores sexuales y personas que se inyectan
drogas. En estos grupos, el niimero de parejas sexuales puede variar mucho, desde
relaciones mondgamas hasta redes sexuales muy densas. Algunos individuos tienen un
nimero muy elevado de parejas, lo que los convierte en superpropagadores capaces de
generar brotes, mientras que otros pueden no contagiar a nadie. Suponer que todos se
comportan igual es una simplificaciéon que puede llevar a errores importantes.

2010 Mathematics Subject Classification. 05C05, 05CO07.
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Ademas, algunos estudios han mostrado que ainque el nimero de reproduccién
bésica (Ry) sea mayor a 1 (lo que normalmente indicaria una epidemia), no siempre
ocurre un brote. Esto se debe a que lo mas importante no es sélo cuantas personas
estan involucradas, sino cémo estan conectadas entre si.

Frente a estas limitaciones, ha surgido una nueva generacién de modelos llamados
modelos de redes. En estos modelos, cada persona es representada como un vértice en
una grafica, y las relaciones sexuales como conexiones (aristas) entre estos vértices. Asf
se puede representar mejor como ocurren los contactos en la vida real. Para construir
estos modelos, se han usado herramientas de andlisis de redes que también se aplican
en sociologia o antropologia.

Sin embargo, muchos de estos modelos se basan en redes estaticas o con estructuras
muy especificas (como las redes de Erdés-Rényi o Barabdsi-Albert), que no reflejan
bien cémo cambian las relaciones sexuales en la vida diaria. Por ejemplo, en la Ciudad
de México, el uso de aplicaciones de citas, la movilidad social y la desigualdad econémi-
ca cambian constantemente las redes sexuales. También se han usado simulaciones por
computadora para representar redes més complejas y dindamicas. Estas simulaciones
permiten incluir muchos comportamientos distintos, pero a veces son dificiles de in-
terpretar porque usan muchos parametros, lo que complica identificar qué aspectos
del modelo son responsables de ciertos resultados. En otras palabras, al haber tantas
variables involucradas, es dificil aislar el efecto de una sola decisién o suposicién sobre
la propagacion del virus.

En este trabajo presentamos un modelo mas general y dindmico, propuesto por
Mukwembi [2] que evita esas limitaciones. No asumimos que la red de contactos sea
igual para todos ni que esté fija. Representamos a las personas y sus relaciones sexuales
mediante una gréfica general, y estudiamos cémo se propaga el virus a lo largo del
tiempo. Los resultados se basan en pruebas matematicas claras, no en simulaciones,
lo que ayuda a entender mejor los mecanismos de contagio.

Este tipo de modelo podrian ayudarnos a responder preguntas importantes para
México: ;Qué hace que algunas redes sexuales sean mas susceptibles a los contagios?
(,Cémo influye la desigualdad de género o el acceso desigual a los servicios de salud?
1 Qué tipo de acciones pueden cortar mas eficazmente las cadenas de contagio? Enten-
der cémo son realmente las relaciones entre personas, sin suposiciones simplistas, es
clave para disenar politicas publicas que si funcionen. Porque para combatir el VIH,
lo primero es dejar de pensar que el sexo es aleatorio y homogéneo.

2. EL MODELO

Similar a los modelos SIR en epidemologia matematica, para el caso del VIH se
dividira la poblacién en 3 clases: los individuos susceptibles que son individuos que
son VIH negativos; los individuos infecciosos, que son individuos que portan el virus y
pueden contagiarlo, estos individuos incluyen, por ejemplo, a las personas que ain no
cuentan con un diagndstico o a las personas que atin no son indetectables; y por ultimo
los individuos no infecciosos que son los invidivuos portadores del virus, pero que no
pueden contagiarlo. En esta ultima clase se incluyen, por ejemplo, los individuos con
carga viral indetectable. La propagacién entre individuos se dard, en tiempos discretos,
de acuerdo a las siguientes reglas de transicién:

Regla 1: Un individuo susceptible se infecta en el siguiente paso de tiempo si la
densidad de sus parejas sexuales VIH positivas infecciosas entre todas sus parejas
sexuales supera una fraccién «; de lo contrario, el individuo permanece susceptible.
Llamaremos a « el parametro de infectividad.

Regla 2: Un individuo infeccioso v se vuelve no infeccioso si al menos la mitad de
sus parejas son no infecciosas; de lo contrario, permanece infeccioso.

Regla 3: Los actores no infecciosos permanecen no infecciosos.

Para maés informacién sobre la justificacién de estos supuestos se puede revisar
[2]. Modelamos la situacién anterior, es decir, la comunidad y sus relaciones sexuales,
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mediante una grafica G de la siguiente manera. El conjunto de vértices de G, denotado
por V(G) representa a las personas, y dos vértices estan conectados por una arista si
y sélo si los individuos correspondientes tienen una relacion sexual. Asi, por ejemplo,
el nimero de vecinos de un vértice es simplemente el niimero de parejas sexuales que
tiene el individuo correspondiente en un cierto intervalo de tiempo.

En cada paso de tiempo, de acuerdo con reglas mencionadas anteriormente, colo-
rearemos los vértices de G utilizando los colores 0, 1 y 2, a los que nos referiremos
como color azul, rojo y negro. Estos colores representan, respectivamente, a individuos
susceptibles, un individuos infecciosos y un individuos no infecciosos. La dindmica del
modelo estd definida de la siguiente manera. Sea Ny ;(v) el conjunto de vecinos de
color k en el tiempo ¢ del vértice v y sea d; x(v) = | Ny, (v)|, entonces:

0 si fra(v)=0y d;a;}) <a;

1osi fra(v) =0y %20 >0, 0
frr1,a(v) = fra(v) =1y %ﬁ;}) <3
2 si fra(v)=1y dtd’(zg) >3, 0;

.ft,a (’U) = 2.
El modelo de Mukwembi determina una sucesién de funciones que dependen de «,
digamos Pfo,a(G) = (fO,ou fl,ou f2,om .- )

3. RESULTADOS

Diremos que dos valores del parametro de infectividad a; y ao tienen la mis-
ma dindmica si para todo estado inicial fy, Ppy.a,(G) = Ppya.(G). Sea o(G) =

{k | k = d(v) para algin v € V(G)}. Sea A = {% lgeo(G)y0<p< q}.

TEOREMA 1. Sea A = (ag,a1,...a,) tal que a; € A parai=1,2...1 ya; < a; si
1< j. 8 a; <a<a41, entonces a tiene la misma dindmica que a; 0 que ;4.

Demostracion. Sea a ¢ A, tal que a; < o < a;41 y supongamos por contradiccién
que existe un estado inicial fo tal que Pf, o(G) # Pfy.a,4,(G). Sea tg el primer tiempo
en el que fi,,o(G) # fio,a:1(G), entonces existe al menos un vértice w € V(G) tal
que fig,a(W) # fio,ai4, (w). Observemos que dyy—1,0(w) = dy—1,a,,, (W) pues fr,—1,o4 =
fto—1,ai,- Entonces fi, o(w) # 2 # fig,a,, (w), por lo que existe w € V(G) tal que
fto—l,a(w) = ft0_17ai+1 (’LU) =0 y:

1. fto,a(w) =1 y fto,a1+1(w) =00

2. ftoya(w) =0y fto,az‘+1(w) =1

En el primer caso, como fi,—1,o(w) =0y fi,.o(w) = 0 se cumple que dt"%{ul)(w) < a.

Por otro lado dado que fi,—1,4,,,(w) = 0y fiya,., (w) = 0, entonces tenemos que

dig—1,1(w) g
%1(771]) > a;4+1, lo cual contradiria que a;+1 > a.

Para el segundo caso, fi,—1,o(w) =0y fi,.o(w) =1y se cumple que %%{;)(w) > a.

Por otro lado dado que f;j—1,4,,,(w) = 0y fiy.a,,(w) = 0, entonces tenemos que
dig—1,1(w) dig—1,1(w)

) < a;y1, de donde a;41 > Iy > i Sin embargo, d(w) € o(G) y

0 < dyy—1,1(w) < d(w), por lo que d‘o%@l)(w) € A. Eso implicarfa que existe un a; tal
que a; < aj < a;+1 lo que contradice la construccién de A. O

Usualmente en los modelos en ecuaciones diferenciales, usados para estudiar la pro-
pagacion de enfermedades, se utiliza el supuesto de mezcla homogénea. Este supuesto
implica que cualquier persona puede contagiarse de cualquier otra, y que el contagio
ocurre con la misma probabilidad. Intentando trasladar este supuesto a nuestro mo-
delo, como una persona esta infecciosa, puede contagiar directamente a cualquiera de
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las otras personas, entonces necesitariamos que todas las aristas entre los vértices co-
rrespondientes a personas existieran por lo que la grafica que usariamos para modelar
con este supuesto seria una grafica completa K, con n individuos. Por ello estudiamos
la dindmica del contagio en las graficas completas en el siguiente teorema.

TEOREMA 2. Sea G = K, la grdfica completa de n vértices, sea o = nil
de contagio, con i > 1. En el tiempo t, sea S, I y N la particidn de V(G) en vértices

en estado 0, 1 y 2, respectivamente:

ft,a(5)207 ft,a<I>:1a ft,a(N):2-

Entonces, la evolucion del sistema en los siguientes pasos de tiempo cae en exacta-
mente uno de los siguientes cuatro casos:

un umbral

(A;) Estabilidad sin contagio: Si |I| < i y|N| < 251, entonces ningin cambio
ocurre en el siguiente paso:

fi41,0(v) = fra(v) para todo v € V(G).

(Az) Transicién a no infecciosos sin contagio: Si|I| <iy|N| > 251, entonces
los vértices susceptibles permanecen igual, pero los infectados cambian de estado
a no infecciosos:

0 sives,
2 stvelUN.

ft+1,a(v) = {

(A3) Contagio sin transicion a estado no infeccioso: Si |I| > i y |[N| < 251,
entonces todos los susceptibles se infectan, pero los infectados no cambian a
estado no infeccioso:

fri1,0(v) = {

1 stveSuUl,
2 sive N.

(A;) Contagio total seguido de transicion a mo infecciosos: Si |I| > i y

|N| > ”;1 , entonces en el tiempo t + 1 todos los susceptibles se infectan, y en

t + 2 toda la poblacion pasa al estado no infeccioso:

ftJrl,a(v) = {

1 sivels,

a =2 tod cV(Q).
2 sivelUN, Y Jrro, (U> para todo v ()

Demostracion. Dado que G = K,,, todos los vértices son adyacentes entre si. Por lo
tanto, cada vértice tiene exactamente n — 1 vecinos. Asi, cada vértice susceptible en
el tiempo ¢ tiene exactamente |I| vecinos infecciosos.

La regla de contagio establece que un vértice susceptible cambia a estado 1 (infec-
cioso) en el siguiente paso si al menos una fraccién o = —= de sus vecinos estén en
estado 1. Es decir, si |I] > 1.

Por otro lado, se considera que un vértice infeccioso cambia a estado 2 (no infeccioso)
si al menos una fraccién % de sus vecinos estén en estado 2. Es decir, si |[N| > "T_l

Analizamos cada caso del teorema por separado:

(A1) Supongamos que |I| < iy |[N| < “7%. Entonces, ningin vértice susceptible se
infecta, ya que no se alcanza el umbral de contagio. Ademads, ningin vértice
infeccioso cambia a estado no infeccioso, ya que tampoco se alcanza el umbral
de transicién. Por lo tanto:

ft+1,0(v) = fr.o(v) para todo v € V(G).

(A2) Supongamos que |I| <iy |N|> "T_l No hay contagio, porque |I| < i, pero el
numero de vértices en estado 2 es suficiente para provocar que todos los vértices
en estado 1 cambien a estado 2. Entonces:

ft+1,a(v) = {

0 siveds,
2 sivelUN.
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(A3) Supongamos que |I| > iy |[N| < ;1. En este caso, todos los vértices sus-
ceptibles se infectan, ya que el niimero de infecciosos alcanza el umbral. Sin
embargo, no hay suficientes vértices en estado 2 para que los vértices en estado
1 cambien a estado 2. Por lo tanto:

1 siveSuUl,

a\l) =
frrnal) =9, siv e N.

(A4) Supongamos que |I| > iy |N| > 251, Aqui, todos los vértices susceptibles se
infectan en el tiempo ¢ 4+ 1 porque |I| > i, y el nimero de vértices en estado 2
es suficiente para que todos los vértices en estado 1 (tanto los anteriores como
los recién infectados) cambien a estado 2 en el tiempo ¢ + 2. Es decir:

1 sivels,

ferialv) = 2 sivelUN,

¥y fir2.0(v) =2 para todo v € V(G).
Finalmente, los cuatro casos son disjuntos y cubren todas las posibilidades para los
valores de |I| y |N|, ya que |S| + |I| + |N| = n. O

Como podemos ver, la dinamica de contagio en K,, depende s6lo de cuantos indivi-
duos infecciosos, no infecciosos y susceptibles hay en la configuracién inicial, y no de
quién esta conectado con quién.

Debido a que las vias de transmisién no necesariamente son masivas, otra grafica
en la que se podria aplicar el modelo es una trayectoria. Estudiar las trayectorias es
similar a lo que en epidemiologia se hace al rastrear el camino que sigue el virus de una
persona a otra a lo largo del tiempo. Con estos estudios, denominados de trayectorias
de contagio, se pretende no sélo contar cuantas personas estan infectadas, sino de
entender como se produjo cada transmision e incluso pensar en escenarios como ;qué
habria pasado si una persona hubiese iniciado el tratamiento antes?

Como mencionamos antes, utilizaremos los colores 0, 1 y 2, y nos referimos a ellos
como color azul, rojo y negro, para representar en la grafica a los individuos suscep-
tibles, infecciosos y no infecciosos, respectivamente. Obtuvimos resultados del tiempo
que tarda una trayectoria en colorearse totalmente de negro, lo que en el modelo sig-
nificaria que todos los individuos son no infecciosos. Estos resultados se obtuvieron
considerando o > %

Observemos que para que una trayectoria cambie en cada tiempo, son necesarios un
vértice negro y otro rojo, si sélo hay vértices azules entre dos vértices de color negro,
o una cadena de vértices azules en un extremos adyacente a uno negro, entonces esta
parte de la trayectoria no cambia.

TEOREMA 3. Sea P una trayectoria con sdlo dos vértices negros en los extremos y
vértices rojos y azules entre ellos (al menos uno rojo). Entonces toda la trayectoria se
torna totalmente de color negro en [i/2] + s1 + s2 tiempos, donde i es la mayor de
las distancias entre los vértices rojos mas uno, s1 es el orden de la cadena de vértices
azules (si existe) adyacente a un vértice negro y so es el orden de la cadena de vértices
azules (si existe) adyacente al otro vértice negro.

Demostracion. Sea P una trayectoria como se menciona en el teorema. Vamos a dividir
la demostracion en tres casos de acuerdo al nimero de cadenas de vértices azules
adyacentes a los vértices negros.

Caso 0) Cero cadenas de vértices azules adyacentes a algun vértice negro, es decir
s1 = sg = 0. Entonces los dos vértices negros de los extremos son adyacentes a un
vértice rojo cada uno (si P es de orden 3, un sélo vértice rojo es adyacente a ambos
vértices negros). En cada tiempo los vértices rojos adyacentes a los vértices negros se
convertiran en negros y estos nuevos vértices negros tendran un vértice rojo adyacente
a ellos (si no sucede de esta manera es porque ya no hay vértices rojos en P, s6lo
vértices negros), pues si en el tiempo anterior, el vértice era azul, al ser adyacente a
un rojo, este se convertird en rojo, de manera que el orden de las cadenas de vértices
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negros aumenta en cada tiempo, por lo tanto, la trayectoria se tornara totalmente de
color negro en [i/2] = [i/2] + s1 + so tiempos.

—o—90 9000 00 0 0 0 0 0 °

Ficura 1. Trayectoria con i =12y s; = s9 = 0.

Caso 1) Una sola cadena de vértices azules adyacente a un vértice negro de orden
s1, entonces so = 0y el otro vértice negro es adyacente a un vértice rojo. En s; tiempos
la mayor de las distancias entre los vértices rojos mas uno seguira siendo i, ademads
los vértices que tengan esta distancia seran adyacentes a un vértice negro cada uno,
esto sucede pues en cada tiempo un vértice rojo adyacente al negro se transforma en
negro, y un vértice azul adyacente a un rojo se transforma en rojo. En este momento
podemos aplicar el caso anterior, pues los vértices negros son sélo adyacentes a otros
vértices negros o a un rojo. Por lo que la trayectoria se vuelve totalmente negra en
[i/2] 4+ s1 = [i/2] + s1 + s2 tiempos.

—o—0 0 0 00 0 0 0 0 °

FI1GURA 2. Trayectoria con? =9, s1 =4y so = 0.

Caso 2) Dos cadenas de vértices azules cada una adyacente a un vértice negro.
Supongamos que la longitud de una cadena es s; y la longitud de la otra cadena es
So, supongamos también, sin pérdida de generalidad, que s; > s3. Entonces, en s
tiempos habra un vértice rojo adyacente a un vértice negro de un extremo, ademas,
la longitud de la mayor de las distancias entre los vértices rojos sera i + 2so, pues
en cada tiempo un vértice azul adyacente a uno rojo, se convierte en rojo. Y en este
momento podemos aplicar el resultado del caso 1, pues también sélo hay una cadena
de vértices azules de longitud s; — sy adyacente a un vértice negro, por lo que en
[(i4252)/2] + (51— 82) + 82 = [i/2] 4+ 51 + s2 tiempos todos los vértices de la cadena
seran de color negro.

—o—0 00 00 0 0 0 0 0 °

F1GUurA 3. Trayectoria con ¢ =6, s1 =4y s9 = 2.
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Por lo tanto, en cualquier trayectoria con dos vértices negros en los extremos y
vértices rojos y azules entre ellos, se tornard totalmente de color negro en [i/2]+s1+ 82
tiempos.

O

La trayectoria del teorema anterior es muy especifica, pero este resultado se usa
para cualquier otra trayectoria, como mostramos a continuacién.

COROLARIO 4. Sea P una trayectoria con un solo vértice negro en un extremos
y al menos un vértice rojo, entonces P se torna totalmente de color negro en i + 2s
tiempos, donde i es uno mds la distancia entre el vértice rojo mds cercano al vértice
negro y el vértice del extremo de la trayectoria que no es de color negro, y s es el orden
de la cadena de vértices azules (si existe) adyacente al vértice negro.

Demostracion. Sea P una trayectoria como se menciona en el teorema. Unimos una
trayectoria idéntica a ella, de manera que resulte una trayectoria simétrica con vértices
extremos de color negro, aplicamos el teorema 3. Entonces esta trayectoria se tornara
totalmente de color negro en [(2i)/2] + s + s = ¢ + 2s tiempos, por lo tanto, la
trayectoria P se tornara totalmente de color negro en ese mismo tiempo. O

Con los resultados anteriores, podemos saber si cualquier trayectoria se tornara
totalmente de color negro y en cudnto tiempo, basta con tomar el tiempo de cada
subgrafica de la trayectoria que sea como una de las trayectorias antes analizadas, y
el tiempo de la trayectoria total sera el mayor de los tiempos de las subgraficas.

En el caso de los ciclos, basta con tener al menos un vértice negro y otro rojo para
que el ciclo se torne totalmente de color negro, y el tiempo que tarde también es facil
calcular, se considera una trayectoria con la misma sucesion de vértices, iniciando en
un vértice negro, y si la trayectoria no termina en un vértice negro, automaticamente
se agrega al extremo de la trayectoria, y entonces se calcula el tiempo de la trayectoria
resultante, que serd el mismo para el ciclo.
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GRAFICAS DE RE-COLORACION: ;PUEDES TRANSFORMAR
UNA COLORACION EN OTRA SIN ROMPER LAS REGLAS?

ROMINA BARCENA MORALES, EMILIO YEDIDIA LICEA MESINO, DAVID DAN LOPEZ
CONTRERAS, MIKA OLSEN, LIZZETH ARIADNA SANCHEZ SOLIS

RESUMEN. Los problemas de configuraciones, como el del cubo Rubik, inspiran
preguntas matemadticas sobre cémo transformar una solucién en otra paso a
paso. Un ejemplo de ello es la grafica de re-coloracién, en donde cada vértice
representa una coloracién propia de una grafica, y hay una arista si las coloraciones
correspondientes difieren en un solo vértice. Analizamos propiedades como la
conexidad, el grado minimo y el grado méximo y el didmetro de estas graficas
para tres familias: completas, trayectorias y ciclos.

1. INTRODUCCION

Los problemas de configuracién son clasicos en matemaéticas. Un ejemplo muy conocido
es el cubo Rubik, y aunque no todos sepamos resolverlo, comprendemos su objetivo:
llegar a la configuracién solucién desde cualquier otra mediante movimientos validos.
Una de las primeras preguntas que se resolvieron sobre el cubo fue precisamente esta:
Jes posible alcanzar la solucién desde cualquier configuracién haciendo solo un cambio
a la vez? En teorfa de gréficas, surgen problemas anédlogos [3]. Uno de ellos es el de la
grafica de re-coloracién, que aparece al estudiar las distintas maneras de colorear los
vértices de una gréfica utilizando a lo més k colores. En este contexto, se construye una
nueva grafica cuya estructura refleja el espacio de todas las coloraciones propias: cada
vértice representa una coloracién valida, y se conectan dos vértices si las coloraciones
correspondientes difieren iinicamente en el color asignado a un solo vértice. La pregunta
natural es entonces: jes posible transformar una coloraciéon en otra mediante una
secuencia de cambios vélidos que modifiquen el color de un solo vértice a la vez? Este
tipo de preguntas explora si cambios locales permiten alcanzar una transformacién
global, una idea fundamental en diversas areas de las matematicas.

El problema de colorear vértices es uno de los més estudiados en teoria de grafi-
cas. Su formulacién es sencilla, pero su resolucién suele requerir creatividad, técnicas
computacionales y andlisis combinatorio. Este problema ha atraido tanto a matemaéti-
cos tedricos como a investigadores en ciencias de la computacién, debido a su riqueza
estructural y a sus numerosas aplicaciones en campos como redes, optimizacién, pro-
gramacién de tareas e informdtica. Mas alld de encontrar una coloracién 6ptima, en
anos recientes ha surgido un enfoque complementario: comprender la estructura del
espacio de todas las coloraciones propias. Un aspecto central de este enfoque consis-
te en medir qué tan cercanas estan dos coloraciones, es decir, si es posible pasar de
una a otra mediante una secuencia de cambios pequenos, sin violar en ningin mo-
mento la condicién de coloracién propia. Esta dindmica estd modelada por la grafica
de re-coloracién, definida por L. Cereceda et al. en [1], y constituye el objeto cen-
tral de estudio en este trabajo. Nos enfocamos en las coloraciones propias, es decir,
asignaciones de colores a los vértices de una grafica en las que vértices adyacentes
reciben colores distintos. Ademads, se busca minimizar el niimero de colores utilizados;
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Palabras clave. Coloraciones propias, grafica de re-coloracién, problemas de configuraciones.
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este valor minimo se conoce como el nimero cromatico. Determinarlo no es senci-
llo: en general, se trata de un problema NP-completo!, si quieres saber mas acerca
de problemas NP-completos puedes consultar [2]. Ante esta dificultad, se han pro-
puesto numerosas heuristicas computacionales, como algoritmos greedy y técnicas de
aproximacion.

En este trabajo se presentan algunas propiedades basicas de la gréafica de re-coloracién
para tres familias fundamentales de graficas: completas, trayectorias y ciclos, conside-
rando distintos valores del parametro k, que representa el niimero maximo de colores
permitidos.

2. DEFINICIONES Y OBSERVACIONES

Una grafica G = (V(G), A(G)) consta de un conjunto de vértices V(G) y un conjunto
de aristas A(G), donde cada arista es un subconjunto de dos vértices distintos. En
este trabajo sélo consideramos graficas simples: no permitimos aristas que conecten
un vértice consigo mismo (lazos), ni mds de una arista entre dos vértices (aristas
multiples). Decimos que dos vértices u, v € V(G) son adyacentes si estdn conectados
por una arista, es decir, si {u,v} € A(G). En caso contrario, decimos que son
independientes. La vecindad de un vértice v se define como el conjunto de todos
los vértices que son adyacentes a él: N(v) = {u € V(G) | {u,v} € A(G)}. El grado
de un vértice v, denotado d(v), es simplemente el ndmero de vértices en su vecindad:
d(v) = |N(v)|. Una gréafica es r-regular si todos los vértices de la gréfica tienen
grado igual a 7. Un camino en una grafica es una sucesién de vértices {vg, v1,..., v}
tal que cada par consecutivo estd conectado por una arista: {v;,v;41} € A(G) para
0 < < k. Si ningun vértice se repite, el camino se llama una trayectoria; denotamos
por Py a la trayectoria con k vértices. Un ciclo es una trayectoria al que le agregas
una arista entre el primer vértice y el ultimo vértice. El ciclo con k vértices se denota
por Cy. La longitud de un camino es el nimero de aristas que contiene; por lo
tanto, una trayectoria Py tiene longitud k — 1, y un ciclo C} tiene longitud k. Si hay
una trayectoria entre cualquier par de vértices, decimos que la gréfica es conexa. La
distancia entre dos vértices u y w es la longitud de la trayectoria més corta que los
conecta, y el didmetro de una grafica conexa es la mayor de todas las distancias
posibles entre pares de vértices: diam(G) = max{dist(u,w) | u,w € V(G)}. Si una
grafica G no es conexa, diremos que una subgrafica de G es una componente conexa
si al agregar cualquier otro vértice o arista deja de ser una subgrafica conexa (una
subgréafica conexa maximal). Una coloracién propia de los vértices de una gréfica
G es una funcién ¢ : V(G) — {0,1,2,...} tal que vértices adyacentes reciben colores
distintos. Siempre es posible encontrar una coloraciéon propia usando |V (G)| colores,
simplemente asignando un color diferente a cada vértice. Si una coloracién usa a lo mas
k colores, la llamamos k-coloracién. Dadas dos k-coloraciones ;1 y 2 de una grafica
G, diremos que son distintas si existe al menos un vértice v tal que ¢1(v) # 2(v).
Una herramienta util para estudiar coloraciones es el polinomio cromaético, que
cuenta cuantas coloraciones propias, con a lo méas k colores, existen de una gréafica G
y es denotado por P(G; k). Para poder construir el polinomio cromético, necesitamos
definir dos operaciones llamadas borrar y contraer. Dado una grafica G y una arista
a € A(G), la operacién borrar la arista a, denotado G — a, consiste en eliminar la
arista a del conjunto de aristas de GG, mientras que el resultdo de la operacién contraer
la arista a = {u,v}, denotado G/{u,v} es la grifica que se obtiene al reemplazar
vértices u y v por un vértice nuevo w, y conectar w con todos los vecinos de u y v:
N(w) = N(u) U N(v) \ {u,v}. Utilizando esta operacién y la eliminacién de aristas,
se obtiene la siguiente versién del teorema del polinomio cromético, conocido como
“borrar y contraer”.

1Un problema es ANP-completo si su solucién puede verificarse eficientemente, y si todos los
problemas en NP pueden reducirse a él. Resolver uno de estos problemas eficientemente implicaria
resolver todos los demads de forma eficiente.
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La idea intuitiva de la prueba del siguiente teorema es que cuando eliminas la arista
{u,v} permites que los vértices u y v tengan el mismo color, por lo que debes restar
el namero de coloraciones en donde u y v comparten el mismo color, y eso lo puedes
hacer identificando los dos vértices y asi obligdndolos a tener el mismo color.

TEOREMA 1. Sea G una grdfica, a = {u,v} una arista de G y k un entero positivo.
Entonces el nimero de k-coloraciones de G es:

P(G;k) =P(G —a; k) — P(G/a; k).

Demostracion. Sea G = (V, A), a = {u,v} € A, y k un entero positivo. Observa que
en G — a, los vértices u y v ya no estdn conectados, por lo tanto, pueden tener el
mismo color. Asi, P(G — a; k) cuenta todas las coloraciones propias de G tanto las
coloraciones donde u y v tienen colores distintos como aquellas en que tienen el mismo
color.

Ahora bien, si forzamos que u y v tengan el mismo color, podemos representarlo
mediante la contraccién G/a. El nimero de esas coloraciones es P(G/a; k). Restando
estas de las de G — a, obtenemos exactamente las coloraciones en donde u y v tienen
colores distintos, que son justo las coloraciones propias de G:

P(G; k) = P(G — a; k) — P(G/a; k).
(|

Dada una grafica H y un ntmero de colores k, la grafica de re-coloracién de una
grafica H, denotada G*(H), es la gréafica cuyos vértices son todas las k-coloraciones
propias de H. Por lo tanto, su nimero de vértices es exactamente P(H; k). Sean uy y us
vértices de GF(H) y sean @1 y ¢ las coloraciones correspondientes de H. Los vértices
u1 y ue son adyacentes si las coloraciones ¢ y o difieren en exactamente un vértice
de la grifica H. Dos coloraciones estdn conectadas por una arista en G*(H) si difieren
en el color de un solo vértice. Para visualizar este concepto, en la figura 1 mostramos
cuatro coloraciones distintas de la trayectoria Ps. Las primeras dos coloraciones, ¢
y (2, usan so6lo dos colores. La segunda coloracién no es adyacente a ninguna de las
otras tres coloraciones, mientras que la coloracién @3 es adyacente tanto a o1 (difieren
en el color de v3) como a g4 (difieren en vs).

e 12 1 2 1 e 2 1 2 1 2
[ @ @ @ { ] [ L @ @ L J

w3 12 3 2 1 es 12 3 2 3
[ 4 @ @ { ] [ @ @

FicurA 1. Coloraciones de una trayectoria con 2 o 3 colores

Si usamos tres colores, entonces en las coloraciones @1 y @2 de la figura 1, cada vértice
puede cambiar su color al color 3 (verde) sin violar las condiciones de una coloracién
propia, mientras que en la coloraciéon ¢s de la figura 1, los dos vértices que tienen el
color 2 (azul) no permiten ningin cambio vélido de color, ya que son adyacentes tanto
a un vértice de color 1 (rojo) como un vértice de color 2 (azul). De manera general,
es facil ver que podemos cambiar el color de un vértice v € V(H) si el nimero total
de colores k es mayor que el nimero de colores distintos usados en v y sus vecinos. En
particular, podemos asegurar que el color de un vértice v puede cambiar si k > d(v)+1.
Definimos el conjunto de colores bloqueados de un vértice v, denotado B(v), como el
conjunto de colores que aparecen en v y en sus vecinos. Con esta definiciéon, podemos
establecer dos observaciones sencillas pero ttiles.
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Observacion 1. Sea v € V(H). El vértice v permite exactamente k — |B(v)| posibles
cambios de color.

Dado que |B(v)| < d(v)+1, obtenemos la siguiente cota inferior, mas simple de calcular
pero menos precisa: el vértice v permite al menos k — (d(v) + 1) cambios de color.
Como en la grafica de re-coloraciéon dos vértices estan conectados si las coloraciones
que representan difieren en exactamente un vértice, la vecindad de un vértice en esta
grafica corresponde a todas las coloraciones que se pueden obtener cambiando el color
de un solo vértice. Esto nos da la siguiente observacién:

Observacion 2. El grado de un vértice w en la gréafica de re-coloracion es igual al
ntmero de cambios posibles en la coloracién asociada a ese vértice.

dw)= Y k—|B(v).

veV (H)

3. LA GRAFICA DE RE-COLORACION DE UNA GRAFICA VACIA O COMPLETA

Comenzamos con las dos estructuras mas simples en teoria de graficas: las graficas
vacias y las gréaficas completas. Una grafica con n vértices es una grafica vacia si no
tiene ninguna arista y la denotamos K,. Como la grafica no tiene aristas, cualquier
coloracién de los vértices es una coloracién propia, por lo que P(K,) = k™, ademés,
podemos cambiar el color de un vértice a cualquier otro color sin violar la condicién
de coloracién propia. Por la observacién 2, cualquier vértice w € V(G*(K,,)) tiene
grado n(k — 1). Como el color de un vértice puede ser cambiado por cualquier otro,
la distancia més grande entre vértices de la grafica G¥(K,) es igual a n y se alcanza
justo entre dos coloraciones ¢ y ¢’ donde ningtin vértice conserva su color, es decir,

para todo w € V(K ,,), ¢(w) # ¢'(w). En resumen, tenemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2. La grdfica de re-coloracion G*(K,,) es una grdfica n(k — 1)-regular
con k™ wvértices y didmetro n.

Una grafica con n vértices es una grafica completa si todo par de vértices estd
conectado por una arista, y la denotamos K,,. En una coloraciéon propia de K, es
necesario usar un color distinto para cada vértice, ya que cualquier par de vértices
son adyacentes. Por lo tanto, si k > n, el nimero de coloraciones propias posibles de
K, con a lo mas k colores es igual al nimero de formas de ordenar n colores tomados
sin repeticién de un conjunto de k colores, y la gréfica de re-coloracién G*(K,,) tiene
k!
(k—n)!

Queremos demostrar que la grafica de re-coloracién de una grafica completa es una
grafica regular. Recordemos, por la observacién 2, que el grado de un vértice en la
grafica de re-coloracion coincide con el nimero de cambios de color validos que pueden
hacerse en su coloracién correspondiente.

vértices.

PROPOSICION 3. Sea k > n. La grdfica de re-coloracion G*(K,,) tiene =]
—n)!

vértices y es n(k — n)-regular.

Demostracion. Para probar que la gréifica es n(k — n)-regular, basta probar que
§(G*(K,)) = A(G¥(K,)) = n(k — n). Una coloracién propia arbitraria de la gréfica
K, corresponde a un vértice arbitrario en G¥(K,). Como en toda coloracién propia
de K, se usan n colores distintos, y hay k colores disponibles, entonces para cada uno
de los n vértices hay k — n colores disponibles para cambiar el color actual (evitando
repetir alguno ya usado por los otros n — 1 vértices). Como tenemos n vértices y para
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cada uno hay k — n opciones validas de re-coloracion, por la observacion 2, el nimero
total de coloraciones adyacentes, es decir, el grado de cualquier vértice, es n(k—n). O

Si coloreamos K, usando exactamente n colores, entonces, por la observacién 1, no es
posible cambiar el color de ningun vértice sin violar la condicién de coloracién propia,
por lo que la gréfica de re-coloraciéon G™(K,,) es la grafica vacia con n! vértices.

4. LA GRAFICA DE RE-COLORACION DE UNA TRAYECTORIA

En esta seccién analizamos la grafica de re-coloracion de una trayectoria. En la seccion
2 se mostraron algunos ejemplos de coloraciones propias de la trayectoria con 5 vértices
y se mencionaron algunas de sus adyacencias. Comenzamos considerando el caso en
que la trayectoria se colorea con sélo dos colores.

PROPOSICION 4. Sea n > 2. La grdfica de re-coloracién de P, con dos colores es una
grdfica con dos vértices no adyacentes, es decir,

G*(P,) = Ko.

Demostracion. Si coloreamos los vértices de la trayectoria P, con unicamente dos
colores, entonces existen exactamente dos coloraciones propias (véase @1 y @2 en la
figura 1):

1 sit=2m+1; 2 sii=2m+1;
vy p2(vi) =

V) =
P) =90 G om, 1 sii=2m.

En ambas coloraciones, cada vértice es adyacente a al menos un vértice del color
opuesto, por lo que no es posible modificar el color de ningin vértice sin violar la
condicion de coloracién propia. Asi, la grafica de re-coloracién consta de dos vértices
no adyacentes. O

El caso de colorear con sélo dos colores tiene un comportamiento atipico. A partir de
aqui, asumimos que se dispone de al menos tres colores.

Para comprender mejor el caso general, consideramos primero la trayectoria P3 con
tres colores.

Ejemplo 1. Una coloracion de P3 con tres colores puede representarse como una
terna (a, b, ¢) sin repeticiones consecutivas. En la figura 2, cada sucesién de ntimeros
representa una coloracién usando los colores {0, 1, 2}, donde la posicién indica el vértice
correspondiente.

(1,0,2) (1,0,1) —
-
/ (2,0,1) (1,2,1)

/ NN

(2,0,2) 02,1120

(0,2,0)
(2,1,2)

~ /
\(0' L2 —0,1,0)
/

(2,1,0)

F1GURA 2. La gréfica de re-coloracién de Ps con k = 3
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Antes de analizar la estructura de la grafica de re-coloracién, determinamos el niimero
de vértices, asi como su grado minimo y méximo. Posteriormente, probamos que la
grafica es conexa si k > 3, y calculamos su didmetro.

El siguiente resultado nos ayuda a determinar el niimero exacto de vértices de la
grafica de re-coloracion de una trayectoria.

PROPOSICION 5. El niimero de coloraciones propias de P, con k colores es k(k—1)""1.

Demostracion. El primer vértice puede recibir cualquiera de los k colores. Cada vértice
posterior sélo tiene un vecino previamente coloreado, por lo que hay k — 1 opciones
para cada uno. El resultado se obtiene multiplicando: k(k — 1)"~1. 0

Para facilitar la comprensién del teorema 6, que establece el grado minimo § y el
grado maximo A de la grafica de re-coloracién de una trayectoria, probamos primero
el caso particular en que k = 3. La grafica G3(P3) de la figura 2 puede servir como
apoyo para visualizar los argumentos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. El grado minimo y el grado maximo de la grafica de re-coloracién de P,
con tres colores es 2 y n respectivamente:

§(G(Pa))=2 y A(G*(Pn)) =n.

Sea P, = (v1,...,vy) la trayectoria con n vértices y considera una coloracién propia
de los vértices con colores del conjunto {1,2,3}. Por la observacién 2, el grado de un
vértice en G3(P,) es la suma del ntimero de cambios de color validos de sus vértices.

Caso 1: Sea v un vértice de grado 1, entonces v tiene un solo vecino. Supongamos
que su color es a y el del vecino es b # a. El tnico color posible para el cambio es
c €{1,2,3}\ {a,b}. Observa que siempre es posible cambiar el color del vértice v del
color a al color c.

Caso 2: Sea v un vértice de grado 2 en P,, entonces v tiene exactamente dos vecinos.
Sea a € {1,2,3} el color de v y sean x,y € {1,2,3} los colores de los vecinos de v,
como ¢ es una coloracién propia, a # x,y. Si x # y, entonces no hay ningin color
disponible para cambio de color de v. Si los vecinos tienen el mismo color, entonces
hay exactamente un color disponible distinto de a y distinto del color z = y.

En el primer caso, el vértice de P,, siempre permite un cambio de color y en el segundo
caso el vértice de P, permite a lo més un cambio de color. Como la trayectoria tiene
dos vértices de grado 1, el grado de un vértice (una coloracién) en G3(P,) es al menos
2y alo mas n. El vértice correspondiente a la coloracién (1,2,3,1,2,3,...) tiene grado
2, mientras que el vértice correspondiente a la coloracién (1,2,1,2,...) tiene grado n
y el resultado se sigue.

Ahora generalizamos el resultado del ejemplo 2 a cualquier k > 3:

TEOREMA 6. Para P, con k > 3, se cumple que
5(Gk(Pn)) =n(k—-3)+2 y A(Gk(Pn)) =n(k —2).

Demostracion. Los vértices de grado 1 tienen k — 2 opciones de cambio de color,
mientras que los vértices de grado 2 tienen k — 3 o k — 2 opciones de cambio de color.
Asi, el nimero minimo de cambios es: 2(k —2) 4+ (n —2)(k —3) =kn —3n+2 yel
méaximo nimero de cambios es n(k —2) y se alcanza cuando todos los vértices admiten
k — 2 cambios.

Vamos a mostrar dos coloraciones en donde estos valores se alcanzan. En la coloracion
(i,7,k,4,4,k,...) donde i, j y k son colores distintos del conjunto de k colores, nos
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aseguramos que cada vértice tenga su nimero minimo de cambios: kn—3n+2, mientras
que la coloracién (i, j,1,7,...), donde i y j son elementos distintos del conjunto de k
colores, nos aseguramos que cada vértice tenga su niimero maximo de cambios: (k—2).
Por lo que §(G*(P,)) = n(k — 3) + 2 y A(GF(P,)) = n(k — 2). O

Finalmente, establecemos una cota inferior para el didmetro de la grafica de re-
coloraciéon, encontrando dos coloraciones que requieren un gran nimero de pasos para
transformar una coloracién en la otra.

TEOREMA 7. Si k > 3, entonces

diam(G*(P,)) > n + LgJ .

Demostracion. Como el didmetro corresponde a la maxima distancia entre pares
de vértices en la gréafica, para establecer una cota inferior, basta con exhibir dos
coloraciones ¢ y ¢’ en G¥(P,) tales que dist(p,¢’) = n + [n/2]. A continuacién
definimos ambas coloraciones y explicamos por qué se requieren exactamente n+ |n /2]
pasos para transformar una en la otra.

Sea t el indice del paso en la secuencia de re-coloraciones y sea ; la coloracién
en el paso t; asi g corresponde a la coloracién inicial. Consideramos la trayectoria
P, = (v1,v2,...,v,) v definimos las siguientes coloraciones:

y ¢ (vi) =

1 sit es impar;
e(vi) =

2 si¢ es impar;
2 sites par,

1 sies par.

Observamos que no es posible cambiar directamente el color de un vértice vippqr de
1 a 2 (pues sus vecinos tienen color 2), ni el de un vértice vpe, de 2 a 1 (pues sus
vecinos tienen color 1), es necesario introducir un color temporal, el color 3. Como no
podemos cambiar directamente el color de la coloracién ¢ al color de la coloracién ¢’
en ninguno de los vértices de la trayectoria P, , entonces hace falta cambiar el color
en a coloracién ¢ al color temporal (color 3) en al menos la mitad de los vértices de
la trayectoria. Observamos que después de cambiar el color de un vértice al color 3,
todavfa falta cambiarle el color al color de ¢’; por lo tanto, en G3(P,) se cumple

dist(p, ") > n + [n/2].
Queremos probar que en G*(P,) se cumple dist(¢, ') = n + [n/2]. Como el ntimero
de vértices de indice par es a lo més igual al numero de vértices de indice impar, para
minimizar el nimero de pasos, colocamos el color temporal en los vértices pares. Sea
w0 = . En el paso t = |n/2] obtenemos:

1 si es impar;

Olny2) (Vi) = {3

si ¢ es par.

Luego, cambiamos los vértices de indice impar del color 1 al color 2. Asi, en el paso
t = n, tenemos la coloracién

2 si¢ es impar;
on(vi) = .
3 siies par.

Finalmente, en los pasos restantes, volvemos a colorear los vértices pares, ahora del
color 3 al color 1, y en el paso t = n + |n/2] obtenemos la coloracién

2 si4 es impar;
Pr+|n/2] (vi) = 1

si ¢ es par,

que coincide con la coloracién ¢’.
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Por lo tanto, transformar ¢ en ¢’ requiere exactamente n + |%| pasos, y como
dist(¢, ¢’) = n+ |n/2], concluimos que diam(p, ) > n+ |n/2]. O

Este proceso ilustra cémo ciertos cambios globales requieren introducir colores tem-
porales. Esta técnica se usara también para analizar ciclos y otras familias de gréaficas.

5. LA GRAFICA DE RE-COLORACION DE UN CICLO

Si el ciclo tiene longitud par, puede colorearse con dos colores. En este caso, se
cumple el siguiente resultado. Omitimos su prueba ya que es andloga a la prueba
de la proposicién 4.

PROPOSICION 8. La grdfica de re-coloracién de Ca,, con dos colores es una grdfica con
dos vértices independientes,

G*(Cy) =2 K.

Para determinar el numero de vértices de la gréafica de re-coloracién de un ciclo,
calculamos su polinomio cromético.

PROPOSICION 9. El nimero de coloraciones propias de un ciclo C,, con k colores es

PCnik)=((k-1)"+(-1)"(k—-1).

Demostracion. Procedemos por induccion sobre el nimero de vértices del ciclo.

Caso base: Para n = 3 tenemos que C3 = Kj3. Por la proposicién 3, se tiene que
P(C3;k) =k(k—1)(k—2),ycomo (k—1)3+ (-1)2k—-1)=(k—1)((k—1)2—-1) =
(k — 1)k(k — 2), el caso base satisface la propiedad.

Hipétesis inductiva: Supongamos que, para algun n > 3, se cumple que

PCn,k)=((k—-1)"+(-1)"(k—1).

Paso inductivo: Verificamos que la férmula también se cumple para n+1. Aplicamos
la regla de contraccién-borrado del teorema 1, la cual establece:

P(Cn+17 k) = P(Cn+1 —-a k) - P(CnJrl/aJ k)?

donde a es una arista de C, 1. Notamos que Cp,y1 —a = Pny1 y Cpi1/a = Cp, por
lo que:

P(Cri1,k) = P(Pry1, k) — P(Chp, k)
= k(k—1)" — (k= 1)" + (~1)"(k — 1))
— (k _ 1)n+1 T (_1>n+1(k _ 1).

Por el principio de induccién matematica, el resultado se sigue. (I

Ya establecido el niimero de vértices de G*(C,,) procedemos a determinar el grado
minimo y méximo segiin el valor de k y la paridad del ciclo.

PROPOSICION 10. Sea G*(C,,) la grifica de re-coloracion del ciclo C,, con k colores.
Si k > 4, entonces el grado minimo es §(G*(C,)) = n(k — 3). Ademds, para m € N
tenemos que

0, sin=3m;
S(G3(CR)) =41, sin=3m+1;
2, sin=3m+ 2.
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Demostracion. Como cada vértice de C,, tiene grado 2, el vértice y sus vecinos usan
a lo méas 3 colores. Por la observacién 1, cada vértice permite al menos k& — 3 cambios
de color, y por la observacién 2, el grado minimo es al menos n(k — 3).

Caso 1: Sea k > 4. Si n = 3m, la coloracién (1,2,3,1,2,3,...,1,2,3) tiene grado
n(k — 3), ya que cada vértice permite exactamente k — 3 cambios. Si n = 3m + 1,
la coloracién (4,1,2,3,...,1,2,3) cumple lo mismo. Si n = 3m + 2, la coloracién
(4,1,2,3,4,1,2,3,1,2,3,...) también tiene grado n(k — 3).

Caso 2: Sea k = 3. Si n = 3m, la coloracién (1,2,3,1,2,3,...) tiene grado 0, pues
ningin vértice admite cambios. Si n = 3m+ 1, la coloracién (2,1,2,3,...) tiene grado
1, ya que sélo el segundo vértice permite un cambio. Si n = 3m + 2, la coloracién
(1,2,1,2,3,...) tiene grado 2, con cambios posibles sélo en el segundo y en el tercer
vértices. O

PROPOSICION 11. Sea G¥(C,,) la grdfica de re-coloracién del ciclo C,, con k > 3
colores. Entonces:

n(k — 2) sin es par;

A(Gk(cn)) = {(n —3)(k—2)+3(k—3) sin esimpar.

Demostracion. Dado que cada vértice tiene grado 2, el niimero de colores usados por
él y sus vecinos es al menos 2 y a lo mas 3, por lo tanto, cada vértice admite a lo
maés k — 2 cambios de color. Por la observacion 2, el grado médximo de un vértices en
G*(C,,) es alo méas n(k — 2).

Caso 1: Si n es par, la coloracién (1,2,1,2,...) alcanza el grado maximo n(k — 2),
pues cada uno de los n vértices del ciclo permite k — 2 cambios.

Caso 2: Si n es impar, toda coloracion propia requiere al menos tres colores. Tomemos
una coloracién donde sélo tres vértices consecutivos usan tres colores distintos, y el
resto alterna dos colores (3,1,2,1,2,...,1,2). En esta coloracién, los vértices que
tienen vecinos del mismo color admiten k£ — 2 cambios, y los que tienen vecinos de
colores distintos admiten k — 3. Hay al menos tres vértices en esta situacién (el de
color diferente y sus dos vecinos), es decir, 3 de los n vértices permiten sélo k — 3
cambios y el resto permiten k — 2 cambios. Por la observacién 2, tenemos que:

A(GH(CL)) = (n—3)(k —2) + 3(k — 3).
O

De forma anéloga al caso de las trayectorias (teorema 7), para establecer una cota
inferior para el didmetro, basta encontrar dos coloraciones que estan a distancia
grande.

TEOREMA 12. Sea C,, un ciclo. Si k > 3 cuando n es par, y k > 4 cuando n es impar,
entonces

n+[
n-l—[

J, st n es par;

diam(G*(C,,)) > {

03 |3

J —1, sin esimpar.

Demostracion. Sea C, un ciclo y k el niimero de colores, con k > 3sinespary k > 4
si n es impar. Basta encontrar dos coloraciones ¢, ¢’ tales que

n n si n es par;
dist(<p,<p’):{ + 5] par;

n+ L%J — 1, sin esimpar.
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Caso 1: Si n es par, el ciclo puede colorearse alternando dos colores. Sea

1 si¢ impar; 2 si ¢ impar;
e1(vi) = . Pa(vi) = -
2 si1 par, 1 siq par.

Siguiendo el procedimiento analogo al de la trayectoria, llegamos a que requerimos
cambiar el color en a coloraciéon ¢ al color temporal en al menos la mitad de los
vértices y siguiendo el proceso de re-coloraciéon para la trayectoria podemos concluir
que se requieren exactamente n + |n/2| pasos para transformar ¢ en ¢'.

Caso 2: Si n es impar, se requiere al menos un vértice de un tercer color. Considere
las coloraciones:

90:(17271327"%172’3)7 ¢/:(37132a1a27~~-,172)'

Los colores 3 de ¢ y ¢’ estéan asignados a vértices adyacentes. Ademds, todos los
vértices con color 1 son adyacentes a vértices de color 2 y viceversa, por lo que
inicialmente no se puede hacer ningin cambio directo. Aplicando un procedimiento
similar al de la trayectoria (usando el color 3 como color temporal), se requieren
exactamente n + [%J — 1 pasos para transformar ¢ en ¢’, como se deseaba. O

5.1. Coloreando ciclos con tres colores. La grafica de re-coloracion de un ciclo
con tres colores resulta ser disconexa. Primero observemos que, si la longitud del ciclo
es multiplo de 3, entonces, por la observacién 1, en las siguientes coloraciones no es
posible realizar ningiin cambio de color en ninguno de los vértices:

(1,2,3,1,2,3,...,1,2,3), (3,1,2,3,1,2,...,3,1,2), (2,3,1,2,3,1,...,2,3,1),

(1,3,2,1,3,2,...,1,3,2), (2,1,3,2,1,3,...,2,1,3), (3,2,1,3,2,1,...,3,2,1).

Por la proposicién 9, el nimero de vértices de la grafica de re-coloracién crece
rapidamente con n. A continuacién, analizamos el caso del ciclo de longitud 5, y
posteriormente presentamos una conjetura basada en los resultados de un analisis
computacional para encontrar el nimero de componentes de la grafica G3(C,,).

Ejemplo 3. Consideremos el ciclo Cs, es decir, un ciclo con 5 vértices. Por la
proposicién 9, el nimero de coloraciones propias es 2° — 2 = 30; por lo tanto, la
gréafica de re-coloracién G3(Cj) tiene 30 vértices. De acuerdo con las proposiciones 10
y 11, la grafica G3(C5) es 2-regular, y por tanto consiste en una o varias componentes
ciclicas.

Consideremos la coloracién ¢ = (1,2,1,2,3). La subgréfica inducida por los cambios
de color vélidos desde ¢; forma un ciclo de longitud 15. Las siguientes coloraciones

son justo los vértices del ciclo de longitud 15, en cada coloracion, el color en negritas
indica el vértice cuyo color serd modificado:

(172717273)’ (172737273)7 (172)37173)7 (172737172)’ (372737172)?

(3’ ]‘737 ]‘72)’ (33 ]‘72?172)’ (3’ ]"2,372)’ (33 ]‘72?37 1)’ (27 1’2,37 1)’

(2,3,2,3,1), (2,3,1,3,1), (2,3,1,2,1), (2,3,1,2,3), (1,3,1,2,3).
Observamos que la coloracién o = (2,1,2,1,3) no aparece en este ciclo. Los cambios

de color validos desde w5 generan, de manera analoga, otro ciclo disjunto de longitud
15. Por lo tanto, G3(Cj5) estd compuesto por dos ciclos disjuntos de longitud 15.

Se realizd una exploracién asistida por computadora para determinar el nimero de
componentes conexas de la gréfica de re-coloracién G3(C,,). Con base en los resultados
observados, se propone la siguiente conjetura:
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CONJETURA 13. El nimero de componentes de G3(C,,) es:

{”Sﬂ, sinz0 (méd 3);

# Componentes de G*(C),) =

LnggJ +6, sin=0 (mdd 3).

6. DIScUSION

Las trayectorias y los ciclos pares son ejemplos de graficas bipartitas. Una grafica es
bipartita si y sdlo si tiene nimero cromaético igual a dos, los arboles son otra clase
interesante de graficas bipartitas. De la misma manera en que probamos que la gréfica
de re-coloracién de la trayectoria es K, podemos probar el siguiente resultado general.

TEOREMA 14. Sea H una grdfica bipartita conera. Entonces G*(H) = K.

Para el caso en que el nimero cromatico de una grafica sea igual a 3, determinamos
que la grifica de re-coloracién de un ciclo con 3 colores es disconexa: es una grafica
vacia (sin aristas) en el caso del tridngulo Cs, tiene vértices aislados si el nimero de
vértices del ciclo es multiplo de 3, sin importar si es un ciclo de longitud par o impar;
y el nimero de componentes conexas de gréafica de re-coloracién crece conforme va
creciendo el nimero de vértices. Observemos que la grafica de re-coloracién de los ciclos
de longitud 6n es disconexa tanto si usamos 2 como si usamos 3 colores, mientras que
la grafica de re-coloracion de cualquier ciclo es conexa si usamos al menos 4 colores.
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Presentaciéon de las notas del Tmo Coloquio del
Departamento de Matematicas, UAM-I.

Del 27 al 31 de enero del 2025 se llevo a cabo el 7Tmo Coloquio del Departamento
de Matematicas. Para conseguir recursos econénimos para el evento tuvimos que
concursar en el Programa Especial de Apoyo a Proyectos de Docencia e Inves-
tigacion de la Division de Ciencias Bésicas e Ingenieria de la UAM-I. Ganamos
una de las asignaciones monetarias y por eso pudimos llevar a cabo el evento.
Los primeros 6 Coloquios se realizaron en algin centro vacacional del IMSSS o
en Ixtapa-Zihuatanejo o algin hotel del puerto de Veracruz. En esta ocasion, se
llevo a cabo en las instalaciones de la UAM-I, y el saldo es a nuestro favor: un
éxito. Tuvimos 60 jovenes invitados, 40 de ellos de universidades foraneas y 20
UAM. Impartimos 8 talleres de investigacion, los profesores escribieron notas
y de acuerdo a la encuesta que levantamos al final del evento, el resultado es
satisfaccion de nuestros jovenes invitados y de nosotros los organizadores. En
este nimero de Mixba’al ofrecemos las notas.

Este es el espacio para agradecer a nuestras autoridades por la confianza, a las
secretarias y a los jovenes que nos apoyaron en la logistica, pero sobre todo a
nuestros jovenes invitados por ceder una semana de su vida y dedicarlo aprender
temas nuevos de matemaéticas. Los talleres de induccion a la investigacion fueron
los siguientes.

s Andlisis de datos con un enfoque bayesiano
Asael Fabian Martinez Martinez

= Un breve recorrido por la teoria de prerradicales y sus reticulas
Rogelio Fernandez-Alonso Gonzélez, Silvia Claudia Gavito Ticozzi, Mart-
ha Lizbeth Shaid Sandoval Miranda

= Resultados relevantes del dlgebra lineal en modelos y aplicaciones
Lorenzo Héctor Juarez Valencia

s Andlisis geométrico de superficies: una introduccion elemental
Josué Mléndez Sénchez, Eduardo Rodriguez Romero

= Una breve introduccion a los torneos y sus generalizaciones

Ilan A. Goldfeder, Nahid Y. Javier Nol

= Del cero al quantum: un viaje al mundo de los cidigos
Jorge R. Bolanos Servin, Yuriko Pitones Amaro, Josué I. Rios Cangas

= Introduccion a la teoria de juegos epistémica
Rubén Becerril Borja
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= Como contar mds alld del infinito y para qué sirve. Induccion transfinita
y algunas aplicaciones
Jestus Rodrigo Hernédndez Gutiérrez

Participantes:

n Leslie Karen Castillo Alvarado, UAM Iztapalapa

= Hugo Estrada Rodriguez, UAM Iztapalapa

s Miryam Sophie Naomi Mielke Mendez, UAM Iztapalapa

= Grecia Lezama Herrera, Universidad Auténoma de Guerrero

s (Cecilia Gdlvez Cervantes, Universidad Auténoma de Tlaxcala

= Gabriela Lissette Villagran Casados, Universidad Veracruzana

= Luis Daniel Flores Paredes, UAM Iztapalapa

w Sherlin Josefina Jaime Ldpez, Universidad Auténoma de Tlaxcala

= Karem FElizabeth Lobato Perea, Universidad Veracruzana

s Citlali Amairani Herrera Ramirez, Universidad Veracruzana

= Nayeli Nava Cuamatzi, Universidad Auténoma de Tlaxcala

= Jesus Andrik Bello Dolores, Universidad Autéonoma de Guerrero

» José Angel Jacobo Cruz, Universidad Auténoma de Guerrero

= Paola Denisse Garcia Arriaga, Universidad Autéonoma de San Luis Potosi
= Myriam Lobato Perea, Universidad Veracruzana

= Karla Castillo Sandova, ENES Juriquilla

s Jaime Rico Leon, Universidad Nacional Autéonoma de México

» Jorge Antonio Montes Rios, ENES Juriquilla

= Jassiel Eduardo Coronado Pina, Universidad Auténoma de Nuevo Leén
s Marco Antonio Vizquez Miranda, UAM Iztapalapa

= Omar Alejandro Ochoa Romero, Universidad de Sonora

s David Cruz Gonzalez, UAM Iztapalapa

= Héctor Arroyo Méndez, Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo
= Daniela Reyes Monroy, Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo
s Fduardo Alanis Garcia, Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo
s David Lopez Contreras, UAM Iztapalapa

s Pablo César Sdinchez Silva, UAM Iztapalapa

= Adalit Betsabe Fuentes Colorado, Universidad Veracruzana

» Sebastidn Franco Martinez, UAM Cuajimalpa

s Abraham David Martinez Matuz, Universidad Veracruzana
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= Diana Skarleth Herndndez Alvarez, Universidad Veracruzana
» Rodrigo Zdrate Chdvez, Universidad Veracruzana
= Sebastian Lara Benitez, Universidad Auténoma de Guerrero

v Alejandra Esmeralda Gdmiz Herndndez, Universidad Juarez del Estado de
Durango

s Hugo Andrés Amaya Chaire, Universidad Juarez del Estado de Durango
s Mariana Cruz Gutierrez, UAM Iztapalapa

s Abril Midori Rebollar Mariano, Universidad Auténoma de Guerrero

= Carlos E. Lopez Cesdreo, Benemérita Universidad Auténoma de Puebla
s Paola Piedras Samaniego, Universidad Auténoma del Estado de México
» Yolocelic Alma Victoriano Sdnchez, Universidad Auténoma de Guerrero

s Vincent A. Gonzilez Andalén, Benemeérita Universidad Autonoma de Pue-
bla

s Jafet Santiago Valerio, UAM Iztapalapa

w (César Alberto Solis Gomez, UAM Iztapalapa

s José M. Contreras Ddvila, Universidad Auténoma del Estado de México
» Jose David Lamas Medina, Universidad Auténoma de Coahuila

» Hillary Temazte Cano, Universidad Auténoma de Tlaxcala

s Miguel Alejandro Gaspar Flores, Universidad de Colima

» Jesus Santiago Santos Rodriguez, UAM Iztapalapa

» Bryan Eduardo Flores Silva, Universidad de Colima

s Fernando Nava Herndndez, Universidad Autonoma de Tlaxcala

s Diana Laura Sdnchez Sdinchez, UAM Iztapalapa

s Luis Josias Lopez Barrios, UAM Iztapalapa

s Meiri Yensuni Pucheta Herndndez, UAM Iztapalapa

s Victoria Rodriguez Villarreal, Universidad de Sonora

» Diego Armando Victoria Garcia, UAM Iztapalapa

= Diana C. Manzano Baza, Escuela Superior de Matematicas No.2 Guerrero
» José Miguel Pérez Mejia, Universidad Auténoma de Guerrero

= Ricardo Daniel Moreno Padilla, UAM Iztapalapa

s Dulce Maria Flores Tapia, UAM Iztapalapa

s Luis Rail Serrano Olea, UAM Iztapalapa

Comité Organizador
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del 27 al 31 de enero del 2025, Unidad Degailaments de Posgrado de
Iztapalapa de la UAM, Matematicas & Matemiticas
Ciudad de México UAM IZTAPALAPA L Sy UAM IZTAPALAPA




