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Introducción

En muchas de nuestras actividades diarias debemos tomar decisiones. Estas pueden no ser simples
de tomar debido a que vivimos rodeados de eventualidades que nos imposibilitan conocer con
certeza el rumbo de las cosas. Dentro de las Matemáticas, existen dos ramas de estudio que
fueron concebidas para tratar de afrontar estas situaciones: la Probabilidad y la Estadística. La
Probabilidad provee las herramientas para modelar la «incertidumbre», mientras que la Estadística
utiliza la evidencia disponible y, echando mano de las herramientas probabilísticas, nos ayuda a
tomar decisiones informadas. Pero vamos más allá. En general, debido a que muchos fenómenos
—naturales o sociales— se desarrollan bajo ambientes de incertidumbre y es necesario tener un
mejor entendimiento de ellos; los interesados recurren a la Estadística para contestar sus preguntas
acerca de estos.
Ahora bien, un elemento fundamental para lograr lo anterior son los «datos». Sin entrar en

demasiados detalles, existe un proceso largo y complejo para determinar qué datos utilizar que
nos sean útiles o nos permitan responder la pregunta o investigación de interés —formulada como
una hipótesis—; es un proceso de abstracción en el cual intervienen diferentes disciplinas y cuyo
propósito es definir las variables y los métodos a utilizar que vayan de acuerdo con la hipótesis y
permitan confirmarla o refutarla. El siguiente paso consiste en hacer las mediciones de las variables,
esto es —en un lenguaje estadístico—, registrar las observaciones. Cada observación es un dato,
nuestra materia prima para utilizar cualquier procedimiento estadístico. Con base en los datos,
obtendremos información que nos permitirá dar una respuesta a nuestra interrogante; en términos
estadísticos, haremos inferencias.
Si bien la descripción anterior ha sido la forma de trabajo habitual para quienes hacen Estadística

—aunque su participación en las diferentes etapas puede darse en mayor o menor medida— notemos
que, desde otra perspectiva, la aplicación de este flujo de trabajo nos lleva a «aprender» acerca de
cierto fenómeno de interés. Podríamos utilizar algún otro método —no estadístico— para analizar
los datos, y aún así aprender; la clave es poder extraer información de los datos. De esta manera
se tienen métodos computacionales —englobados en lo que se conoce como Inteligencia Artificial,
y más cercano a nuestros propósitos, el Aprendizaje Automático (del inglés Machine Learning)—
cuyo propósito es este mismo: lograr un «aprendizaje» sobre un fenómeno y que nos permita
contestar nuestras preguntas de interés.
Este preámbulo sirve para presentar el tema principal de este documento: el análisis de datos

bajo una perspectiva estadística. En particular, seguiremos un enfoque bayesiano no paramétrico.
No entraremos en los detalles de cómo se obtienen los datos ni si son adecuados para el problema en
cuestión. Nuestro propósito será dar las bases matemáticas para realizar una tarea de gran utilidad:
detectar patrones en los datos de tal manera que nos permitan agruparlos; estamos hablando del
«análisis de conglomerados», para los estadísticos, o del «aprendizaje no supervisado», para los
computólogos. El análisis de conglomerados es de gran utilidad, ya que nos permite, por ejemplo,
identificar distintos «comportamientos» dentro de un mismo fenómeno y gracias a algún análisis
posterior por grupo, se pueden entender mejor esas diferencias.
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De esta manera, en los siguientes capítulos presentaremos los fundamentos de la inferencia
bayesiana —enfocándonos en los modelos «no paramétricos»—. Esta perspectiva de la Estadística se
basa fuertemente en la Probabilidad; nosotros, en particular, nos fundamentaremos en el Teorema
de representación de de Finetti para variables aleatorias intercambiables. Una ventaja de este
teorema es que justifica matemáticamente los modelos no paramétricos. Esto se abordará en el
Capítulo 1.
Un elemento primordial para estos modelos es la distribución inicial —que toma valores en un

espacio de distribuciones de probabilidad—. El proceso Dirichlet ha sido la piedra angular para
definir distribuciones de este tipo. Además, ha permitido el desarrollo de nuevas «distribuciones
aleatorias» y también ha permitido establecer una conexión natural entre la inferencia bayesiana no
paramétrica y el análisis de conglomerados. En el Capítulo 2, exploraremos algunas distribuciones
aleatorias, mientras que su conexión con el análisis de conglomerados se estudiará en el Capítulo 3.

Asael Fabian Martínez Martínez

Departamento de Matemáticas
UAM-Iztapalapa

��



Índice general

Introducción ���

1. Inferencia Bayesiana 1
1.1. Incertidumbre y Probabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Intercambiabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.1. Teorema de representación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3. Modelos paramétricos de inferencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4. Inferencia no paramétrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.1. Proceso Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2. Medidas de probabilidad aleatorias y particiones aleatorias 9
2.1. Procesos con incrementos independientes normalizados . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2. Representación stick-breaking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3. Particiones aleatorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.3.1. Distribuciones basadas en sucesiones de variables aleatorias intercambiables . 16
2.3.2. Distribuciones de probabilidad sobre particiones intercambiables . . . . . . . 16
2.3.3. Distribución de probabilidad sobre el número de bloques . . . . . . . . . . . 19

3. Análisis de conglomerados y modelos de mezclas 21
3.1. Modelos de mezclas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2. Análisis bayesiano de modelos de mezclas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.1. Estimación de la densidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3. Análisis de conglomerados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3.1. Inferencia utilizando particiones aleatorias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Ejercicios 27

Bibliografía 29

�



��



Capítulo 1

Inferencia Bayesiana

Como hemos dicho, la Estadística es una rama de las Matemáticas que nos permite estudiar
fenómenos aleatorios o que se realizan bajo ambientes de incertidumbre. En algunas situaciones,
una vez definidas las variables relevantes para el estudio, se obtiene una muestra de éstas —
un conjunto de datos—; otras veces, los datos fueron registrados o generados previamente —no
precisamente para nuestros fines— y sólo se utilizarán. En cualquier caso, la aleatoriedad inherente
al fenómeno se verá reflejada en los datos y necesitamos poder trabajar con ella para obtener
respuestas —o inferencias—, hablando estadísticamente.
Existen dos enfoques estadísticos para realizar inferencias, el más conocido se denomina

«frecuentista» o «clásico», mientras que el segundo enfoque se denomina «bayesiano». Ambos
utilizan a la Probabilidad en sus metodologías pero de diferente manera; nosotros estudiaremos el
segundo enfoque, ya que la utiliza de manera integral para modelar la aleatoriedad del fenómeno. De
esta forma, el propósito de este primer capítulo es presentar los elementos para realizar inferencias
bajo el enfoque bayesiano. Nos concentraremos en los modelos denominados «no parámetricos», en
donde la distribución inicial es una «distribución aleatoria». Comenzaremos con algunos conceptos
básicos de Probabilidad.
Una explicación más detallada de la inferencia bayesiana «paramétrica» se puede encontrar en

libros como [3], [20], [6] o [45] —este último siendo de un nivel más avanzado—; mientras que para
modelos no paramétricos, se puede consultar [19] o [14].

1.1
Incertidumbre y Probabilidad

Existe una diferenciación —aunque un tanto informal— en la incertidumbre inherente a los fenó-
menos aleatorios, dividiéndola en las denominadas «incertidumbre aleatoria» e «incertidumbre
epistémica» (véase, por ejemplo, [29] o [16]). La incertidumbre aleatoria se refiere a una variabilidad
intrínseca del fenómeno; la incertidumbre epistémica, por otro lado, está relacionada con la falta
de información. En los modelos de inferencia estadística, podemos relacionar a la incertidumbre
aleatoria con los supuestos distribucionales sobre las variables (aleatorias) que conforman la mues-
tra, mientras que la incertidumbre epistémica se ve reflejada en el parámetro de interés o los
supuestos que hagamos acerca de él. En ambos casos, la incertidumbre queda descrita en términos
de distribuciones de probabilidad, y es a través de ellas como tendríamos que obtener nuestras
respuestas.
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Podemos entender el proceso de inferencia estadística como sigue (una explicación más amplia
en esta línea se puede ver en el Capítulo 4 de [6]). Supongamos que tenemos una colección de
eventos no observables B1, . . . ,Bd que forman una partición del universo. Al asignar probabilidades
a cada evento B j , i.e. P(B j), estamos cuantificando su ocurrencia de acuerdo con nuestras creencias.
Ahora supongamos que ha ocurrido —hemos observado— un evento A.
Dado este evento A, nos es posible calcular la probabilidad de cada evento B j condicionado

a A, la cual denotamos por P(B j | A) para j = 1, . . . ,d. Si comparamos ambas probabilidades
sobre los eventos B j , P(B j) no está influenciada por la ocurrencia de A —por lo que se les
dice probabilidades a priori o iniciales—, pero P(B j | A) sí lo está —a éstas se les conoce como
probabilidades a posteriori o finales—. Conceptualmente, nos parece sensato decir que ambas
probabilidades están relacionadas para cualquier evento B j fijo; formalmente, ¿cómo lo podemos
describir? Una manera es utilizando el Teorema de Bayes.

T������ 1.1 (Bayes). Sean A y B dos eventos tales que P(A) 6= 0. Entonces

P(B | A) =
P(A | B)P(B)

P(A) .

La probabilidad condicional P(A | B) recibe el nombre de verosimilitud del evento B, y es el
peso asignado a B determinado por la ocurrencia de A. La probabilidad (marginal) de A, P(A), se
puede obtener a través de la ley de probabilidad total.

D��������� �.� (L�� �� ������������ �����). Sea B1, . . . ,Bd una partición del universo, entonces
la probabilidad de cualquier evento A se puede calcular como

P(A) =
d

Â
j=1

P(A\B j) =
d

Â
j=1

P(A | B j)P(B j).

Del Teorema de Bayes podemos notar la relación entre las probabilidades a priori y a posteriori
de B j : las segundas combinan la verosimilitud del evento con nuestras creencias iniciales acerca de
su ocurrencia, en otras palabras, reflejan cómo fueron «actualizadas» nuestras creencias iniciales
acerca de B j a la luz de la ocurrencia de A.
Ahora bien, esta explicación se puede trasladar a un contexto estadístico de inferencia. Suponga-

mos que tenemos interés en alguna característica de la población, denotada por q ; no es observada,
por lo que modelamos nuestra incertidumbre acerca de ella utilizando alguna distribución de
probabilidad —esto es, la consideramos como una variable aleatoria—. Por simplicidad, podemos
suponer que toma un número finito de d valores diferentes, J j , j = 1, . . . ,d. Entonces, los eventos
B j se pueden definir como B j = {q = J j}. Por otro lado, asumimos que existe alguna variable
(aleatoria) Y que está relacionada con q ; podemos obtener varias realizaciones de ésta —una
muestra, en términos estadísticos— y (esperamos que) nuestro conocimiento acerca del valor de
q mejore conforme aumente la cantidad de realizaciones. Englobamos todo esto en el evento
A. De esta forma, hemos obtenido una metodología —basada en el Teorema de Bayes— para la
estimación de parámetros. Las probabilidades a posteriori de B j , condicionadas a A, contienen
toda la información que disponemos acerca de q una vez que se ha incorporado a la información a
priori la evidencia proporcionada por la muestra.
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1.2
Intercambiabilidad

Hasta el momento no hemos detallado la forma o estructura del evento observable A, únicamente
mencionamos que tiene que ver con la muestra. Para contestar nuestra pregunta de interés, se
determinó que existe una variable Y que nos proporciona información sobre ella; además, ésta
también se desarrolla bajo un ambiente de incertidumbre, por lo que podemos modelarla como
variable aleatoria. La muestra queda definida, entonces, como la observación repetida de esta
variable, es decir

A = {Y1 = y1, . . . ,Yn = yn} := {Y1 = y1}\ · · ·\{Yn = yn}

para algún valor de n > 0. El subíndice nos sirve para diferenciar las repeticiones. Por el momento,
asumimos que la variable puede tomar una cantidad numerable de valores —similarmente al
parámetro q— pero ambos se pueden extender al caso continuo.
Lo que resta es determinar las probabilidades asociadas al evento observable A. Para ello,

consideremos el siguiente escenario. En el contexto descrito anteriormente, supongamos que
observamos otro evento A⇤ bajo las mismas condiciones de A y estos no tienen relación alguna
—siendo más formales, estamos asumiendo que A y A⇤ son condicionalmente independientes dado
cualquier evento no observable B j , j = 1, . . . ,d—. Podemos definir a A⇤ como la observación
de una muestra ampliada de Y , i.e. A⇤

= {Yn+1 = yn+1, . . . ,Yn+m = yn+m} para algún valor de
m > 0. Ahora, nuestro interés es poder decir algo acerca del comportamiento de la nueva muestra,
A⇤, después de haber observado A.
Probabilísticamente, nuestro interés lo podemos expresar como la probabilidad condicional de

A⇤ dado A, esto es
P(A⇤ | A) =

P(A⇤ \A)
P(A) . (1.1)

Suena razonable pensar que lo que podamos decir de A⇤ después de haber observado A se vea
influido –de alguna manera— justamente por la evidencia proporcionada por A. Si deseamos que
así suceda, no es buena idea asumir que los eventos A⇤ y A son independientes, porque tendríamos
que P(A⇤ | A) = P(A⇤

). Por tanto, necesitamos relajar el supuesto de independencia para obtener
algún «aprendizaje».

1.2.1
Teorema de representación

Para continuar con la presentación de ideas, es necesario que cambiemos el enfoque, de eventos a
variables aleatorias. Los eventos observables —como ya se ha hecho— quedarán expresados en
términos de muestras de variables aleatorias Yi, y los eventos no observables se asociarán a un
parámetro q —que también se considerará aleatorio para fines de modelado—.
La distribución predictiva nos indica que asumir independencia entre las variables Yi, i =

1,2, . . . impide que aprendamos a partir de un conjunto inicial de ellas. Requerimos, por tanto,
introducir alguna clase de dependencia estocástica. Nos concentraremos en uno conocido como
«intercambiabilidad». (No profundizaremos en este tema; un tratamiento más completo y riguroso
se puede encontrar, por ejemplo, en [1], [45] y [23].)
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D��������� �.� (I�����������������). Una sucesión de variables aleatorias X1, . . . ,Xn se dice que
es finitamente intercambiable si —para cualquier permutación r de {1, . . . ,n},

(X1, . . . ,Xn)
d
= (Xr(1), . . . ,Xr(n)),

donde d= denota la igualdad en distribución. Una sucesión infinita X1,X2, . . . de variables aleatorias
se dice intercambiable si toda subsucesión finita lo es.

Al asumir intercambiabilidad, estamos diciendo que el orden en que se registran las observa-
ciones es indistinto. Para muchas situaciones prácticas, esto tiene sentido ya que la información
que nos proporcione una colección de observaciones no debería depender de cuál observación se
registró antes o después, sino de todas en conjunto. Lo que resta es poder asignar probabilidades.
Una manera de definir probabilidades para sucesiones intercambiables es a través del conocido

«teorema de representación». La primera versión de este teorema fue demostrada por el estadístico y
actuario italiano Bruno de Finetti [7] utilizando variables aleatorias binarias —i.e. variables aleatorias
Bernoulli—. Presentamos este caso a continuación y posteriormente estudiaremos su generalización.

T������ 1.4. Una sucesión de variables aleatorias X1,X2, . . . con valores en X = {0,1} es
intercambiable si y sólo si existe una distribución de probabilidad p en [0,1], tal que, para toda
n � 1,

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn) =

Z 1

0
q sn(1�q)n�snp(dq),

donde sn = x1 + · · ·+ xn. Además, p es la distribución de lı́mn!•
sn
n .

Una consecuencia inmediata de este teorema es que las variables X1, . . . ,Xn son condicional-
mente independientes dado q . Si cada Xi, dado q 2 (0,1), se distribuye Bernoulli de parámetro q ,
tenemos que P(Xi = xi | q) = q xi(1�q)1�xi , por lo que

P(X1 = x1, . . . ,Xn = xn | q) =
n

’
i=1

P(Xi = xi | q) = q sn(1�q)n�sn .

Notemos que esta última expresión corresponde con la verosimilitud mencionada previamente,
i.e. P(A | B j). Similarmente, p corresponde a la distribución a priori P(B j), por lo que tenemos
completos los ingredientes para obtener la distribución a posteriori del parámetro q dada una
muestra —de variables binarias, en este caso— de tamaño n, esto es

P(q | Y1 = y1, . . . ,Yn = yn) =
P(Y1 = y1, . . . ,Yn = yn | q)p(q)

P(Y1 = y1, . . . ,Yn = yn)
.

El teorema de representación fue generalizado por Hewitt y Savage [18] para espacios medibles.
Como explicaremos más adelante, este resultado constituye el fundamento teórico de la estadística
bayesiana no paramétrica; o al menos, es una manera de justificar este modo de hacer inferencias.

T������ 1.5 (Teorema de Representación). SeaM el espacio de todas las medidas de probabili-
dad en (X,X ). Se dice que una sucesión de variables aleatorias X1,X2, . . . es intercambiable si
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y sólo si existe una medida Q enM tal que, para toda n � 1,

P(X1 2 A1, . . . ,Xn 2 An) =

Z

M

n

’
i=1

P(Ai)Q(dP), (1.2)

con Ai 2 X . Además, la distribución P es igual al límite de la distribución empírica 1
n Ân

i=1 dXi

y la distribución Q es única.

Similarmente al caso de variables aleatorias binarias, una consecuencia de este teorema es que
las variables X1, . . . ,Xn son condicionalmente independientes dado P.

1.3
Modelos paramétricos de inferencia

A pesar de contar con un marco teórico para la inferencia bayesiana a través del Teorema de
Representación —que se llegó a denominar «no paramétrico»—, por mucho tiempo se restringió
la modelación a familias paramétricas. Uno de los principales problemas era la falta de modelos
concretos para Q.
Analicemos brevemente el enfoque paramétrico de la inferencia bayesiana —lo que nos servirá

para terminar de aterrizar ideas— comenzando con una versión simplificada del Teorema de
Representación 1.5. Definamos una familia paramétrica de distribuciones

FQ := {Fq : q 2 Q},

donde q es el parámetro de F , de dimensión finita, y toma valores en Q, y supongamos que
Q(FQ) = 1. La integral de (1.2) se simplifica en varios aspectos: ésta se hará sobre el espacio Q y
los posibles valores de P son la misma distribución F pero variando su parámetro, lo que modifica
también a Q(dP). Por tanto, obtenemos la siguiente expresión:

P(X1 2 A1, . . . ,Xn 2 An) =

Z

Q

n

’
i=1

Fq (Ai)p(dq),

y lo que se garantiza es la existencia de la distribución p sobre el espacio Q. Un estudio más formal
de esto se puede ver, por ejemplo, en [3].
Hasta este punto tenemos todos los elementos para explicar completamente la inferencia baye-

siana —paramétrica, por el momento—. Al querer hacer inferencias sobre algún fenómeno aleatorio,
nuestro interés debería de quedar reflejado en la distribución conjunta de las variables observables
ya que es la que tiene relación más directa con lo que sí podemos medir y el fenómeno, además, es
la que utilizaríamos para hacer predicciones —como quedó expresado en la Ecuación (1.1)—, lo cual
nos indica que no podemos asumir independencia y recurrimos al supuesto de intercambiabilidad.
Para fines prácticos, asumir intercambiabilidad sólo nos dice que no importa el orden del muestreo,
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pero también nos permite obtener una manera alternativa para hacer predicciones, pues

P(Yn+1 2 An+1 | Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An) =
P(Y1 2 A1, . . . ,Yn+1 2 An+1)

P(Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An)

=

R
Q ’n+1

i=1 P(Yi 2 Ai | q)p(dq)
P(Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An)

=

Z

Q
P(Yn+1 2 An+1 | q)’n

i=1P(Yi 2 Ai | q)p(dq)
P(Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An)

=

Z

Q
P(Yn+1 2 An+1 | q)P(Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An | q)p(dq)

P(Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An)

=

Z

Q
P(Yn+1 2 An+1 | q)p(dq | Y1 2 A1, . . . ,Yn 2 An).

Esta última igualdad nos indica que la «distribución predictiva» queda expresada en términos de la
verosimilitud de la nueva observación Yn+1 y la distribución posterior de q dada la muestra.
Por lo general —al hacer inferencias— el fenómeno de interés se caracteriza a través de un

parámetro q , al cual se le asigna una distribución inicial y el modelo de los datos depende de
éste, y nuestro conocimiento acerca del parámetro se actualiza a través del Teorema de Bayes.
Operativamente, funciona. Sin embargo, el Teorema de Representación nos garantiza la existencia,
y unicidad, de la distribución inicial p , es decir, este teorema nos proporciona todo el fundamento
teórico para las inferencias.
Esquemáticamente, un modelo bayesiano se expresa especificando las distribuciones de pro-

babilidad asignadas a cada elemento aleatorio involucrado, así como la dependencia entre ellos.
Mínimamente se requiere indicarlo para las variables observables Yi, i = 1, . . . ,n, y para el pará-
metro, q , de su distribución. Así, tenemos

Yi | q ⇠ Fq (Yi) [iid] i = 1, . . . ,n,
q ⇠ p.

1.4
Inferencia no paramétrica

Un aspecto crucial en la modelación bayesiana es la selección de la distribución inicial para el
parámetro q . Es claro que, por ejemplo, el soporte de la distribución posterior correspondiente
depende fuertemente de aquel definido para la distribución inicial. Además, uno de los propósitos
de la distribución inicial es incorporar alguna información sobre el fenómeno bajo estudio. En
los modelos paramétricos, es relativamente fácil entender estas implicaciones y existen diversas
propuestas para tratarlas. Sin embargo, su extrapolación a los modelos no paramétricos no ha sido
trivial.
De manera muy general —en un método estadístico no paramétrico— los supuestos acerca de la

distribución de las variables observables son mínimos. Bajo un enfoque bayesiano, esto significaría
trasladar la incertidumbre del parámetro q al modelo de los datos, i.e. la distribución F . Más aún,
necesitaríamos ser capaces de definir una distribución inicial cuyas realizaciones sean distribuciones
de probabilidad, para luego obtener la distribución posterior correspondiente.
La justificación teórica del enfoque bayesiano no paramétrico se tiene por el Teorema de

Representación 1.5, ya que se garantiza la existencia y unicidad de una «distribución aleatoria» Q
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—esto es, una distribución cuyas realizaciones son distribuciones de probabilidad sobre el espacio
de las observaciones— que modela la distribución, marginal, de las variables observables, P. Esta
descripción, comúnmente, se escribe

Yi | P ⇠ P [iid] i = 1, . . . ,n,
P ⇠ Q.

La distribución posterior se obtiene simplemente al aplicar el Teorema de Bayes. A pesar de esto,
la falta de casos concretos para la distribución aleatoria Q —y, posteriormente, la dificultad de
obtener muestras de la distribución posterior respectiva— frenó el desarrollo de los modelos no
paramétricos.

1.4.1
Proceso Dirichlet

Uno de los primeros trabajos sobre la construcción de distribuciones de probabilidad aleatorias
fueron las distribuciones tailfree, presentadas en [12]. Sin embargo, el proceso Dirichlet, introducido
por Ferguson [10], fue el primer ejemplo concreto y manejable analíticamente para hacer inferencias,
y se considera la piedra angular de la estadística bayesiana no paramétrica. Este proceso se basa en
la distribución Dirichlet.

D��������� �.� (D����������� D��������). Sea X1, . . . ,Xn una sucesión de variables aleatorias
independientes con distribución Gamma con parámetros (ai,1), donde ai � 0 para toda i y ai > 0
para al menos una i, i = 1, . . . ,n. La distribución Dirichlet con parámetro a = (a1, . . . ,an) es la
distribución del vector (Z1, . . . ,Zn), donde

Z j =
Xj

Ân
i=1 Xi

, j = 1, . . . ,n.

Si ai > 0 para toda i, la distribución (n�1)-dimensional del vector (Z1, . . . ,Zn�1) es absolu-
tamente continua con densidad

f (z1, . . . ,zn�1 | a1, . . . ,an) =
G(a1 + · · ·+an)

G(a1) · · ·G(an)

 
n�1

’
j=1

za j�1
j

! 
1�

n�1

Â
j=1

z j

!an�1

,

para (y1, . . . ,yn�1) 2 {(z1, . . . ,zn�1) : z j � 0,Ân�1
j=1 z j  1}.

Utilizando la distribución Dirichlet, Ferguson [10] define el «proceso Dirichlet» a partir de
sus distribuciones finito dimensionales y demuestra su existencia a través de las condiciones de
consistencia de Kolmogorov.

D��������� �.� (P������ D��������). Sea a una medida finita, no nula sobre un espacio medible
(X,X ). Se dice que P es un proceso Dirichlet en (X,X ) con parámetro a , si, para cada k � 1 y
cada partición medible B1, . . . ,Bk deX , la distribución del vector (P(B1), . . . ,P(Bk)) es Dirichlet
con parámetro (a(B1), . . . ,a(Bk)).

7



Entre los atractivos del proceso Dirichlet, principalmente cuando se dio a conocer, está el hecho
de que es modelo «conjugado» —esto significa que la distribución inicial y posterior pertenecen a la
misma familia de distribuciones; para los modelos paramétricos, está la familia exponencial que
tiene esta propiedad, por ejemplo—. Además, a partir de él, se han encontrado muchas maneras
de caracterizarlo, por mencionar sólo algunas, están los procesos con incrementos independientes
normalizados, el proceso Poisson–Dirichlet de dos parámetros y las medidas de probabilidad
aleatorias inducidas mediante la representación stick-breaking; algunos de estas construcciones se
estudiarán en el siguiente capítulo.
Otra característica de este proceso —y de las otras construcciones mencionadas— es que es una

distribución discreta casi seguramente (c.s.); véase, [4]. Por un lado, esto y el siguiente resultado
sentaron las bases para poder implementar computacionalmente modelos de inferencia, y por el
otro, ha permitido que estos procesos sean utilizados en el análisis de conglomerados y en modelos
de mezclas —temas que abordaremos en el último capítulo—.
Blackwell y McQueen en [5] caracterizan el proceso Dirichlet a través de un modelo de urnas,

la conocida «urna de Pólya». Resumimos el resultado en la siguiente proposición.

P���������� 1.8. Una sucesión de variables aleatorias X1,X2, . . . con valores en X es una
sucesión de Pólya con parámetro a si

P(X1 2 ·) = a(·)
a(X) y P(Xi+1 2 · | X1, . . . ,Xi) =

ai(·)
ai(X)

, i � 1,

donde ai(·) = a(·)+Âi
k=1 dXk(·).

Sea X1,X2, . . . una sucesión de Pólya con parámetro a , entonces

1. ai(·)/ai(X) converge c.s., cuando n ! •, a una medida de probabilidad aleatoria
discreta a⇤;

2. a⇤ corresponde al proceso Dirichlet con parámetro a ;

3. dado a⇤, las variables aleatorias X1,X2, . . . son independientes con distribución a⇤.

En el siguiente capítulo continuaremos con el estudio de las distribuciones de probabilidad
aleatorias, también conocidas como «medidas de probabilidad aleatorias» y de otros objetos aleatorios
que son la base teórica para el análisis de conglomerados —las denominadas «particiones aleatorias».
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Capítulo 2

Medidas de probabilidad aleatorias y
particiones aleatorias

El proceso Dirichlet presentado en el capítulo anterior es un ejemplo de medida de probabili-
dad aleatoria. Como se dijo, a partir de la presentación de este proceso, han existido diversas
generalizaciones e investigaciones en esta línea, las cuales —entre otras cosas— permitieron la
expansión y utilización de los modelos de inferencia bayesianos no paramétricos. En este capítulo,
comenzamos estudiando dos generalizaciones del proceso Dirichlet: los procesos con incrementos
independientes normalizados y la representación stick-breaking. Posteriormente, veremos cómo se
deriva un objeto aleatorio que constituye el fundamento teórico para el análisis de conglomerados
—las denominadas «particiones aleatorias»—. Exploraremos en la segunda parte del capítulo cómo
obtener distribuciones de probabilidad para particiones aleatorias basándonos en las medidas de
probabilidad aleatorias de la primera parte.

D��������� �.�. Sean (W,F ,P) un espacio de probabilidad, (X,X ) un espacio completo y
separable y (M,M ) un espacio de medidas de probabilidad sobre X, equipado con la topología
de convergencia débil. Se dice que P : M⇥W ! X es una medida de probabilidad aleatoria si

1. P(m, ·) es una variable aleatoria para cada m 2M;

2. P(·,w) es una medida de probabilidad para cada w 2 W.

Además, por convención, se dirá que una sucesión {y1, . . . ,yn} es una muestra de P si, dada
P = p, las variables yi son condicionalmente independientes y con distribución común p.

2.1
Procesos con incrementos independientes normalizados

Una manera de construir distribuciones aleatorias es a través de la normalización de procesos
estocásticos particulares —procesos con incrementos independientes— y fue presentada en [43]. Algo
interesante de este enfoque es que —de acuerdo con los autores— representa una aproximación
natural al problema de definir una medida de probabilidad aleatoria, ya que la idea es ir de
distribuciones deterministas a aleatorias —definidas en R— considerando sus incrementos en
intervalos disjuntos como variables aleatorias independientes.
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Comenzamos presentando brevemente una clase particular de procesos con incrementos
independientes, los conocidos «procesos de Lévy crecientes»; mayores detalles se pueden encontrar
en, por ejemplo, [44].

D��������� �.� (P������� �� L��� ����������). Un proceso estocástico {xt}t�0 —definido en un
espacio de probabilidad (W,F ,P)— es un proceso de Lévy creciente si

1. x0 = 0 c.s.;

2. existeW0 2F con P(W0) = 1, tal que, para todo w 2 W0, xt(w) es continua por la derecha
en t � 0 y tiene límites por la izquierda en t > 0;

3. para cualquier n � 1 y 0  t0 < t1 < · · ·< tn, las variables aleatorias xt0 ,xt1 �xt0 , . . . ,xtn �
xtn�1 son independientes;

4. la distribución de xs+t �xs no depende de s, esto es (xs+t �xs)
d
= xt para toda s, t � 0;

5. lı́mh!0P(|xt+h �xt |� e) = 0 para toda t � 0 y toda e > 0;

6. xt(w) es creciente c.s. como función de t .

Estos procesos tienen una descomposición única —la conocida descomposición de Lévy-Itó—
definida por la terna (G,d,n). El término G se conoce como término gaussiano —que define
la varianza del componente gaussiano continuo—, d es la deriva —la responsable del desarrollo
promedio del proceso—, y n es una medida en R que satisface

n({0}) = 0 y
Z

R
mı́n(|x|2,1)n(dx)< •,

—llamada medida de Lévy y exhibe la frecuencia y magnitud de los brincos del proceso—. Adicio-
nalmente, su exponente característico también está determinado por esta terna, como lo indica el
siguiente teorema.

T������ 2.3 (Representación de Lévy-Khintchine). Sea {xt}t�0 un proceso de Lévy en R con
terna (G,d,n). Entonces

E
h
e�izxt

i
= ety(z), z 2 R,

donde y —llamado exponente característico—, está dado por

y(z) = idz� 1
2

Gz2
+

Z

R

�
eizx �1� izx1(|x| 1)

�
n(dx),

con 1(A) la función indicadora del evento A.

Nuestro interés está en procesos de Lévy con terna (0,0, tn), ya que son procesos crecientes
de brincos puros. Para estos, su exponente característico está dado por

y(z) =�
Z

R+

(1� ezx
)n(dx),
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además, resulta mejor utilizar la transformada de Laplace, obteniendo

E
h
e�zxt

i
= exp

✓
�t
Z

R+

(1� e�zx
)n(dx)

◆
.

Finalmente, la condición sobre su medida de Lévy queda dada por

n({0}) = 0 y
Z

R+

mı́n(x,1)n(dx)< •.

Para la normalización de procesos de Lévy, consideraremos aquellos definidos en R y con
terna (0,0, tn) tal que n(R+

) = •; esta última condición permitirá que la normalización esté bien
definida. Veamos a continuación dos ejemplos de procesos de Lévy de esta clase.

E������ �.� (P������ G����). Sea {xt}t�0 un proceso de Lévy con brincos Gamma —esto es,
para toda t > 0, xt se distribuye Gamma de parámetros (t,b ) con esperanza t/b—. Entonces, su
transformada de Laplace es

E
h
ezxt
i
=

✓
b + z

b

◆�t
= exp

✓
�t
Z •

0
(1� e�zx

)x�1e�bxdx
◆
.

En este caso, tenemos que
n(dx) = x�1e�bxdx,

y su exponente característico es

y(z) = log
✓

b + z
b

◆
.

Además, n(0+) = • y por tanto n(R+
) = •.

E������ �.� (P������ s -�������). Sea {xt}t�0 un proceso de Lévy con brincos s -estable, para
alguna s 2 (0,1). Este proceso es tal que para cada a > 0, {xat , t � 0} d= {a1/s xt , t � 0}; [25].
En general, no existe una forma analítica para su función de densidad.
La medida de Lévy de una distribución s -estable es

n(dx) = cx�(1+s)dx, c > 0,

tiene transformada de Laplace

E
h
ezxt
i
= exp

✓
�t

cG(1�s)zs

s

◆
,

y su exponente característico es
y(z) =

cG(1�s)zs

s
.

Al igual que el proceso Gamma, se tiene que n(0+) = • y por tanto n(R+
) = •.

Una vez seleccionado el proceso de Lévy, la medida de probabilidad aleatoria se obtiene al
normalizarlo, como se indica en la siguiente definición.

11



D��������� �.�. Sea {xt}t�0 un proceso de Lévy con terna (0,0, tn) cuya medida de Lévy n
sobre R+ tal que satisface n(R+

) = •. Sea a una medida finita, no nula, sobre R con masa total
a := a(R) y sea t = a(�•,x]. Se dice que P es un proceso con incrementos independientes
normalizado con parámetros (a,n), si

P(·) =
xa(·)
xa

.

De la misma manera que con una variable aleatoria, es posible calcular esperanzas, varianzas o
cualquier otro momento para una medida de probabilidad aleatoria. Para estos procesos, la siguiente
proposición los enuncia; en [22] se tienen más detalles.

P���������� 2.7. Si P es un proceso con incrementos independientes normalizado de parámetros
(a,n) y con masa total a. Entonces, para A y B conjuntos medibles, se tiene que

E[P(B)] = a(B)
a

,

Var[P(B)] =
a(B)(a�a(B))

a2 Ia,

Cov[P(A),P(B)] =
aa(A\B)�a(A)a(B)

a2 Ia,

donde

Ia = a
Z

R+

ue�ay(u)
Z

R+

x2e�uxn(dx)du.

Es importante notar que el valor esperado de estas medidas de probabilidad aleatorias sólo
depende de a . En lo que sigue, utilizaremos P0(·) := a(·)/a. Otra característica común con el
proceso Dirichlet es que su distribución predictiva admite una representación a través del esquema
de urnas de Pólya.

P���������� 2.8. Sea X1, . . . ,Xn una muestra de P, con P un proceso con incrementos indepen-
dientes normalizado de parámetros (a,n). Entonces

P[X2 2 B | X1] = (1� Ia)P0(B)+ IadX1(B),

P[Xn+1 2 B | X1, . . . ,Xn] = wnP0(B)+
1
n

k

Â
j=1

wn jdX⇤
j
(B),

donde Ia es como en la proposición anterior, X⇤
1 , . . . ,X

⇤
k denotan los k valores distintos de la

muestra X1, . . . ,Xn y wn y wn j son pesos determinados por la medida de Lévy de P.

Las expresiones para el cálculo de wn y wn j se pueden consultar en [22, Corolario 1].
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E������ �.�, ������������ (P������ G���� �����������). Del proceso Gamma se tiene

E[P(B)] = P0(B),

Var[P(B)] =
P0(B)(1�P0(B))

(1+a)
,

Cov[P(B1),P(B2)] =
P0(B1 \B2)�P0(B1)P0(B2)

(1+a)
,

P[X2 2 B | X1] =
a

(1+a)
P0(B)+

1
(1+a)

dX1(B),

P[Xn+1 2 B | X1, . . . ,Xn] =
a

(n+a)
P0(B)+

1
(n+a)

k

Â
j=1

n jdX⇤
j
(B).

Este proceso corresponde al proceso Dirichlet y es la definición alternativa dada por [10, Sección 4].

E������ �.�, ������������ (P������ s–������� �����������). Del proceso s–estable se tiene

E[P(B)] = P0(B),
Var[P(B)] = P0(B)(1�P0(B))(1�s),

Cov[P(B1),P(B2)] = (P0(B1 \B2)�P0(B1)P0(B2))(1�s),

P[X2 2 B | X1] = sP0(B)+(1�s)dX1(B),

P[Xn+1 2 B | X1, . . . ,Xn] =
sk
n

P0(B)+
1
n

k

Â
j=1

(n j �s)dX⇤
j
(B).

2.2
Representación stick-breaking

Como se dijo, una característica del proceso Dirichlet —que comparten las medidas de probabilidad
aleatorias anteriores— es que sus realizaciones son discretas c.s. Esto significa, que si P se distribuye
de acuerdo a alguna de estas medidas, se puede escribir de la siguiente manera:

P(·) =
•

Â
j=1

WjdZ j(·), (2.1)

donde la sucesión de pesos aleatoriosW1,W2, . . . es tal queWj > 0, j = 1,2, . . . , y suman uno c.s.
y es independiente de la sucesión de localizaciones aleatorias Z1,Z2, . . . . La forma, o distribución,
de los pesos no siempre se puede encontrar para un proceso con incrementos independientes
normalizado, es por esta razón que a continuación estudiaremos distribuciones aleatorias que se
pueden escribir como (2.1).
Una manera de definir los pesos aleatorios es utilizando un procedimiento denominado «asigna-

ción residual», que es mejor conocido por su término en inglés «stick-breaking».

D��������� �.� (R������������� �����-��������). Una sucesión de variables aleatoriasW1,W2, . . .
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se dice que tiene una representación «stick-breaking» si tienen la siguiente forma

W1 =V1, y Wj =Vj ’
l< j

(1�Vl), j > 2,

para una sucesión de variables aleatorias V1,V2, . . . con valores en (0,1).

Un caso de gran interés es el proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros —introducido en [38]—
que está basado en la distribución de probabilidad con el mismo nombre, la cual surge del estudio
de distribuciones asintóticas de frecuencias relativas aleatorias.

D��������� �.�� (P������ P������-D�������� �� ��� ����������). Se dice que una medida de
probabilidad aleatoria P de la forma (2.1) tiene distribución de acuerdo con un proceso Poisson-
Dirichlet de dos parámetros (s ,q) si

1. la sucesión de localizaciones aleatorias Z1,Z2, . . . son independientes y con distribución
común P0 no atómica,

2. los pesos aleatoriasW1,W2, . . . tienen representación stick-breaking tal que las variables Vj ,
j = 1,2, . . . , son independientes y con distribución Beta de parámetros (1�s ,q + js)

para algunas 0  s < 1 y q >�s .

Este proceso es de interés porque contiene a los dos ejemplos de procesos con incrementos
independientes normalizados presentados anteriormente. Si s = 0 y q = a , se obtiene el proceso
Gamma normalizado —o proceso Dirichlet—, mientras que si q = 0, se obtiene el proceso s -estable
normalizado.
Por otro lado, este proceso también admite una representación de urna para su distribución

predictiva; véase, por ejemplo, [39, Ejemplo 16], para más detalles.

P���������� 2.11. Sea X1, . . . ,Xn una muestra del proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros
(s ,q) y supóngase que X1 tiene distribución P0 no atómica. Entonces, la distribución predictiva
para este proceso es

P[Xi 2 · | X1, . . . ,Xi�1] =
q +sk

q + i�1
P0(·)+

k

Â
j=1

n⇤j �s
q + i�1

dX⇤
j
(·), i = 2, . . . ,n, (2.2)

donde X⇤
1 , . . . ,X

⇤
k es el conjunto de los k valores únicos (o distintos) de X1, . . . ,Xi�1, cada uno

con frecuencia n⇤j , j = 1, . . . ,k.

E������ �.��. El proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros (0,a) corresponde al proceso
Dirichlet con parámetro a (Ejemplo 2.4). En este caso, su distribución predictiva está dada por

P[Xn 2 · | X1, . . . ,Xn�1] =
q

q +n�1
P0(·)+

1
q +n�1

k

Â
j=1

dX⇤
j
(·).
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E������ �.��. El proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros (s ,0) corresponde al proceso
s -estable normalizado (Ejemplo 2.5) y su distribución predictiva está dada por

P[Xn 2 · | X1, . . . ,Xn�1] =
sk

n�1
P0(·)+

1
n�1

k

Â
j=1

(n⇤j �s)dX⇤
j
(·),

2.3
Particiones aleatorias

La representación de urna de Pólya de las distribuciones aleatorias presentadas en las secciones
anteriores es otra manera de ver su naturaleza discreta. Supongamos que secuencialmente obser-
vamos la muestra, iniciando con X1, que será un valor aleatorio de acuerdo con P0; la segunda
observación puede ser igual a X1 o un nuevo valor, de acuerdo con P0; así sucesivamente.
Si nos concentramos en los valores de la muestra completa, X1, . . . ,Xn, es claro que existirán

valores repetidos. Equivalentemente, únicamente habrá k  n valores diferentes. Al obtener otra
realización del mismo tamaño, sucederá lo mismo, pero la configuración y cantidad de valores
diferentes cambiará. Si posteriormente agrupamos la muestra de acuerdo con el valor de cada
Xi, tenemos que todos los posibles agrupamientos están en biyección con una clase combinatoria
conocida como el «conjunto de particiones» —el término partición tiene el mismo significado que
en teoría de conjuntos—.
La importancia de esta clase combinatoria es que codifica todas las posibles maneras en que

un conjunto de elementos puede ser agrupado. En otras palabras, es el soporte para los problemas
de análisis de conglomerados que estudiaremos en el siguiente capítulo. Por tanto, tenemos en
las distribuciones aleatorias una herramienta probabilística para definir modelos de inferencia
bayesiana, no paramétrica, útiles para el análisis de conglomerados.
Veamos un ejemplo concreto del conjunto de particiones y cómo se relacionan con las realiza-

ciones de una medida aleatoria discreta c.s.

E������ �.��. Supongamos que tenemos tres elementos e1, e2, y e3. Entonces, todas las posibles
formas de agruparlos son las siguientes:

{{e1,e2,e3}}, {{e1},{e2,e3}}, {{e1,e2},{e3}}, {{e1,e3},{e2}}, {{e1},{e2},{e3}}.

Así, por ejemplo, la partición {{e1,e2,e3}} nos indica que los tres elementos se agruparon juntos
en un mismo «bloque», mientras que {{e1},{e2},{e3}} nos indica que cada elemento está en un
bloque diferente.
Si tomamos una muestra de tamaño tres de una medida aleatoria P, una realización de

(X1,X2,X3) es (x,x,x) —esto es, se observó el mismo valor siempre— y corresponde a la parti-
ción {{e1,e2,e3}}. Otra realización es (x,y,z) —donde todos los valores son diferentes— siendo
{{e1},{e2},{e3}} la partición asociada.

Denotemos porP[n] al conjunto de todas las particiones para un conjunto de n elementos. Es
claro que no importa qué elementos se agrupen, sino cómo lo hacen; por esta razón, se acostumbra
utilizar al conjunto [n] := {1, . . . ,n} cuando se estudia el conjunto de particiones.
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D��������� �.�� (P�������� ���������). Una partición aleatoria Pn es una variable aleatoria con
valores enP[n].

A continuación examinaremos algunas formas de obtener la distribución de probabilidad de
una partición aleatoria.

2.3.1
Distribuciones basadas en sucesiones de variables aleatorias intercambiables

Supongamos que una muestra (X1, . . . ,Xn) de tamaño n se obtiene de una medida de probabilidad
P como en (2.1) —esto es, las variables son condicionalmente independientes e idénticamente
distribuidas con distribución P—. Al ser P una distribución discreta, la probabilidad de que existan
observaciones repetidas es positiva, i.e. P[Xi = Xj]> 0 para i 6= j. Denotemos por Kn el número de
valores diferentes en la muestra, y sean tales valores (X⇤

1 , . . . ,X
⇤
Kn
); notemos que Kn es una variable

aleatoria. Sea (N1, . . . ,NKn) el vector de frecuencias de cada X⇤
i . Tenemos, entonces, que Kn  n

y Âk Nk = n c.s. Debido a que la muestra es una sucesión de variables aleatorias intercambiables,
la distribución conjunta del vector (Kn,N1, . . . ,NKn) se puede calcular como

P(Kn = k,N1 = n1, . . . ,NKn = nk) =

Z

Xk
EQ (Pn1(dx1) · · ·Pnk(dxk)) , (2.3)

esto es, estamos calculando la probabilidad de observar k valores distintos en una muestra de
tamaño n de P, donde cada uno de ellos aparece exactamente n j veces para j = 1, . . . ,k.
Observemos que los valores diferentes en la muestra inducen una partición, {C1, . . . ,Ck}

del conjunto [n], donde cada bloque es tal que Cj = {i : Xi = X⇤
j } para j = 1, . . . ,k. Por tanto,

existe una correspondencia uno a uno entre cada elemento deP[n] y cada posible realización del
vector aleatorio (Kn,N1, . . . ,NKn), y podemos definir una distribución de probabilidad para alguna
partición aleatoria Pn —una vez que seleccionemos la medida Q—.

2.3.2
Distribuciones de probabilidad sobre particiones intercambiables

La distribución de probabilidad definida en la Ecuación (2.3) posee dos características especiales.
La primera de ellas se conoce como «consistencia», que básicamente nos dice que la distribución
no cambia conforme el tamaño de la muestra incrementa. Esta propiedad fue introducida por
Kingman [26,27] y en el caso particular de (2.3), [1] demuestra que esta clase de distribuciones es
consistente.
La segunda característica de estas distribuciones se le conoce como «intercambiabilidad». No

debe confundirse la intercambiabilidad de la Sección (1.2) —de hecho, un mejor nombre para
la propiedad que estudiaremos a continuación es «simetría», pero la literatura adoptó el primer
nombre—. Este término fue introducido por Kingman [28] y Aldous [1].

O���������� �.��. Para cualquier entero positivo n, una composición del entero n es una sucesión
de enteros positivos (n1, . . . ,nk) tales que n1 + · · ·+nk = n. Sea

Dn,k :=

(
(n1, . . . ,nk) : n j � 1,

k

Â
j=1

n j = n

)
(2.4)
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el conjunto de todas las composiciones del entero n con exactamente k términos.

D��������� �.��. Una partición aleatoria Pn es intercambiable si, para cualquier partición p =

{p1, . . . ,pk} 2 P[n]
P(Pn = p) = P(Pn = r(p)), (2.5)

para toda permutación r en el grupo simétrico actuando sobre el conjunto [n] Equivalentemente,

P(Pn = {p1, . . . ,pk}) = P(n)
k (n1, . . . ,nk), (2.6)

para alguna función simétricaP(n)
k : Dn.k ! [0,1], con n j := #p j , j = 1, . . . ,k, y donde #p j denota

el número de elementos en p j . Adicionalmente, la función P(n)
k se llama función de probabilidad

sobre particiones intercambiables (FPPI).

Las FPPIs constituyen una herramienta muy importante en el estudio de las particiones aleatorias.
De hecho, mucha de la literatura sobre el tema se centra en particiones aleatorias intercambiables.
También notemos que todas las particiones aleatorias inducidas por el Teorema de representación
de de Finetti, Ecuación (2.3), son intercambiables, ya que es claro que esta ecuación es una función
simétrica con respecto a (n1, . . . ,nk). Por tanto, podemos definir una FPPI haciendo

P(n)
k (n1, . . . ,nk) := P(Kn = k,N1 = n1, . . . ,NKn = nk).

O���������� �.��. La propiedad de intercambiabilidad en las FPPIs es muy útil en los análisis
bayesianos al utilizarla como distribución inicial, ya que (i) la probabilidad de cualquier partición
no depende de los valores de la muestra —es decír, no depende de qué vamos a agrupar— sino
sólo del tamaño de cada bloque, y (ii) la simetría no favorece ninguna partición particular entre
aquellas que tengan el mismo número de bloques.

También es importante mencionar que —al trabajar con particiones aleatorias intercambiables—
la propiedad de consistencia es equivalente a la denominada «regla de la adición». En otras palabras,
una FPPI es consistente si satisface

P(n)
k (n1, . . . ,nk) = P(n+1)

k+1 (n1, . . . ,nk,1)+
k

Â
j=1

P(n+1)
k (n1, . . . ,n j +1, . . . ,nk).

Notemos que no toda partición intercambiable es consistente.

Familias de funciones de probabilidad sobre particiones intercambiables

A continuación presentaremos dos casos específicos de FPPIs. La primera familia se obtiene de los
procesos con incrementos independientes normalizados. La segunda es una construcción diferente
y tiene relación con el proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros.

Procesos con incrementos independientes normalizados Retomando los procesos con incre-
mentos independientes normalizados de la Sección 2.1, podemos definir una FPPI como sigue

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =

1
G(n)

Z •

0
un�1e�y(u)

k

’
j=1

Z

X
tn j(u)a(dx)du, (2.7)

17



para a una medida positiva, finita y no atómica, y(u) es el exponente característico del proceso, y
tm(u) se define, para cualquier m � 1, como

tm(u) =
Z

R+

sme�usn(ds),

con n la medida de Lévy correspondiente.

E������ �.�, ������������. La FPPI asociada al proceso Gamma normalizado —o proceso
Dirichlet— está dada por

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =

q k

(q)n"

k

’
j=1

G(n j),

donde (x)n" denota el símbolo de Pochhammer —definido por (x)n" := ’n�1
j=0(x+ j) con (x)0" =

1—. Esta expresión coincide con la presentada en [2].

E������ �.�, ������������. Para el proceso s -estable normalizado, tenemos que su FPPI asociada
es

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =

s k�1G(k)
G(n)

k

’
j=1

(1�s)n j�1",

para 0 < s < 1.

Particiones aleatorias tipo Gibbs Pitman [40] proporciona una construcción general para distri-
buciones de probabilidad aleatorias discretas c.s. Como caso particular existen las denominadas
«iniciales tipo Gibbs» —introducidas por [15]—. Nosotros únicamente presentamos la forma de la
FPPI para estas distribuciones.

D��������� �.��. Sea P una medida de probabilidad aleatoria como en (2.1). Entonces, decimos
que P es una medida aleatoria tipo Gibbs si, para toda 1  k  n y cualquier composición del
entero n, (n1, . . . ,nk), su FPPI se puede escribir como

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =Vn,k

k

’
j=1

(1�s)n j�1",

para algún 0  s < 1.
Los pesos Vn,k deben satisfacer la siguiente ecuación recursiva

Vn,k = (n�sk)Vn+1,k +Vn+1,k+1,

para cualquier n � 1 y 1  k  n, con V1,1 = 1.

E������ �.��. El proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros (s ,q) es una inicial tipo Gibbs
cuyos pesos Vn,k están dados por

Vn,k =
’k�1

i=1 (q + is)

(q +1)n�1"
, (2.8)
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para algunas 0  s < 1 y q >�s , obteniendo así la FPPI

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =

’k�1
i=1 (q + is)

(q +1)n�1"

k

’
j=1

(1�s)n j�1".

Distribuciones de producto de particiones Las «distribuciones de producto de particiones» —o
«modelos de producto de particiones»— fueron propuestas por Hartigan [17] para tratar problemas
de clasificación bajo un enfoque bayesiano paramétrico. Sin embargo, resultan de interés porque
comprende algunos de los enfoques ya estudiados para las FPPIs; véase [42] y [31] para un estudio
más a fondo.

D��������� �.��. Sea Pn una partición aleatoria. Una distribución de producto de particiones es
una distribución de probabilidad para Pn dada por

P(Pn = {p1, . . . ,pk}) = M
k

’
j=1

c(p j),

para cualquier {p1, . . . ,pk} 2 P[n], y donde c : [n]! R+[{0} es una función cohesión y M es
la constante de normalización, i.e.

M�1
= Â

p2P[n]

#p

’
j=1

c(p j),

con #p el número de bloques en la partición p .

Una distribución de producto de particiones será intercambiable o consistente de acuerdo con
la función cohesion seleccionada. Por ejemplo, si c(p j) = qG(#p j), para alguna q > 0, obtenemos
la FPPI inducida por el proceso Dirichlet.

2.3.3
Distribución de probabilidad sobre el número de bloques

Como he comentó, al trabajar con particiones aleatorias, se define directamente una variable aleatoria
—que denotamos por Kn— la cual modela el número de bloques en la partición. Esta representa
una herramienta muy valiosa tanto a nivel teórico como aplicado. Para las FPPIs presentadas
anteriormente, daremos la distribución de esta variable; en el siguiente capítulo profundizaremos
en su aplicación.
Para iniciales tipo Gibbs, la distribución de Kn se puede escribir como

P(Kn = k) =
Vn,k

s k G(n,k,s), k = 1, . . . ,n,

donde G(n,k,s) denota el número de Stirling generalizado —o coeficiente factorial generaliza-
do— definido como

G(n,k,s) =
1
k!

k

Â
j=0

✓
k
j

◆
(�1) j

(� js)n".
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E������ �.�, ������������. La distribución de Kn para el proceso Dirichlet de parámetro q está
dada por

P(Kn = k) =
c(n,k)q k

(q)n"
, k = 1, . . . ,n,

donde c(n,k), k = 1, . . . ,n, denota el número de Stirling de primera clase sin signo. Su valor
esperado es

E(Kn) =
n

Â
i=1

q
q + i�1

.

Además, [30] obtuvieron que
Kn

logn
! q , n ! •.

E������ �.�, ������������. Para el proceso s -estable normalizado, tenemos

P(Kn = k) =
G(k)

sG(n)
G(n,k,s), k = 1, . . . ,n,

y

E(Kn) =
(1+s)n�1"

G(n)
.

E������ �.��, ������������. Para el proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros, la distribución
de Kn es

P(Kn = k) =
’k�1

i=1 (q + is)

s k(q +1)n�1
G(n,k,s) k = 1, . . . ,n.

Además,
E(Kn) =

(q +s)n"
s(q +1)n�1"

� q
s
,

Con relación a su crecimiento asintótico, [41] demuestra que

Kn

ns ! Yq/s a.s., n ! •,

donde Yq tiene función de densidad dada por

f (y) =
G(qs +1)
sG(q+1)

yq�1�1/s fs (y�1/s
),

para q� 0 y donde fs (·) es la función de densidad de una variable aleatoria positva con distribución
estable de parámetro s .
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Capítulo 3

Análisis de conglomerados y modelos de
mezclas

Uno de los propósitos principales de este documento es dar los elementos para el análisis de datos
bajo un enfoque bayesiano no paramétrico. Adicionalmente —como se ha podido observar— en la
teoría presentada, surge de manera directa el problema de agrupación y se le da un tratamiento
probabilístico. Es por esto que en este capítulo abordaremos un problema muy importante en el
análisis de datos —que tiene diferentes nombres, de acuerdo con la disciplina en donde se esté—;
para los estadísticos, se conoce como «análisis de conglomerados». Explicaremos dos enfoques que
se utilizan para trabajar este problema; el más conocido se basa en «modelos de mezclas», mientras
que el segundo es una aplicación directa de la inferencia bayesiana donde el parámetro de interés
es una partición aleatoria.

3.1
Modelos de mezclas

Los modelos de mezclas (de densidades de probabilidad) son de gran interés en diferentes contextos
debido a su capacidad para modelar la heterogeneidad. De manera simple, si el histograma de
los datos muestra diversas modas, entonces, un modelo de mezclas es un candidato para definir
su distribución de probabilidad. Formalmente, decimos que una muestra aleatoria Y1, . . . ,Yn se
distribuye de acuerdo con un modelo de mezclas si su distribución de probabilidad admite la
siguiente forma para su función de densidad

f (y) =
M

Â
j=1

w jg j(y | x j), (3.1)

donde w1, . . . ,wM son pesos no negativos que suman uno, y g j es una función kernel —e.g. una
función de densidad— para cada j, y con parámetro x j . Es frecuente asumir un número finito de
componentes, M < •, aunque veremos más adelante que existen modelos con un número infinito.
Además, se suele utilizar una misma función kernel para todas las componentes y únicamente se
deja libre su parámetro, esto es g j(· | x j) = g(· | x j) con x j un parámetro de dimensión finita.
Uno de los primeros estudios sobre modelos de mezclas fue presentado por Pearson [37], y desde

entonces se ha creado muchísima literatura al respecto. Algunas referencias con un tratamiento
estadístico del tema son [46], [35], [34] y [13] sólo por mencionar algunas; además, estos modelos
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también se encuentran en libros sobre aprendizaje automático, un disciplina dentro de las Ciencias
de la Computación. Sin embargo, una de las interpretaciones de estos modelos —la cual muestra su
atractivo en la práctica— fue dada por Feller [9].
Asumamos que una población está conformada por M categorías —también llamadas «grupos»

o «subpoblaciones»— cada una con proporción relativa w j , para j = 1, . . . ,M. Por «categoría» se
entiende que la característica de interés —representada por el parámetro x j— es homogénea dentro
del grupo pero heterogénea entre grupos diferentes. De esta manera, en la práctica, uno de los
principales intereses es describir las subpoblaciones (latentes) en términos de su proporción relativa,
dada por w j , y su característica de interés, x j , que las define.
A pesar de lo sencilla que resulta esta interpretación, en la práctica, ha sido muy difícil de lograr.

Pero por el momento, no abordaremos estos problemas.
Existen muchas metodologías que hacen estimación de los parámetros de un modelo de mezclas

con un número finito y fijo de componentes. Se puede revisar la literatura ya mencionada. Nosotros
nos enfocaremos en el caso donde, potencialmente, se tiene un número infinito de ellas.
El primer trabajo que estudia modelos «infinitos» de mezclas bajo un enfoque bayesiano no

paramétrico fue dado por Lo [32], quien utiliza el proceso Dirichlet para definir los pesos de la
mezcla y los parámetros del kernel. Sin embargo, como ya se mencionó, tuvieron que pasar varios
años antes de poder implementar para casos reales este enfoque. A partir del trabajo de Escobar y
West [8], la popularidad de los modelos infinitos de mezclas creció.
El modelo de Lo se puede generalizar a cualquier medida de probabilidad aleatoria discreta c.s.

Recordando de la Sección 2.2, estas medidas de probabilidad se pueden escribir como

P(·) =
•

Â
j=1

w jdx j(·), (3.2)

donde w j son variables aleatorias con valores en (0,1), para toda j � 1, y son tales que suman
uno c.s., las variables x j son variables aleatorias independientes y con la misma distribución que
toman valores en un espacio X, y ambas sucesiones son independientes entre sí. La distribución de
las variables x j , denotada por P0, debe ser no atómica.
Cuando se utiliza un modelo de mezclas, se dice que se sigue un enfoque «basado en modelos» [11].

Debido a que cada función kernel, g, es una función de densidad, las observaciones que sean
asociadas a una componente particular se modelaran probabilísticamente de acuerdo con esa
distribución, digamos G. Si se elige una distribución G diferente, es probable que sean otras
observaciones las que se asocien a la misma componente. Por el momento, sólo asumamos que se
ha elegido una función de densidad g que será la función kernel del modelo de mezclas.
Si la función kernel g tiene parámetro x, el cual se mezcla utilizando una distribución aleatoria

como (3.2), obtenemos lo siguiente

f (y) =
Z

X
g(y | x)P(dx) =

•

Â
j=1

w jg(y | x j). (3.3)

Notemos que se obtiene una función de densidad como en (3.1), pero con un número infinito de
componentes. En particular, si la distribución de P es el proceso Dirichlet, recuperamos el modelo
propuesto por Lo, el cual se conoce por el nombre de «modelo de mezclas del proceso Dirichlet».
Por tanto, tenemos en (3.3) una clase muy amplia de modelos «no paramétricos» de mezclas,

sólo necesitamos cambiar la distribución aleatoria P.
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3.2
Análisis bayesiano de modelos de mezclas

Para entender mejor cómo hacer inferencias utilizando un modelo de mezclas como (3.3), lo
escribimos de manera esquemática como sigue

Yi | Xi ⇠ g(Yi | Xi), [ind] i = 1, . . . ,n, (3.4)
Xi | P ⇠ P, [iid]

P ⇠ Q.

Contamos con una muestraY1, . . . ,Yn donde cada una,Yi, se modela de acuerdo con una distribución
g de parámetro Xi; a esto nos referimos con un enfoque basado en modelos. La segunda y tercera
líneas en el esquema es un modelo bayesiano no paramétrico como en el primer capítulo. Notemos
que —al ser P una distribución discreta y por lo que ya se explicó en el capítulo anterior— los valores
de los parámetros X1, . . . ,Xn pueden estar repetidos, los cual ocasiona que distintas observaciones
sean modeladas por la misma distribución, digamos g(· | X⇤

j ).
Si la distribución P admite una representación de urna de Pólya, será posible integrar la

distribución P, y se obtiene el siguiente modelo

Yi | Xi ⇠ g(Yi | Xi), [iid] i = 1, . . . ,n
X1, . . . ,Xn ⇠ n(X1, . . . ,Xn),

con n una distribución conjunta —precisamente la obtenida por el esquema de Urnas asociada a la
distribución aleatoria—. Este fue el modelo presentado por Escobar y West [8] utilizando el proceso
Dirichlet.
La forma estándar de hacer inferencia bayesiana es a través de métodos numéricos, debido

a la complejidad de las distribuciones posteriores resultantes. Los métodos más utilizados se
conocen como métodos Monte Carlo vía cadenas de Markov. Un caso particular es el denominado
muestreador de Gibbs.
Para obtener muestras de la posterior correspondiente, notemos que los parámetros son

intercambiables, por lo que se pueden obtener las distribuciones condicionales completas para cada
parámetro Xi, que tienen la misma forma para cualquiera, y es

p(Xi | X�i,Y ) = q⇤i,0 p(Xi | Yi)+

ki,n�1

Â
j=1

q⇤i, jdX⇤
i, j
(Xi), i = 1, . . . ,n,

con X�i := {X1, . . . ,Xi�1,Xi+1, . . . ,xn}, y donde X⇤
�i = {X⇤

i,1, . . . ,X
⇤
i,ki,n�1

} son tales que ki,n�1 va-
lores distintos del vector X�i; aquí, el subíndice negativo indica que al vector completo se le elimina
la i-ésima.
Los pesos qi,0, . . . ,qi,ki,n�1 quedan determinados por la distribución P seleccionada. Por ejemplo,

para el proceso Poisson-Dirichlet de dos parámetros (s ,q), tenemos

qi,0 µ(q + ki,n�1s)

Z

X
p(Yi|x)P0(dx),

q⇤i, j µ(n⇤i, j �s)p(Yi|X⇤
i, j), j � 1,
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donde P0 es la medida base de P, y (n⇤i,1, . . . ,n⇤i,ki,n�1
) son las frecuencias de los parámetros X⇤

�i.
Una mejora para este método fue propuesta por Mac Eachern [33]. Debido a que la probabilidad

de generar un nuevo valor para los parámetros X⇤
j disminuye considerablemente en el método

original, podían pasar muchas iteraciones antes de obtener un mejor valor. La modificación
propuesta consiste en introducir una serie de variables indicadoras Di, i = 1, . . . ,n, las cuales
identifican a qué componente de la mezcla la i-ésima observación está asociada —esto es, Di = j
si y sólo si Xi = X⇤

j , donde {X⇤
1 , . . . ,X

⇤
k⇤} son los k⇤ valores diferentes en {X1, . . . ,Xn}—. Así, el

paso extra consiste en actualizar cada X⇤
j , j = 1, . . . ,k⇤, utilizando su distribución posterior

p(X⇤
j | · · ·) µ P0(X⇤

j ) ’
Di= j

g(Yi | X⇤
j ), j = 1, . . . ,k⇤. (3.5)

3.2.1
Estimación de la densidad

Una vez que se obtienen muestras de la distribución posterior del modelo en (3.4), podemos hacer
diferentes tipos de estimaciones. La primera de ellas es acerca de la distribución de probabilidad
de las observaciones, la cual es una mezcla de densidades. El muestreador de Gibbs es una clase
particular de método Monte Carlo, por lo que sus estimadores se basan en promedios de ciertas
cantidades que se simulan por un número determinado de iteraciones.
Supongamos que el método de muestreo iteró T veces. Durante cada una de ellas, se obtuvo

una muestra de k⇤ valores de los parámetros {X⇤
1 , . . . ,X

⇤
k⇤} y se tiene también el número de

observaciones Yi que se asocian a cada uno de ellos, que son las frecuencias (n⇤1, . . . ,n⇤k⇤). Entonces,
en cada iteración t , se puede construir una función de densidad —que es una mezcla— dada por

f (t)(y) = w(t)
1 g(y | X⇤(t)

1 )+ · · ·+w(t)
k⇤(t)

g(y | X⇤(t)
k⇤(t)

),

donde las variables w1, . . . ,wk⇤ son los pesos de cada componente y están dados por w j = n j/n,
con n el tamaño de la muestra. Hicimos explícito el número de la iteración con el superíndice (t).
Por tanto, el «estimador Monte Carlo» de la densidad está dado por

f̃ (y) =
1
T

T

Â
t=1

k⇤(t)

Â
j=1

w(t)
j g(y | X⇤(t)

j ),

Existen otros métodos de muestro para modelos de mezclas bajo esta perspectiva bayesiana no
paramétrica que fueron desarrollados posteriormente; véase [21,24,36,47] por mencionar algunos.

3.3
Análisis de conglomerados

Otra estimación de interés que se puede obtener del modelo anterior es la estructura de agru-
pamiento de la muestra Y1, . . . ,Yn. Debido a que los parámetros X1, . . . ,Xn son una muestra de
una distribución aleatoria discreta c.s., P, se está induciendo una partición de estos de acuerdo
con sus valores diferentes X⇤

j , como ya se ha estudiado. Sin embargo, esta partición también
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induce automáticamente un agrupamiento al nivel de las observaciones; denotemos por p a este
agrupamiento.
Este estimador p es justamente el propósito en cualquier método de análisis de conglomerados,

ya que particiona a la muestra de acuerdo a algún criterio —en nuestro caso, es que se modelan por
la misma distribución de probabilidad—. Utilizando el método de urnas de Pólya, el agrupamiento
de la muestra p se obtiene haciendo

p j = {Yi : Xi = X⇤
j }, j = 1, . . . ,k⇤,

donde p = {p1, . . . ,pk⇤}.
Cabe resaltar que el modelo de urnas de Pólya aplicado al análisis de conglomerados proporciona

información adicional valiosa. Por un lado —y es una característica muy importante— estos modelos
no paramétricos infieren también el número de grupos en la muestra, que anteriormente fue definido
por la variable aleatoria Kn y en este capítulo se denotó por k⇤ por simplicidad. Prácticamente
cualquier otro método para el análisis de conglomerados requiere que se fije el número de grupos
que se desean detectar, lo cual es una desventaja, principalmente cuando se da un valor muy
pequeño. Si este parámetro se modela con una variable aleatoria, el método de simulación se puede
complicar grandemente; para métodos bayesianos, esto por lo general requiere utilizar algún método
Monte Carlo vía cadenas de Markov «transdimensional».
Por otro lado, el método de muestreo contiene también los parámetros X⇤

j que caracterizan
a cada subpoblación. Así que, si condicionamos a una partición p̂ , podremos también dar una
estimación de los parámetros de cada grupo p̂ j .

3.3.1
Inferencia utilizando particiones aleatorias

Un enfoque alternativo para hacer inferencias sobre la estructura de agrupamiento, p , es utilizando
directamente una partición aleatoria P. Esquemáticamente, para una muestra de n observaciones,
Y1, . . . ,Yn, tenemos el modelo

Yi | X⇤
j ,P ⇠ g(Yi | X⇤

j )1(i 2 P j), [ind] i = 1, . . . ,n,
X⇤

j | P ⇠ P0, [iid] j = 1, . . . ,k⇤,
P ⇠ µ0,

donde P j es el j-ésimo bloque de la partición. Hacemos el mismo supuesto distribucional sobre
las observaciones pertenecientes a un mismo grupo, esto es, que siguen cierta distribución g de
parámetro Xj . La distribución P0 debe ser no atómica y µ0 es una distribución de probabilidad
para particiones aleatorias. Esta última distribución puede ser una FPPI, aunque el esquema de
simulación puede no ser tan fácil de obtener. Sin embargo, el esquema de urnas de Pólya de la
sección anterior es prácticamente equivalente a este segundo modelo.
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Ejercicios

1. Sea X1,X2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes. Demuestre que la sucesión
es intercambiable.

2. Utilizando la representación stick-breaking para el proceso Dirichlet, realice lo siguiente.

a) Sea P0 una distribución normal estándar. Grafique muestras de la distribución aleatoria
P haciendo el parámetro de masa total a = 0,1,1,10. (Tendrá que truncar la medida
a m sumandos.)

b) ¿Cómo influye el valor de a en la distribución del número de bloques, Kn, que se
induce?

3. Diseñe un algoritmo para obtener muestras de la distribución predictiva del proceso Poisson-
Dirichlet de dos parámetros.

4. Implemente el algoritmo anterior y obtenga una estimación Monte Carlo de las probabilidades
para la partición aleatoria inducida y del número de bloques.

5. Sea {xt}t�0 un proceso de Lévy creciente con terna (0,0,n) donde

n(ds) =
s�(1+s) exp(�ts)

G(1�s)
ds,

con G la función gamma, y donde s 2 (0,1) y t � 0. Calcule la FPPI inducida.

6. Para las siguientes FPPIs, indique si se cumple la regla de la adición.

a) Sea q > 0,

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =

q k

(q)n"

k

’
j=1

G(n j). (3.6)

b) Sea P0(n)
k una FPPI,

P(n)
k (n1, . . . ,nk) =

1
k!

✓
n

n1, . . . ,nk

◆
P0(n)

k (n1, . . . ,nk),

con n = n1 + · · ·+nk.

7. Para la EPPI en (3.6), fije n = 4 y q = 1. ¿Cuál es la partición modal, p̃? ¿El número de
bloques en p̃ coincide con la moda de Kn? Explique.
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