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Introduccién

En muchas de nuestras actividades diarias debemos tomar decisiones. Estas pueden no ser simples
de tomar debido a que vivimos rodeados de eventualidades que nos imposibilitan conocer con
certeza el rumbo de las cosas. Dentro de las Matematicas, existen dos ramas de estudio que
fueron concebidas para tratar de afrontar estas situaciones: la Probabilidad y la Estadistica. La
Probabilidad provee las herramientas para modelar la «incertidumbre», mientras que la Estadistica
utiliza la evidencia disponible y, echando mano de las herramientas probabilisticas, nos ayuda a
tomar decisiones informadas. Pero vamos més alla. En general, debido a que muchos fenémenos
—naturales o sociales— se desarrollan bajo ambientes de incertidumbre y es necesario tener un
mejor entendimiento de ellos; los interesados recurren a la Estadistica para contestar sus preguntas
acerca de estos.

Ahora bien, un elemento fundamental para lograr lo anterior son los «datos». Sin entrar en
demasiados detalles, existe un proceso largo y complejo para determinar qué datos utilizar que
nos sean ttiles o nos permitan responder la pregunta o investigacién de interés —formulada como
una hip6tesis—; es un proceso de abstraccién en el cual intervienen diferentes disciplinas y cuyo
propdsito es definir las variables y los métodos a utilizar que vayan de acuerdo con la hipétesis y
permitan confirmarla o refutarla. El siguiente paso consiste en hacer las mediciones de las variables,
esto es —en un lenguaje estadistico—, registrar las observaciones. Cada observacién es un dato,
nuestra materia prima para utilizar cualquier procedimiento estadistico. Con base en los datos,
obtendremos informacién que nos permitird dar una respuesta a nuestra interrogante; en términos
estadisticos, haremos inferencias.

Si bien la descripcién anterior ha sido la forma de trabajo habitual para quienes hacen Estadistica
—aunque su participacion en las diferentes etapas puede darse en mayor o menor medida— notemos
que, desde otra perspectiva, la aplicacién de este flujo de trabajo nos lleva a «aprender» acerca de
cierto fenémeno de interés. Podriamos utilizar algtin otro método —no estadistico— para analizar
los datos, y atn asf aprender; la clave es poder extraer informacién de los datos. De esta manera
se tienen métodos computacionales —englobados en lo que se conoce como Inteligencia Artificial,
y mas cercano a nuestros propdsitos, el Aprendizaje Automatico (del inglés Machine Learning)—
cuyo propdsito es este mismo: lograr un «aprendizaje» sobre un fenémeno y que nos permita
contestar nuestras preguntas de interés.

Este preambulo sirve para presentar el tema principal de este documento: el andlisis de datos
bajo una perspectiva estadistica. En particular, seguiremos un enfoque bayesiano no paramétrico.
No entraremos en los detalles de cémo se obtienen los datos ni si son adecuados para el problema en
cuestion. Nuestro propésito serd dar las bases mateméticas para realizar una tarea de gran utilidad:
detectar patrones en los datos de tal manera que nos permitan agruparlos; estamos hablando del
«andlisis de conglomerados», para los estadisticos, o del «aprendizaje no supervisado», para los
comput6logos. El andlisis de conglomerados es de gran utilidad, ya que nos permite, por ejemplo,
identificar distintos «comportamientos» dentro de un mismo fendmeno y gracias a algin analisis
posterior por grupo, se pueden entender mejor esas diferencias.
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De esta manera, en los siguientes capitulos presentaremos los fundamentos de la inferencia
bayesiana —enfocandonos en los modelos «no paramétricosy—. Esta perspectiva de la Estadistica se
basa fuertemente en la Probabilidad; nosotros, en particular, nos fundamentaremos en el Teorema
de representacion de de Finetti para variables aleatorias intercambiables. Una ventaja de este
teorema es que justifica matematicamente los modelos no paramétricos. Esto se abordaréa en el
Capitulo 1.

Un elemento primordial para estos modelos es la distribucion inicial —que toma valores en un
espacio de distribuciones de probabilidad—. El proceso Dirichlet ha sido la piedra angular para
definir distribuciones de este tipo. Ademas, ha permitido el desarrollo de nuevas «distribuciones
aleatorias» y también ha permitido establecer una conexi6n natural entre la inferencia bayesiana no
paramétrica y el andlisis de conglomerados. En el Capitulo 2, exploraremos algunas distribuciones
aleatorias, mientras que su conexién con el analisis de conglomerados se estudiard en el Capitulo 3.

Asael Fabian Martinez Martinez
fabian@xanum.uam.mx

Departamento de Matematicas
UAM-Iztapalapa
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Capitulo 1

Inferencia Bayesiana

Como hemos dicho, la Estadistica es una rama de las Matematicas que nos permite estudiar
fenémenos aleatorios o que se realizan bajo ambientes de incertidumbre. En algunas situaciones,
una vez definidas las variables relevantes para el estudio, se obtiene una muestra de éstas —
un conjunto de datos—; otras veces, los datos fueron registrados o generados previamente —no
precisamente para nuestros fines— y sélo se utilizaran. En cualquier caso, la aleatoriedad inherente
al fenémeno se verd reflejada en los datos y necesitamos poder trabajar con ella para obtener
respuestas —o inferencias—, hablando estadisticamente.

Existen dos enfoques estadisticos para realizar inferencias, el méas conocido se denomina
«frecuentista» o «clasico», mientras que el segundo enfoque se denomina «bayesiano». Ambos
utilizan a la Probabilidad en sus metodologfas pero de diferente manera; nosotros estudiaremos el
segundo enfoque, ya que la utiliza de manera integral para modelar la aleatoriedad del fenémeno. De
esta forma, el propdsito de este primer capitulo es presentar los elementos para realizar inferencias
bajo el enfoque bayesiano. Nos concentraremos en los modelos denominados «no parametricosy, en
donde la distribucion inicial es una «distribucion aleatoria». Comenzaremos con algunos conceptos
basicos de Probabilidad.

Una explicacién mas detallada de la inferencia bayesiana «paramétrica» se puede encontrar en
libros como [3], [20], [6] o [45] —este dltimo siendo de un nivel més avanzado—; mientras que para
modelos no paramétricos, se puede consultar [19] o [14].

1.1
Incertidumbre y Probabilidad

Existe una diferenciacion —aunque un tanto informal— en la incertidumbre inherente a los fené-
menos aleatorios, dividiéndola en las denominadas «incertidumbre aleatoria» e «incertidumbre
epistémicay (véase, por ejemplo, [29] o [16]). La incertidumbre aleatoria se refiere a una variabilidad
intrinseca del fenémeno; la incertidumbre epistémica, por otro lado, esta relacionada con la falta
de informacion. En los modelos de inferencia estadistica, podemos relacionar a la incertidumbre
aleatoria con los supuestos distribucionales sobre las variables (aleatorias) que conforman la mues-
tra, mientras que la incertidumbre epistémica se ve reflejada en el pardmetro de interés o los
supuestos que hagamos acerca de él. En ambos casos, la incertidumbre queda descrita en términos
de distribuciones de probabilidad, y es a través de ellas como tendriamos que obtener nuestras
respuestas.



Podemos entender el proceso de inferencia estadistica como sigue (una explicacién mas amplia
en esta linea se puede ver en el Capitulo 4 de [6]). Supongamos que tenemos una coleccién de
eventos no observables By, ..., B, que forman una particién del universo. Al asignar probabilidades
a cada evento B}, i.e. P(B ) estamos cuantificando su ocurrencia de acuerdo con nuestras creencias.
Ahora supongamos que ha ocurrido —hemos observado— un evento A.

Dado este evento A, nos es posible calcular la probabilidad de cada evento B condicionado
a A, la cual denotamos por P(B; | A) para j = 1,...,d. Si comparamos ambas probabilidades
sobre los eventos Bj, P(B;) no esta influenciada por la ocurrencia de A —por lo que se les
dice probabilidades a priori o iniciales—, pero P(B; | A) si lo estd —a éstas se les conoce como
probabilidades a posteriori o finales—. Conceptualmente, nos parece sensato decir que ambas
probabilidades estén relacionadas para cualquier evento B; fijo; formalmente, ;cémo lo podemos
describir? Una manera es utilizando el Teorema de Bayes.

TeoremA 1.1 (Bayes). Sean A y B dos eventos tales que P(A) # 0. Entonces

P(A | B)P(B)

La probabilidad condicional P(A | B) recibe el nombre de verosimilitud del evento B, y es el
peso asignado a B determinado por la ocurrencia de A. La probabilidad (marginal) de A, P(A), se
puede obtener a través de la ley de probabilidad total.

DEFINICION 1.2 (LEY DE PROBABILIDAD TOTAL). Sea By, ..., B, una particién del universo, entonces
la probabilidad de cualquier evento A se puede calcular como

=) P(ANBy) Z (A | B))P(B;).
=1

Del Teorema de Bayes podemos notar la relacién entre las probabilidades a priori y a posteriori
de Bj: las segundas combinan la verosimilitud del evento con nuestras creencias iniciales acerca de
su ocurrencia, en otras palabras, reflejan como fueron «actualizadas» nuestras creencias iniciales
acerca de B; a la luz de la ocurrencia de A.

Ahora bien, esta explicacion se puede trasladar a un contexto estadistico de inferencia. Suponga-
mos que tenemos interés en alguna caracteristica de la poblacion, denotada por 6; no es observada,
por lo que modelamos nuestra incertidumbre acerca de ella utilizando alguna distribucién de
probabilidad —esto es, la consideramos como una variable aleatoria—. Por simplicidad, podemos
suponer que toma un ndmero finito de d valores diferentes, ¥, j = 1,...,d. Entonces, los eventos
B; se pueden definir como Bj = {0 = ¥;}. Por otro lado, asumimos que existe alguna variable
(aleatoria) ¥ que esté relacionada con 8; podemos obtener varias realizaciones de ésta —una
muestra, en términos estadisticos— y (esperamos que) nuestro conocimiento acerca del valor de
0 mejore conforme aumente la cantidad de realizaciones. Englobamos todo esto en el evento
A. De esta forma, hemos obtenido una metodologfa —basada en el Teorema de Bayes— para la
estimacién de pardmetros. Las probabilidades a posteriori de B}, condicionadas a A, contienen
toda la informacién que disponemos acerca de 6 una vez que se ha incorporado a la informacién a
priori la evidencia proporcionada por la muestra.



1.2
Intercambiabilidad

Hasta el momento no hemos detallado la forma o estructura del evento observable A, inicamente
mencionamos que tiene que ver con la muestra. Para contestar nuestra pregunta de interés, se
determiné que existe una variable ¥ que nos proporciona informacién sobre ella; ademas, ésta
también se desarrolla bajo un ambiente de incertidumbre, por lo que podemos modelarla como
variable aleatoria. La muestra queda definida, entonces, como la observacién repetida de esta
variable, es decir

A:{Yl :yl,...,Yn:yn} = {Y] :yl}ﬁ"'ﬂ{Yn :yn}

para algtn valor de n > 0. El subindice nos sirve para diferenciar las repeticiones. Por el momento,
asumimos que la variable puede tomar una cantidad numerable de valores —similarmente al
pardmetro 8— pero ambos se pueden extender al caso continuo.

Lo que resta es determinar las probabilidades asociadas al evento observable A. Para ello,
consideremos el siguiente escenario. En el contexto descrito anteriormente, supongamos que
observamos otro evento A* bajo las mismas condiciones de A y estos no tienen relacién alguna
—siendo mas formales, estamos asumiendo que A y A* son condicionalmente independientes dado
cualquier evento no observable Bj, j = 1,...,d—. Podemos definir a A* como la observacién
de una muestra ampliada de Y, i.e. A* = {Y,41 = Ynt1,---» Yntm = Yntm} para algin valor de
m > 0. Ahora, nuestro interés es poder decir algo acerca del comportamiento de la nueva muestra,
A”*, después de haber observado A.

Probabilisticamente, nuestro interés lo podemos expresar como la probabilidad condicional de
A* dado A, esto es
P(A*NA) (1)

P(A) '

Suena razonable pensar que lo que podamos decir de A* después de haber observado A se vea
influido —de alguna manera— justamente por la evidencia proporcionada por A. Si deseamos que
asf suceda, no es buena idea asumir que los eventos A* y A son independientes, porque tendriamos
que P(A* | A) = P(A*). Por tanto, necesitamos relajar el supuesto de independencia para obtener
algin «aprendizajey.

1.2.1

P(A* | A) =

Teorema de representacion

Para continuar con la presentacién de ideas, es necesario que cambiemos el enfoque, de eventos a
variables aleatorias. Los eventos observables —como ya se ha hecho— quedaran expresados en
términos de muestras de variables aleatorias Y;, y los eventos no observables se asociardn a un
parametro 6 —que también se considerara aleatorio para fines de modelado—.

La distribucién predictiva nos indica que asumir independencia entre las variables Y;, i =
1,2,... impide que aprendamos a partir de un conjunto inicial de ellas. Requerimos, por tanto,
introducir alguna clase de dependencia estocastica. Nos concentraremos en uno conocido como
«intercambiabilidad». (No profundizaremos en este tema; un tratamiento mas completo y riguroso
se puede encontrar, por ejemplo, en [1], [45] y [23])



DEFINICION 1.3 (INTERCAMBIABILIDAD). Una sucesién de variables aleatorias X1, . .., X, se dice que
es finitamente intercambiable si —para cualquier permutacién p de {1,...,n},

d
(Xl, . ,Xn) = (Xp(l)v - 7Xp(n))7

d . . Ny S . . .
donde = denota la igualdad en distribucién. Una sucesién infinita X1, X5, ... de variables aleatorias
se dice intercambiable si toda subsucesion finita lo es.

Al asumir intercambiabilidad, estamos diciendo que el orden en que se registran las observa-
ciones es indistinto. Para muchas situaciones practicas, esto tiene sentido ya que la informacion
que nos proporcione una coleccién de observaciones no deberfa depender de cual observacién se
registrd antes o después, sino de todas en conjunto. Lo que resta es poder asignar probabilidades.

Una manera de definir probabilidades para sucesiones intercambiables es a través del conocido
«teorema de representaciény. La primera version de este teorema fue demostrada por el estadistico y
actuario italiano Bruno de Finetti [7] utilizando variables aleatorias binarias —i.e. variables aleatorias
Bernoulli—. Presentamos este caso a continuacion y posteriormente estudiaremos su generalizacion.

TeoreMA 1.4. Una sucesién de variables aleatorias X1,Xa,... con valores en X = {0,1} es
intercambiable si y sdlo si existe una distribucion de probabilidad 7 en [0, 1], tal que, para toda
n>1,

1
P(Xi = x1, ..., Xy = %) :/ 6% (1— 0)"*nx(d6),
0

donde s, = x1 + -+ +x,. Ademds, 7 es la distribucion de 1im,,_co %”

Una consecuencia inmediata de este teorema es que las variables X1, ..., X, son condicional-
mente independientes dado 6. Si cada X;, dado 8 € (0, 1), se distribuye Bernoulli de parémetro 8,
tenemos que P(X; = x; | ) = 6% (1 —0)! ¥ por lo que

P(Xl =Xy, Xn = Xp ‘ 9) = HP(X, =X | 9) = QS”<1 —9)”_s”.
i=1

Notemos que esta tltima expresion corresponde con la verosimilitud mencionada previamente,
i.e. P(A | Bj). Similarmente, 7r corresponde a la distribucién a priori P(B}), por lo que tenemos
completos los ingredientes para obtener la distribucion a posteriori del parametro 8 dada una
muestra —de variables binarias, en este caso— de tamarno #, esto es

P(Yl :yl,...,Yn =Yn | 9)775(9)

PO | Y1 =y1,.... Y, =yn) = P(Y1=y1,-...Yy = yn)
= gecesdp — Vpn

El teorema de representacion fue generalizado por Hewitt y Savage [18] para espacios medibles.
Como explicaremos mas adelante, este resultado constituge el fundamento teérico de la estadistica
bayesiana no paramétrica; o al menos, es una manera de justificar este modo de hacer inferencias.

Teorema 1.5 (Teorema de Representacion). Sea .# el espacio de todas las medidas de probabili-
dad en (X, Z). Se dice que una sucesion de variables aleatorias X,X>, ... es intercambiable si

4



y solo si existe una medida Q en .# tal que, para toda n > 1,

P(Xi €A1,..., Xy € Ay) :/ﬂﬁP(A,-)Q(dP), (1.2)
=1

con A; € Z'. Ademds, la distribucion P es igual al limite de la distribucion empirica %Zg’:l Ox,
y la distribucion Q es tinica.

Similarmente al caso de variables aleatorias binarias, una consecuencia de este teorema es que
las variables X1, ..., X, son condicionalmente independientes dado P.

1.3
Modelos paramétricos de inferencia

A pesar de contar con un marco teérico para la inferencia bayesiana a través del Teorema de
Representacion —que se llegé a denominar «no paramétricor—, por mucho tiempo se restringio
la modelacion a familias paramétricas. Uno de los principales problemas era la falta de modelos
concretos para Q.

Analicemos brevemente el enfoque paramétrico de la inferencia bayesiana —lo que nos servira
para terminar de aterrizar ideas— comenzando con una versién simplificada del Teorema de
Representacion 1.5. Definamos una familia paramétrica de distribuciones

Fo = {F@ -0 G@},

donde O es el parametro de F, de dimension finita, y toma valores en ®, y supongamos que
0(%@) = 1. La integral de (1.2) se simplifica en varios aspectos: ésta se hara sobre el espacio ® y
los posibles valores de P son la misma distribucion F' pero variando su parametro, lo que modifica
también a Q(dP). Por tanto, obtenemos la siguiente expresion:

n
P(X| €AL,..., X, €A,) = /@HFQ(Ai)Jt(dG),
i=1

y lo que se garantiza es la existencia de la distribucion 7 sobre el espacio ®. Un estudio més formal
de esto se puede ver, por ejemplo, en [3].

Hasta este punto tenemos todos los elementos para explicar completamente la inferencia baye-
siana —paramétrica, por el momento—. Al querer hacer inferencias sobre algtin fenémeno aleatorio,
nuestro interés deberfa de quedar reflejado en la distribucion conjunta de las variables observables
ya que es la que tiene relacion mas directa con lo que si podemos medir y el fendmeno, ademas, es
la que utilizarfamos para hacer predicciones —como quedé expresado en la Ecuacién (1.1)—, lo cual
nos indica que no podemos asumir independencia y recurrimos al supuesto de intercambiabilidad.
Para fines practicos, asumir intercambiabilidad sélo nos dice que no importa el orden del muestreo,



pero también nos permite obtener una manera alternativa para hacer predicciones, pues

P(Y1 €Ay,.... Y01 €Any1)
P(Y]EAl,...,YnEAn)
_ JoIT4 P(Y; € A; | 6)m(d6)
P(Y1€A1,...,Yn€An)
L P(Y; €A | 0)m(dB)
= [ P(Y11 €Appr | 0)EL
/@ (Yni1 € Ani | )IP’(YIGAI,...,YneAn)
P(Y]EA],...,YnEAn|9)7l'(d9)
P(Y; € Ay,....Y, €Ap)

:/P(Yn+1 € Anir | 0)7(dO | Vi €Ay, Y, € Ay,
®

P(Yy11 €A1 | Y1 €Ay,.... Y, €Ay =

- /@ P(Yyi1 € Ani1 | 6)

Esta dltima igualdad nos indica que la «distribucién predictiva» queda expresada en términos de la
verosimilitud de la nueva observacién Y, y la distribucién posterior de 6 dada la muestra.

Por lo general —al hacer inferencias— el fenémeno de interés se caracteriza a través de un
parametro 0, al cual se le asigna una distribucion inicial y el modelo de los datos depende de
éste, y nuestro conocimiento acerca del parametro se actualiza a través del Teorema de Bayes.
Operativamente, funciona. Sin embargo, el Teorema de Representacién nos garantiza la existencia,
y unicidad, de la distribucién inicial 7, es decir, este teorema nos proporciona todo el fundamento
teérico para las inferencias.

Esquemdticamente, un modelo bayesiano se expresa especificando las distribuciones de pro-
babilidad asignadas a cada elemento aleatorio involucrado, asi como la dependencia entre ellos.
Minimamente se requiere indicarlo para las variables observables Y;, i = 1,...,n, y para el para-
metro, 0, de su distribucién. Asi, tenemos

Yi |0 ~Fy(Y;) [iid] i=1,...,n,
0~ .

1.4

Inferencia no paramétrica

Un aspecto crucial en la modelacién bayesiana es la seleccién de la distribucion inicial para el
parametro 0. Es claro que, por ejemplo, el soporte de la distribucion posterior correspondiente
depende fuertemente de aquel definido para la distribucion inicial. Ademas, uno de los propésitos
de la distribucién inicial es incorporar alguna informacion sobre el fenémeno bajo estudio. En
los modelos paramétricos, es relativamente facil entender estas implicaciones y existen diversas
propuestas para tratarlas. Sin embargo, su extrapolacion a los modelos no paramétricos no ha sido
trivial.

De manera muy general —en un método estadistico no paramétrico— los supuestos acerca de la
distribucién de las variables observables son minimos. Bajo un enfoque bayesiano, esto significarfa
trasladar la incertidumbre del pardmetro 8 al modelo de los datos, i.e. la distribucion F. Mas atn,
necesitarfamos ser capaces de definir una distribucién inicial cuyas realizaciones sean distribuciones
de probabilidad, para luego obtener la distribucién posterior correspondiente.

La justificacion tedrica del enfoque baygesiano no paramétrico se tiene por el Teorema de
Representacion 1.5, ya que se garantiza la existencia y unicidad de una «distribucién aleatoria» Q



—esto es, una distribucién cuyas realizaciones son distribuciones de probabilidad sobre el espacio
de las observaciones— que modela la distribucion, marginal, de las variables observables, P. Esta
descripcion, cominmente, se escribe

Y |P~Plid i=1,....n,
P~Q.

La distribucion posterior se obtiene simplemente al aplicar el Teorema de Bayes. A pesar de esto,
la falta de casos concretos para la distribucién aleatoria Q —y, posteriormente, la dificultad de
obtener muestras de la distribucion posterior respectiva— frené el desarrollo de los modelos no
parameétricos.

1.4.1

Proceso Dirichlet

Uno de los primeros trabajos sobre la construccién de distribuciones de probabilidad aleatorias
fueron las distribuciones tailfree, presentadas en [12] Sin embargo, el proceso Dirichlet, introducido
por Ferguson [10], fue el primer ejemplo concreto y manejable analiticamente para hacer inferencias,
y se considera la piedra angular de la estadistica bayesiana no paramétrica. Este proceso se basa en
la distribucién Dirichlet.

DEFINICION 1.6 (DISTRIBUCION DIRICHLET). Sea Xj,...,X, una sucesién de variables aleatorias
independientes con distribucién Gamma con pardmetros (a;, 1), donde a; > 0 para toda i y a; > 0
para al menos una i, i = 1,...,n. La distribucién Dirichlet con pardmetro a = (ay,...,a,) es la
distribucién del vector (Zy,...,Z,), donde

zi= N -1

;= , j=1,...,n

TOILX

Si a; > 0 para toda i, la distribucién (n — 1)-dimensional del vector (Zy,...,Z,_1) es absolu-

tamente continua con densidad

a,—1

Fa]+"'+a n—1 1 n—1
f(zl,...,zn_l\al,...,an): ( n) 4 I—ZZ]'
j=1

F(a1)~-l"(an) j:1Zj

para (yla s 7yn71) S {<Z17' .. 7Zn71) -4 Z 0727;%Z] S 1}

Utilizando la distribucién Dirichlet, Ferguson [10] define el «proceso Dirichlet» a partir de
sus distribuciones finito dimensionales y demuestra su existencia a través de las condiciones de
consistencia de Kolmogorov.

DEFINICION 1.7 (PROCESO DIRICHLET). Sea & una medida finita, no nula sobre un espacio medible
(X, Z"). Se dice que P es un proceso Dirichlet en (X, .2") con pardmetro @, si, para cada k > 1 y
cada particion medible By, ..., By de .2, la distribucién del vector (P(By),...,P(Bg)) es Dirichlet
con parametro (¢¢(By),...,0(By)).



Entre los atractivos del proceso Dirichlet, principalmente cuando se dio a conocer, esté el hecho
de que es modelo «conjugado» —esto significa que la distribucién inicial y posterior pertenecen a la
misma familia de distribuciones; para los modelos paramétricos, esta la familia exponencial que
tiene esta propiedad, por ejemplo—. Ademas, a partir de €I, se han encontrado muchas maneras
de caracterizarlo, por mencionar sélo algunas, estan los procesos con incrementos independientes
normalizados, el proceso Poisson—Dirichlet de dos parametros y las medidas de probabilidad
aleatorias inducidas mediante la representacién stick-breaking; algunos de estas construcciones se
estudiaran en el siguiente capitulo.

Otra caracteristica de este proceso —y de las otras construcciones mencionadas— es que es una
distribucién discreta casi seguramente (c.s.); véase, [4] Por un lado, esto y el siguiente resultado
sentaron las bases para poder implementar computacionalmente modelos de inferencia, y por el
otro, ha permitido que estos procesos sean utilizados en el analisis de conglomerados y en modelos
de mezclas —temas que abordaremos en el dltimo capitulo—.

Blackwell y McQueen en [5] caracterizan el proceso Dirichlet a través de un modelo de urnas,
la conocida «urna de Pélya». Resumimos el resultado en la siguiente proposicion.

ProrosiciON 1.8. Una sucesion de variables aleatorias Xi,X»,... con valores en X es una
sucesion de Pélya con parametro o si

IP)(XIG):% By P(Xi+1€‘|X1,...,Xi): i ) 1217

donde o;(-) = a(-) +Z}.c:1 Ox, (+).
Sea X1,Xa, ... una sucesion de Pélya con parametro Q, entonces

1. 0;(+)/0i(X) converge c.s., cuando n — oo, a una medida de probabilidad aleatoria
discreta o;

2. a* corresponde al proceso Dirichlet con pardametro «;
3. dado o, las variables aleatorias X1,X3,... son independientes con distribucion o/*.
En el siguiente capitulo continuaremos con el estudio de las distribuciones de probabilidad

aleatorias, también conocidas como «medidas de probabilidad aleatoriasy y de otros objetos aleatorios
que son la base tedrica para el andlisis de conglomerados —las denominadas «particiones aleatorias.



Capitulo 2
Medidas de probabilidad aleatorias y

particiones aleatorias

El proceso Dirichlet presentado en el capitulo anterior es un ejemplo de medida de probabili-
dad aleatoria. Como se dijo, a partir de la presentacion de este proceso, han existido diversas
generalizaciones e investigaciones en esta linea, las cuales —entre otras cosas— permitieron la
expansion y utilizacién de los modelos de inferencia bayesianos no paramétricos. En este capitulo,
comenzamos estudiando dos generalizaciones del proceso Dirichlet: los procesos con incrementos
independientes normalizados y la representacion stick-breaking. Posteriormente, veremos cémo se
deriva un objeto aleatorio que constituye el fundamento tedrico para el andlisis de conglomerados
—las denominadas «particiones aleatorias»—. Exploraremos en la segunda parte del capitulo cémo
obtener distribuciones de probabilidad para particiones aleatorias baséndonos en las medidas de
probabilidad aleatorias de la primera parte.

DEFINICION 2.1. Sean (Q,.%#,IP) un espacio de probabilidad, (X,.2") un espacio completo y
separable y (M, .#') un espacio de medidas de probabilidad sobre X, equipado con la topologia
de convergencia débil. Se dice que P : M x Q — X es una medida de probabilidad aleatoria si

1. P(m,-) es una variable aleatoria para cada m € M
2. P(-,) es una medida de probabilidad para cada @ € Q.

Ademas, por convencién, se dird que una sucesion {yi,...,y,} es una muestra de P si, dada
P = p, las variables y; son condicionalmente independientes y con distribucién comtn p.

Procesos con incrementos independientes normalizados

Una manera de construir distribuciones aleatorias es a través de la normalizacion de procesos
estocdsticos particulares —procesos con incrementos independientes— y fue presentada en [43]. Algo
interesante de este enfoque es que —de acuerdo con los autores— representa una aproximacion
natural al problema de definir una medida de probabilidad aleatoria, ya que la idea es ir de
distribuciones deterministas a aleatorias —definidas en R— considerando sus incrementos en
intervalos disjuntos como variables aleatorias independientes.
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Comenzamos presentando brevemente una clase particular de procesos con incrementos
independientes, los conocidos «procesos de Lévy crecientesy; mayores detalles se pueden encontrar
en, por ejemplo, [44]

DEFINICION 2.2 (ProCESOs DE LEVY CRECIENTES). Un proceso estocéstico { & }>0 —definido en un
espacio de probabilidad (Q,.%,IP)— es un proceso de Léuvy creciente si
1. & =0cs;

2. existe Qp € .F con P(Qp) = 1, tal que, para todo @ € Qq, & (@) es continua por la derecha
en ¢t > 0 y tiene limites por la izquierda en # > 0;

3. para cualquier n > 1y 0 <ty <1 < --- < ty, las variables aleatorias &, &, — &, ..., &, —
&, son independientes;

4. la distribucién de &y, — & no depende de s, esto es (Egy — &) 4 & para toda 5,1 > 0;
5. limy,_oP(|§n— &| > €) =0 paratodar >0y toda € > 0;

6. & () es creciente c.s. como funcién de 7.

Estos procesos tienen una descomposicion tnica —la conocida descomposicion de Lévy-Ité—
definida por la terna (G,d, V). El término G se conoce como término gaussiano —que define
la varianza del componente gaussiano continuo—, d es la deriva —la responsable del desarrollo
promedio del proceso—, y Vv es una medida en R que satisface

V{0 =0 y [ min(e Dv(r) <,
R
—llamada medida de Lévy y exhibe la frecuencia y magnitud de los brincos del proceso—. Adicio-

nalmente, su exponente caracteristico también estd determinado por esta terna, como lo indica el
siguiente teorema.

Teorema 2.3 (Representacion de Lévy-Khintchine). Sea {& },>0 un proceso de Lévy en R con
terna (G,d, V). Entonces

E [e—"z@] — V@ zeR,

donde y —llamado exponente caracteristico—, estd dado por
1 )
v(z) = idz — EGZZ +/]R (e —1—izxl(|x| < 1)) v(dx),

con 1(A) la funcion indicadora del evento A.

Nuestro interés esta en procesos de Lévy con terna (0,0,7V), ya que son procesos crecientes
de brincos puros. Para estos, su exponente caracteristico estd dado por

v == [ (1=eviav,
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ademas, resulta mejor utilizar la transformada de Laplace, obteniendo

E[e] =exp (—t /R a —e_zx)v(dx)) .

Finalmente, la condicion sobre su medida de Lévy queda dada por

v({0})=0 y /R min(x, 1)v(dx) < oo.

Para la normalizacién de procesos de Lévy, consideraremos aquellos definidos en R y con
terna (0,0,7Vv) tal que V(R™) = oo; esta tltima condicién permitira que la normalizacién esté bien
definida. Veamos a continuacion dos ejemplos de procesos de Lévy de esta clase.

EJEMPLO 2.4 (PROCESO GAMMA). Sea {&;};>0 un proceso de Lévy con brincos Gamma —esto es,
para toda t > 0, & se distribuge Gamma de parametros (, 8) con esperanza ¢ /—. Entonces, su
transformada de Laplace es

E [ezé] - (%) T exp (—t /O “(1- e”‘)xleﬁxdx) .

En este caso, tenemos que
v(dx) = x e Prdx,

(o) —tog (F25).

J su exponente caracteristico es

Ademés, v(0+) = oo y por tanto V(RT) = oo

EJEMPLO 2.5 (PROCESO O-ESTABLE). Sea {&; };>0 un proceso de Lévy con brincos c-estable, para

alguna o € (0,1). Este proceso es tal que para cada a > 0, {&,, > 0} 4 {a'/9& 1 > 0};]25]
En general, no existe una forma analitica para su funcién de densidad.
La medida de Lévy de una distribuciéon o-estable es

v(dx) = ex H9dx, ¢ >0,

tiene transformada de Laplace

e8] =enp (T,

o

J su exponente caracteristico es
I(1-0)z°
)= ——.
¥(2) -

Al igual que el proceso Gamma, se tiene que V(0+) = oo y por tanto V(R™) = oo,

Una vez seleccionado el proceso de Lévy, la medida de probabilidad aleatoria se obtiene al
normalizarlo, como se indica en la siguiente definicion.
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DEFINICION 2.6. Sea {&;};>0 un proceso de Lévy con terna (0,0,7v) cuya medida de Lévy v
sobre R tal que satisface V(R™") = 0. Sea @ una medida finita, no nula, sobre R con masa total
a:= a(R) yseat = a(—oo,x|. Se dice que P es un proceso con incrementos independientes
normalizado con pardmetros (¢, V), si

Sa()

P()="5"

De la misma manera que con una variable aleatoria, es posible calcular esperanzas, varianzas o
cualquier otro momento para una medida de probabilidad aleatoria. Para estos procesos, la siguiente
proposicion los enuncia; en [22] se tienen mas detalles.

ProPOSICION 2.7. Si P es un proceso con incrementos independientes normalizado de pardmetros
(a, V) y con masa total a. Entonces, para A y B conjuntos medibles, se tiene que

Blp(5) = 42,
varlp(p)] = AN B,
Cov[P(A), P(B)] = ao(A ﬂB)a—zoc(A)oc(B)Im

donde

Ia:a/ ue_a"’(”)/ x2e " v (dx)du.
R+ R+

Es importante notar que el valor esperado de estas medidas de probabilidad aleatorias sélo
depende de a. En lo que sigue, utilizaremos Py(-) := a(-)/a. Otra caracteristica comtn con el
proceso Dirichlet es que su distribucion predictiva admite una representacién a través del esquema
de urnas de Pélya.

ProposICION 2.8. Sea X, ..., X, una muestra de P, con P un proceso con incrementos indepen-
dientes normalizado de pardmetros (@, V). Entonces

P[X € B| Xi1] = (1 —1,)Py(B) + L.dx, (B),

1 k
PX, 11 €B|X1,.... X, = WnPO(B>+Z Wi jOx: (B),
j=1
donde 1, es como en la proposicién anterior, X{',...,X;" denotan los k valores distintos de la
muestra X1, ..., X, Y Wy § Wy son pesos determinados por la medida de Lévy de P.

Las expresiones para el calculo de w,, y wy; se pueden consultar en [22, Corolario 1].
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EJEMPLO 2.4, CONTINUACION (PROCESO GAMMA NORMALIZADO). Del proceso Gamma se tiene

E[P(B)] = Ry (B),
Var[P(B)] PO(B)((11+_ LSO(B)) 7
B Po(B ﬂBz) —P()(BI)P()(Bz)
Cov[P(B;),P(By)] = ! (i+a) ;
PX, € B| X|] = ﬁpoua) +ﬁ5xl (B),
a k
PX,. 1 €B|X1,....X,] = (n+a)Po(B)+ (n—lm) Zlnjax;(B).
iz

Este proceso corresponde al proceso Dirichlet y es la definicién alternativa dada por [10, Seccién 4.

EJEMPLO 2.5, CONTINUACION (PROCESO G—ESTABLE NORMALIZADO). Del proceso c—estable se tiene

E[P(B)] = Py(B),
Var[P(B)| = Ry(B)(1 — Ry (B))(1 — o),
Cov[P(By),P(B2)] = (Po(B1NB2) — Po(B1)Po(B2))(1 —0),
PlX, € B| X1] = 06Py(B) + (1 — 0)6x,(B),

ok

1 k
PXoui1 € B X1, Xa] = —Fo(B) + - ) (nj—0)8x: (B).
j=1

2.2

Representacion stick-breaking

Como se dijo, una caracteristica del proceso Dirichlet —que comparten las medidas de probabilidad
aleatorias anteriores— es que sus realizaciones son discretas c.s. Esto significa, que si P se distribuye
de acuerdo a alguna de estas medidas, se puede escribir de la siguiente manera:

P() =Y W;idz (), (2.1)

j=1
donde la sucesién de pesos aleatorios Wi, W, ... es tal que W; >0, j =1,2,..., y suman uno cs.
y es independiente de la sucesién de localizaciones aleatorias Z;,Z;, . ... La forma, o distribucién,

de los pesos no siempre se puede encontrar para un proceso con incrementos independientes
normalizado, es por esta razén que a continuacion estudiaremos distribuciones aleatorias que se
pueden escribir como (2.1).

Una manera de definir los pesos aleatorios es utilizando un procedimiento denominado «asigna-
cién residualy, que es mejor conocido por su término en inglés «stick-breakingy.

DEFINICION 2.9 (REPRESENTACION STICK-BREAKING). Una sucesion de variables aleatorias Wi, Ws, . ..
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se dice que tiene una representacion «stick-breakingy si tienen la siguiente forma

wWi=vi, y W;=V;JJ0-V), j>2,
I<j

para una sucesion de variables aleatorias V;, V3, ... con valores en (0, 1).

Un caso de gran interés es el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros —introducido en [38}—
que estd basado en la distribucion de probabilidad con el mismo nombre, la cual surge del estudio
de distribuciones asintdticas de frecuencias relativas aleatorias.

DEFINICION 2.10 (PROCESO POISSON-DIRICHLET DE DOS PARAMETROS). Se dice que una medida de
probabilidad aleatoria P de la forma (2.1) tiene distribucién de acuerdo con un proceso Poisson-
Dirichlet de dos pardmetros (o, 0) si

1. la sucesién de localizaciones aleatorias Z1,Z;, ... son independientes y con distribucién
comun Fy no atémica,

2. los pesos aleatorias W, W, ... tienen representacion stick-breaking tal que las variables V;,
j=1,2,..., son independientes y con distribucién Beta de parametros (1 — 0,0 + jo)
para algunas0 <o <1y6 > —o.

Este proceso es de interés porque contiene a los dos ejemplos de procesos con incrementos
independientes normalizados presentados anteriormente. Si 6 = 0 y 8 = @, se obtiene el proceso
Gamma normalizado —o proceso Dirichlet—, mientras que si 8 = 0, se obtiene el proceso o-estable
normalizado.

Por otro lado, este proceso también admite una representacion de urna para su distribucién
predictiva; véase, por ejemplo, [39, Ejemplo 16}, para mas detalles.

ProposIcION 2.11. Sea Xi, ..., X, una muestra del proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros
(0,0) y supdngase que X tiene distribucién Py no atémica. Entonces, la distribucién predictiva
para este proceso es

0+ ok k ni-o
PX;e-|X),....Xi_1] = ——PF(- Sy (), i=2,...,n, (22
[Xi €| X i—1] 9+i—10<>+j_219+i—1xf'() i n, (22
donde X{,..., X es el conjunto de los k valores tinicos (o distintos) de X1, ...,X;_1, cada uno

con frecuencia n, j=1,....k
EjempLO 2.12. El proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros (0, o) corresponde al proceso

Dirichlet con pardmetro a (Ejemplo 2.4). En este caso, su distribucién predictiva estd dada por

0 1 g
PXo €1 X1, Xo] = g =7 R0+ m}zl Ox: (+)-
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EjempLoO 2.13. El proceso Poisson-Dirichlet de dos pardametros (o,0) corresponde al proceso
o-estable normalizado (Ejemplo 2.5) y su distribucién predictiva esta dada por

=~

ok
P[Xn € - |X|,...,Xn_]] = —1P()

(),

2.3
Particiones aleatorias

La representacion de urna de Pélya de las distribuciones aleatorias presentadas en las secciones
anteriores es otra manera de ver su naturaleza discreta. Supongamos que secuencialmente obser-
vamos la muestra, iniciando con Xi, que serd un valor aleatorio de acuerdo con Py; la segunda
observacion puede ser igual a X o un nuevo valor, de acuerdo con Py; asi sucesivamente.

Si nos concentramos en los valores de la muestra completa, X1, ..., X, es claro que existiran
valores repetidos. Equivalentemente, inicamente habra k < n valores diferentes. Al obtener otra
realizacién del mismo tamano, sucederd lo mismo, pero la configuracién y cantidad de valores
diferentes cambiara. Si posteriormente agrupamos la muestra de acuerdo con el valor de cada
X;, tenemos que todos los posibles agrupamientos estdn en biyeccién con una clase combinatoria
conocida como el «conjunto de particionesy —el término particién tiene el mismo significado que
en teorfa de conjuntos—.

La importancia de esta clase combinatoria es que codifica todas las posibles maneras en que
un conjunto de elementos puede ser agrupado. En otras palabras, es el soporte para los problemas
de andlisis de conglomerados que estudiaremos en el siguiente capitulo. Por tanto, tenemos en
las distribuciones aleatorias una herramienta probabilistica para definir modelos de inferencia
bayesiana, no paramétrica, ttiles para el andlisis de conglomerados.

Veamos un ejemplo concreto del conjunto de particiones y cémo se relacionan con las realiza-
ciones de una medida aleatoria discreta c.s.

EJEMPLO 2.14. Supongamos que tenemos tres elementos e, €7, y e3. Entonces, todas las posibles
formas de agruparlos son las siguientes:

{{61,82,63}}, {{61}7{62763}}7 {{61,62},{63}}, {{61783}7{82}}7 {{61}7{62}7{63}}'

Asi, por ejemplo, la particion {{e,e2,e3}} nos indica que los tres elementos se agruparon juntos
en un mismo «bloque», mientras que {{e; },{e2},{e3}} nos indica que cada elemento estd en un
bloque diferente.

Si tomamos una muestra de tamano tres de una medida aleatoria P, una realizacién de
(X1,X2,X3) es (x,x,x) —esto es, se observd el mismo valor siempre— y corresponde a la parti-
cién {{ey,ez,e3}}. Otra realizacion es (x,y,z) —donde todos los valores son diferentes— siendo
{{e1},{e2},{e3}} la particin asociada.

Denotemos por 97}, al conjunto de todas las particiones para un conjunto de 7 elementos. Es
claro que no importa qué elementos se agrupen, sino cémo lo hacen; por esta razon, se acostumbra
utilizar al conjunto [n] := {1,...,n} cuando se estudia el conjunto de particiones.
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DEFINICION 2.15 (PARTICION ALEATORIA). Una particién aleatoria IT, es una variable aleatoria con
valores en &).

A continuacion examinaremos algunas formas de obtener la distribucién de probabilidad de
una particién aleatoria.

2.3.1

Distribuciones basadas en sucesiones de variables aleatorias intercambiables

Supongamos que una muestra (X, ..., X)) de tamao n se obtiene de una medida de probabilidad
P como en (2.1) —esto es, las variables son condicionalmente independientes e idénticamente
distribuidas con distribucién P—. Al ser P una distribucién discreta, la probabilidad de que existan
observaciones repetidas es positiva, i.e. P[X; = X;] > 0 para i # j. Denotemos por K, el ndmero de
valores diferentes en la muestra, y sean tales valores (X7, ..., Xg ); notemos que K, es una variable
aleatoria. Sea (Ni,...,Nk,) el vector de frecuencias de cada X;*. Tenemos, entonces, que K, < n
Y Y« Nx = n cs. Debido a que la muestra es una sucesion de variables aleatorias intercambiables,
la distribucién conjunta del vector (K, Ny, ...,Nk,) se puede calcular como

]P)(KnZk,Nl =n1,...,N[(n=nk)= kEQ(Pnl(dxl)---P”k(dxk)), (23)
X

esto es, estamos calculando la probabilidad de observar k valores distintos en una muestra de
tamanio n de P, donde cada uno de ellos aparece exactamente 7 veces para j = 1,...,k.

Observemos que los valores diferentes en la muestra inducen una particién, {Cy,...,Ci}
del conjunto [n], donde cada bloque es tal que C; = {i: X; = X}} para j = 1,... k. Por tanto,
existe una correspondencia uno a uno entre cada elemento de 97}, y cada posible realizacion del
vector aleatorio (K, Ny, ...,Nk,), y podemos definir una distribucién de probabilidad para alguna
particion aleatoria IT,, —una vez que seleccionemos la medida O—.

2.3.2

Distribuciones de probabilidad sobre particiones intercambiables

La distribucién de probabilidad definida en la Ecuacién (2.3) posee dos caracteristicas especiales.
La primera de ellas se conoce como «consistencia», que basicamente nos dice que la distribucién
no cambia conforme el tamano de la muestra incrementa. Esta propiedad fue introducida por
Kingman [26,27] y en el caso particular de (2.3), [1] demuestra que esta clase de distribuciones es
consistente.

La segunda caracteristica de estas distribuciones se le conoce como «intercambiabilidad». No
debe confundirse la intercambiabilidad de la Seccién (1.2) —de hecho, un mejor nombre para
la propiedad que estudiaremos a continuacién es «simetria», pero la literatura adopt6 el primer
nombre—. Este término fue introducido por Kingman [28] y Aldous [1].

OBSERVACION 2.16. Para cualquier entero positivo n, una composicion del entero n es una sucesién
de enteros positivos (ny,...,ny) tales que ny + - -+ +nx = n. Sea

k
An,k = (nl,...,nk):njzl,an:n (24)
j=1
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el conjunto de todas las composiciones del entero n con exactamente k términos.

DEFINICION 2.17. Una particion aleatoria I, es intercambiable si, para cualquier particién 7= =
{ﬂla"'vﬂk} S ‘@[}’L}
P(IL, =) =P(I1, = p(x)), (2.5)

para toda permutacién p en el grupo simétrico actuando sobre el conjunto [n] Equivalentemente,
P(, = {m,..., m}) =T (ny,. .., mp), (2.6)

para alguna funci6n simétrica H,(Cn) :Apx — [0,1], connj:=#mj, j=1,...,k ydonde #r; denota
(n)

el ndmero de elementos en 7;. Adicionalmente, la funcién IT, se llama funcién de probabilidad
sobre particiones intercambiables (FPPI).

Las FPPIs constituyen una herramienta muy importante en el estudio de las particiones aleatorias.
De hecho, mucha de la literatura sobre el tema se centra en particiones aleatorias intercambiables.
También notemos que todas las particiones aleatorias inducidas por el Teorema de representacion
de de Finetti, Ecuacién (2.3), son intercambiables, ya que es claro que esta ecuacién es una funcién
simétrica con respecto a (np,...,ny). Por tanto, podemos definir una FPPI haciendo

OBSERVACION 2.18. La propiedad de intercambiabilidad en las FPPIs es muy dtil en los analisis
bayesianos al utilizarla como distribucién inicial, ya que (i) la probabilidad de cualquier particién
no depende de los valores de la muestra —es decir, no depende de qué vamos a agrupar— sino
s6lo del tamario de cada bloque, y (ii) la simetria no favorece ninguna particién particular entre
aquellas que tengan el mismo niimero de bloques.

También es importante mencionar que —al trabajar con particiones aleatorias intercambiables—
la propiedad de consistencia es equivalente a la denominada «regla de la adicién». En otras palabras,
una FPPI es consistente si satisface

k
1 1
H,((n)(nl,...,nk) :H]((r_l:i )(nl,...,nk,l)—{— ZH]((’H_ )(nl,...,nj—l— 1,...,nk).
Jj=1

Notemos que no toda particion intercambiable es consistente.

Familias de funciones de probabilidad sobre particiones intercambiables

A continuacién presentaremos dos casos especificos de FPPIs. La primera familia se obtiene de los
procesos con incrementos independientes normalizados. La segunda es una construccién diferente
y tiene relacion con el proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros.

Procesos con incrementos independientes normalizados Retomando los procesos con incre-
mentos independientes normalizados de la Seccién 2.1, podemos definir una FPPI como sigue
(n) L[ty T
. n—1 _—y(u
mm“wm_mwéue Hé%@mmm (27)
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para ¢ una medida positiva, finita y no atémica, W(u) es el exponente caracteristico del proceso, y
T (u) se define, para cualquier m > 1, como

Tn(u) = /R+ s"e" v (ds),

con V la medida de Lévy correspondiente.

EJEMPLO 2.4, CONTINUACION. La FPPI asociada al proceso Gamma normalizado —o proceso
Dirichlet— estd dada por

" (ny,....n Hr nj),

nTJ

n—1

donde (x),+ denota el simbolo de Pochhammer —definido por (x),1 := [TjZ (x + j) con (x)or =
1—. Esta expresion coincide con la presentada en [2]

EJEMPLO 2.5, CONTINUACION. Para el proceso -estable normalizado, tenemos que su FPPI asociada

€s
k—1 k
(o} F
H]((n)(nlw"ank H nJ,lT,
j=l1

para0 <o < 1.

Particiones aleatorias tipo Gibbs  Pitman [40] proporciona una construccién general para distri-
buciones de probabilidad aleatorias discretas c.s. Como caso particular existen las denominadas
«iniciales tipo Gibbs» —introducidas por [15}—. Nosotros tinicamente presentamos la forma de la
FPPI para estas distribuciones.

DEFINICION 2.19. Sea P una medida de probabilidad aleatoria como en (2.1). Entonces, decimos
que P es una medida aleatoria tipo Gibbs si, para toda 1 < k < n y cualquier composicion del
entero n, (ny,...,ny), su FPPI se puede escribir como

k
H](cn) (f’ll,. .. ank) = Vn,k H(l - G)ﬂj*lT)
=1

para algin 0 < o < 1.
Los pesos V,, x deben satisfacer la siguiente ecuacién recursiva

Vip=(n—=0k)Vur1 i+ Vari a1,
para cualquier n > 1y 1 <k <n,conVj ;= 1.

EjempLO 2.20. El proceso Poisson-Dirichlet de dos pardmetros (o, 0) es una inicial tipo Gibbs
cuyos pesos V, x estan dados por

k-1 ,
V= [1.=, (6 +io)

S CES )T (28)
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para algunas 0 < o < 1y 6 > —o0, obteniendo asf la FPPI

k
H ”J*IT'

H,(cn)(nl,...,nk) = (

Distribuciones de producto de particiones Las «distribuciones de producto de particionesy —o
«modelos de producto de particiones»— fueron propuestas por Hartigan [17] para tratar problemas
de clasificacién bajo un enfoque bayesiano paramétrico. Sin embargo, resultan de interés porque
comprende algunos de los enfoques ya estudiados para las FPPIs; véase [42] y [31] para un estudio
mas a fondo.

DEFINICION 2.21. Sea I, una particion aleatoria. Una distribucion de producto de particiones es
una distribucion de probabilidad para IT,, dada por

k

]P(Hn = {71'1,...,717](}) ZMHC(TL'j),

J=1

para cualquier {7y, ..., M} € &), y donde ¢ : [n] — RTU{0} es una funcidn cohesion y M es
la constante de normalizacion, i.e.

#1T
=) [le@),
7[632[”] j=l1
con #7 el nimero de bloques en la particion 7.

Una distribucion de producto de particiones sera intercambiable o consistente de acuerdo con
la funcién cohesion seleccionada. Por ejemplo, si c(7;) = OI'(#x;), para alguna 6 > 0, obtenemos
la FPPI inducida por el proceso Dirichlet.

2.3.3

Distribucién de probabilidad sobre el nimero de bloques

Como he coment, al trabajar con particiones aleatorias, se define directamente una variable aleatoria
—que denotamos por K,,— la cual modela el nimero de bloques en la particién. Esta representa
una herramienta muy valiosa tanto a nivel teérico como aplicado. Para las FPPIs presentadas
anteriormente, daremos la distribucién de esta variable; en el siguiente capitulo profundizaremos
en su aplicacion.

Para iniciales tipo Gibbs, la distribucién de K, se puede escribir como

o Vn,k
ok

G(n,k,0), k=1,...,n,

donde G(n,k, o) denota el nimero de Stirling generalizado —o coeficiente factorial generaliza-
do— definido como

k
G(n,k,0) = kl‘ Z (k> (=1 (= jO) -

J
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EJEMPLO 2.4, CONTINUACION. La distribucion de K, para el proceso Dirichlet de pardmetro 0 esta
dada por

c(n,k)6*
PK,=k)=——""—, k=1,...,n,
donde c(n,k), k =1,...,n, denota el nimero de Stirling de primera clase sin signo. Su valor

esperado es
! 0
EK,) =) ———.
(k) ;eﬂ—l

Ademés, [30] obtuvieron que
K,

logn

— 0, n-—»oo,

EJEMPLO 2.5, CONTINUACION. Para el proceso ¢-estable normalizado, tenemos

P(K,=k) = ;IEI(?Z) G(n,k,0), k=1,...,n,

(1 + G)nfl’r

E(K,) = (n)

EJEMPLO 2.20, CONTINUACION. Para el proceso Poisson-Dirichlet de dos pardametros, la distribucion
de K, es
R CERT))

]P(Kn:k)_ Gk(9+1)n71

G(n,k,0) k=1,...,n.

Ademés,

E(K,) = _(0+0)y 6
" G(G—i—l)n_m o’

Con relacion a su crecimiento asintético, [41] demuestra que

K
n—o_ — YG/G as., n— oo,

donde Y, tiene funcién de densidad dada por

_Tlgo+1) 4o1-1/64 (-1/0
fy) = GF(q-i—l)yq Jo(y19),

para g > 0y donde f5(+) es la funcién de densidad de una variable aleatoria positva con distribucién
estable de parametro ©.
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Capitulo 3

Anélisis de conglomerados y modelos de
mezclas

Uno de los propésitos principales de este documento es dar los elementos para el andlisis de datos
bajo un enfoque bayesiano no paramétrico. Adicionalmente —como se ha podido observar— en la
teorfa presentada, surge de manera directa el problema de agrupacién y se le da un tratamiento
probabilistico. Es por esto que en este capitulo abordaremos un problema muy importante en el
analisis de datos —que tiene diferentes nombres, de acuerdo con la disciplina en donde se esté—;
para los estadisticos, se conoce como «andlisis de conglomeradosy. Explicaremos dos enfoques que
se utilizan para trabajar este problema; el mas conocido se basa en «modelos de mezclas», mientras
que el segundo es una aplicacion directa de la inferencia bayesiana donde el parametro de interés
es una particién aleatoria.

3.1
Modelos de mezclas

Los modelos de mezclas (de densidades de probabilidad) son de gran interés en diferentes contextos
debido a su capacidad para modelar la heterogeneidad. De manera simple, si el histograma de
los datos muestra diversas modas, entonces, un modelo de mezclas es un candidato para definir
su distribucion de probabilidad. Formalmente, decimos que una muestra aleatoria Y1,...,Y, se
distribuye de acuerdo con un modelo de mezclas si su distribucion de probabilidad admite la
siguiente forma para su funcién de densidad

M
fy) = Z,legj(y | X)), (3.1)
=

donde wi, ..., wy son pesos no negativos que suman uno, y g; es una funcién kernel —e.g. una
funcién de densidad— para cada j, y con pardmetro x;. Es frecuente asumir un nimero finito de
componentes, M < oo, aunque veremos mas adelante que existen modelos con un niimero infinito.
Ademas, se suele utilizar una misma funcién kernel para todas las componentes y Gnicamente se
deja libre su parametro, esto es g;(- | x;) = g(- | x;) con x; un pardmetro de dimensién finita.
Uno de los primeros estudios sobre modelos de mezclas fue presentado por Pearson [37), y desde
entonces se ha creado muchisima literatura al respecto. Algunas referencias con un tratamiento
estadistico del tema son [46], [35], [34] y [13] s6lo por mencionar algunas; ademas, estos modelos
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también se encuentran en libros sobre aprendizaje automético, un disciplina dentro de las Ciencias
de la Computacion. Sin embargo, una de las interpretaciones de estos modelos —la cual muestra su
atractivo en la practica— fue dada por Feller [9].

Asumamos que una poblacién esta conformada por M categorfas —también llamadas «grupos»
o «subpoblacionesy— cada una con proporcién relativa w, para j = 1,...,M. Por «categoria» se
entiende que la caracteristica de interés —representada por el pardmetro x ;— es homogénea dentro
del grupo pero heterogénea entre grupos diferentes. De esta manera, en la practica, uno de los
principales intereses es describir las subpoblaciones (latentes) en términos de su proporcién relativa,
dada por w;, y su caracteristica de interés, x;, que las define.

A pesar de lo sencilla que resulta esta interpretacion, en la practica, ha sido muy dificil de lograr.
Pero por el momento, no abordaremos estos problemas.

Existen muchas metodologias que hacen estimacién de los parametros de un modelo de mezclas
con un ndmero finito y fijo de componentes. Se puede revisar la literatura ya mencionada. Nosotros
nos enfocaremos en el caso donde, potencialmente, se tiene un nimero infinito de ellas.

El primer trabajo que estudia modelos «infinitos» de mezclas bajo un enfoque bayesiano no
paramétrico fue dado por Lo [32], quien utiliza el proceso Dirichlet para definir los pesos de la
mezcla y los pardmetros del kernel. Sin embargo, como ya se menciond, tuvieron que pasar varios
anos antes de poder implementar para casos reales este enfoque. A partir del trabajo de Escobar y
West [8], la popularidad de los modelos infinitos de mezclas crecio.

El modelo de Lo se puede generalizar a cualquier medida de probabilidad aleatoria discreta c.s.
Recordando de la Seccion 2.2, estas medidas de probabilidad se pueden escribir como

P() = iw,-csxj(-), 62)
L

donde w; son variables aleatorias con valores en (0,1), para toda j > 1, y son tales que suman
uno c.s., las variables x; son variables aleatorias independientes y con la misma distribucién que
toman valores en un espacio X, y ambas sucesiones son independientes entre si. La distribucién de
las variables x;, denotada por Py, debe ser no atémica.

Cuando se utiliza un modelo de mezclas, se dice que se sigue un enfoque «basado en modelos» [11].
Debido a que cada funcién kernel, g, es una funcién de densidad, las observaciones que sean
asociadas a una componente particular se modelaran probabilisticamente de acuerdo con esa
distribucién, digamos G. Si se elige una distribucion G diferente, es probable que sean otras
observaciones las que se asocien a la misma componente. Por el momento, sélo asumamos que se
ha elegido una funcién de densidad g que sera la funcién kernel del modelo de mezclas.

Si la funcién kernel g tiene parametro x, el cual se mezcla utilizando una distribucion aleatoria
como (3.2), obtenemos lo siguiente

70) = [L8010P@) = ¥ wiglv ) 03

J=1

Notemos que se obtiene una funcién de densidad como en (3.1), pero con un nimero infinito de
componentes. En particular, si la distribucién de P es el proceso Dirichlet, recuperamos el modelo
propuesto por Lo, el cual se conoce por el nombre de «modelo de mezclas del proceso Dirichlet».

Por tanto, tenemos en (3.3) una clase muy amplia de modelos «no paramétricos» de mezclas,
solo necesitamos cambiar la distribucién aleatoria P.
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3.2
Anadlisis bayesiano de modelos de mezclas

Para entender mejor cémo hacer inferencias utilizando un modelo de mezclas como (3.3), lo
escribimos de manera esquematica como sigue

Yi| X;i~g(Yi | X;), [ind] i=1,...,n, (3.4)
Xi | P~ P, liid]
P~0.
Contamos con una muestra Y1, ..., Y, donde cada una, ¥;, se modela de acuerdo con una distribucién

g de parametro X;; a esto nos referimos con un enfoque basado en modelos. La segunda y tercera
lineas en el esquema es un modelo bagesiano no paramétrico como en el primer capitulo. Notemos
que —al ser P una distribucion discreta y por lo que ya se explicé en el capitulo anterior— los valores
de los parametros X1, ..., X, pueden estar repetidos, los cual ocasiona que distintas observaciones
sean modeladas por la misma distribucién, digamos g(- | X7).
. . . .7 . .7 J z pe . .

Si la distribucién P admite una representacion de urna de Pélya, serd posible integrar la

distribucién P, y se obtiene el siguiente modelo

Y| X~ (Y| X:), liid i=1,...,n
Xl,...,XnNV(Xl,...,Xn),

con V una distribucién conjunta —precisamente la obtenida por el esquema de Urnas asociada a la
distribuci6n aleatoria—. Este fue el modelo presentado por Escobar y West [8] utilizando el proceso
Dirichlet.

La forma estandar de hacer inferencia bayesiana es a través de métodos numéricos, debido
a la complejidad de las distribuciones posteriores resultantes. Los métodos mas utilizados se
conocen como métodos Monte Carlo via cadenas de Markov. Un caso particular es el denominado
muestreador de Gibbs.

Para obtener muestras de la posterior correspondiente, notemos que los pardmetros son
intercambiables, por lo que se pueden obtener las distribuciones condicionales completas para cada
parametro Xj;, que tienen la misma forma para cualquiera, y es

ki,nfl

p(Xl |X*le) :q:Op(Xl ‘ Yl)+ Z qz](SX:](Xl)7 = 15"'7”7
=i |

conX_;:={Xy,....Xi—1,Xit1,..., %}, ydonde X*, = {Xi’f] N 7Xi>,kk,-7,1,1 } son tales que k; ,,—1 va-
lores distintos del vector X_;; aqui, el subindice negativo indica que al vector completo se le elimina
la i-ésima.

Los pesos g; 0, - - -, qik;,_, quedan determinados por la distribucién P seleccionada. Por ejemplo,
para el proceso Poisson-Dirichlet de dos pardmetros (o, 6), tenemos

0 =(0+kip10) [ pYLOR()

q;j<(n;;—o)pYilX;;), j>1,
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donde Py es la medida base de P, y (n;,...,n;; ) son las frecuencias de los pardmetros X*,.
) n—

Una mejora para este método fue propuesta por Mac Eachern [33]. Debido a que la probabilidad
de generar un nuevo valor para los parametros X disminuye considerablemente en el método
original, podian pasar muchas iteraciones antes de obtener un mejor valor. La modificaciéon
propuesta consiste en introducir una serie de variables indicadoras D;, i = 1,...,n, las cuales
identifican a qué componente de la mezcla la i-ésima observacién estd asociada —esto es, D; = j
siy s6lo si X; = X7, donde {X},..., X/} son los k* valores diferentes en {Xi,...,X,}—. Asi, el
paso extra consiste en actualizar cada XJT", j=1,...,k% utilizando su distribucién posterior

p(Xj |- «P0<X;-*)DH.g<n [ X7), =1k (3.5)
i=J

3.2.1

Estimacion de la densidad

Una vez que se obtienen muestras de la distribucién posterior del modelo en (3.4), podemos hacer
diferentes tipos de estimaciones. La primera de ellas es acerca de la distribucién de probabilidad
de las observaciones, la cual es una mezcla de densidades. El muestreador de Gibbs es una clase
particular de método Monte Carlo, por lo que sus estimadores se basan en promedios de ciertas
cantidades que se simulan por un niimero determinado de iteraciones.

Supongamos que el método de muestreo iteré 7' veces. Durante cada una de ellas, se obtuvo
una muestra de k* valores de los pardmetros {X{,..., X%} y se tiene también el ndmero de
observaciones ¥; que se asocian a cada uno de ellos, que son las frecuencias (n7, ... ,nz*) Entonces,
en cada iteracion ¢, se puede construir una funcién de densidad —que es una mezcla— dada por

f(f) (y) = ng)g(y | Xl*(l)) + ... +W,(;)(,)g(y | X**((zlz),

donde las variables wr, ..., wi son los pesos de cada componente y estdn dados por w; = n;/n,
con n el tamario de la muestra. Hicimos explicito el nimero de la iteracién con el superindice (7).
Por tanto, el «estimador Monte Carlo» de la densidad esta dado por

DD (L A
f(y)zifi}:le s [ X,
=1j=

Existen otros métodos de muestro para modelos de mezclas bajo esta perspectiva bayesiana no
paramétrica que fueron desarrollados posteriormente; véase [21,24,36,47] por mencionar algunos.

3.3
Andlisis de conglomerados

Otra estimacion de interés que se puede obtener del modelo anterior es la estructura de agru-
pamiento de la muestra Yp,...,Y,. Debido a que los parametros X1, ..., X, son una muestra de
una distribucion aleatoria discreta c.s., P, se esta induciendo una particién de estos de acuerdo
con sus valores diferentes X7, como ya se ha estudiado. Sin embargo, esta particién también
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induce automéaticamente un agrupamiento al nivel de las observaciones; denotemos por 7 a este
agrupamiento.

Este estimador 7 es justamente el propdsito en cualquier método de anélisis de conglomerados,
ya que particiona a la muestra de acuerdo a algtin criterio —en nuestro caso, es que se modelan por
la misma distribucion de probabilidad—. Utilizando el método de urnas de Pélya, el agrupamiento
de la muestra 7 se obtiene haciendo

ni={Yi: X=X}, j=1,.. Kk,

donde @ = {my,..., m~}.

Cabe resaltar que el modelo de urnas de Pélya aplicado al andlisis de conglomerados proporciona
informacion adicional valiosa. Por un lado —y es una caracteristica muy importante— estos modelos
no paramétricos infieren también el nimero de grupos en la muestra, que anteriormente fue definido
por la variable aleatoria K, y en este capitulo se denot6 por k* por simplicidad. Practicamente
cualquier otro método para el andlisis de conglomerados requiere que se fije el nimero de grupos
que se desean detectar, lo cual es una desventaja, principalmente cuando se da un valor muy
pequefio. Si este pardmetro se modela con una variable aleatoria, el método de simulacién se puede
complicar grandemente; para métodos bayesianos, esto por lo general requiere utilizar algiin método
Monte Carlo via cadenas de Markov «transdimensional».

Por otro lado, el método de muestreo contiene también los pardmetros X que caracterizan
a cada subpoblacién. Asi que, si condicionamos a una particién 7, podremos también dar una
estimacion de los parametros de cada grupo 7;.

3.3.1

Inferencia utilizando particiones aleatorias

Un enfoque alternativo para hacer inferencias sobre la estructura de agrupamiento, 7, es utilizando
directamente una particion aleatoria I1. Esquematicamente, para una muestra de n observaciones,
Yi,...,Y,, tenemos el modelo

Y| X} T~ g8 | X1 €T1)), find] i=1,....n,
Xi [T~ By, [id] j=1,...,k,
I~ o,

donde IT; es el j-ésimo bloque de la particién. Hacemos el mismo supuesto distribucional sobre
las observaciones pertenecientes a un mismo grupo, esto es, que siguen cierta distribucion g de
pardmetro X;. La distribucién Fy debe ser no atémica y to es una distribucién de probabilidad
para particiones aleatorias. Esta dltima distribucién puede ser una FPPI, aunque el esquema de
simulacién puede no ser tan facil de obtener. Sin embargo, el esquema de urnas de Pélya de la
seccion anterior es practicamente equivalente a este segundo modelo.
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Ejercicios

1. Sea X1,X>, ... unasucesion de variables aleatorias independientes. Demuestre que la sucesién
es intercambiable.

2. Utilizando la representacion stick-breaking para el proceso Dirichlet, realice lo siguiente.

a) Sea Py una distribucién normal estandar. Grafique muestras de la distribucién aleatoria
P haciendo el pardmetro de masa total @ = 0,1, 1, 10. (Tendré que truncar la medida
a m sumandos.)

b) ;Cémo influye el valor de a en la distribucién del nimero de bloques, K, que se
induce?

3. Disene un algoritmo para obtener muestras de la distribucién predictiva del proceso Poisson-
Dirichlet de dos parametros.

4. Implemente el algoritmo anterior j obtenga una estimaciéon Monte Carlo de las probabilidades
para la particion aleatoria inducida y del ntimero de bloques.

5. Sea {& }+>0 un proceso de Lévy creciente con terna (0,0, V) donde

s~ (1+9) exp(—1s)

fl-o0)

v(ds) =

con I' la funcién gamma, y donde o € (0,1) y T > 0. Calcule la FPPI inducida.
6. Para las siguientes FPPIs, indique si se cumple la regla de la adicion.
a) Sea 6 >0,

k k
nt =

b) Sea IT\") una FPPI,

n n n
0 ) = () ),

conn=mny~+---+ Hg.

7. Para la EPPI en (3.6), fije n =4 y 6 = 1. ;Cual es la particién modal, Z? ;El nimero de
bloques en 7 coincide con la moda de K,,? Explique.
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