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Introduccién

Existen diversas herramientas para recabar informacion de los anillos, una de ellas es la teoria
de prerradicales. Estos objetos fueron estudiados en la década de los 70 por los matematicos
checoslovacos Bican, Repka, Nemec y Jambor y, en nuestro pais, desde el inicio del presente siglo,
por un grupo de matematicos mexicanos, fundado por Francisco Raggi, quien enfatiz6 sobre los
prerradicales el punto de vista reticular. A lo largo de estas mas de dos décadas, los resultados
han sido muy fructiferos y se han derivado muchos articulos de investigacién y varios trabajos de
tesis de posgrado. De toda esta investigacion, un problema interesante ha sido describir la gran
reticula de prerradicales sobre un anillo y saber, en particular, si es 0 no un conjunto. En varios
casos se ha llegado a una respuesta. Tomando como hilo conductor dichos casos, el propésito de
este curso es presentar una introduccion a los prerradicales, sus propiedades basicas y sus ejemplos

m4s representativos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1

Categorfas y Funtores

En esta seccion damos un breve recordatorio sobre el leguaje bésico en teorfa de categorias y
funtores, que seran ttiles en el siguiente capitulo. Para un estudio méas profundo sobre Teorfa de
categorfas, sugerimos al lector revisar textos tales como [4], [1], [2], [5], [23], [24].

DEFINICION 1.1. Una categoria A estd dada por una clase de objetos, denotada por Obj(A) 6
simplemente por A, una clase Mor(A) de morfismos y una operacién parcial binaria o definida
en Mor(A), tales que las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Mor(A) = U Homy (A, B), donde Homy (A, B) es un conjunto para todo par
(4,B)€0bj(A) x Obj(A)

(A, B) € Obj(A) x Obj(A)

(b) Homy (A,B) = Homy (C,D) siysélosiA=CyB=D.

(c) Para cada triple (A,B,C) € Obj(A) x Obj(A) x Obj(A), la operacién parcial binaria o,
definida en Mor(A), induce por restriccion, la funcién Q : Homy (B,C) x Homy (A,B) —
Homy (A, B) dada por Q(f,g) := f o g, que satisface las siguientes propiedades:

(i) asociatividad: (ho f)og = ho(fog) siempre que dicha composicién esté definida,

(ii) existencia de identidades: paracada A € Obj(A), existe 14 € Hom,(A,A) tal que,
para cada f € Homy (A, B) y para cada g € Homy (C,A) se tiene que folg = fy
lpog=gs.

NOTACION 1.2. Escribiremos fg en lugar de f o g; y en ocasiones, denotaremos a Hom4 (A,A) por
End,(A). Observemos ademds, que para cada A € A, el elemento identidad 14 € Homy(A,A)
es unico.
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EjempLo 1.3. (a) Lacategoria 8, cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos, Homg,, (A, B)
es el conjunto de todas las funciones de A en B y la composicién de morfismos es la composicién
usual de funciones.

(b) La categoria Gr, cuya coleccién de objetos esta dada por los grupos y para cada par de grupos
Gy G', Homg.(G,G') es el conjunto de todos los morfismos de grupos de G en G'.

(c) La categoria Ab, cuya coleccién de objetos esta dada por todos los grupos abelianos; y para
cada par de grupos abelianos G y G', Hom 4}, (G, G’) es el conjunto de todos los morfismos
de grupos abelianos. L.a composicion de morfismos en Ab es la dada por la composicion usual
de funciones.

(d) La categoria Rng, donde los objetos corresponden a los anillos (no necesariamente unitarios);
y para cada par de anillos R, S, Homg,,(R,S) es el conjunto de morfismos de anillos. La
composicién es la usual de funciones.

(e) La categoria Rngl, donde los objetos corresponden a los anillos con identidad; y para cada
anillo con identidad R, S, Homgp, (R, S) es el conjunto de morfismos de anillos con identidad.
La composicion es la misma que en Rng.

a categoria R—Mod, de R—modulos izquierdos, donde R es un anillo asociativo con identidad;
L gorfa R—Mod, de R—mddulos izquierdos, donde R 1l dentidad
y Homg(M,N) es el conjunto de todos los morfismos de R—médulos izquierdos de M en N.

DEFINICION 1.4. Una categoria A es llamada pequena cuando la clase de objetos Obj(A) es un
conjunto.

DEFINICION 1.5. Sea A una categorfa. Diremos que A’ es una subcategoria de A si se satisfacen
las siguientes condiciones.

(a) Obj(A") € Obj(A).
(b) Para cada (A,B) € Obj(A’) x Obj(A’), se tiene que Homy/ (A, B) C Homy (A, B).

(c) La operacién parcial o' en Mor(A’), coincide con la restriccién de la operacién parcial o
(definida en Mor(A)) en Mor(A').

(d) Si 1), € Homy/(A,A) es la identidad en A’, entonces 1’y = 14; donde 14 € Homy(A,A)
es la identidad en A.

DEFINICION 1.6. Sea ‘B una subcategoria de A. Decimos que B es una subcategoria plena de A
si se satisface que Homg (X,Y):=Homy (X,Y), para cada par X, Y € Obj(B).

EjempLo 1.7. (a) Notemos que si A es una categoria y B es una subclase de objetos de A, podemos
ver a B como una subcategoria de A, definiendo Homsg (X,Y):=Homy (X,Y).
(b) La categorfa Ab = Z — Mod, de grupos abelianos, es una subcategorfa plena de Grp.

(c) La categoria mod(R), de R—médulos izquierdos finitamente generados, es una subcategoria
plena de R—Mod.
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(d) La categoria Rng1 es una subcategoria de Rng que no es plena.

DEFINICION 1.8. Sean A y B categorias. Un funtor covariante F : A — B es una asignacién de
un objeto F(A) € B, para cada objeto A € A; y un morfismo F(f) € Homg (F(A),F(A’)) para
cada morfismo f € Hom(A,A"), tal que:

(a) si fg estd definida en A, entonces F(fg) = F(f)F(g); y

(b) para cada A € A, se tiene que F(14) = lp(4).

DEFINICION 1.9. Sean A y B categorfas. Un funtor contravariante F : A — B es una asignacién
de un objeto F(A) € B, para cada objeto A € A; y un morfismo F(f) € Homg(F(A"),F(A))
para cada morfismo f € Homy(A,A’), tal que:

(a) si fg estd definida en A, entonces F(fg) = F(g)F(f); y

(b) para cada A € A, se tiene que F(14) = 1 (4)-

NOTACION 1.10. Para cualquier categorfa A, denotaremos 14 : A — A, al funtor covariante tal
que 14(A) = A paracada A € A y 14(f) = f para cada morfismo f en A. Este es llamado el
funtor identidad de A.

OBSERVACION 1.11. (a) Sean F : A — B y G : B — C funtores cualesquiera. Definimos la compo-
sicion GF : A — C por las reglas GF(A) := G(F(A)) y GF(f) :== G(F(f))-

(b) SiF: A— ByG:B — Cson ambos funtores covariantes, entonces GF : A — € es un
funtor covariante.

(c) SiF:A— ByG:B — Csonambos funtores contravariantes, entonces GF : A — € es un
funtor covariante.

(d) Si uno de los funtores F o G es covariante y el otro contravariante, entonces GF : A — C es
contravariante.

EjempLo 1.12. (1) Sea R un anillo asociativo con identidad. Consideremos R—Mod, su categoria
de moédulos y Z —Mod, la categoria de grupos abelianos. Para cada M € R—Mod, se define
el funtor covariante

Homg (M, —): R—Mod — Z — Mod,

tal que:

(1) Para cada N € R—Mod, Homg (M, —)(N) = Homgr (M,N), el grupo abeliano de los
morfismos de R—mddulos de M en N.

(1) Para cada f € Homg(L,N), f, := Homg(M,—)(f): Homg(M,L) — Homg(M,N),
esta dada por f,(g) = fg.
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(2) Sea R un anillo asociativo con identidad. Consideremos R—Mod, su categoria de médulos
y Z —Mod, la categoria de grupos abelianos. Para cada N € R—Mod, se define el funtor
contravariante

Homg(—,N): R—Mod — Z — Mod,

tal que:

(1) Para cada M € R—Mod, Homg (—,N)(M) = Homgr (M,N), el grupo abeliano de los
morfismos de R—moédulos de M en N.

(1) Para cada f € Homg(K,L), f* := Homg(—,N)(f): Homgr(L,N) — Homg (K,N),
estd dada por f*(g) = gf.

DEFINICION 1.13. Sean F : A — By G : A — B funtores. Una transformacién natural n : F — G
es una familia de morfismos 1 := {n4 : F(A) — G(A)}aca en B tal que para cada morfismo
g:A — A’ en A, el siguiente diagrama conmuta.

F(4) -~ G(A)

F (g)l lG(g)

F(A) - G(A')

OBSERVACION 1.14. (a) Dadas 1 : F — G p : G — F transformaciones naturales de funtores, se
define la composiciéon pn : F — G (pN)a := paNa, para cada A € A.

(b) Para cualquier funtor F : A — B, la transformacién natural identidad 1 : F — F es por
definicién (17)4 := 1p(A) para cada A € A.

(c) Sean F,G: A — B yH :B — C funtores; y 1 : F — G una transformacién natural. Entonces
tenemos una transformacién natural Hn : HF — HG definida por (HnN)4 := H(N4) para
cada A € A. Similarmente, si L : D — A es un funtor, entonces nL : FL — GL es una
transformacién natural dada por (nL)p := 1y (p), para cada D € D.

DEFINICION 1.15. Sean F : A — B G : A — B funtores y 1 : F' — G una transformaci6n natural.

Decimos que 71 es una equivalencia natural si se satisface que 14 es un isomorfismo para cada
AcA.

OBSERVACION 1.16. Si M : F — G es una equivalencia natural, entonces, se obtiene la transformacién
natural ! : G — F definida por (1) := (n4)~! para cada A € A,

NOTACION 1.17. F =~ G denota que F y G son naturalmente equivalentes.

DEFINICION 1.18. Sea F : A — B un funtor. Decimos que F es una equivalencia de categorias si
existe un funtor G : B — A tal que GF ~ 14 y FG ~ 15 Ademads, diremos en este caso que F' y
G son cuasi-inversos uno del otro.
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OBSERVACION 1.19. Una dualidad de categorias. es un funtor contravariante F : A — B, que es
una equivalencia de categorias.

DEFINICION 1.20. Sea F : A — B un funtor. Para cada par de objetos A, B € A, se tiene la funcion
inducida por F,

Fs - Homa(A, B) — Homs (F(A), F(B)),
dada por Fy g(f) := F(f), para cada f € Homy(A,B).

(a) Decimos que F es fiel si la funcién inducida Fj g es inyectiva para cada A, B € A.
(b) Decimos que F es pleno si la funcién inducida F4 g es suprayectiva para cada A, B € A.

(c) Decimos que F es denso si para cada objeto B de B, existe un objeto A en A, tal que B es
isomorfo a F(A).

Teorema 1.21. Sea F : A — B un funtor. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) F define una equivalencia de categorias.

(b) F es un funtor fiel, pleno y denso.

DEFINICION 1.22. Sean F : A — B y G : B — A funtores. Decimos que F' es adjunto izquierdo
a G y que G es adjunto derecho a F si se satisface que para cada X € Obj(A) y Y € Obj(B),
Homg (F(A),Y) = Homy (X,G(Y)) es una bigeccién natural. En tal caso, se dice que F y G
forman un par adjunto y se escribe (F,G) : A — B.

DEFINICION 1.23. Sea C una categorfa. Decimos que C es una categoria aditiva si se satisfacen las
siguientes condiciones.

(a) Para cada familia finita {X;}?_, de objetos en €, existe el coproducto X1 @®...® X, en C.
(b) Para cada X, Y € Obj(C), el conjunto Home(X,Y) es un grupo abeliano.

(c) Para cada X,Y,Z € Obj(C), la composicién de morfismos en € es Z—bilineal. Esto es,
para cada f, ' € Home(Y,Z) y g, & € Home(X,Y) se tiene que (f+ g = fg+ f'gy
flg+g)=re+rg.

(d) Existe un objeto 0 € Obj(€) (llamado el objeto cero de C) tal que el morfismo identidad 1 es
el elemento cero del grupo abeliano Home(0,0).

DEFINICION 1.24. Sea F : €@ — €' un funtor entre categorias aditivas.

a) Decimos que reserva sumas directas, si para cada par de objetos X > en (C, se tiene
D que F p di ip da par de ob XiyXyenC
que F(X1 DXo) 2 F(Xy) @F(Xz).

(b) Decimos que F es aditivo, si para cada par de objetos X y Y en C, la funcién Fxy :
Home(X,Y) — Home (F(X),F(Y)) satisface que F(f +g) = F(f) + F(g) para cada
f, g € Home(X,Y).
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En este texto, se consideraran principalmente funtores aditivos.
EjempLO 1.25. Para cada M € R—Mod, los funtores Homg (M, —) y Homg (—, M) son aditivos.

DEFINICION 1.26. Sean G: A — B un funtor. Un subfuntor de G es un par (F,y) donde F: A —
B es un funtor y y: F — G es una transformacién natural tal que para cada X € Obj(A),
Yx: F(X) — G(X) es un monomorfismo en B.

OBservACION 1.27. Cada subfuntor de un funtor aditivo G: A — Ab, es aditivo también.

DEFINICION 1.28. Sea € una categoria aditiva y f : X — Y un morfismo en C.

(a) Unnuacleode f esun objeto Ker(f) junto con un morfismo u : Ker(f) — X que satisface
las siguientes condiciones.

(i) fu=0.
(ii) Para cada morfismo & : Z — X en C tal que fh = 0, existe un dnico morfismo
W :Z — Ker(f) tal que h = uh’. (Esta es llamada la propiedad universal del niicleo).

(b) Un Conticleo de f es un objeto Coker(f) junto con un morfismo p : ¥ — Coker(f) que
satisface las siguientes condiciones.

(i) pf=0.
(ii) Para cada morfismo g : Y — Z en C tal que gf = 0, existe un tnico morfismo

g : Coker(f) — Z tal que g = ¢’p. (Esta es llamada la propiedad universal del
conucleo).

OBSERVACION 1.29. (a) El morfismo u : Ker(f) — X dado en 1.28 (a), es un monomorfismo.
Similarmente, el morfismo p : Y — Coker(f), dado en 1.28 (b), es un epimorfismo.

(b) Si C esuna categoria aditiva que admite nicleos y condcleos; entonces, para cada morfismo
f:X —Y en C, existe un tnico morfismo f : Coker(u) — Ker(p) en C, tal que el siguiente
diagrama conmuta

Ker(f) —* X Y P Coker(f)

S

Coker(u) . Ker(p)

donde u’ : Ker(p) — Y es el ntcleo de p y p’: X — Coker(u) es el conticleo de u. El objeto
Ker(p) es llamado la imagen de f y es denotado por Im(f).

DEFINICION 1.30. Una categorfa € es llamada abeliana si satisface las siguientes condiciones.

(a) € es una categoria aditiva.
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(b) Cada morfismo f: X — Y en € admite un nicleo u : Ker(f) — X de f y un condcleo
p :Y — Coker(f) de f; y el morfismo f : Coker(f) — Ker(p) es un isomorfismo.

EJEmpPLO 1.31. [22, 5.90]

(a) Sea R un anillo asociativo con identidad. La categoria R—Mod es abeliana. En particular,
Ab =7 —Mod es abeliana.

(b) La subcategoria G de Z — Mod de grupos abelianos finitamente generados es una subcategoria
abeliana.

(c) La subcategoria plena T, de todos los grupos abelianos de torsion, es una categoria abeliana.

1.2

Conjuntos parcialmente ordenados y reticulas

En esta seccién abordamos un breve recordatorio de nociones basicas sobre conjuntos parcial-
mente ordenados y reticulas. Para una lectura mas amplia y profunda del tema, sugerimos consultar,
por ejemplo, [3], [9], [10], [24], [25].

DEFINICION 1.32. Un conjunto parcialmente ordenado (copo) es un par (A, @) donde A es un
conjunto distinto del vacio y @ C A X A es una relacion binaria sobre A tal que, para cualesquiera
x,y,z € A, se satisfacen las siguientes condiciones:

(@) (x,x) € o (reflexividad)
(b) (x,y) € ® & (y,x) € @ = x =y (antisimetria).
() (x,y) € & (y,2) € = (x,2) € 0 (transitividad)

En este caso, decimos que @ es una relacion de orden en el conjunto A.

Para indicar que el par (x,y) pertenece a la relacién ®, usulamente se escribe x@y. De hecho,
es comun utilizar simbolos como "<” 0 "<

Asi, que (A, =) sea un conjunto parcialmente ordenado, quiere decir que se satisfacen las
siguientes condiciones:

(r) Para cadax € A, x < x.
(a) Six =y, entonces y < x.

(t) Six 2 yyy =<z entonces x < z.

DEFINICION 1.33. Sea (A, =) un copo.

(a) Decimos que dos elementos a,b € A son comparables sia <b o b < a.
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(b) Decimos que dos elementos a,b € A son incomparables sia A by b £ a. Se denota a || b.

(c) Decimos que un subconjunto X de A es un conjunto totalmente ordenado (o una cadena) si
todos sus elementos son comparables. En tal caso, también se dice que el orden < es total.

NOTACION 1.34. Sea (A, =) un copo. Para indicar que x <y pero x # y, escribimos x < y.

Ejempro 1.35. (a) (N, <), el conjunto de los nimeros naturales con el orden usual.

(b) (P(A),C), el conjunto potencia de cualquier conjunto A con el orden dado por la contencién
de conjuntos.

(c) Consideremos también N con la relacién de divisiblidad, *|", dada por m | n si y sélo si n = xm,
para algiin x € N. Se puede verificar que (N, |) es un copo.

Este ejemplo nos permite notar que un conjunto puede ser ordenado de distintas maneras.
Notemos que (N, <) y (N, |) son diferentes, ya que por ejemplo 3 < 4, pero 3 1 4.

OBSERVACION 1.36. Dado (A, =) un conjunto parcialmente ordenado finito, es posible representarlo
mediante un diagrama (Diagrama de Hasse), como sigue:

(a) Los elementos de A son representados por puntos.

(b) Un punto a € A es colocado abajo del punto b € A si ysélosia < b en A yno existe ¢ € A tal
que a < b < c. Y en este caso, se dibuja una linea entre a y b.

Ejempro 1.37. . Con el siguiente diagrama de Hasse representamos al copo (P(A), C), donde
A ={1,2}. En este caso, sabemos que (P(A) = {A,{1},{2},0}

N
.

EjempLo 1.38. (a) Consideremos el grupo abeliano (Zg, +). Recordemos que sus subgrupos son:
{0},Z,,73 y Zg, y podemos ordenados parcialmente con la contencién. Notemos que Z; || Z3.

N,
N,

Diagrama de Hasse de (Zg,+, <)
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(b) Ahora, consideremos el grupo abeliano (Zg,+). Los subgrupos de Zg son: {0},Z,,Z4 y
Zsg, ordenados con la contencion de subgrupos, denotada "<". Notemos que en este caso,
Zy < Zy4 < Zg. Por lo tanto, < es un orden total. El diagrama de Hasse correspondiente es,

7

!

2o

{0}
Diagrama de Hasse de (Zg,+, <)
DEFINICION 1.39. Sean (A, =) un copo y X C A.
(a) Decimos que un elemento a € A es una cota superior para X si para cada x € X, x < a.
(b) Decimos que un elemento a € A es una cota inferior para X si para cada x € X, a < x.
(c) Decimos que un elemento m € X es un maximo si

VxeX(m=x=m=x).

(d) Decimos que un elemento n € X es un minimo si

VxeX(x2n=n=x).
(e) Decimos que un elemento m € X es un magor si para cada x € X, (x < m).
(f) Decimos que un elemento n € X es un menor si para cada x € X, (n < x).

OBSERVACION 1.40. Sean (A, <) un copo y X C A.
(a) Sim € X es un elemento mayor, entonces es tnico.

(b) Sin € X es un elemento menor, entonces es tnico.

(c) Sim € X es mayor, entonces m también es méximo.
(d) Sin € X es menor, entonces n también es minimo.

(e) Los reciprocos de los dos incisos anteriores no se satisfacen.

DEFINICION 1.41. Sean (A, =) y (B,=7) conjuntos parcialmente ordenados y f: A — B una
funcion.
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(a) Decimos que f es un morfismo de orden isétono si se satisface que para cualesquiera x,y € A
tales que x < x entonces f(x) <2 f(y).
(f preserva el orden)

(b) Decimos que f es un morfismo de orden antitono si se satisface que para cualesquiera

x,y € A tales que x < x entonces f(y) <2 f(x).
(f invierte el orden)

OBSERVACION 1.42. Un morfismo de orden f: (A, =<1) — (B, =X») isétono, inyectivo e inversamente
isotono (es decir, f(x) <, f(y) implica x <] y) se dice un encaje de copos de (A, <) en (B, <).
Un encaje de copos suprayectivo es llamado un isomorfismo de los conjuntos o (A, <) y (B, <).

Una nocién mas débil que la de isomorfismo de copos, pero con una gran presencia en diversas
4reas de las matematicas, es la de conexién de Galois.!.

DEFINICION 1.43. Una conexién de Galois (isétona) entre los copos (P, <) y (Q, <) es una pareja
(f,g), donde f: P — Qy g: Q — P son funciones que preservan el orden’ yj cumplen las
siguientes propiedades:

L. p<(gof)(p) paracada p € P;

2. (fog)(q) <X g paracadagq € Q.

Se denota por (f,g) : P —> Q a la conexién de Galois entre los copos (P, <) y (Q, <).

1.2.1

Reticulas

DEFINICION 1.44. Sea (£,=) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que (£, =) es una
reticula (en inglés, "lattice”) si se satisfacen las siguientes condiciones

(a) Cada pareja a,b € £ tiene una menor cota superior (llamado el supremo de a y b en £,
denotado por a V b).

(b) Cada pareja a,b € £ tiene una magor cota superior (llamado el infimo de a,b € £, denotado
por a Ab).

OBSERVACION 1.45. Dada (£, <) una reticula, aplicando induccién se demuestra que todos subcon-
junto finito de elementos de L tiene supremo e infimo.

!Dichas conexiones deben su nombre al famoso teorema fundamental de la teorfa de Galois, el cual establece,
bajo ciertas condiciones de una extensién de campos, una correspondencia biunivoca entre extensiones intermedias
y subgrupos del grupo de Galois de esta extension (véase [12]).

2en el caso del teorema fundamental de la teorfa de Galois, las funciones implicadas invierten el orden, por lo
que la conexion de Galois correspondiente se dice antitona
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NOTACION 1.46. Si (£, =) tiene elemento mayor, se denota por 1; y si tiene elemento menor, este
se denota por Of.

EJEMPLO 1.47. (a) Se X un conjunto, entonces (P(X ), C) es una reticula, donde para cualesquiera
A,B € P(X) se tiene que AAB=ANBYyAVB=AUB. Ademds, X es el elemento mayor y
0 es el elemento menor.

(b) Sea G un grupo abeliano. Entonces, el conjunto de subgrupos de G, junto con la contencién,
forman una reticula. Esta, serd denotada por Sub(G). En este caso, para H, K < G se tiene que
HVK =H+K = (HUK) (el subgrupo generado por HUK) y H AK = HN K. Ademas,

Lsun() = G Y Osup(c) = {0}

(c) Sean R un anillo con identidad y M un R—modulo izquierdo (derecho). El conjunto Subg (M),
de todos los submédulos izquierdos (derechos) de M forma una reticula, ordenada por la
contencién de submédulos, denotada "<". Dados L y N submédulos de M, LVN =L+ N =
(LUN) (el submédulo generado por LUN)y LAN = LNN. En este caso, Lgup,(n) =M Y

O, (1) = {0}
(d) Todo conjunto totalmente ordenado o cadena es una reticula.

EjempLO 1.48. No necesariamente, tiene que haber elemento mayor o menor. Por ejemplo, (N, <)
es una reticula, su elemento menor es el 0 y no tiene elemento mayor.

DEFINICION 1.49. Sea (£,=) una reticula con elemento mayor 1. y elemento menor 0. Un
elemento a € £ se llama atomo (respectivamente, coatomo ) si @ # 0 (respectivamente, a # 1)
y no existe b € £ tal que 0y < b < a (respectivamente, a < b < 1).

OBSERVACION 1.50. Sea (£, <) una reticula.

(a) Sia,be Lya=b,entoncesaVb=byaAb=a.

(b) aAb=bAa paratodo a,b € L.

(c) aVb=bVa paratodo a,b € L.

(d) an(bAc)= (aNb)Ac paratodo a,b,c € L.

(e) aV (bAc)=(aVb)Vc paratodo a,b,c € L.

(f) (avb)Na= (aNb)Va=a paratodoa,bec L.

OBSERVACION 1.51. Sea (£, <) una reticula. Si a,b € L y a < b, entonces, para cada ¢ € £ :
aV(cAb)<(aVc)Ab.

En efecto, notemos que aV (c Ab) <byaquea<bycAb<b. TambiénaV (cAb)<aVc
debidoaque a <aVecycAb<aVc.Porlotanto,aV(cAb) < (aVc)Ab.
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DEFINICION 1.52. Sean (£, <) una reticula y B C £. Decimos que B es una subreticula de £ si
para cada par b, b’ € B se satisface que inf;{b,b'} € By sup;{b,b’'} € B.

Dada (£, =) una reticula y B C £. Notemos que B es una subreticula si y sélo si (B, <|,) es
una reticula, donde =|p €8 la restriccién del orden de (£,=) a B.

DEFINICION 1.53. Sean (£,=,V,A) y (£',<,V/, \) reticulas.® Una funcién f: £ — £’ es un
morfismo de reticulas si para todo a,b € £, f(aAb) = f(a) N f(b) y f(aVb) = f(a)V' f(b).
Si, ademas, f es una funcion biyectiva, entonces f es un isomorfismo de reticulas. En este tltimo
caso, se dice que (£,=,V,A) y (L', <,V/,A\) son isomorfas.

OBSERVACION 1.54. (a) Cada morfismo de reticulas en un morfismo de orden.
(b) El inverso de un isomorfismo de reticulas es también un isomorfismo de reticulas.
(c) No todo morfismo de orden preserva supremos e infimos. Por ejemplo, consideremos el

morfismo de orden f: (N, |) — (N*, <) con f(n) = n y observemos que 4 V|9 = (4,9) = 36
y4V<9=4. De donde, 36 = £(4V|9) £ f(4) V< f(9) = 4.

DEFINICION 1.55. Decimos que una reticula (£, <) es completa, si se satisface que todo subconjunto
S C £ tiene supremo e infimo; esto es, existen \/ S y A S.

OBSERVACION 1.56. Sea (£, =) una reticula completa, entonces existen 0 y 1. Més ain, 0z =\/0
yle=A0.

OBSERVACION 1.57. Sea (£, <) un copo tal que todo S C £ tiene infimo (supremo) en £. Entonces,
(£,<) es una reticula completa.

OBSERVACION 1.58. En una reticula completa (£, <), un subconjunto B C £ es una subreticula
completa si para cada X C B se satisface A;(X), V. € B.

DEFINICION 1.59. Decimos que una reticula (£, =) es modular si para cada a, b € £ tal que
a < b y para cada ¢ € L se satisface que aV (¢ Ab) = (aV ) Ab.

EjempLo 1.60. (a) Toda cadena es una reticula modular.

(b) Para cualquier grupo abeliano G, su reticula de subgrupos Sub(G) es modular.

EJempLO 1.61. La siguiente reticula, llamada "Pentdgono’, no es modular.

3Para evitar confusiones, en esta definicién distinguimos mediante la notacién a los supremos e infimos de £
y L.
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N
\/

Reticula Pentagono
Mas atin, una reticula es modular si y sélo si no contiene una subreticula de cinco elementos
isomorfa al pentagono.

OBSERVACION 1.62. Sea (£, =) una reticula. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) (£,<) es modular.

(b) Ya,b,ce L(a<b & aNc=bANc & aVc=bVc=a=D).

DEFINICION 1.63. Una reticula completa (£, <) es superiormente continua si para todo a € A y
X C £ dirigido® se satisface que a A\ X = \/{aAx|x € X}.

OBSERVACION 1.64. (a) A una reticula completa, modular y superiormente continua, le llamaremos
idioma, ya que nos permite tener iin lenguaje’para comunicar las ideas en nuestra investigacién
que relacionan situaciones de categorias de mddulos, con técnicas reticulares y en contextos
categricos mas generales.

(b) Cabe mencionar que, en inglés, el término dado por Harold Simmons en su investigacion es
"idiom", que se puede traducir como ‘modismo’; pero también como “lenguaje” para expresar
una idea en un contexto especifico.

EJEMPLO 1.65. Sean R un anillo con identidad y M un R—mdédulo izquierdo (derecho). La reticula
(Subr(M), <) de todos los submédulos izquierdos (derechos) de M es una reticula completa,
modular y superiormente continua. Dados una familia de sub6duos {L;} ey,

VLi=YL AL=()
iel iel iel i€l
Lsupe () = M Y Ogype (1) = 10}

Es asi que Subgr(M) es también llamado el idioma de submédulos del médulo M.

“es decir, X es un conjunto no vacio, junto con una relacién binaria reflexiva y transitiva, que cumple que
cada par de sus elementos tiene una cota superior
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EsempLo 1.66. Ahora, consideremos
Sub’ (M) := {N | N es un R—submédulo totalmente invariante de M},

la subreticula de (Subg(M), <) que consta de los submédulos totalmente invariantes de M. °
De hecho, Sub’i(M) e un idioma, estudiado en la teorfa de R—médulos; y més atin, relevante
en el estudio de los prerradicales que abordaremos en el siguiente capitulo.

DEeFINICION 1.67. Una categoria abeliana de Grothendieck, G, es una categoria abeliana con un
generador, tiene coproductos directos arbitrarios, y que satisface el axioma AB5:

(*) Para cada X € G y para cada subobjeto ¥ < X, y cualquier familia dirigida {X;}ic; de
subobjetos de X, se satisface que ZX,- Ny = Z(Xi nYy).

icl icl

EjempLo 1.68. En vista de [3, Proposition 3.2.2], sabemos que para cualquier subobjeto X de una
categorfa abeliana de Grothendieck, G, se satisfaque que £g(X), la coleccién de de subobjetos
de X, junto con el orden dado por la relacién de "subobjeto’, resulta ser una reticula completa,
modular y superiormente continua; esto es, un idioma."

DEFINICION 1.69. Una reticula (£, <) es distributiva si para todo a € £ y b,c € £ se satisface
que aA(bVe)=(aAb)V (aAc). (Equivalentemente, aV (bAc) = (aVb)A(aVec).)

DEFINICION 1.70. Sea (£, =) una reticula con elemento mayor 1. y elemento menor 0. Dados
a,b € L, se dice que a es un complemento de bsiaVb=1;yaAb=0;. Decimos que (£, <)
es una reticula complementada si todos sus elementos tienen complemento.

DEFINICION 1.71. Sea (£, <) una reticula con elemento mayor 1. y elemento menor 0. Se dice
que (£,=) es booleana si es distributiva y complementada.

El ejemplo por antonomasia de reticula booleana es el que se presenta en el Ejemplo 1.46, (a).
No es dificil constatar que en una reticula booleana cada elemento tiene un tnico complemento.

DEFINICION 1.72. Una reticula completa (£, =)es un marco si para todo a € A y X C A, se
satisface que a AV X = V{aAx|x € X}.

Un ejemplo clésico e importante de marco es el siguiente:

EsempLo 1.73. Consideremos X un espacio topolégico y O(X) = {U C X | Ues abierto}. Tomando
la contencién de conjuntos, tenemos que (O(X), C) es un marco; donde

\VA{Ubier =\ J{U}icr,  \{Uitier = Int (m{Ui}iel> :

5Sea N un submédulo de M. Decimos que N es un submédulo totalmente invariante de M si satisface que para todo endomorfismo, f: M — M, f(N) CN.
Dado que en inglés estos médulos son llamados "fully invariant', se suele usar la notacién N <; M.
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Producto de reticulas

Muchas reticulas importantes pueden ser representadas de manera mas conveniente como
combinaciones aritméticas de reticulas mas pequenas si se usa una generalizacién de las operaciones
suma, producto y exponenciacién. Nosotros nos restringiremos a hablar de las dos tltimas.

DEFINICION 1.74. Dadas dos reticulas (L, <,Vp,Ar) y (L', <',Vp, Ap).° se define el producto
L x L' como el conjunto:
LxL :={(a,d)|aeL,d el'}.

Si definimos el orden “ < en L x L’ como:
(a,d) = (b,b)= (a<b yd < D),

resulta que (L x L', <) es un copo. Més atn, se tiene que L x L’ es una reticula, con el supremo y
el infimo dados, de manera natural, por:

(1) (a,d)V (b,b")=(aVLb,d Vb))
(2) (a,d )N (b,b")=(anLb,d N D).

La definicion anterior se puede generalizar para el producto de n reticulas, L1 X Ly X - -+ X Ly,
con n > 1. En caso de que L; = L para cada i = 1,...,n, denotamos al producto de reticulas
Ly x Ly x---x L, por L". Mas atn, la definicién de producto de reticulas se extiende de manera
natural para una familia {L; } ;c; de reticulas. En este tltimo caso, denotamos por [;<; L; al producto
de los elementos de dicha familia.

Generacion y cogeneracion de médulos

En esta seccién consideramos algunos preliminares que seran ttiles en el siguiente capitulo. Los
detalles pueden ser consultados en [4]. En adelante, R y S denotan anillos asociativos con identidad.

DEFINICION 1.75. Sea U una clase de R-médulos. Decimos que un médulo M esta generado por
la clase U si existe una familia {Uj },c4 en U y un epimorfismo

Pu,—+m—0
A

para algtin conjunto A. En este caso, decimos U genera a M.
Decimos que la clase U genera finitamente a M, si existe un epimorfismo

n
Bui—+M—0
i—1

con U; € U paracadai=1,...,n.

®Para evitar confusiones, en esta definicién distinguimos mediante la notacién a los supremos e infimos de L
y L.
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OBSERVACION 1.76. Sea U un R—médulo y consideremos U = {U }. En este caso, decimos que U
genera a un médulo M si existe un epimorfismo

vl 5 M—0

para algtin conjunto A, donde U*) denota al coproducto directo de |A| copias de U.
Dualmente, se tiene el concepto de cogeneracion de médulos via una clase de médulos dada.

DEFINICION 1.77. Sea U una clase de R-modulos. En este caso U cogenera a M.
Decimos que un médulo M esté cogenerado por la clase U si existe una familia {Uj } <4 en
U y un monomorfismo
0—M—]]Us
A

para un conjunto A. Decimos que la clase U cogenera finitamente a M, si existe un monomorfismo
n
0—M—J]Ui
i=1

con U; € U paracadai=1,...,n.

OBSERVACION 1.78. Si U = {U} entonces U cogenera a M si existe un monomorfismo
0—M— U

para algtin conjunto A.

NoTACION 1.79. (a) La clase de todos los médulos que estén generados por U se denota por
Gen(U) Ademaés, FGen(U) denota la clase de médulos finitamente generados por U.

(b) La clase de todos los mddulos que estédn cogenerados por U se denota por Cog(U). Similarmente,
FCog(U) denotara la clase de médulos finitamente cogenerados por U.

EjempLo 1.80. (Generando médulos)

(a) Consideremos el anillo R, visto como R—mddulo. Tomando la clase U := {R}, del hecho
que para cada R—médulo M existe un epimorfismo RX) — M — 0, para algtn conjunto X ;
podemos concluir que R es un generador en su categoria de R—médulos izquierdos.

(b) (Estructura de los grupos abelianos finitamente generados) Es conocido que si G es un grupo
abeliano finitamente generado, entonces existen enteros no negativos 7, sy, ..., s, tales que G es
isomorfo al grupo:

G221 ®Ly®..0L

Sm

esto es la clase de grupos abelianos finitamente generados es la clase FGen(Z,{Z|n =
2,3,...}).

EjempLo 1.81. (Cogenerando médulos)
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(a) Si M es un grupo abeliano libre de torsién, existe un monomorfismo M — QM; como
Z—mbdulos, M es cogerado por Q. Por otro lado si A es un conjunto, entonces cualquier
subgrupo de Q* es libre de torsién. Por lo tanto los grupos abelianos libres de torsién son
precisamente los grupos abelianos cogenerados por Q.

(b) Si U = {Zn|n > 1} entonces Gen(U) es la clase de grupos abelianos de torsi6n; mientras
que Cog(U) es la clase de grupos abelianos libres de torsién. En efecto, Q es un cogenerador
para la clase de grupos abelianos libres de torsion, también es sencillo observar que el grupo
G = @,~1 Zy es un generador para la clase de grupos abelianos de torsién.

ProPOSICION 1.82. [4] Sea U una clase de R—mddulos. Las siguientes condiciones se satisfacen
(a) Gen(U) es cerrada bajo isomorfismos, modulos cociente y sumas directas arbitrarias.

(b) Cog(U) es cerrada bajo isomorfismos, submddulos y productos directos arbitrarios.

1.3.1

Moédulos y anillos semisimples

Recordemos que un R-médulo izquierdo 7" no trivial es llamado simple si sus tinicos submadulos
son {0} y 7. Se denotard por 8 la clase de mddulos simples y por R — simp a un conjunto completo
de representantes de clases de isomorfismo de médulos izquierdos simples.”

DEFINICION 1.83. Sean M un R—médulo, A un conjunto y {7y} qca una familia de submédulos
simples de M. Si M es la suma directa de esta familia, entonces M = @4 T es una descomposicién
semisimple de M. Un mddulo M es semisimple si tiene una descomposicion semisimple.

PropPosICION 1.84. Sea M es un R-mddulo izquierdo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) M es semisimple
(b) M estd generado por modulos simples.; esto es, M € Gen(R — simp).

Asi, concluimos que Gen(8) = Gen(R — simp) es la clase generada por todos los médulos

simples; y por lo tanto, la clase de todos los médulos semisimples es cerrada bajo submédulos,
modulos cociente y suma directa arbitraria.

ProrosicioN 1.85. (Lema de Schur)
Sean S,T € R—Mod ysea f:S — T un R-homomorfismo distinto de cero.

(1) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.

(2) Si T es simple, entonces f es un epimorfismo.

Es un hecho bien conocido que existe una correspondencia biunivoca entre las clases de isomorfismo de
R-médulos simples y la clase de ideales izquierdos maximos de R. Si elegimos exactamente un representante de
cada clase de isomorfismo de R-médulos simples, obtenemos un conjunto completo e irredundante.
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(3) Sitanto S como T son simples, entonces f es un isomorfismo.

Una propiedad distinguida de R — simp, cuya prueba es inmediata a partir del Lema de Schur,
es que sus elementos son “homolégicamente independientes”; es decir, dados S, T € R-simp, S # T,
se cumple que Homg(S,7T) = 0.

DEFINICION 1.86. Decimos que un anillo R es simple si sus tnicos ideales son 0 y R. Se dice que R
es semisimple izquierdo si el modulo regular gR es semisimple. De manera analoga se definen los
anillos semisimples derechos.

OBSERVACION 1.87. Si R es un anillo semisimple izquierdo, entonces R es una suma de un ntimero
finito de ideales izquierdos simples o minimos, pues los submédulos de gR son sus ideales izquierdos
y R es un anillo con 1. Se sigue de lo anterior que |R-simp| = n para algtin n > 1.

ProposICION 1.88. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:
(a) R es simple y artiniano izquierdo.
(b) R es simple y artiniano derecho.
(c) R es simple y gR es semisimple.
(d) R es simple y Rg es semisimple.
Teorema 1.89. (Wedderburn-Artin)

Un anillo R es semisimple izquierdo (derecho) si, y sdlo si, es un producto directo finito de anillos
simples artinianos izquierdos (derechos).

OBsERVACION 1.90. Como consecuencia del Teorema de Wedderburn-Artin, todo anillo semisimple
izquierdo es semisimple derecho. En vista de ello, se omite el apelativo “izquierdo” y “derecho” al
hacer referencia a dichos anillos.

Corovario 1.91. Todo anillo semisimple es artiniano izquierdo (derecho).

Si bien todo anillo semisimple resulta artiniano, en algunos textos se suele llamar a estos anillos
semisimples artinianos para distinguirlos de otras interpretaciones.

ProposICION 1.92. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) R es semisimple.
(b) Todo R-mdédulo es semisimple.
(c) Toda sucesion exacta corta se escinde.

(d) Todo R-médulo es inyectivo.
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(e) Todo R-médulo es proyectivo.

(f) R =TI M,,(D;), donde Dj es anillo con division y n; > 1 para cadai=1,...,m.

OBSERVACION 1.93. La condicién (f) de la proposicién anterior es el famoso Teorema de Estructura
de Wedderburn-Artin.
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Capitulo 2

Prerradicales

En la década de los afios sesenta, J. M. Maranda introdujo los conceptos de prerradical y radical;
y en esta misma década, S. E. Dickson comenz6 el estudio de las teorfas de torsion en una categoria
abeliana, demostrando que este concepto es equivalente a la nocion de radical idempotente en
el sentido de Maranda y estableci6 una correspondencia biyectiva entre las teorfas de torsion
hereditarias y los radicales exactos izquierdos.

2.1

Motivacion: ejemplos en algebra

2.1.1

La torsion de un grupo abeliano.

Sea G un grupo abeliano. Para cada x € G, denotamos por o(x) al orden de x. Denotamos por
t(G) :={x € G| o(x) < oo}, al conjunto de elementos de G que tienen orden finito.

ProprosICION 2.1. Sea G un grupo abeliano, entonces t(G) es un subgrupo de G.

Demostracion. Sean x,y € G tales que o(x) =n y o(y) = m. Luego, por ser G abeliano, sabemos
que (xy)" = x"y™ = 0¢. De donde, xy también tiene orden finito. Esto es, #(G) es cerrado bajo
la operacion de G.

Finalmente, dado x € #(G), con o(x) = n, notemos que "~ 'x = xx"~! = ¥* = 0. Por lo
tanto, X! es el inverso de x respecto de la operacién en G y esta en (G). O

DEFINICION 2.2. Sea G un grupo abeliano. El subgrupo #(G) es llamado el subgrupo de torsién
de G.

DEFINICION 2.3. Sea G un grupo abeliano.

(a) Decimos que G es un grupo de torsion si se satisface t(G) = G.

(b) Decimos que G es un grupo libre de torsion si se satsiface que #1(G) = {0g}.

21
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EJEMPLO 2.4. (a) Sea n > 2 un nimero natural, entonces (Z,,+) es un grupo de torsion.

(b) (R,+), (RT,-) y (QT,") son grupos libres de torsion.
PROPOSICION 2.5. Sea f: G — H un morfismo de grupos abelianos. Entonces, f(t(G)) C t(H).

Demostracion. Sea x € t(G) y n = o(x), el orden de x. Luego, por ser f un morfismo de grupos,
sabemos que o(f(x)) divide al o(x). En particular, esto nos dice que o( f(x)) es finito. Por lo tanto,
f(x)et(H). O

Notemos que a partir de las observaciones anteriores tenemos el siguiente teorema.

TeOREMA 2.6. Sea Z —Mod la categoria de grupos abelianos. Tomar la torsion de cada grupo
abeliano, induce un funtor aditivo

t: Z—Mod — Z —Mod

tal que para cada grupo abeliano G, t(G) es el subrupo de torsién de G; y para cada morfismo
de grupos abelianos, f: G — H, t(f) == flyq): t(G) = t(H).

2.1.2

Multiplicar un ideal por un ideal bilateral.

Sea R un anillo con identidad e 7 un ideal bilateral de R. Dado M un R—médulo izquierdo, se
define /M, el conjunto de todas las sumas finitas " r;x; donde ri € I, x; € M. Notemos que IM es
un submédulo izquierdo de M.

EJEmPLO 2.7. Sea n un entero positivo fijo. Para un grupo abeliano G, nG = {ng | g € G} es un
subgrupo de G. Ahora, para cualquier morfismo de grupos abelianos ¢: G — H, se tiene que
©(nG) CnH.

PRroOPOSICION 2.8. Sea f: M — N un morfismo de R—médulos e I un ideal bilateral. Entonces,
f(IM) < IN.

Demostracion. Seam = Z rix; € IM. Entonces, aplicando f obtenemos f(m) = Z rif (xi).
i€F,F finito icF
Luego, f(m) € If(M) C IN, para cadam € IM. O

2.1.3

Trazas y Rechazos

Sea U una clase de médulos y M un médulo. Se define la traza de M respecto a U como:

Try(M) =Y {3(h) | h € Homg(U,M),U € U}
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Y el rechazo de M respecto a U, esta definido como:
Rejy (M) =({Kerh | h € Homg (M,U),U € U}.

Observe que aunque la clase U no necesariamente es un conjunto, los subconjuntos de M,
Try(M) y Rejy (M) estan bien definidos en M, esto es, Try (M) < M y Rejy (M) < M.
PropPosICION 2.9. [4] Sea U una clase de médulos, M un médulo. Se satisfacen las siguientes
propiedades:

(1) Try(M) es el mayor submédulo L de M generado por U.

(2) Rejy (M) es el menor submédulo K de M tal que M/K estd cogenerado por U.

ProprosiciON 2.10. [4] Sean M un médulo y U una clase de médulos. Si K < M, entonces:
(1) K=Try(M) siysolosi Try(M) < KyTr(K)=K.
(2) K =Rejy (M) siysolosi K<Rejy(M)yRejy(M/K)=0

entonces Try(Try(M)) = Try(M) y Rejy (M /Rejy (M)) = 0.

Prorosicion 2.11. [4] Sea U una clase de médulos, M un médulo. Si N es un médulo y
f:M — N es un homomorfismo, entonces

f(Try(M)) < Try(N) y f(Reju(M)) < Rejy(N)

I N mM— N

T

Try(M) —Try(N) Rejy(M)——Rejy(N)

Fley (o) F1Rejp ()

ProprosiciON 2.12. [4] Sea U una clase de médulos, M un médulo. Entonces:
(1) U genera a M si y solo si Try(M) =M.

(2) U cogenera a M si y sélo si Re jy (M) = 0.

2.1.4

El zoclo y el radical

A continuacién, recordamos que el zoclo (en inglés, "socle”) de un médulo M es el mayor
submoddulo de M generado por la clase de médulos simples 8, esto es, el mayor submédulo
semisimple de M.
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DEFINICION 2.13. Sea M es un R—moédulo izquierdo y 8 la clase de médulos simples. Se define y
se denota el zoclo de M como:

soc(M) =Y {f(T)| f € Homg(T,M),T € 8} = Trg(M)

OBSERVACION 2.14. Un mé6dulo M es semisimple si y sélo si M = soc(M). En efecto, M € Gen(8)
si y sélo si Trg(M) = M, que por definicién Trg(M) = soc(M).

OBSERVACION 2.15. Sea M un R—médulo y K < M. Entonces, soc(K) = KNsoc(M). En particular,
soc(soc(M)) = soc(M).

ProposiciON 2.16. [4] Sean M y N R—mddulos izquierdos y f: M — N un morfismo de

R—médulos. Entonces,
f(soc(M)) <soc(N).

Como ya lo hemos mencionado, soc(M) es el mayor submédulo de M generado por por la
clase § de todos los R-médulos simples. Ahora, veremos que para cada médulo M el Radical de
Jacobson es el menor submédulo K de M tal que M /K esté cogenerado por 8.

DEFINICION 2.17. Sea M un R—modulo izquierdo. Se define el Radical de Jacobson de M como
el rechazo de M respecto a 8, y se denota por:

rad(M) = ("\{Kerh | h € Homg(M,T),T € 8} = Res(M).

OBSERVACION 2.18. Sea M un R—médulo izquierdo. Recordemos que L un submddulo de M, es
méximo si y sélo si M /L es un médulo simple. Se puede demostrar que

rad(M) = {L<M |M/L€ 8}.

OBSERVACION 2.19. Sea M un R-mddulo izquierdo, entonces rad(M) = 0 si y sélo si M esta
cogenerado por la clase de médulos simples 8. En particular, si M es semisimple, entonces
rad(M) = 0.

OBSERVACION 2.20. Para cada médulo M se satisface que rad(M) = Re j115)(M) = Rejigy s 5)(M) =
Nses Rejs(M).

ProposICION 2.21. Sean M y N R—médulos izquierdos y f: M — N momorfismo de R—mdédulos..
Entonces:

f(rad(M)) <rad(N).

Demostracion. Como rad(M) = Re jg(M) por 2.11 se sigue que f(rad(M)) = f(Rejs(M)) <
Rejg(N) =rad(N). O
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2.2

Prerradicales

En esta seccién presentamos un panorama general sobre la teoria de prerradicales. Para mayores
detalles en los resultados y proposiciones, se sugiere consultar, por ejemplo, [7] y [19].

DEFINICION 2.22. Un prerradical r en la categoria R—Mod es decir r es un funtor : R—Mod —
R—Mod tal que:

(a) Para cada M € R—Mod, r(M) < M.

(b) Para cada morfismo de R—médulos, f: M — N, f(r(M)) < r(N).

El morfismo de R—médulos inducido r(f): r(M) — r(N) es la restriccion y correstriccién de
far(M)yr(N), respectivamente, (f) = fl,(u)-

OBSERVACION 2.23. Recordando la definicién de subfuntor, 1.26, se puede verificar que 7: R—Mod —
R—Mod es prerradical si y slo si es subfuntor del funtor identidad 1gr _poq: R—Mod — R—Mod.

L. 1r— 1R—M0d

Para cada M € R—Mod, 1y7: r(M) — M es el morfismo de inclusion de R—médulos de r(M) en
M. Esto es, el siguiente diagrama es conmutativo:

r(M)“2 > M

o

l
r(N)—~N
Los ejemplos presentados en la seccién previa de este capitulo resultan ser prerradicales.

PROPOSICION 2.24. Si r € R — pr y sea {M;}icy una familia en R — Mod entonces:
(a) r(DrMi) = Dy r(M).
(b) r(IT; Mi) <T1;r(M;).

2.2.1

Estructura reticular de R — pr

La clase de todos los prerradicales es parcialmente ordenada si se define el orden parcial:
r1 =< ry siysolosir (M) < ry(M) para cada M € R—Mod. Si adicional / una clase de indices
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se define para cada familia de prerradicales {r;}ies, la menor cota superior \/; r; y la mayor cota
inferior /\; r;, para cada M € R—Mod:

\ori| M) =) ri(M)
e

Nri| M) =(ri(M)
e I

Se denotard por R — pr a la coleccién de todos los prerradicales parcialmente ordenados. Si

M € R—Mod, r;(M) < M para cada i € I, entonces {r;(M)|i € I} es un conjunto. En efecto

resulta R — pr una gran reticula completa, ya que los submddulos Z ri(M) y ﬂ ri(M) estan bien
1 I

definidos. Aqui, el término "gran” indica que, en general, R — pr puede no ser un conjunto, al ser

un prerradical una asignacién entre clases.!

ProposiciON 2.25. (Ley modular) Sean r,s,t € R — pr, tal que r < s, entonces:

rV (sAt) =sA(rvi).

2.2.2

Operaciones en R — pr

OBSERVACION 2.26. Recordemos que por el Teorema de la Correspondencia en R—médulos, dado N
un submédulo de un médulo M, el epimorfismo canénico 7y : M — M /N induce un isomorfismo
de reticulas entre Subr(M/N) y Subr(M)/N :={L <M | N C L}. De manera particular, dados

o(M)

. Por la correspondencia antes mencionada, existe un tnico

0,7 € R— pry M un médulo, consideremos el médulo cociente , aplicando 7, obtenemos

T L un submodulo de M
o(M) o(M)

L M

submédulo L de M tal que 6(M) <Ly —— = 1| —— | . Este submédulo L, es el que
o(M) o(M)

denotaremos por (6: 7)(M) en el iniciso (b) de la siguiente definici6n.

DEFINICION 2.27. Para cada 0,7 € R — pr se definen las siguientes operaciones:

(a) El producto de prerradicales, o - 7, dado por la composicién de funtores. Estoes, 6-7:= 0o 7.
Para cada M € R—Mod, o - 1(M) = o(7(M)).

(b) El coproducto de prerradicales, (o: 7), tal que para cada M € R—Mod se satisface que

S

c(M)

DEFINICION 2.28. Un prerradical o es idempotente si 6 -0 = 6 y o es llamado radical si
0:.0=0.

IEste tltimo aspecto sera abordado en la seccion final de estas notas.
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2.3
Prerradicales alfa y omega

En esta secci{on, mencionamos nociones y resultados de prerradicales que forman parte de las
investigaciones de Raggi, Rios, Signoret, Ferndndez-Alonso y Rincén. Dos clases de prerradicales
muy distinguidos son los prerradicales alfa y omega, cuya definicion se presenta enseguida.

DEFINICION 2.29. Sean M € R—Mod y N un submodulo totalmente invariante de M. Se definen
los prerradicales odf : R—Mod — R—Mod y ®¥ : R—Mod — R—Mod,

ay (K) =) {f(N)|f € Hom(M K)}

oy (K) =" (N)If € Hom(K,M)}
para cada K € R—Mod.

ProposICION 2.30. Sea 6 € R— pr, M € R—mod y N es submodulo totalmente invariante de
M. Entonces (M) = N si y sélo si, o < o < olf.

OBSERVACION 2.31. Dada una clase U de médulos, se satisface:

Try(K) =) ogi(K)= (K)

\ o
Melu u

Reju(K)= () o' (K) = (K)

Mcu

Ao’
it

ProrosIcION 2.32. Para cada 6 € R — pr, se tiene
(a) o= \/{ag‘f(M) M € R—Mod}.
(b) 6 = /\{mg(M) M € R—Mod}.
Una propiedad relevante de la (gran) reticula de prerradicales sobre un anillo es que es atémica

y coatémica. De hecho,

1. {afs | SeR— simp} es el conjunto de dtomos de R — pr.

2. {a)IR | I es un ideal méaximo de R} es el conjunto de coatomos de R — pr.

A continuacién, se presentan la caracterizaciones de los prerradicales idempotentes y los
radicales en términos de los prerradicales alfa y omega.
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ProrosIciON 2.33. Sea ¢ € R — pr entonces:

(a) a es idempotente para cada M € R — Mod. Ademds; & es idempotente si y solo si 6 =
V{ied|o(M)=M,M € R—Mod}.

(b) @ esradical para cada M € R—Mod. Ademds, & es radical siy solosi o = A{@}!|oc(M) =
0,M € R—Mod}.

ProPOSICION 2.34. Sean {My}ycr y {Ny}yer dos familias de modulos tales que para cada y € 1,
Ny < My. Sean N = @y Nyy M = By My, N =[lye; Ny y M = [1yes My,

(a) Si N es un submddulo totalmente invariante de M, entonces para cada y € I, Ny es un

. . : M
submédulo totalmente invariante de My y oyl = Vyer OCN;'

(b) Si N es un submédulo totalmente invariante de M, entonces para cada y € I, Ny es un

/
. . . M
submaédulo totalmente invariante de My y a)]{‘[’l, = Nwer a)Nyy

Prerradicales y cambio de anillos

Concluimos esta seccién presentando ciertas propiedades sobre prerradicales y cambio de
anillos, las cuales figuran en ( [6]), ([7]), ([16]) y ([18]). Antes, se recuerda la definicién de equivalencia
de Morita.

DEFINICION 2.35. Dados dos anillos R y S, se dice que son Morita equivalentes si las categorias
R —Mod y S —Mod son equivalentes.

Sea R un anillo y sea n > 1. Denotamos por M, (R) al anillo de matrices de n x n con
coeficientes en R. Es bien conocido que R y M, (R) constituyen un ejemplo de anillos equivalentes
segin Morita. La equivalencia de Morita preserva sucesiones exactas cortas (que se escinden),
productos y sumas directas, mddulos proyectivos e inyectivos, generadores y cogeneradores,
monomorfismos (esenciales) y epimorfismos (superfluos), capsulas inygectivas, médulos simples,
artinianos y noetherianos, finitamente (co)generados e inescindibles. Adicionalmente, las reticulas de
prerradicales sobre anillos Morita-equivalentes resultan ser isomorfas, como lo afirma el siguiente
resultado.

ProposIciON 2.36. Si R y S son anillos Morita-equivalentes, entonces R — pr y S — pr son
(grandes) reticulas isomorfas.

El resultado anterior fue generalizado por R. Ferndndez Alonso y Janeth Magafia como sigue:

Teorema 2.37. Todo par adjunto (F,G) : R-Mod — S-Mod induce una conezion de Galois
(p,v):R—pr— S—pr.
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TeOREMA 2.38. Un homomorfismo suprayectivo de anillos R — S induce una asignacion
inyectiva S — pr — R — pr que preserva el orden.

Teorema 2.39. Un funtor F : R-Mod — S-Mod que es pleno, inyectivo en objetos y que preserva
inclusiones induce una asignacion inyectiva R — pr — S — pr que preserva el orden.

Finalmente, se presenta la descripcién de la reticula de prerradicales en el caso de una descom-
posicion de anillos.

ProposiciON 2.40. Sea R un anillo. Si R = R} X Ry X --+ X R, entonces R-pr es una (gran)
reticula isomorfa al producto de las (grandes) reticulas R; — pr.

2.4

Algunos ejemplos de reticulas de prerradicales

En esta seccién incluimos una breve lista de ejemplos de anillos cuyas reticulas de prerradicales
han sido parcial o completamente descritas, es decir, anillos para los cuales preguntas como algunas
de las siguientes han sido respondidas:

1. ;Es R — pr distributiva?, ;es booleana?
2. ;Cémo son ciertos elementos distinguidos de R — pr?
3. ;Es R— pr un conjunto finito? De ser asi, ;jcudntos elementos tiene?

4. Més atn, jes R — pr un conjunto?

Con relacion a esta dltima pregunta, se introduce un poco de terminologia. Se dice que un anillo
R es p-pequeno si R — pr es un conjunto. De lo contrario, se dice que R es p-grande .

Anillos p-pequernios
Dentro de la clase de anillos p-pequefios, destacan los anillos semisimples (en particular, los
anillos con divisién). El siguiente teorema, que aparece en ( [21]), caracteriza a dichos anillos en
términos de su reticula de prerradicales.
TeoREMA 2.41. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:
(a) R es semisimple.
(b) R — pr es una reticula booleana, con 2" elementos, donde n = |R — simp|.

La idea central de la prueba del teorema anterior consiste verificar que existe un isomorfismo
de reticulas ¢ : P(R — simp) — R — pr; a saber, ¢(A) = S\/Aag para cada A C R — simp.
e
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A continuacion, se presenta el diagrama de Hasse de la reticula de prerradicales sobre un anillo
semisimple R tal que R — simp = {S1,52,53}. Nétese que, en este caso, los atomos son de la

I,

S3
A, \ / ag;

Diagrama de Hasse de R — pr, con R semisimple y |[R — simp| =3

forma OcSS, con S € R —simp.
[ ]

El siguiente caso a considerar es el de los anillos Z», con n > 1y p un primo. Es bien conocido

que todo Z,»-médulo es isomorfo a una suma directa de ideales de Z». Por consiguiente, en
virtud de la Proposicién 2.24, el comportamiento de los prerradicales sobre Z,» estd completamente

determinado por su valor sobre los ideales de este anillo
0C pn_lzpn c---C prn C an.

Denotemos por Iy C Iy C --- C I, a la cadena de ideales de Z,», donde, para cada k €

{0,1,...,n}, Iy := p" ¥ Zypn = Zo .
Una propiedad notable de la reticula de prerradicales Z,» — pr es la que se presenta enseguida

PROPOSICION 2.42. Sean 6 € Zy—pry 0<m <n—1.Si o(I,,) = Iy para alguna 0 < k <

n— 1, entonces:
G(Im—l—l) = Ik7 o bien G(Im_H) = Ik+1~

Como consecuencia de los hechos antes mencionados, Z,» — pr resulta ser isomorfa a una
reticula de sucesiones binarias de longitud n, B,, := {0, 1}", tal que para cada a = (ay,...,a,), b=

(b1,...,by) € By, se tiene:
k k
» Orden:a<bsi,paracadak € {1,...,n}, Y a; < Y b;.
i=1 i=1

= Supremo: aV b = (cy,...,c,), donde ¢| := max{aj,b;} y paracada k € {2,...,n},

k—1 k—1 k k
0, si méx{ a;, Zbi}zméx{xai,):bi};
= i=1 =l i=1 =1
k—1 k—1 k k
1, si méx{Zai, Zbi}#méx{):ai,):bi}.
i=1  i=I i=1 =1
» Infimo: aANb=(dy,...,d,), donde d| :=min{a;,b;} y, paracada k € {2,...,n},
k—1 k-1 k k
0, si ml’n{ Y aj, Zbi}:ml’n{xai,Zbi},
di — i=1 =1 =1 i=1
k k=1 k=1 k k
I, si ml’n{ a;, bi}#ml’n{xai,Zbi}.
i=1 =1 =1 i=1

1
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En la siguiente figura se muestra la reticula de prerradicales sobre Z 3, donde cada prerradical
se identifica con una sucesién binaria de longitud 3.

(L1

(1,170)l

L3 — pr

Los anillos Z» constitugen un ejemplo distinguido de una clase més general de anillos, llamados
locales uniseriales, los cuales se caracterizan por el hecho de que su reticula de ideales izquierdos
(y derechos) es una cadena finita

0=J"<J"'<...<J?<J<R,

donde J es el radical de Jacobson de R. Esta cadena coincide con la serie de composicién de R (de
longitud n).

El siguiente teorema forma parte del articulo ( [15]).

TeoRrEMA 2.43. Si R un anillo local uniserial con serie de composicion de longitud n, entonces
R — pr es una reticula distributiva, finita, de cardinalidad 2".

Por dltimo, nos referiremos a los anillos artinianos de ideales principales principales.

Un anillo R se dice artiniano de ideales principales si existen k,ny,n,,...,n; € Ny anillos
locales uniseriales Ly, Ly, ..., L tales que

R =My, (Ly) x My, (L) x -+ - x M, (Lg).

En virtud de las proposiciones 2.36 y 2.40, se tiene el siguiente corolario.

2Para los detalles, favor de ver [19].
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CoOROLARIO 2.44. Si R es un anillo artiniano de ideales principales, entonces R — pr es una
reticula distributiva, finita, tal que |R — pr| = 2™ para algiin m € N.

De hecho, en [14], se prueba la siguiente caracterizacion de los anillos artinianos de ideales
principales en el caso conmutativo.

ProPOSICION 2.45. Para un anillo conmutativo R, las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) R es artiniano de ideales principales.

(b) R — pr es una reticula finita.

Cabe mencionar que en la literatura aparecen mas clases de anillos cuyas reticulas de prerra-
dicales se han estudiado® (si bien, a diferencia de los ejemplos previos, atin no se han descrito
completamente). Un aspecto de interés consiste en determinar si dichas reticulas estén en corres-
pondencia uno a uno (o no) con un conjunto, es decir, si son grandes reticulas. Abordaremos esta
tltima condicion, de manera sucinta, en la siguiente subseccion.

Anillos p-grandes

Dado un anillo R, como ya se ha mencionado, R — pr resulta ser una gran reticula completa (més
precisamente, se trata de un gran idioma, al ser, ademas, una gran reticula modular y superiormente
continua), donde el adjetivo “gran” enfatiza que, en general, R — pr puede no ser un conjunto.* Al
respecto, a principios de este siglo, el Dr. Francisco Raggi conjeturé que Z — pr debia ser una de
tales reticulas. Esta conjetura fue confirmada como consecuencia de un articulo de Fay, Oxford,
Walls, de 1982 (véase ( [11])). En dicho articulo se construye una cadena de prerradicales (de hecho,
radicales) sobre Z que esta en correspondencia biunivoca con la clase de los ordinales, es decir,
empleando la terminologifa introducida al inicio de esta seccion, se prueba que Z es p-grande.
Emulando la técnica presentada en este tdltimo trabajo, en ([13]), se proveen nuevos ejemplos de
anillos p-grandes que guardan cierta similitud con el anillo de los enteros (especificamente, cumplen
las propiedades de ser hereditarios y numerables), entre los cuales se encuentran los siguientes:

(@) Zp), las localizaciones del anillo de los enteros por un primo p.
(b) Ok, el anillo de enteros de un campo numérico K (extension finita K /Q).

(c) A@Za,donde A=ZBZidZjBZk y a= Lzﬁk, también conocido como el anillo
de los cuaterniones enteros o el anillo de Hurwitz.

(d) R = K[x], el anillo de polinomios en una indeterminada con coeficientes en K, con K un
campo numerable.

Posteriormente, en ( [18]), se agregan los siguientes anillos p-grandes a la lista anterior:

(e) K[x], con K un campo arbitrario.

3varios de ellos, ejemplos clasicos dentro de la teorfa de representaciones

“Especificamente, R — pr resulta ser un conglomerado reticular.
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(f) Para cada n > 2, la K-élgebra® libre asociativa generada por las variables x1,x7, ..., Xy,
K (x1,x2,...,x,), con K un campo arbitrario, también conocida como la K-algebra de
polinomios en n variables no conmutativas.

O> , con K un campo

(g) Para cada n > 2, la K-dlgebra de matrices triangulares KK, = ( KK

arbitrario.

En efecto, en el caso del inciso (e), el bosquejo de la prueba es el siguiente. Sean F /K una
extensién de campos y A una K-algebra. Consideremos los siguientes funtores:

s (L)1 A-Mod — A®g F-Mod, tal que (M)F = M @ F
y () = fexkidr.

» G, : A®g F-Mod — A-Mod, inducido por el homomorfismo canénico de anillos 1 : A —
ARk F tal que A — A @k 1p.

En un articulo de Kasjan del 2001 (véase [20]), se verifica que {(_)F, G,) : A-Mod — A®k F-Mod
es un par adjunto, de donde, en vista del Teorema 2.37, ((_)¥,G,) induce una conexién de Galois
(p,y) : A— pr — A®k F — pr. Adicionalmente, ¢ : A-pr — A ®g F-pr es inyectiva. En
particular, si A = K[x], entonces resulta que A @k F = F[x| como K-élgebras; esto es, existe una
asignacion inyectiva ¢’ : K [x]-pr — F[x]-pr.

Como consecuencia de lo anterior, si K es un campo arbitrario y & es el campo primo de K, entonces,
como k es numerable, k[x] — pr no es conjunto y existe una asignacion inyectiva k[x]-pr — K[x]-pr.
Esta dltima asignacion fuerza a que K[x] — pr tampoco sea un conjunto. Por tanto, para cualquier
campo K, K|[x] es p-grande.

Por su parte, en el caso de los incisos (f) y (g), existen homomorfismos suprayectivos de anillos:

= K(Xl,XQ,...,)Cn> —)K[X]

K 0 R K 0
K" K K> K
que, por el Teorema 2.38, inducen asignaciones inyectivas que preservan el orden:

» K[x] — pr— K{(x1,x2,...,X,) — pr
K O
" KKg—pr—>(Kn K)—pr

Luego, puesto que tanto K[x] como KK son p-grandes (en el segundo caso, como consecuencia
del Teorema 2.39), las asignaciones inyectivas antes anotadas obligan a que K (x1,x7,...,%,) Yy
KK, también sean p-grandes.

Es oportuno destacar que los dltimos ejemplos de anillos p-grandes (y otros que se presentan
en ( [18])) corresponden a algebras de tipo de representacion infinito. Dado un campo K, una
K-algebra A se dice de tipo de representacion finito si existe un ndmero finito de clases de
isomorfismo de A-médulos izquierdos inescindibles® finitamente generados. En caso contrario, se
dice que A es de tipo de representacion infinito. Este indicio sugiere la plausibilidad de la conjetura
que se formula a continuacion:

SRecordemos que, dado un campo K, una K-algebra es un anillo A que tiene una estructura de K-espacio
vectorial compatible con el producto de A.
bes decir, médulos M cuyos tinicos sumandos directos son 0 y M
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Las siguientes condiciones son equivalentes para una K-algebra A:

(a) A es de tipo de representacion infinito.
(b) A es p-grande.

Si bien la conjetura anterior resulta ser cierta en el caso conmutativo y en ciertos contextos
més restringidos,” atin no se sabe si es cierta en el caso general.®

“como es el caso de las algebras de grupo KG, con K un campo y G un grupo finito, cuyas reticulas de

prerradicales son estudiadas en ( [17]))
8Para ser més precisos, la implicacién (b) = (a) se cumple, ya que las K-algebras de tipo de representacién
finito son algebras de Artin y estas dtimas resultan ser p-pequeias.
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