
mixba’al
     Revista Metropolitana de Matemáticas 

www.doi.org/10.24275/uami/dcbi/mix/v16n1/fergavsan                ,661:  ���������

Un breve recorrido por la
teoría de prerradicales y
sus retículas

Rogelio Fernández-Alonso González
Silvia Claudia Gavito Ticozzi

Martha Lizbeth Shaid Sandoval Miranda

7� C������� ��� D�����������
�� M���������� UAM-I
Del 27 al 31 de enero de 2025

Universidad Autónoma Metropolitana



Directorio

Gustavo Pacheco López
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09340, CDMX, México. Tel. 5804
4658. Página electrónica de la revista:
http://mat.izt.uam.mx/mat/
index.php/revistamixba-al. Correos
electrónicos: mixbaal2009@gmail.com,
mixb@xanum.uam.mx. Coordinador
Editorial Mario Pineda Ruelas. Cer-
tificado de Reserva de Derechos al Uso
Exclusivo de T́ıtulo No. 04-2023-07031
1572300-102, ISSN5 2007-7874, ambos
otorgados por el Instituto Nacional del
Derecho de Autor. Responsable de la
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Introducción

Existen diversas herramientas para recabar información de los anillos, una de ellas es la teoría
de prerradicales. Estos objetos fueron estudiados en la década de los 70 por los matemáticos
checoslovacos Bican, Kepka, Nemec y Jambor y, en nuestro país, desde el inicio del presente siglo,
por un grupo de matemáticos mexicanos, fundado por Francisco Raggi, quien enfatizó sobre los
prerradicales el punto de vista reticular. A lo largo de estas más de dos décadas, los resultados
han sido muy fructíferos y se han derivado muchos artículos de investigación y varios trabajos de
tesis de posgrado. De toda esta investigación, un problema interesante ha sido describir la gran
retícula de prerradicales sobre un anillo y saber, en particular, si es o no un conjunto. En varios
casos se ha llegado a una respuesta. Tomando como hilo conductor dichos casos, el propósito de
este curso es presentar una introducción a los prerradicales, sus propiedades básicas y sus ejemplos
más representativos.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1
Categorías y Funtores

En esta sección damos un breve recordatorio sobre el leguaje básico en teoría de categorías y
funtores, que serán útiles en el siguiente capítulo. Para un estudio más profundo sobre Teoría de
categorías, sugerimos al lector revisar textos tales como [4], [1], [2], [5], [23], [24].

D��������� �.�. Una categoría A está dada por una clase de objetos, denotada por Obj(A) ó
simplemente por A, una clase Mor(A) de morfismos y una operación parcial binaria � definida
en Mor(A), tales que las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Mor(A) =

[

(A,B)2Obj(A)⇥Obj(A)

HomA(A,B), donde HomA(A,B) es un conjunto para todo par

(A,B) 2 Obj(A)⇥Obj(A)

.

(b) HomA(A,B) = HomA(C,D) si y sólo si A =C y B = D.

(c) Para cada triple (A,B,C) 2 Obj(A)⇥Obj(A)⇥Obj(A), la operación parcial binaria �,
definida enMor(A), induce por restricción, la función W : HomA(B,C)⇥HomA(A,B)!
HomA(A,B) dada por W( f ,g) := f �g, que satisface las siguientes propiedades:

(i) asociatividad: (h� f )�g = h� ( f �g) siempre que dicha composición esté definida,
(ii) existencia de identidades: para cada A 2 Obj(A), existe 1A 2 HomA(A,A) tal que,
para cada f 2 HomA(A,B) y para cada g 2 HomA(C,A) se tiene que f �1A = f y
1A �g = g.

N������� �.�. Escribiremos f g en lugar de f �g; y en ocasiones, denotaremos a HomA(A,A) por
EndA(A). Observemos además, que para cada A 2A, el elemento identidad 1A 2 HomA(A,A)
es único.

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

E������ �.�. (a) La categoría S, cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos,HomSet(A,B)
es el conjunto de todas las funciones de A en B y la composición de morfismos es la composición
usual de funciones.

(b) La categoría Gr, cuya colección de objetos está dada por los grupos y para cada par de grupos
G y G

0, HomGr(G,G0
) es el conjunto de todos los morfismos de grupos de G en G

0.

(c) La categoría Ab, cuya colección de objetos está dada por todos los grupos abelianos; y para
cada par de grupos abelianos G y G

0, HomAb(G,G0
) es el conjunto de todos los morfismos

de grupos abelianos. La composición de morfismos en Ab es la dada por la composición usual
de funciones.

(d) La categoría Rng, donde los objetos corresponden a los anillos (no necesariamente unitarios);
y para cada par de anillos R,S, HomRng(R,S) es el conjunto de morfismos de anillos. La
composición es la usual de funciones.

(e) La categoría Rng1, donde los objetos corresponden a los anillos con identidad; y para cada
anillo con identidad R,S, HomRng1(R,S) es el conjunto de morfismos de anillos con identidad.
La composición es la misma que en Rng.

(f) La categoría R�Mod, de R�módulos izquierdos, donde R es un anillo asociativo con identidad;
y HomR(M,N) es el conjunto de todos los morfismos de R�módulos izquierdos de M en N.

D��������� �.�. Una categoría A es llamada pequeña cuando la clase de objetos Obj(A) es un
conjunto.

D��������� �.�. Sea A una categoría. Diremos que A0 es una subcategoría de A si se satisfacen
las siguientes condiciones.

(a) Obj(A0
)✓ Obj(A).

(b) Para cada (A,B) 2 Obj(A0
)⇥Obj(A0

), se tiene que HomA0(A,B)✓ HomA(A,B).

(c) La operación parcial �0 en Mor(A0
), coincide con la restricción de la operación parcial �

(definida en Mor(A)) en Mor(A0
).

(d) Si 10
A
2 HomA0(A,A) es la identidad en A0, entonces 10

A
= 1A; donde 1A 2 HomA(A,A)

es la identidad en A.

D��������� �.�. Sea B una subcategoría de A. Decimos que B es una subcategoría plena de A
si se satisface que HomB(X ,Y ):=HomA(X ,Y ), para cada par X , Y 2 Obj(B).

E������ �.�. (a) Notemos que siA es una categoría yB es una subclase de objetos deA, podemos
ver a B como una subcategoría de A, definiendo HomB(X ,Y ):=HomA(X ,Y ).

(b) La categoría Ab = Z�Mod, de grupos abelianos, es una subcategoría plena de Grp.

(c) La categoría mod(R), de R�módulos izquierdos finitamente generados, es una subcategoría
plena de R�Mod.
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(d) La categoría Rng1 es una subcategoría de Rng que no es plena.

D��������� �.�. Sean A y B categorías. Un funtor covariante F : A!B es una asignación de
un objeto F(A) 2B, para cada objeto A 2A; y un morfismo F( f ) 2 HomB(F(A),F(A

0
)) para

cada morfismo f 2 HomA(A,A
0
), tal que:

(a) si f g está definida en A, entonces F( f g) = F( f )F(g); y

(b) para cada A 2A, se tiene que F(1A) = 1F(A).

D��������� �.�. Sean A y B categorías. Un funtor contravariante F : A!B es una asignación
de un objeto F(A) 2 B, para cada objeto A 2 A; y un morfismo F( f ) 2 HomB(F(A

0
),F(A))

para cada morfismo f 2 HomA(A,A
0
), tal que:

(a) si f g está definida en A, entonces F( f g) = F(g)F( f ); y

(b) para cada A 2A, se tiene que F(1A) = 1F(A).

N������� �.��. Para cualquier categoría A, denotaremos 1A : A!A, al funtor covariante tal
que 1A(A) = A para cada A 2A y 1A( f ) = f para cada morfismo f en A. Este es llamado el
funtor identidad de A.

O���������� �.��. (a) Sean F : A!B y G : B! C funtores cualesquiera. Definimos la compo-
sición GF : A! C por las reglas GF(A) := G(F(A)) y GF( f ) := G(F( f )).

(b) Si F : A ! B y G : B ! C son ambos funtores covariantes, entonces GF : A ! C es un
funtor covariante.

(c) Si F : A!B y G : B! C son ambos funtores contravariantes, entonces GF : A! C es un
funtor covariante.

(d) Si uno de los funtores F o G es covariante y el otro contravariante, entonces GF : A! C es
contravariante.

E������ �.��. (1) Sea R un anillo asociativo con identidad. Consideremos R�Mod, su categoría
de módulos y Z�Mod, la categoría de grupos abelianos. Para cada M 2 R�Mod, se define
el funtor covariante

HomR(M,�) : R�Mod ! Z�Mod,

tal que:

(�) Para cada N 2 R�Mod, HomR(M,�)(N) = HomR(M,N), el grupo abeliano de los
morfismos de R�módulos de M en N.

(��) Para cada f 2 HomR(L,N), f? := HomR(M,�)( f ) : HomR(M,L) ! HomR(M,N),
está dada por f?(g) = f g.
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(2) Sea R un anillo asociativo con identidad. Consideremos R�Mod, su categoría de módulos
y Z�Mod, la categoría de grupos abelianos. Para cada N 2 R�Mod, se define el funtor
contravariante

HomR(�,N) : R�Mod ! Z�Mod,

tal que:

(�) Para cada M 2 R�Mod, HomR(�,N)(M) = HomR(M,N), el grupo abeliano de los
morfismos de R�módulos de M en N.

(��) Para cada f 2 HomR(K,L), f
? := HomR(�,N)( f ) : HomR(L,N) ! HomR(K,N),

está dada por f
?
(g) = g f .

D��������� �.��. Sean F :A!B yG :A!B funtores. Una transformación natural h : F !G

es una familia de morfismos h := {hA : F(A)! G(A)}A2A en B tal que para cada morfismo
g : A ! A

0 en A, el siguiente diagrama conmuta.
F(A)

hA
//

F(g)

✏✏

G(A)

G(g)

✏✏

F(A
0
)

h
A0
// G(A

0
)

O���������� �.��. (a) Dadas h : F ! G r : G ! F transformaciones naturales de funtores, se
define la composición rh : F ! G (rh)A := rAhA, para cada A 2A.

(b) Para cualquier funtor F : A ! B, la transformación natural identidad 1F : F ! F es por
definición (1F)A := 1F(A) para cada A 2A.

(c) Sean F,G : A!B y H : B! C funtores; y h : F ! G una transformación natural. Entonces
tenemos una transformación natural Hh : HF ! HG definida por (Hh)A := H(hA) para
cada A 2 A. Similarmente, si L : D ! A es un funtor, entonces hL : FL ! GL es una
transformación natural dada por (hL)D := hL(D), para cada D 2D.

D��������� �.��. Sean F : A!B G : A!B funtores y h : F ! G una transformación natural.
Decimos que h es una equivalencia natural si se satisface que hA es un isomorfismo para cada
A 2A.

O���������� �.��. Si h : F ! G es una equivalencia natural, entonces, se obtiene la transformación
natural h�1 : G ! F definida por (h�1

)A := (hA)
�1 para cada A 2A,

N������� �.��. F ' G denota que F y G son naturalmente equivalentes.

D��������� �.��. Sea F : A!B un funtor. Decimos que F es una equivalencia de categorías si
existe un funtor G : B!A tal que GF ' 1A y FG ' 1B. Además, diremos en este caso que F y
G son cuasi-inversos uno del otro.



1.1. CATEGORÍAS Y FUNTORES 5

O���������� �.��. Una dualidad de categorías. es un funtor contravariante F : A!B, que es
una equivalencia de categorías.

D��������� �.��. Sea F : A!B un funtor. Para cada par de objetos A, B 2A, se tiene la función
inducida por F,

FA,B : HomA(A,B)! HomB(F(A),F(B)),

dada por FA,B( f ) := F( f ), para cada f 2 HomA(A,B).

(a) Decimos que F es fiel si la función inducida FA,B es inyectiva para cada A, B 2A.

(b) Decimos que F es pleno si la función inducida FA,B es suprayectiva para cada A, B 2A.

(c) Decimos que F es denso si para cada objeto B de B, existe un objeto A en A, tal que B es
isomorfo a F(A).

T������ 1.21. Sea F : A!B un funtor. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) F define una equivalencia de categorías.

(b) F es un funtor fiel, pleno y denso.

D��������� �.��. Sean F : A!B y G : B!A funtores. Decimos que F es adjunto izquierdo
a G y que G es adjunto derecho a F si se satisface que para cada X 2 Obj(A) y Y 2 Obj(B),
HomB(F(A),Y ) ⇠= HomA(X ,G(Y )) es una biyección natural. En tal caso, se dice que F y G

forman un par adjunto y se escribe hF,Gi : A!B.

D��������� �.��. Sea C una categoría. Decimos que C es una categoría aditiva si se satisfacen las
siguientes condiciones.

(a) Para cada familia finita {Xi}n

i=1 de objetos en C, existe el coproducto X1 � . . .�Xn en C.

(b) Para cada X , Y 2 Obj(C), el conjunto HomC(X ,Y ) es un grupo abeliano.

(c) Para cada X , Y, Z 2 Obj(C), la composición de morfismos en C es Z�bilineal. Esto es,
para cada f , f

0 2 HomC(Y,Z) y g, g
0 2 HomC(X ,Y ) se tiene que ( f + f

0
)g = f g+ f

0
g y

f (g+g
0
) = f g+ f g

0.

(d) Existe un objeto 0 2 Obj(C) (llamado el objeto cero de C) tal que el morfismo identidad 10 es
el elemento cero del grupo abeliano HomC(0,0).

D��������� �.��. Sea F : C! C
0 un funtor entre categorías aditivas.

(a) Decimos que F preserva sumas directas, si para cada par de objetos X1 y X2 en C, se tiene
que F(X1 �X2)⇠= F(X1)�F(X2).

(b) Decimos que F es aditivo, si para cada par de objetos X y Y en C, la función FX ,Y :
HomC(X ,Y ) ! HomC0(F(X),F(Y )) satisface que F( f + g) = F( f ) + F(g) para cada
f , g 2 HomC(X ,Y ).
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En este texto, se considerarán principalmente funtores aditivos.

E������ �.��. Para cada M 2 R�Mod, los funtores HomR(M,�) y HomR(�,M) son aditivos.

D��������� �.��. Sean G : A!B un funtor. Un subfuntor de G es un par (F,g) donde F : A!
B es un funtor y g : F ! G es una transformación natural tal que para cada X 2 Obj(A),
gX : F(X)! G(X) es un monomorfismo en B.

O���������� �.��. Cada subfuntor de un funtor aditivo G : A! Ab, es aditivo también.

D��������� �.��. Sea C una categoría aditiva y f : X ! Y un morfismo en C.

(a) Un núcleo de f es un objeto Ker( f ) junto con un morfismo u : Ker( f )! X que satisface
las siguientes condiciones.

(i) f u = 0.

(ii) Para cada morfismo h : Z ! X en C tal que f h = 0, existe un único morfismo
h
0 : Z ! Ker( f ) tal que h = uh

0. (Ésta es llamada la propiedad universal del núcleo).

(b) Un Conúcleo de f es un objeto Coker( f ) junto con un morfismo r : Y ! Coker( f ) que
satisface las siguientes condiciones.

(i) r f = 0.

(ii) Para cada morfismo g : Y ! Z en C tal que g f = 0, existe un único morfismo
g
0 : Coker( f ) ! Z tal que g = g

0r. (Ésta es llamada la propiedad universal del
conúcleo).

O���������� �.��. (a) El morfismo u : Ker( f ) ! X dado en 1.28 (a), es un monomorfismo.
Similarmente, el morfismo r : Y ! Coker( f ), dado en 1.28 (b), es un epimorfismo.

(b) Si C es una categoría aditiva que admite núcleos y conúcleos; entonces, para cada morfismo
f : X !Y en C, existe un único morfismo f : Coker(u)! Ker(r) en C, tal que el siguiente
diagrama conmuta

Ker( f )
u

// X
f

//

r 0

✏✏

Y
r
// Coker( f )

Coker(u)
f
// Ker(r)

u
0

OO

donde u
0 : Ker(r)!Y es el núcleo de r y r 0 : X ! Coker(u) es el conúcleo de u. El objeto

Ker(r) es llamado la imagen de f y es denotado por Im( f ).

D��������� �.��. Una categoría C es llamada abeliana si satisface las siguientes condiciones.

(a) C es una categoría aditiva.
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(b) Cada morfismo f : X ! Y en C admite un núcleo u : Ker( f ) ! X de f y un conúcleo
r : Y ! Coker( f ) de f ; y el morfismo f : Coker( f )! Ker(r) es un isomorfismo.

E������ �.��. [22, 5.90]

(a) Sea R un anillo asociativo con identidad. La categoría R�Mod es abeliana. En particular,
Ab = Z�Mod es abeliana.

(b) La subcategoría G de Z�Mod de grupos abelianos finitamente generados es una subcategoría
abeliana.

(c) La subcategoría plena T, de todos los grupos abelianos de torsión, es una categoría abeliana.

1.2
Conjuntos parcialmente ordenados y retículas

En esta sección abordamos un breve recordatorio de nociones básicas sobre conjuntos parcial-
mente ordenados y retículas. Para una lectura más amplia y profunda del tema, sugerimos consultar,
por ejemplo, [3], [9], [10], [24], [25].

D��������� �.��. Un conjunto parcialmente ordenado (copo) es un par (A,w) donde A es un
conjunto distinto del vacío y w ✓ A⇥A es una relación binaria sobre A tal que, para cualesquiera
x,y,z 2 A, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) (x,x) 2 w (reflexividad)

(b) (x,y) 2 w & (y,x) 2 w ) x = y (antisimetría).

(c) (x,y) 2 w & (y,z) 2 w ) (x,z) 2 w (transitividad)

En este caso, decimos que w es una relación de orden en el conjunto A.

Para indicar que el par (x,y) pertenece a la relación w , usulamente se escribe xwy. De hecho,
es común utilizar símbolos como "” o "�’.

Así, que (A,�) sea un conjunto parcialmente ordenado, quiere decir que se satisfacen las
siguientes condiciones:

(r) Para cada x 2 A, x � x.

(a) Si x � y, entonces y � x.

(t) Si x � y y y � z, entonces x � z.

D��������� �.��. Sea (A,�) un copo.

(a) Decimos que dos elementos a,b 2 A son comparables si a � b o b � a.
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(b) Decimos que dos elementos a,b 2 A son incomparables si a � b y b � a. Se denota a ||b.

(c) Decimos que un subconjunto X de A es un conjunto totalmente ordenado (o una cadena) si
todos sus elementos son comparables. En tal caso, también se dice que el orden � es total.

N������� �.��. Sea (A,�) un copo. Para indicar que x � y pero x 6= y, escribimos x � y.

E������ �.��. (a) (N,), el conjunto de los números naturales con el orden usual.

(b) (P(A),✓), el conjunto potencia de cualquier conjunto A con el orden dado por la contención
de conjuntos.

(c) Consideremos también N con la relación de divisiblidad, "|", dada por m | n si y sólo si n = xm,
para algún x 2 N. Se puede verificar que (N, |) es un copo.

Este ejemplo nos permite notar que un conjunto puede ser ordenado de distintas maneras.
Notemos que (N,) y (N, |) son diferentes, ya que por ejemplo 3  4, pero 3 - 4.

O���������� �.��. Dado (A,�) un conjunto parcialmente ordenado finito, es posible representarlo
mediante un diagrama (Diagrama de Hasse), como sigue:

(a) Los elementos de A son representados por puntos.

(b) Un punto a 2 A es colocado abajo del punto b 2 A si y sólo si a � b en A y no existe c 2 A tal
que a � b � c. Y en este caso, se dibuja una línea entre a y b.

E������ �.��. . Con el siguiente diagrama de Hasse representamos al copo (P(A),✓), donde
A = {1,2}. En este caso, sabemos que (P(A) = {A,{1},{2}, /0}

•

• •

•

E������ �.��. (a) Consideremos el grupo abeliano (Z6,+). Recordemos que sus subgrupos son:
{0},Z2,Z3 y Z6, y podemos ordenados parcialmente con la contención. Notemos que Z2 ||Z3.

Z6

Z2 Z3

{0}
Diagrama de Hasse de (Z6,+,)
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(b) Ahora, consideremos el grupo abeliano (Z8,+). Los subgrupos de Z8 son: {0},Z2,Z4 y
Z8, ordenados con la contención de subgrupos, denotada "". Notemos que en este caso,
Z2  Z4  Z8. Por lo tanto,  es un orden total. El diagrama de Hasse correspondiente es,

Z8

Z4

Z2

{0}
Diagrama de Hasse de (Z8,+,)

D��������� �.��. Sean (A,�) un copo y X ✓ A.

(a) Decimos que un elemento a 2 A es una cota superior para X si para cada x 2 X , x � a.

(b) Decimos que un elemento a 2 A es una cota inferior para X si para cada x 2 X , a � x.

(c) Decimos que un elemento m 2 X es un máximo si

8x 2 X(m � x ) m = x).

(d) Decimos que un elemento n 2 X es un mínimo si

8x 2 X(x � n ) n = x).

(e) Decimos que un elemento m 2 X es un mayor si para cada x 2 X , (x � m).

(f) Decimos que un elemento n 2 X es un menor si para cada x 2 X , (n � x).

O���������� �.��. Sean (A,�) un copo y X ✓ A.

(a) Si m 2 X es un elemento mayor, entonces es único.

(b) Si n 2 X es un elemento menor, entonces es único.

(c) Si m 2 X es mayor, entonces m también es máximo.

(d) Si n 2 X es menor, entonces n también es mínimo.

(e) Los recíprocos de los dos incisos anteriores no se satisfacen.

D��������� �.��. Sean (A,�1) y (B,�2) conjuntos parcialmente ordenados y f : A ! B una
función.
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(a) Decimos que f es unmorfismo de orden isótono si se satisface que para cualesquiera x,y 2 A

tales que x �1 x entonces f (x)�2 f (y).
( f preserva el orden)

(b) Decimos que f es un morfismo de orden antítono si se satisface que para cualesquiera
x,y 2 A tales que x �1 x entonces f (y)�2 f (x).

( f invierte el orden)

O���������� �.��. Un morfismo de orden f : (A,�1)! (B,�2) isótono, inyectivo e inversamente
isótono (es decir, f (x)�2 f (y) implica x �1 y) se dice un encaje de copos de (A,) en (B,).
Un encaje de copos suprayectivo es llamado un isomorfismo de los conjuntos o (A,) y (B,).

Una noción más débil que la de isomorfismo de copos, pero con una gran presencia en diversas
áreas de las matemáticas, es la de conexión de Galois.1.

D��������� �.��. Una conexión de Galois (isótona) entre los copos hP,i y hQ,�i es una pareja
h f ,gi, donde f : P �! Q y g : Q �! P son funciones que preservan el orden2 y cumplen las
siguientes propiedades:

1. p  (g� f )(p) para cada p 2 P;

2. ( f �g)(q)� q para cada q 2 Q.

Se denota por h f ,gi : P �! Q a la conexión de Galois entre los copos hP,i y hQ,�i.

1.2.1
Retículas

D��������� �.��. Sea (L,�) un conjunto parcialmente ordenado. Diremos que (L,�) es una
retícula (en inglés, "lattice") si se satisfacen las siguientes condiciones

(a) Cada pareja a,b 2 L tiene una menor cota superior (llamado el supremo de a y b en L,
denotado por a_b).

(b) Cada pareja a,b 2 L tiene una mayor cota superior (llamado el ínfimo de a,b 2 L, denotado
por a^b).

O���������� �.��. Dada (L,�) una retícula, aplicando inducción se demuestra que todos subcon-
junto finito de elementos de L tiene supremo e ínfimo.
1Dichas conexiones deben su nombre al famoso teorema fundamental de la teoría de Galois, el cual establece,

bajo ciertas condiciones de una extensión de campos, una correspondencia biunívoca entre extensiones intermedias
y subgrupos del grupo de Galois de esta extensión (véase [12]).
2en el caso del teorema fundamental de la teoría de Galois, las funciones implicadas invierten el orden, por lo

que la conexión de Galois correspondiente se dice antítona
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N������� �.��. Si (L,�) tiene elemento mayor, se denota por 111L; y si tiene elemento menor, este
se denota por 000L.

E������ �.��. (a) Se X un conjunto, entonces (P(X),✓) es una retícula, donde para cualesquiera
A,B 2 P(X) se tiene que A^B = A\B y A_B = A[B. Además, X es el elemento mayor y
/0 es el elemento menor.

(b) Sea G un grupo abeliano. Entonces, el conjunto de subgrupos de G, junto con la contención,
forman una retícula. Esta, será denotada por Sub(G). En este caso, para H,K  G se tiene que
H _K = H +K = hH [Ki (el subgrupo generado por H [K) y H ^K = H \K. Además,
111Sub(G) = G y 000Sub(G) = {0}.

(c) Sean R un anillo con identidad y M un R�módulo izquierdo (derecho). El conjunto SubR(M),
de todos los submódulos izquierdos (derechos) de M forma una retícula, ordenada por la
contención de submódulos, denotada "". Dados L y N submódulos de M, L_N = L+N =

hL[Ni (el submódulo generado por L[N) y L^N = L\N. En este caso, 111SubR(M) = M y
000SubR(M) = {0}.

(d) Todo conjunto totalmente ordenado o cadena es una retícula.

E������ �.��. No necesariamente, tiene que haber elemento mayor o menor. Por ejemplo, (N,)

es una retícula, su elemento menor es el 0 y no tiene elemento mayor.

D��������� �.��. Sea (L,�) una retícula con elemento mayor 111L y elemento menor 000L. Un
elemento a 2 L se llama átomo (respectivamente, coátomo ) si a 6= 000L (respectivamente, a 6= 111L)
y no existe b 2 L tal que 000L � b � a (respectivamente, a � b � 111L).

O���������� �.��. Sea (L,�) una retícula.

(a) Si a, b 2 L y a � b, entonces a_b = b y a^b = a.

(b) a^b = b^a para todo a,b 2 L.

(c) a_b = b_a para todo a,b 2 L.

(d) a^ (b^ c) = (a^b)^ c para todo a,b,c 2 L.

(e) a_ (b^ c) = (a_b)_ c para todo a,b,c 2 L.

(f) (a_b)^a = (a^b)_a = a para todo a,b 2 L.

O���������� �.��. Sea (L,) una retícula. Si a,b 2 L y a  b, entonces, para cada c 2 L :

a_ (c^b) (a_ c)^b.

En efecto, notemos que a_ (c^b) b ya que a  b y c^b  b. También a_ (c^b) a_ c

debido a que a  a_ c y c^b  a_ c. Por lo tanto, a_ (c^b) (a_ c)^b.
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D��������� �.��. Sean (L,) una retícula y B ✓ L. Decimos que B es una subretícula de L si
para cada par b, b

0 2 B se satisface que in fL{b, b
0} 2 B y supL{b, b

0} 2 B.

Dada (L,�) una retícula y B ✓ L. Notemos que B es una subretícula si y sólo si (B,�|B) es
una retícula, donde �|B es la restricción del orden de (L,�) a B.

D��������� �.��. Sean (L,�,_,^) y (L0,,_0,^0
) retículas.3 Una función f : L! L

0 es un
morfismo de retículas si para todo a,b 2L, f (a^b) = f (a)^0

f (b) y f (a_b) = f (a)_0
f (b).

Si, además, f es una función biyectiva, entonces f es un isomorfismo de retículas. En este último
caso, se dice que (L,�,_,^) y (L0,,_0,^0

) son isomorfas.

O���������� �.��. (a) Cada morfismo de retículas en un morfismo de orden.

(b) El inverso de un isomorfismo de retículas es también un isomorfismo de retículas.

(c) No todo morfismo de orden preserva supremos e ínfimos. Por ejemplo, consideremos el
morfismo de orden f : (N+, |)! (N+,) con f (n)= n y observemos que 4_|9=(4,9)= 36
y 4_ 9 = 4. De donde, 36 = f (4_| 9) 6= f (4)_ f (9) = 4.

D��������� �.��. Decimos que una retícula (L,�) es completa, si se satisface que todo subconjunto
S ✓ L tiene supremo e ínfimo; esto es, existen WS y VS.

O���������� �.��. Sea (L,�) una retícula completa, entonces existen 000L y 111L.Más aún, 000L =
W

/0
y 111L =

V
/0.

O���������� �.��. Sea (L,) un copo tal que todo S ✓L tiene ínfimo (supremo) en L. Entonces,
(L,) es una retícula completa.

O���������� �.��. En una retícula completa (L,), un subconjunto B ✓ L es una subretícula
completa si para cada X ✓ B se satisface VL(X),

W
L 2 B.

D��������� �.��. Decimos que una retícula (L,�) es modular si para cada a, b 2 L tal que
a  b y para cada c 2 L se satisface que a_ (c^b) = (a_ c)^b.

E������ �.��. (a) Toda cadena es una retícula modular.

(b) Para cualquier grupo abeliano G, su retícula de subgrupos Sub(G) es modular.

E������ �.��. La siguiente retícula, llamada "Pentágono", no es modular.

3Para evitar confusiones, en esta definición distinguimos mediante la notación a los supremos e ínfimos de L
y L

0.
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1

b

c

a

0
Retícula Pentágono

Más aún, una retícula es modular si y sólo si no contiene una subretícula de cinco elementos
isomorfa al pentágono.

O���������� �.��. Sea (L,�) una retícula. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) (L,) es modular.

(b) 8a,b,c 2 L(a  b & a^ c = b^ c & a_ c = b_ c ) a = b).

D��������� �.��. Una retícula completa (L,�) es superiormente continua si para todo a 2 A y
X ✓ L dirigido4 se satisface que a^

W
X =

W
{a^ x | x 2 X}.

O���������� �.��. (a) A una retícula completa, modular y superiormente continua, le llamaremos
idioma, ya que nos permite tener ün lenguaje"para comunicar las ideas en nuestra investigación
que relacionan situaciones de categorías de módulos, con técnicas reticulares y en contextos
categóricos más generales.

(b) Cabe mencionar que, en inglés, el término dado por Harold Simmons en su investigación es
"idiom", que se puede traducir como "modismo"; pero también como "lenguaje" para expresar
una idea en un contexto específico.

E������ �.��. Sean R un anillo con identidad y M un R�módulo izquierdo (derecho). La retícula
(SubR(M),) de todos los submódulos izquierdos (derechos) de M es una retícula completa,
modular y superiormente continua. Dados una familia de subóduos {Li}i2I ,

_

i2I

Li = Â
i2I

Li

^

i2I

Li =

\

i2I

Li.

111SubR(M) = M y 000SubR(M) = {0}.

Es así que SubR(M) es también llamado el idioma de submódulos del módulo M.

4es decir, X es un conjunto no vacío, junto con una relación binaria reflexiva y transitiva, que cumple que
cada par de sus elementos tiene una cota superior



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

E������ �.��. Ahora, consideremos

Sub
f i
(M) := {N | N es un R�submódulo totalmente invariante de M},

la subretícula de (SubR(M),) que consta de los submódulos totalmente invariantes de M. 5

De hecho, Sub
f i
(M) e un idioma, estudiado en la teoría de R�módulos; y más aún, relevante

en el estudio de los prerradicales que abordaremos en el siguiente capítulo.

D��������� �.��. Una categoría abeliana de Grothendieck, G, es una categoría abeliana con un
generador, tiene coproductos directos arbitrarios, y que satisface el axioma AB5:

(*) Para cada X 2 G y para cada subobjeto Y  X , y cualquier familia dirigida {Xi}i2I de
subobjetos de X , se satisface queÂ

i2I

Xi \Y = Â
i2I

(Xi \Y ).

E������ �.��. En vista de [3, Proposition 3.2.2], sabemos que para cualquier subobjeto X de una
categoría abeliana de Grothendieck, G, se satisfaque que LG(X), la colección de de subobjetos
de X , junto con el orden dado por la relación de "subobjeto", resulta ser una retícula completa,
modular y superiormente continua; esto es, un ïdioma."

D��������� �.��. Una retícula (L,�) es distributiva si para todo a 2 L y b,c 2 L se satisface
que a^ (b_ c) = (a^b)_ (a^ c). (Equivalentemente, a_ (b^ c) = (a_b)^ (a_ c). )

D��������� �.��. Sea (L,�) una retícula con elemento mayor 111L y elemento menor 000L. Dados
a,b 2L, se dice que a es un complemento de b si a_b = 111L y a^b = 000L. Decimos que (L,�)

es una retícula complementada si todos sus elementos tienen complemento.

D��������� �.��. Sea (L,�) una retícula con elemento mayor 111L y elemento menor 000L. Se dice
que (L,�) es booleana si es distributiva y complementada.

El ejemplo por antonomasia de retícula booleana es el que se presenta en el Ejemplo 1.46, (a).
No es difícil constatar que en una retícula booleana cada elemento tiene un único complemento.

D��������� �.��. Una retícula completa (L,�)es un marco si para todo a 2 A y X ✓ A, se
satisface que a^

W
X =

W
{a^ x | x 2 X}.

Un ejemplo clásico e importante de marco es el siguiente:

E������ �.��. Consideremos X un espacio topológico yO(X) = {U ✓X |Ues abierto}. Tomando
la contención de conjuntos, tenemos que (O(X),✓) es un marco; donde

_
{Ui}i2I =

[
{Ui}i2I ,

^
{Ui}i2I = Int

⇣\
{Ui}i2I

⌘
.

5Sea N un submódulo de M. Decimos que N es un submódulo totalmente invariante de M si satisface que para todo endomorfismo, f : M ! M, f (N)✓ N.
Dado que en inglés estos módulos son llamados "fully invariant", se suele usar la notación N  f i M.
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Producto de retículas

Muchas retículas importantes pueden ser representadas de manera más conveniente como
combinaciones aritméticas de retículas más pequeñas si se usa una generalización de las operaciones
suma, producto y exponenciación. Nosotros nos restringiremos a hablar de las dos últimas.

D��������� �.��. Dadas dos retículas hL,,_L,^Li y hL0,0,_L0 ,^L0 i,6 se define el producto
L⇥L

0 como el conjunto:
L⇥L

0 := {(a,a0) | a 2 L, a
0 2 L

0}.
Si definimos el orden “ � ” en L⇥L

0 como:

(a,a0)� (b,b0), (a  b y a
0 0

b
0
),

resulta que hL⇥L
0,�i es un copo. Más aún, se tiene que L⇥L

0 es una retícula, con el supremo y
el ínfimo dados, de manera natural, por:

(1) (a,a0)_ (b,b0) = (a_L b, a
0 _L0 b0).

(2) (a,a0)^ (b,b0) = (a^L b, a
0 ^L0 b0).

La definición anterior se puede generalizar para el producto de n retículas, L1 ⇥L2 ⇥ · · ·⇥Ln,
con n � 1. En caso de que Li = L para cada i = 1, . . . ,n, denotamos al producto de retículas
L1 ⇥L2 ⇥ · · ·⇥Ln por L

n. Más aún, la definición de producto de retículas se extiende de manera
natural para una familia {Li}i2I de retículas. En este último caso, denotamos por’i2I Li al producto
de los elementos de dicha familia.

1.3
Generación y cogeneración de módulos

En esta sección consideramos algunos preliminares que serán útiles en el siguiente capítulo. Los
detalles pueden ser consultados en [4]. En adelante, R y S denotan anillos asociativos con identidad.

D��������� �.��. Sea U una clase de R-módulos. Decimos que un módulo M está generado por
la clase U si existe una familia {Ul}l2A en U y un epimorfismo

M

A

Ul ! M ! 0

para algún conjunto A. En este caso, decimos U genera a M.
Decimos que la clase U genera finitamente a M, si existe un epimorfismo

nM

i=1
Ui ! M ! 0

con Ui 2 U para cada i = 1, ...,n.
6Para evitar confusiones, en esta definición distinguimos mediante la notación a los supremos e ínfimos de L

y L
0.
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O���������� �.��. Sea U un R�módulo y consideremos U= {U}. En este caso, decimos que U
genera a un módulo M si existe un epimorfismo

U
(A) ! M ! 0

para algún conjunto A, donde U
(A) denota al coproducto directo de |A| copias de U.

Dualmente, se tiene el concepto de cogeneración de módulos vía una clase de módulos dada.

D��������� �.��. Sea U una clase de R-módulos. En este caso U cogenera a M.
Decimos que un módulo M está cogenerado por la clase U si existe una familia {Ul}l2A en

U y un monomorfismo
0 ! M ! ’

A

Ul

para un conjunto A. Decimos que la clase U cogenera finitamente a M, si existe un monomorfismo

0 ! M !
n

’
i=1

Ui

con Ui 2 U para cada i = 1, ...,n.

O���������� �.��. Si U= {U} entonces U cogenera a M si existe un monomorfismo

0 ! M !U
A

para algún conjunto A.

N������� �.��. (a) La clase de todos los módulos que están generados por U se denota por
Gen(U) Además, FGen(U) denota la clase de módulos finitamente generados por U.

(b) La clase de todos los módulos que están cogenerados porU se denota porCog(U). Similarmente,
FCog(U) denotará la clase de módulos finitamente cogenerados por U.

E������ �.��. (Generando módulos)

(a) Consideremos el anillo R, visto como R�módulo. Tomando la clase U := {R}, del hecho
que para cada R�módulo M existe un epimorfismo R

(X) ! M ! 0, para algún conjunto X ;
podemos concluir que R es un generador en su categoría de R�módulos izquierdos.

(b) (Estructura de los grupos abelianos finitamente generados) Es conocido que si G es un grupo
abeliano finitamente generado, entonces existen enteros no negativos r,s1, ...,sm tales que G es
isomorfo al grupo:

G ⇠= Zr �Zs1 � ...�Zsm

esto es la clase de grupos abelianos finitamente generados es la clase FGen(Z,{Zn|n =

2,3, ...}).

E������ �.��. (Cogenerando módulos)
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(a) Si M es un grupo abeliano libre de torsión, existe un monomorfismo M ! QM ; como
Z�módulos, M es cogerado por Q. Por otro lado si A es un conjunto, entonces cualquier
subgrupo de QA es libre de torsión. Por lo tanto los grupos abelianos libres de torsión son
precisamente los grupos abelianos cogenerados por Q.

(b) Si U = {Zn|n > 1} entonces Gen(U) es la clase de grupos abelianos de torsión; mientras
que Cog(U) es la clase de grupos abelianos libres de torsión. En efecto, Q es un cogenerador
para la clase de grupos abelianos libres de torsión, también es sencillo observar que el grupo
G =

L
n>1Zn es un generador para la clase de grupos abelianos de torsión.

P���������� 1.82. [4] Sea U una clase de R�módulos. Las siguientes condiciones se satisfacen

(a) Gen(U) es cerrada bajo isomorfismos, módulos cociente y sumas directas arbitrarias.

(b) Cog(U) es cerrada bajo isomorfismos, submódulos y productos directos arbitrarios.

1.3.1
Módulos y anillos semisimples

Recordemos que unR-módulo izquierdo T no trivial es llamado simple si sus únicos submódulos
son {0} y T. Se denotará por S la clase de módulos simples y por R�simp a un conjunto completo
de representantes de clases de isomorfismo de módulos izquierdos simples.7

D��������� �.��. Sean M un R�módulo, A un conjunto y {Ta}a2A una familia de submódulos
simples deM. Si M es la suma directa de esta familia, entoncesM =

L
A Ta es una descomposición

semisimple de M. Un módulo M es semisimple si tiene una descomposición semisimple.

P���������� 1.84. SeaM es un R-módulo izquierdo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) M es semisimple

(b) M está generado por modulos simples.; esto es, M 2 Gen(R� simp).

Así, concluimos que Gen(S) = Gen(R� simp) es la clase generada por todos los módulos
simples; y por lo tanto, la clase de todos los módulos semisimples es cerrada bajo submódulos,
módulos cociente y suma directa arbitraria.

P���������� 1.85. (Lema de Schur)
Sean S,T 2 R�Mod y sea f : S ! T un R-homomorfismo distinto de cero.

(1) Si S es simple, entonces f es un monomorfismo.

(2) Si T es simple, entonces f es un epimorfismo.
7Es un hecho bien conocido que existe una correspondencia biunívoca entre las clases de isomorfismo de

R-módulos simples y la clase de ideales izquierdos máximos de R. Si elegimos exactamente un representante de
cada clase de isomorfismo de R-módulos simples, obtenemos un conjunto completo e irredundante.
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(3) Si tanto S como T son simples, entonces f es un isomorfismo.

Una propiedad distinguida de R� simp, cuya prueba es inmediata a partir del Lema de Schur,
es que sus elementos son “homológicamente independientes”; es decir, dados S,T 2 R-simp, S 6= T ,
se cumple que HomR(S,T ) = 0.

D��������� �.��. Decimos que un anillo R es simple si sus únicos ideales son 0 y R. Se dice que R

es semisimple izquierdo si el módulo regular RR es semisimple. De manera análoga se definen los
anillos semisimples derechos.

O���������� �.��. Si R es un anillo semisimple izquierdo, entonces R es una suma de un número
finito de ideales izquierdos simples o mínimos, pues los submódulos de RR son sus ideales izquierdos
y R es un anillo con 1. Se sigue de lo anterior que |R-simp|= n para algún n � 1.

P���������� 1.88. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

(a) R es simple y artiniano izquierdo.

(b) R es simple y artiniano derecho.

(c) R es simple y RR es semisimple.

(d) R es simple y RR es semisimple.

T������ 1.89. (Wedderburn-Artin)
Un anillo R es semisimple izquierdo (derecho) si, y sólo si, es un producto directo finito de anillos
simples artinianos izquierdos (derechos).

O���������� �.��. Como consecuencia del Teorema de Wedderburn-Artin, todo anillo semisimple
izquierdo es semisimple derecho. En vista de ello, se omite el apelativo “izquierdo” y “derecho” al
hacer referencia a dichos anillos.

C�������� 1.91. Todo anillo semisimple es artiniano izquierdo (derecho).

Si bien todo anillo semisimple resulta artiniano, en algunos textos se suele llamar a estos anillos
semisimples artinianos para distinguirlos de otras interpretaciones.

P���������� 1.92. Sea R un anillo. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es semisimple.

(b) Todo R-módulo es semisimple.

(c) Toda sucesión exacta corta se escinde.

(d) Todo R-módulo es inyectivo.
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(e) Todo R-módulo es proyectivo.

(f) R ⇠= ’m

i=1Mni
(Di), donde Di es anillo con división y ni � 1 para cada i = 1, . . . ,m.

O���������� �.��. La condición (f) de la proposición anterior es el famoso Teorema de Estructura
de Wedderburn-Artin.
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Capítulo 2

Prerradicales

En la década de los años sesenta, J. M. Maranda introdujo los conceptos de prerradical y radical;
y en esta misma década, S. E. Dickson comenzó el estudio de las teorías de torsión en una categoría
abeliana, demostrando que este concepto es equivalente a la noción de radical idempotente en
el sentido de Maranda y estableció una correspondencia biyectiva entre las teorías de torsión
hereditarias y los radicales exactos izquierdos.

2.1
Motivación: ejemplos en álgebra

2.1.1
La torsión de un grupo abeliano.

Sea G un grupo abeliano. Para cada x 2 G, denotamos por o(x) al orden de x. Denotamos por
t(G) := {x 2 G | o(x)< •}, al conjunto de elementos de G que tienen orden finito.

P���������� 2.1. Sea G un grupo abeliano, entonces t(G) es un subgrupo de G.

Demostración. Sean x,y 2 G tales que o(x) = n y o(y) = m. Luego, por ser G abeliano, sabemos
que (xy)

nm
= x

n
y

m
= 0G. De donde, xy también tiene orden finito. Esto es, t(G) es cerrado bajo

la operación de G.
Finalmente, dado x 2 t(G), con o(x) = n, notemos que x

n�1
x = xx

n�1
= x

n
= 0G. Por lo

tanto, xn�1 es el inverso de x respecto de la operación en G y está en t(G).

D��������� �.�. Sea G un grupo abeliano. El subgrupo t(G) es llamado el subgrupo de torsión
de G.

D��������� �.�. Sea G un grupo abeliano.

(a) Decimos que G es un grupo de torsión si se satisface t(G) = G.

(b) Decimos que G es un grupo libre de torsión si se satsiface que t(G) = {0G}.

21
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E������ �.�. (a) Sea n � 2 un número natural, entonces (Zn,+) es un grupo de torsión.

(b) (R,+), (R+, ·) y (Q+, ·) son grupos libres de torsión.

P���������� 2.5. Sea f : G ! H un morfismo de grupos abelianos. Entonces, f (t(G))✓ t(H).

Demostración. Sea x 2 t(G) y n = o(x), el orden de x. Luego, por ser f un morfismo de grupos,
sabemos que o( f (x)) divide al o(x). En particular, esto nos dice que o( f (x)) es finito. Por lo tanto,
f (x) 2 t(H).

Notemos que a partir de las observaciones anteriores tenemos el siguiente teorema.

T������ 2.6. Sea Z�Mod la categoría de grupos abelianos. Tomar la torsión de cada grupo
abeliano, induce un funtor aditivo

t : Z�Mod ! Z�Mod

tal que para cada grupo abeliano G, t(G) es el subrupo de torsión de G; y para cada morfismo
de grupos abelianos, f : G ! H, t( f ) := f |t(G) : t(G)! t(H).

2.1.2
Multiplicar un ideal por un ideal bilateral.

Sea R un anillo con identidad e I un ideal bilateral de R. Dado M un R�módulo izquierdo, se
define IM, el conjunto de todas las sumas finitas Ârixi donde ri 2 I, xi 2 M. Notemos que IM es
un submódulo izquierdo de M.

E������ �.�. Sea n un entero positivo fijo. Para un grupo abeliano G, nG = {ng | g 2 G} es un
subgrupo de G. Ahora, para cualquier morfismo de grupos abelianos j : G ! H , se tiene que
j(nG)✓ nH.

P���������� 2.8. Sea f : M ! N un morfismo de R�módulos e I un ideal bilateral. Entonces,
f (IM) IN.

Demostración. Seam= Â
i2F,F f inito

rixi 2 IM. Entonces, aplicando f obtenemos f (m)= Â
i2F

ri f (xi).

Luego, f (m) 2 I f (M)✓ IN, para cada m 2 IM.

2.1.3
Trazas y Rechazos

Sea U una clase de módulos y M un módulo. Se define la traza de M respecto a U como:

TrU(M) = Â{¡(h) | h 2 HomR(U,M),U 2 U}
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Y el rechazo de M respecto a U; está definido como:

Re jU(M) =

\
{Kerh | h 2 HomR(M,U),U 2 U}.

Observe que aunque la clase U no necesariamente es un conjunto, los subconjuntos de M,
TrU(M) y Re jU(M) están bien definidos en M, esto es, TrU(M) M y Re jU(M) M.

P���������� 2.9. [4] Sea U una clase de módulos, M un módulo. Se satisfacen las siguientes
propiedades:

(1) TrU(M) es el mayor submódulo L de M generado por U.

(2) Re jU(M) es el menor submódulo K de M tal que M/K está cogenerado por U.

P���������� 2.10. [4] Sean M un módulo y U una clase de módulos. Si K  M, entonces:

(1) K = TrU(M) si y solo si TrU(M) K y TrU(K) = K.

(2) K = Re jU(M) si y sólo si K  Re jU(M) y Re jU(M/K) = 0

entonces TrU(TrU(M)) = TrU(M) y Re jU(M/Re jU(M)) = 0.

P���������� 2.11. [4] Sea U una clase de módulos, M un módulo. Si N es un módulo y
f : M ! N es un homomorfismo, entonces

f (TrU(M)) TrU(N) y f (Re jU(M)) Re jU(N)

M
f

// N

TrU(M)
f |TrU(M)

//

OO

TrU(N)

OO

M
f

// N

Re jU(M)
f |Re jU(M)

//

OO

Re jU(N)

OO

P���������� 2.12. [4] Sea U una clase de módulos, M un módulo. Entonces:

(1) U genera a M si y sólo si TrU(M) = M.

(2) U cogenera a M si y sólo si Re jU(M) = 0.

2.1.4
El zoclo y el radical

A continuación, recordamos que el zoclo (en inglés, "socle") de un módulo M es el mayor
submódulo de M generado por la clase de módulos simples S, esto es, el mayor submódulo
semisimple de M.
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D��������� �.��. Sea M es un R�módulo izquierdo y S la clase de módulos simples. Se define y
se denota el zoclo deM como:

soc(M) = Â{ f (T ) | f 2 HomR(T,M),T 2 S}= TrS(M)

.

O���������� �.��. Un módulo M es semisimple si y sólo si M = soc(M). En efecto, M 2 Gen(S)

si y sólo si TrS(M) = M, que por definición TrS(M) = soc(M).

O���������� �.��. SeaM un R�módulo y K M. Entonces, soc(K) =K\soc(M). En particular,
soc(soc(M)) = soc(M).

P���������� 2.16. [4] Sean M y N R�módulos izquierdos y f : M ! N un morfismo de
R�módulos. Entonces,

f (soc(M)) soc(N).

Como ya lo hemos mencionado, soc(M) es el mayor submódulo de M generado por por la
clase S de todos los R-módulos simples. Ahora, veremos que para cada módulo M el Radical de
Jacobson es el menor submódulo K de M tal que M/K está cogenerado por S.

D��������� �.��. Sea M un R�módulo izquierdo. Se define el Radical de Jacobson deM como
el rechazo de M respecto a S, y se denota por:

rad(M) =

\
{Kerh | h 2 HomR(M,T ),T 2 S}= Re jS(M).

O���������� �.��. Sea M un R�módulo izquierdo. Recordemos que L un submódulo de M, es
máximo si y sólo si M/L es un módulo simple. Se puede demostrar que

rad(M) =

\
{L  M | M/L 2 S}.

O���������� �.��. Sea M un R-módulo izquierdo, entonces rad(M) = 0 si y sólo si M está
cogenerado por la clase de módulos simples S. En particular, si M es semisimple, entonces
rad(M) = 0.

O���������� �.��. Para cada móduloM se satisface que rad(M)=Re j(’S S)(M)=Re j(
L

S S)(M)=T
S2S Re jS(M).

P���������� 2.21. SeanM yN R�módulos izquierdos y f : M !N momorfismo deR�módulos..
Entonces:

f (rad(M)) rad(N).

Demostración. Como rad(M) = Re jS(M) por 2.11 se sigue que f (rad(M)) = f (Re jS(M)) 
Re jS(N) = rad(N).
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2.2
Prerradicales

En esta sección presentamos un panorama general sobre la teoría de prerradicales. Para mayores
detalles en los resultados y proposiciones, se sugiere consultar, por ejemplo, [7] y [19].

D��������� �.��. Un prerradical r en la categoría R�Mod es decir r es un funtor r : R�Mod !
R�Mod tal que:

(a) Para cada M 2 R�Mod, r(M) M.

(b) Para cada morfismo de R�módulos, f : M ! N , f (r(M)) r(N).

El morfismo de R�módulos inducido r( f ) : r(M)! r(N) es la restricción y correstricción de
f a r(M) y r(N), respectivamente, r( f ) = f |r(M).

O���������� �.��. Recordando la definición de subfuntor, 1.26, se puede verificar que r : R�Mod!
R�Mod es prerradical si y sólo si es subfuntor del funtor identidad 1R�Mod : R�Mod!R�Mod.

i : r ! 1R�Mod

Para cada M 2 R�Mod, iM : r(M)! M es el morfismo de inclusión de R�módulos de r(M) en
M. Esto es, el siguiente diagrama es conmutativo:

r(M)
� � iM

//

r( f )

✏✏

M

f

✏✏

r(N)
� � iN

// N

Los ejemplos presentados en la sección previa de este capítulo resultan ser prerradicales.

P���������� 2.24. Si r 2 R� pr y sea {Mi}i2I una familia en R�Mod entonces:

(a) r(
L

I Mi) =
L

I r(Mi).

(b) r(’I Mi) ’I r(Mi).

2.2.1
Estructura reticular de R� pr

La clase de todos los prerradicales es parcialmente ordenada si se define el orden parcial:
r1 � r2 si y solo si r1(M) r2(M) para cada M 2 R�Mod. Si adicional I una clase de índices
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se define para cada familia de prerradicales {ri}i2I , la menor cota superior
W

I ri y la mayor cota
inferior VI ri, para cada M 2 R�Mod:

"
_

I

ri

#
(M) = Â

I

ri(M)

y "
^

I

ri

#
(M) =

\

I

ri(M)

Se denotará por R� pr a la colección de todos los prerradicales parcialmente ordenados. Si
M 2 R�Mod, ri(M)  M para cada i 2 I, entonces {ri(M)|i 2 I} es un conjunto. En efecto
resulta R� pr una gran retícula completa, ya que los submódulosÂ

I

ri(M) y
\

I

ri(M) están bien

definidos. Aquí, el término "gran” indica que, en general, R� pr puede no ser un conjunto, al ser
un prerradical una asignación entre clases.1

P���������� 2.25. (Ley modular) Sean r,s, t 2 R� pr, tal que r � s, entonces:

r_ (s^ t) = s^ (r_ t).

2.2.2
Operaciones en R� pr

O���������� �.��. Recordemos que por el Teorema de la Correspondencia en R�módulos, dado N

un submódulo de un módulo M, el epimorfismo canónico pN : M ! M/N induce un isomorfismo
de retículas entre SubR(M/N) y SubR(M)/N := {L  M | N ✓ L}. De manera particular, dados
s ,t 2 R� pr y M un módulo, consideremos el módulo cociente M

s(M)
, aplicando t, obtenemos

t
✓

M

s(M)

◆
un submódulo de M

s(M)
. Por la correspondencia antes mencionada, existe un único

submódulo L de M tal que s(M)  L y L

s(M)

⇠= t
✓

M

s(M)

◆
. Este submódulo L, es el que

denotaremos por (s : t)(M) en el iniciso (b) de la siguiente definición.

D��������� �.��. Para cada s ,t 2 R� pr se definen las siguientes operaciones:

(a) El producto de prerradicales,s ·t, dado por la composición de funtores. Esto es, s ·t :=s �t.
Para cada M 2 R�Mod, s · t(M) = s(t(M)).

(b) El coproducto de prerradicales, (s : t), tal que para cada M 2 R�Mod se satisface que
(s : t)(M)

s(M)
= t

✓
M

s(M)

◆
.

D��������� �.��. Un prerradical s es idempotente si s · s = s y s es llamado radical si
s : s = s .
1Este último aspecto será abordado en la sección final de estas notas.
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2.3
Prerradicales alfa y omega

En esta secci{on, mencionamos nociones y resultados de prerradicales que forman parte de las
investigaciones de Raggi, Ríos, Signoret, Fernández-Alonso y Rincón. Dos clases de prerradicales
muy distinguidos son los prerradicales alfa y omega, cuya definición se presenta enseguida.

D��������� �.��. Sean M 2 R�Mod y N un submódulo totalmente invariante de M. Se definen
los prerradicales aM

N
: R�Mod ! R�Mod y wM

N
: R�Mod ! R�Mod,

aM

N
(K) = Â{ f (N)| f 2 Hom(M,K)}

y
wM

N
(K) =

\
{ f

�1
(N)| f 2 Hom(K,M)}

para cada K 2 R�Mod.

P���������� 2.30. Sea s 2 R� pr, M 2 R�mod y N es submódulo totalmente invariante de
M. Entonces s(M) = N si y sólo si, aM

N
� s � wM

N
.

O���������� �.��. Dada una clase U de módulos, se satisface:

TrU(K) = Â
M2U

aM

M
(K) =

"
_

U

aM

M

#
(K)

y

Re jU(K) =

\

M2U
wM

0 (K) =

"
^

U

wM

0

#
(K)

P���������� 2.32. Para cada s 2 R� pr, se tiene

(a) s =
W
{aM

s(M)
|M 2 R�Mod}.

(b) s =
V
{wM

s(M)
|M 2 R�Mod}.

Una propiedad relevante de la (gran) retícula de prerradicales sobre un anillo es que es atómica
y coatómica. De hecho,

1.
�

aES

S

�� S 2 R� simp
 
es el conjunto de átomos de R� pr.

2.
�

wR

I

�� I es un ideal máximo de R
 
es el conjunto de coátomos de R� pr.

A continuación, se presentan la caracterizaciones de los prerradicales idempotentes y los
radicales en términos de los prerradicales alfa y omega.
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P���������� 2.33. Sea s 2 R� pr entonces:

(a) aM

M
es idempotente para cada M 2 R�Mod. Además; s es idempotente si y solo si s =W

{aM

M
|s(M) = M,M 2 R�Mod}.

(b) wM

0 es radical para cadaM 2R�Mod. Además, s es radical si y solo si s =
V
{wM

0 |s(M)=

0,M 2 R�Mod}.

P���������� 2.34. Sean {Mg}g2I y {Ng}g2I dos familias de módulos tales que para cada g 2 I,
Ng  Mg . Sean N =

L
g2I Ng , M =

L
g2I Mg , N

0
= ’g2I Ng y M

0
= ’g2I Mg .

(a) Si N es un submódulo totalmente invariante de M, entonces para cada g 2 I, Ng es un
submódulo totalmente invariante de Mg y aM

N
=
W

g2I aMg
Ng

(b) Si N 0 es un submódulo totalmente invariante de M
0 , entonces para cada g 2 I, Ng es un

submódulo totalmente invariante de Mg y wM
0

N
0 =

V
w2I wMg

Ng

Prerradicales y cambio de anillos

Concluimos esta sección presentando ciertas propiedades sobre prerradicales y cambio de
anillos, las cuales figuran en ( [6]), ( [7]), ( [16]) y ( [18]). Antes, se recuerda la definición de equivalencia
de Morita.

D��������� �.��. Dados dos anillos R y S, se dice que son Morita equivalentes si las categorías
R�Mod y S�Mod son equivalentes.

Sea R un anillo y sea n � 1. Denotamos por Mn(R) al anillo de matrices de n⇥ n con
coeficientes en R. Es bien conocido que R yMn(R) constituyen un ejemplo de anillos equivalentes
según Morita. La equivalencia de Morita preserva sucesiones exactas cortas (que se escinden),
productos y sumas directas, módulos proyectivos e inyectivos, generadores y cogeneradores,
monomorfismos (esenciales) y epimorfismos (superfluos), cápsulas inyectivas, módulos simples,
artinianos y noetherianos, finitamente (co)generados e inescindibles. Adicionalmente, las retículas de
prerradicales sobre anillos Morita-equivalentes resultan ser isomorfas, como lo afirma el siguiente
resultado.

P���������� 2.36. Si R y S son anillos Morita-equivalentes, entonces R� pr y S� pr son
(grandes) retículas isomorfas.

El resultado anterior fue generalizado por R. Fernández Alonso y Janeth Magaña como sigue:

T������ 2.37. Todo par adjunto hF,Gi : R-Mod�! S-Mod induce una conexión de Galois
hj,yi : R� pr �! S� pr.
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T������ 2.38. Un homomorfismo suprayectivo de anillos R �! S induce una asignación
inyectiva S� pr �! R� pr que preserva el orden.

T������ 2.39. Un funtor F : R-Mod�! S-Mod que es pleno, inyectivo en objetos y que preserva
inclusiones induce una asignación inyectiva R� pr �! S� pr que preserva el orden.

Finalmente, se presenta la descripción de la retícula de prerradicales en el caso de una descom-
posición de anillos.

P���������� 2.40. Sea R un anillo. Si R ⇠= R1 ⇥R2 ⇥ · · ·⇥Rn, entonces R-pr es una (gran)
retícula isomorfa al producto de las (grandes) retículas Ri � pr.

2.4
Algunos ejemplos de retículas de prerradicales

En esta sección incluimos una breve lista de ejemplos de anillos cuyas retículas de prerradicales
han sido parcial o completamente descritas, es decir, anillos para los cuales preguntas como algunas
de las siguientes han sido respondidas:

1. ¿Es R� pr distributiva?, ¿es booleana?

2. ¿Cómo son ciertos elementos distinguidos de R� pr?

3. ¿Es R� pr un conjunto finito? De ser así, ¿cuántos elementos tiene?

4. Más aún, ¿es R� pr un conjunto?

Con relación a esta última pregunta, se introduce un poco de terminología. Se dice que un anillo
R es p-pequeño si R� pr es un conjunto. De lo contrario, se dice que R es p-grande .

Anillos p-pequeños

Dentro de la clase de anillos p-pequeños, destacan los anillos semisimples (en particular, los
anillos con división). El siguiente teorema, que aparece en ( [21]), caracteriza a dichos anillos en
términos de su retícula de prerradicales.

T������ 2.41. Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

(a) R es semisimple.

(b) R� pr es una retícula booleana, con 2n elementos, donde n = |R� simp|.

La idea central de la prueba del teorema anterior consiste verificar que existe un isomorfismo
de retículas f : P(R� simp)�! R� pr; a saber, f(A) = W

S2A

aS

S
para cada A ✓ R� simp.
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A continuación, se presenta el diagrama de Hasse de la retícula de prerradicales sobre un anillo
semisimple R tal que R� simp = {S1,S2,S3}. Nótese que, en este caso, los átomos son de la
forma aS

S
, con S 2 R� simp.

•

• • •

•
aS1

S1

•aS2
S2

•
aS3

S3

•
Diagrama de Hasse de R� pr, con R semisimple y |R� simp|= 3

El siguiente caso a considerar es el de los anillos Zpn , con n � 1 y p un primo. Es bien conocido
que todo Zpn-módulo es isomorfo a una suma directa de ideales de Zpn . Por consiguiente, en
virtud de la Proposición 2.24, el comportamiento de los prerradicales sobre Zpn está completamente
determinado por su valor sobre los ideales de este anillo

0 ⇢ p
n�1Zpn ⇢ · · ·⇢ pZpn ⇢ Zpn .

Denotemos por I0 ⇢ I1 ⇢ · · · ⇢ In a la cadena de ideales de Zpn , donde, para cada k 2
{0,1, . . . ,n}, Ik := p

n�kZpn
⇠= Z

pk .
Una propiedad notable de la retícula de prerradicales Zpn � pr es la que se presenta enseguida:

P���������� 2.42. Sean s 2 Zpn � pr y 0  m  n�1. Si s(Im) = Ik para alguna 0  k 
n�1, entonces:

s(Im+1) = Ik, o bien s(Im+1) = Ik+1.

Como consecuencia de los hechos antes mencionados, Zpn � pr resulta ser isomorfa a una
retícula de sucesiones binarias de longitud n, Bn := {0,1}n, tal que para cada a= (a1, . . . ,an), b=

(b1, . . . ,bn) 2 Bn, se tiene:

Orden: a  b si, para cada k 2 {1, . . . ,n},
k

Â
i=1

ai 
k

Â
i=1

bi.

Supremo: a_b = (c1, . . . ,cn), donde c1 :=máx{a1,b1} y para cada k 2 {2, . . . ,n},

ck =

8
>><

>>:

0, si máx
⇢

k�1
Â

i=1
ai,

k�1
Â

i=1
bi

�
=máx

⇢
k

Â
i=1

ai,
k

Â
i=1

bi

�
;

1, si máx
⇢

k�1
Â

i=1
ai,

k�1
Â

i=1
bi

�
6=máx

⇢
k

Â
i=1

ai,
k

Â
i=1

bi

�
.

Ínfimo: a^b = (d1, . . . ,dn), donde d1 :=mín{a1,b1} y, para cada k 2 {2, . . . ,n},

dk =

8
>><

>>:

0, si mín
⇢

k�1
Â

i=1
ai,

k�1
Â

i=1
bi

�
=mín

⇢
k

Â
i=1

ai,
k

Â
i=1

bi

�
;

1, si mín
⇢

k�1
Â

i=1
ai,

k�1
Â

i=1
bi

�
6=mín

⇢
k

Â
i=1

ai,
k

Â
i=1

bi

�
.
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En la siguiente figura se muestra la retícula de prerradicales sobre Z
p3 , donde cada prerradical

se identifica con una sucesión binaria de longitud 3.2

(1,1,1)•

(1,1,0)•

(1,0,1)•

(0,1,1)
•

(1,0,0)
•

•
(0,1,0)

•
(0,0,1)

•
(0,0,0)

Z
p3 � pr

Los anillos Zpn constituyen un ejemplo distinguido de una clase más general de anillos, llamados
locales uniseriales, los cuales se caracterizan por el hecho de que su retícula de ideales izquierdos
(y derechos) es una cadena finita

0 = J
n < J

n�1 < · · ·< J
2 < J < R,

donde J es el radical de Jacobson de R. Esta cadena coincide con la serie de composición de R (de
longitud n).

El siguiente teorema forma parte del artículo ( [15]).

T������ 2.43. Si R un anillo local uniserial con serie de composición de longitud n, entonces
R� pr es una retícula distributiva, finita, de cardinalidad 2n.

Por último, nos referiremos a los anillos artinianos de ideales principales principales.
Un anillo R se dice artiniano de ideales principales si existen k,n1,n2, . . . ,nk 2 N y anillos

locales uniseriales L1,L2, ...,Lk tales que

R ⇠=Mn1(L1)⇥Mn2(L2)⇥ · · ·⇥Mnk
(Lk).

En virtud de las proposiciones 2.36 y 2.40, se tiene el siguiente corolario.
2Para los detalles, favor de ver [19].
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C�������� 2.44. Si R es un anillo artiniano de ideales principales, entonces R� pr es una
retícula distributiva, finita, tal que |R� pr|= 2m para algún m 2 N.

De hecho, en [14] , se prueba la siguiente caracterización de los anillos artinianos de ideales
principales en el caso conmutativo.

P���������� 2.45. Para un anillo conmutativo R, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) R es artiniano de ideales principales.

(b) R� pr es una retícula finita.

Cabe mencionar que en la literatura aparecen más clases de anillos cuyas retículas de prerra-
dicales se han estudiado3 (si bien, a diferencia de los ejemplos previos, aún no se han descrito
completamente). Un aspecto de interés consiste en determinar si dichas retículas están en corres-
pondencia uno a uno (o no) con un conjunto, es decir, si son grandes retículas. Abordaremos esta
última condición, de manera sucinta, en la siguiente subsección.

Anillos p-grandes

Dado un anillo R, como ya se ha mencionado, R� pr resulta ser una gran retícula completa (más
precisamente, se trata de un gran idioma, al ser, además, una gran retícula modular y superiormente
continua), donde el adjetivo “gran” enfatiza que, en general, R� pr puede no ser un conjunto.4 Al
respecto, a principios de este siglo, el Dr. Francisco Raggi conjeturó que Z� pr debía ser una de
tales retículas. Esta conjetura fue confirmada como consecuencia de un artículo de Fay, Oxford,
Walls, de 1982 (véase ( [11])). En dicho artículo se construye una cadena de prerradicales (de hecho,
radicales) sobre Z que está en correspondencia biunívoca con la clase de los ordinales, es decir,
empleando la terminología introducida al inicio de esta sección, se prueba que Z es p-grande.
Emulando la técnica presentada en este último trabajo, en ( [13]), se proveen nuevos ejemplos de
anillos p-grandes que guardan cierta similitud con el anillo de los enteros (específicamente, cumplen
las propiedades de ser hereditarios y numerables), entre los cuales se encuentran los siguientes:

(a) Z(p), las localizaciones del anillo de los enteros por un primo p.

(b) OK , el anillo de enteros de un campo numérico K (extensión finita K/Q).

(c) L�Za, donde L = Z�Zi�Z j�Zk y a =
1+i+ j+k

2 , también conocido como el anillo
de los cuaterniones enteros o el anillo de Hurwitz.

(d) R = K[x], el anillo de polinomios en una indeterminada con coeficientes en K, con K un
campo numerable.

Posteriormente, en ( [18]), se agregan los siguientes anillos p-grandes a la lista anterior:

(e) K[x], con K un campo arbitrario.
3varios de ellos, ejemplos clásicos dentro de la teoría de representaciones
4Específicamente, R� pr resulta ser un conglomerado reticular.
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(f) Para cada n � 2, la K-álgebra5 libre asociativa generada por las variables x1,x2, . . . ,xn,
Khx1,x2, . . . ,xni, con K un campo arbitrario, también conocida como la K-álgebra de
polinomios en n variables no conmutativas.

(g) Para cada n � 2, la K-álgebra de matrices triangulares KKn
⇠=
✓

K 0
K

n
K

◆
, con K un campo

arbitrario.

En efecto, en el caso del inciso (e), el bosquejo de la prueba es el siguiente. Sean F/K una
extensión de campos y L una K-álgebra. Consideremos los siguientes funtores:

(�)F : L-Mod�! L⌦K F-Mod, tal que (M)
F
= M⌦K F

y ( f )
F
= f ⌦K idF .

Gi : L⌦K F-Mod�! L-Mod, inducido por el homomorfismo canónico de anillos i : L �!
L⌦K F tal que l 7�! l ⌦K 1F .

En un artículo de Kasjan del 2001 (véase [20]), se verifica que h(�)F ,Gii : L-Mod�! L⌦K F-Mod
es un par adjunto, de donde, en vista del Teorema 2.37, h(�)F ,Gii induce una conexión de Galois
hj,yi : L� pr �! L⌦K F � pr. Adicionalmente, j : L-pr �! L⌦K F-pr es inyectiva. En
particular, si L = K[x], entonces resulta que L⌦K F ⇠= F [x] como K-álgebras; esto es, existe una
asignación inyectiva j 0 : K[x]-pr�! F [x]-pr.
Como consecuencia de lo anterior, si K es un campo arbitrario y k es el campo primo de K, entonces,
como k es numerable, k[x]� pr no es conjunto y existe una asignación inyectiva k[x]-pr�!K[x]-pr.
Esta última asignación fuerza a que K[x]� pr tampoco sea un conjunto. Por tanto, para cualquier
campo K, K[x] es p-grande.
Por su parte, en el caso de los incisos (f) y (g), existen homomorfismos suprayectivos de anillos:

Khx1,x2, . . . ,xni �! K[x]

✓
K 0
K

n
K

◆
�!

✓
K 0
K

2
K

◆

que, por el Teorema 2.38, inducen asignaciones inyectivas que preservan el orden:

K[x]� pr �! Khx1,x2, . . . ,xni� pr

KK2 � pr �!
✓

K 0
K

n
K

◆
� pr

Luego, puesto que tanto K[x] como KK2 son p-grandes (en el segundo caso, como consecuencia
del Teorema 2.39), las asignaciones inyectivas antes anotadas obligan a que Khx1,x2, . . . ,xni y
KKn también sean p-grandes.
Es oportuno destacar que los últimos ejemplos de anillos p-grandes (y otros que se presentan

en ( [18])) corresponden a álgebras de tipo de representación infinito. Dado un campo K, una
K-álgebra L se dice de tipo de representación finito si existe un número finito de clases de
isomorfismo de L-módulos izquierdos inescindibles6 finitamente generados. En caso contrario, se
dice que L es de tipo de representación infinito. Este indicio sugiere la plausibilidad de la conjetura
que se formula a continuación:
5Recordemos que, dado un campo K, una K-álgebra es un anillo A que tiene una estructura de K-espacio

vectorial compatible con el producto de A.
6es decir, módulos M cuyos únicos sumandos directos son 0 y M
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Las siguientes condiciones son equivalentes para una K-álgebra L:

(a) L es de tipo de representación infinito.

(b) L es p-grande.

Si bien la conjetura anterior resulta ser cierta en el caso conmutativo y en ciertos contextos
más restringidos,7 aún no se sabe si es cierta en el caso general.8

7como es el caso de las álgebras de grupo KG, con K un campo y G un grupo finito, cuyas retículas de
prerradicales son estudiadas en ( [17]))
8Para ser más precisos, la implicación (b)) (a) se cumple, ya que las K-álgebras de tipo de representación

finito son álgebras de Artin y estas útimas resultan ser p-pequeñas.
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