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Raúl Montes de Oca Machorro
Jefe del Departamento de Matemáticas,
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última actualización de este número 
Mario Pineda Ruelas, Departamento
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Introducción

En este curso se introducen tres temas del álgebra lineal que son relevantes en diversas aplicaciones.
Los temas incluyen el concepto de ortogonalidad, proyecciones y factorizaciones matriciales, tales
como la llamada factorización QR y la descomposición en valores singulares o SVD (singular value
decomposition, por sus siglas en inglés). El curso es autocontenido y sólo se requieren conocimientos
de un curso elemental de álgebra lineal que abarque los conceptos de independencia lineal, espacios
vectoriales y subespacios, operaciones matriciales, operaciones elementales de fila para resolver
sistemas de ecuaciones por medio de eliminación de Gauss y el cálculo de valores y vectores
propios. Se mostrarán algunas aplicaciones elementales, principalmente la solución de problemas
de mínimos cuadrados y manejo de compresión de imágenes. En la bibliografía de cada tema se
dan referencias para estudiar los temas en forma exhaustiva y para tener idea del panorama de
diversas aplicaciones, muchas de las cuales tienen un impacto importante en nuestra vida actual.

Lorenzo Héctor Juárez Valencia
hect@xanum.uam.mx

Departamento de Matemáticas
UAM-Iztapalapa
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Capítulo 1

Ortogonalidad y proyecciones

El concepto de ortogonalidad es central en muchos campos del conocimiento científico y
sus aplicaciones. Como sabemos, una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores
linealmente independientes que generan dicho espacio. En el espacio euclídeo tridimensional,
denotado por R3, la base más común es el conjunto de vectores canónicos, e1, e2, e3, mutuamente
perpendiculares. En geomtría y mecánica, los ejes de coordenadas que mejor se ajustan a nuestra
intuición son los que son perpendiculares. El concepto de ortogonalidad está fuertemente ligado a
nuestra intuición geométrica en este caso y se sustenta en resultados básicos, como el concepto de
producto interno, el teorema de Pitágoras y relaciones trigonométricas. Una primera generalización
del concepto de ortogonalidad se introduce en el espacio n-dimensional Rn. Esta generalización
es muy útil para interpretar geométricamente los cálculos algebraicos, y permite simplificar los
cálculos, como se mostrará en este capítulo.

1.1
Producto interno y ortogonalidad

Longitud de vectores

En R2 la longitud de un vector es consecuencia del teorema de Pitágoras: ∥x∥=
√

x2
1 + x2

2.
En R3 se obtiene la longitud, aplicando el teorema de Pitágoras dos veces consecutivas: ∥x∥ =√

y2 + x2 =
√

x2
1 + x2

2 + x2
3, con y2 = x2

1 +x2
2. La longitud de un vector x = (x1,x2,x3) se puede

pensar geométricamente como la longitud de la diagonal de una caja rectangular con lados de
longitud igual al valor absoluto de x1,x2,x3 como se muestra en la figura 1.1.
La generalización de la longitud de un vector en n dimensiones, x = (x1, . . . ,xn) es inmediata:

∥x∥= (x2
1 + · · ·+ x2

n)
1/2 =

√
xT x.

Esta expresión se puede interpretar ‘geométricamente’ como la aplicación del teorema de Pitágoras
n−1 veces consecutivas, agregando una dimensión en cada paso. La suma de cuadrados coincide

1
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Figura 1.1: La longitud de un vector como la longitud de la diagonal de una caja.

con la multiplicación

xT x =
[

x1 x2 · · · xn
]


x1
x2
...

xn

= x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n =

n

∑
i=1

x2
i .

Producto interno y ortogonalidad
La pregunta clave es ¿dados dos vectores x, y, cómo decidimos si son ortogonales? En el plano

R2 y en el espacio tridimensional R3 puede responderse utilizando trigonometría y el teorema de
Pitagoras. Por ejemplo, en R2 los dos vectores, x, y, son ortogonales si ellos forman un triángulo
rectángulo con catetos representado por estos vectores, mientras que la hipotenusa se puede
representar por x−y. Por lo tanto, de acuerdo al teorema de Pitagoras, x, y son perpendiculares si

∥x∥2 +∥y∥2 = ∥x−y∥2 =⇒ (x2
1 + x2

2)+(y2
1 + y2

2) = (x1 − y1)
2 +(x2 − y2)

2.

Simplificando la última igualdad, se obtiene que x y y son ortogonales si

x1 y1 + x2 y2 = 0 ⇐⇒ xT y = 0.

Procediendo en forma análoga, los vectores x, y en Rn son ortogonales si ∥x∥2+∥y∥2 = ∥x−y∥2.
Calculando las normas y simplificando de nuevo obtenemos que los vectores son ortogonales si

x1 y1 + · · ·+ xn yn = 0 ⇐⇒ xT y = 0.

Hacemos enfásis en que el producto xT y es el producto de una matriz de 1×n (el vector renglón
xT ) con otra matrix de n×1 (el vector columna y):

xT y =
[

x1 x2 · · · xn
]


y1
y2
...

yn

= x1 y1 + x2 y2 + · · ·+ xn yn =
n

∑
i=1

xi yi.

Este producto aparece en muchos contextos y es esencial para estudiar geometría en el espacio
n–dimensional. Se le llama el producto escalar o producto interno. Nosotros utilizaremos el
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término producto interno porque en el álgebra lineal existe otro producto con dos vectores,
denominado el producto externo que da origen a una matriz de rango uno, dada por

xyT =


x1
x2
...

xn

[
y1 y2 · · · yn

]
=


x1 y1 x1 y2 · · · x1 yn
x2 y1 x2 y2 · · · x2 yn
... ... . . . ...

xn y1 xn y2 · · · xn yn

 .

Definición 1.1. El producto interno. Dados dos vectores (columna) x, y ∈Rn, su producto interno
se define como

x ·y = xT y = x1 y1 + · · ·xn yn.

Este producto es cero si y solo si los vectores son ortogonales.

1.2
Proyecciones ortogonales

Ángulo entre vectores y la desigualdad de Schwarz
En los espacios vectorialesR2 oR3 sabemos que el producto interno de vectores está relacionado

con el coseno del ángulo de dichos vectores. Utilizando trigonometría podemos encontrar fácilmente
dicha relación. Supongamos que el vector a = (a1,a2) hace un ángulo α con el eje x y que
b = (b1,b2) hace un ángulo β . El ángulo entre los dos vectores es θ = β −α , como se muestra
en la figura 1.2.

3.2 Inner Products and Projections onto Lines 145 
---··----

The answers are certainly yes. Our problem, described so far only in geometri-
cal terms, is exactly the problem of the least squares solution to an overdetermined 
system. The vector b represents the data, given by experiments or questionnaires, 
and it contains too many errors to be found in the given subspace. When we try 
to write b as a combination of the basis vectors in the subspace, it cannot be 
done-the equations are inconsistent, and have no solution. The least squares 
method selects the point p as the best choice possible. There can be no doubt of 
the importance of this application.t 

The second question, to find a formula for p, is easy when the subspace is a 
line. We will project one vector onto another in several different ways, in this sec-
tion and the next, and relate this projection to inner products and angles. For-
tunately, the formula for p remains fairly simple when we project onto a higher 
dimensional subspace, provided we are given a basis. This is by far the most im-
portant case; it corresponds to a least squares problem with several parameters, 
and it is solved in Section 3.3. Then it remains to make the formulas even simpler, 
by getting back to orthogonal vectors. 

Inner Products and the Schwarz Inequality 

We pick up the discussion of inner products and angles. You will soon see that 
it is not the angle, but the cosine of the angle, that is directly related to inner 
products. Therefore we first look back to trigonometry, that is to the two-
dimensional case, in order to find that relationship. Suppose ry_ is the angle that 
the vector a makes with the x axis (Fig. 3.6). Remembering that jjajj is the length 
of the vector, which is the hypotenuse in the triangle OaQ, the sine and cosine of 

\' 

Fig. 3.6. The cosine of the angle 0 = /) - :x. 

t In economics and statistics, least squares enters reyression analysis. In geodesy, the U.S. 
mapping survey plans to solve the largest system ever attempted, now 2.5 million equations 
in 400,000 unknowns. 

Figura 1.2: Relación entre cosθ y el producto interno.

cosθ = cos(β −α) = cosβ cosα + sinβ sinα =
a1 b1 +a2 b2

∥a∥∥b∥
=

aT b
∥a∥∥b∥

,

debido a que

cos(α) =
a1

∥a∥
, sin(α) =

a2

∥a∥
, cos(β ) =

b1

∥b∥
, sin(β ) =

b2

∥b∥
.

Por lo tanto, podemos introducir la siguiente definición.
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Definición 1.2. El coseno del ángulo entre dos vectores cualquiera a y b es

cosθ =
aT b

∥a∥∥b∥
.

Seguiremos considerando esta definición del ángulo entre vectores en Rn. Así, dos vectores en Rn

son ortogonales si y solo si hacen un ángulo θ = π/2. Es decir, dos vectores son ortogonales sólo
cuando su producto interno es cero.

Desigualdad de Schwarz. Debido a que |cosθ | ≤ 1 para cualquier θ , utilizando la definición del
ángulo entre vectores se obtiene la siguiente desigualdad.

|aT b| ≤ ∥a∥ ∥b∥ para cualquier par de vectores a, b ∈ Rn.

Proyección de un vector b sobre la línea definida por el vector a
En la figura 1.3, el punto p define el vector que es la proyección ortogonal del vector b ∈ Rn

sobre la línea generada por el vector a. Este vector es colineal con el vector a, es decir p = x̂a con
x̂ ∈ R. El escalar x̂ se puede encontrar utilizando la ortogonalidad del vector p−b con el vector a:

0 = aT (p−b) = aT (x̂a)−aT b =⇒ x̂ =
aT b
aT a

=⇒ p =
aT b
aT a

a.

144 3 Orthogonality 

3.2 • INNER PRODUCTS AND PROJECTIONS ONTO LINES 

We know that the inner product of two vectors x andy is the number xTy. So far 
we have been interested only in whether that inner product is zero-in other 
words, whether the two vectors are orthogonaL Now we allow also the possibility 
of inner products that are not zero, and angles that are not right angles. We want 
to understand the relation of the inner product to the angle and also the connec-
tion between inner products and transposes. In Chapter 1 the transpose was con-
structed by flipping over a matrix as if it were some kind of pancake. We have to 
do better than that. 

If we try to summarize the rest of the chapter, there is no way to avoid the fact 
that the orthogonal case is by far the most important. Suppose we are given a point 
b in n-dimensional space, and we want to find its distance to a given line-say 
the line in the direction of the vector a. We are looking along that line for the 
point p closest to b. The key is in the geometry: The line connecting h to p (the 
dotted line in Fig. 3.5) is perpendicular to the vector a. This fact will allow us to 
find the closest point p, and to compute its distance from b. Even though the given 
vectors a and b are not orthogonal, the solution to the problem automatically 
brings in orthogonality. 

The situation is the same when, instead of a line in the direction of a, we are 
given a plane-or more generally any subspace S of R". Again the problem is to 
find the point p on that subspace that is closest to b. This point p is the projection 
of b onto the subspace. When we draw a perpendicular from b to S, p is the point 
where the perpendicular meets the subspace. Geometrically speaking, that is a 
simple solution to a natural problem about distances between points b and sub-
spaces S. But there are two questions that need to be asked: 

(1) Does this problem actually arise in practical applications? 
(2) If we have a basis for the subspace, is there a formula for the projection p? 

·n 

,h= (hi, ... , h/1) 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 3.5. A one-dimensional projection in n-dimensional space. 

a= (a 1, ... , a
11

) 

Figura 1.3: Proyección de b sobre a.

Definición 1.3. La proyección de un vector b sobre la línea que pasa por el origen en la dirección
del vector a es

p = x̂a =
aT b
aT a

a. (1.1)

Ejemplo 1.4. Proyectar b = (4,1,3) sobre la línea que pasa por el origen en la dirección de
a = (1,0,2).
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Solución. La proyección es

x̂ =
aT b
aT a

= 2 =⇒ p = 2a = (2,0,4).

Además, se satisface la desigualdad de Schwarz

10 = |aT b | ≤ ∥a∥∥b∥=
√

5
√

26 =
√

130.

Nota. Es posibe también obtener la desigualdad de Schwarz partiendo de la fórmula de proyección
b sobre la línea generada por a. Una forma sencilla es observando que ∥b−p∥2 ≥ 0. Es decir

0 ≤
∥∥∥∥b− aT b

aT a
a
∥∥∥∥2

= bT b−2
(aT b)2

aT a
+

(
aT b
aT a

)2

aT a =
(bT b)(aT a)− (aT b)2

aT a
.

El denominador es positivo por lo que el numerador debe ser no negativo. Por lo tanto, del
numerador se obtiene

(aT b)2 ≤ (bT b)(aT a) =⇒ |aT b | ≤ ∥a∥∥b∥.

Matriz de proyección de rango uno
La proyección de b sobre el espacio vectorial generado por a se puede expresar por medio de

una matriz cuadrada llamada la matriz de proyección:

p = Pab, con Pa =
aaT

aT a
.

Esta expresión se obtiene de la fórmula (1.1), asociando en forma diferente los productos en el
numerador:

p = x̂a =
aT b
aT a

a = a
aT b
aT a

=
aaT

aT a
b = Pab.

La matriz de proyección es la matriz cuadrada Pa, la cual se forma del producto externo aaT

dividida por el producto interno aT a.

Ejemplo 1.5. En el ejemplo anterior a = (1,0,2) y b = (4,1,3), la matriz de proyección es

Pa =
aaT

aT a
=

1
5

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

 .

La proyección de b sobre el espacio vectorial generado por a es

p = Pab =
1
5

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

 4
1
3

=

 2
0
4

 ,

obteniendo el mismo resultado que en el ejemplo 1.4.
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Una característica de las proyecciones es

P2
a b = Pab para todo b ∈ R3 =⇒ P2

a = Pa.

En el ejemplo anterior

P2
a =

1
25

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

=
1
5

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

= Pa.

Esta propiedad es consistente con el concepto de proyección: deja fijos los vectores en la imagen
de la transformación matricial T : Rn 7→ Rn definida por

T (x) = Pa x.

Esta transformación es lineal por ser matricial. Su espacio imagen Im(T ) y su núcleo Ker(T )
coinciden con el espacio columna R(Pa) y con el espacio nulo N (Pa) de la matriz de proyección
Pa, respectivamente:

Im(T ) = R(Pa) = Gen{a} , Ker(T ) = N (Pa) = {x ∈ R2 | aT x = 0},

Geométricamente el núcleo es el plano que pasa por el origen con vector normal a = [1 0 2]T , y
el espacio imagen es la línea recta en la dirección de a como se ilustra en la figura 1.4. En dicha
figura solo se muestra la perspectiva sobre los ejes x1-x3.

Figura 1.4: Ilustración del espacio imagen y el espacio nulo

La proyección se denomina de rango uno porque Pa es una matriz de rango uno (r = 1) ya
que sus columnas son generadas por el vector a. Por lo tanto, su espacio nulo es de dimensión
n−1 = 3−1 = 2, el plano cuya normal es a. Las proyecciónes de rango uno Pa en Rn se definen
de manera análoga, pero ahora el vector a pertenece a Rn:

Teorema 1.6. Para cualquier vector a ∈ Rn, a ̸= 0, existe una proyección ortogonal de rango
uno, dada por

Pa =
aaT

aT a
= â âT , con â =

a
∥a∥

.

Como ya hemos visto anteriormente, esta matriz de proyección tiene las siguientes propiedades
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P2
a = Pa, Pa = PT

a (simétrica), Pa es de rango 1.

R(Pa) = {x ∈ Rn | x = α a, α ∈ R}, la línea generada por el vector a.

N (Pa) = {x ∈ Rn | aT x = a1x1 +a2x2 + . . .+anxn = 0}, hiperplano con vector normal
a = (a1,a2, · · · ,an).

R(Pa) y N (Pa) son subespacios vectoriales de Rn, mutuamente ortogonales y de dimen-
siones 1 y n−1, respectivamente.

Debido a la propiedad de ortogonalidad de los subespacios anteriores, y a la suma de sus dimensiones,
encontramos que Rn es la suma directa de los espacios columna y nulo de la matriz Pa, y escribimos

R(Pa)⊕N (Pa) = Rn. Es decir
(a) R(Pa)∪N (Pa) = Rn y R(Pa)∩N (Pa) = {0}.
(b) Todo x ∈ Rn se puede descomponer en x = y+ z con y ∈ R(Pa) y z ∈ N (Pa), donde
y = Pax y z = (I −Pa)x.

Las proyecciones ortogonales de rango uno son casos especiales de las proyecciones en Rn. Es
posible construir proyecciones de cualquier rango entre 1 y n−1. A continuación enlistamos algunos
conceptos generales sobre las proyecciones en el espacio euclídeo n–dimensional y posteriormente
estudiaremos proyecciones de rango mayor.

Cualquier matriz cuadrada P que satisface P2 = P define una proyección, pues la acción
de P es invariante sobre R(P). Es decir, y ∈ R(P) implica y = Px para algún x ∈ Rn y
Py = y.

Si P es una matriz de proyección, entonces I −P, con I la matriz identidad, también es
matriz de proyección, pues (I −P)2 = I −2P+P2 = I −2P+P = I −P. La matriz I −P
define la proyección complementaria de P.

P proyecta sobre el espacio nulo de I −P y viceversa. Es decir, N (P) = R(I −P) y
N (I −P) = R(P).

Una proyección P en Rn, separa el espacio en dos subespacios S1 = R(P) y S2 = N (P)
con S1 ∩S2 = {0} y S1 ∪S2 = Rn. Dado x ∈ Rn, x = y+ z con y = Px y z = (I −P)x.

Hay proyecciones oblicuas y proyecciones ortogonales. Las proyecciones más importantes en
el álgebra lineal son las ortogonales. Una proyección P es ortogonal si además de satisfacer
P = P2 también satisface PT = P. En este caso, para x = y+z con y = Px y z = (I−P)x,
se tiene

yT z = (Px)T (I −P)x = xT PT (I −P)x = xT P(I −P)x = 0.

Proyecciones de rango mayor
Es posible construir proyecciones de rango mayor a uno. Por ejemplo, dado el vector a, Pa

proyecta sobre la línea generada por a, y el complemento ortogonal de esta línea es el hiperplano
con vector normal a de dimensión n−1. Para proyectar vectores sobre este hiperplano podemos
utilizar la llamada proyección complementaria, dada por la matriz.

I −Pa = I − aaT

aT a
, que es de rango n−1.
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De modo que si b ∈ Rn, entonces p = (I −Pa)b es su proyección sobre el hiperplano con vector
normal a.

Ejemplo 1.7. En el ejemplo anterior encontramos que la matriz de proyección sobre la línea definida
por a = (1,0,2) es

Pa =
aaT

aT a
=

1
5

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

 .

La proyección complementaria P⊥
a = I−Pa, proyecta sobre el plano ortogonal al vector a=(1,0,2)

(ver figura 1.4). Su matriz es

P⊥
a = I −Pa =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1
5

 1 0 2
0 0 0
2 0 4

=
1
5

 4 0 −2
0 1 0

−2 0 1

 ,

y es de rango dos, ya que tiene dos columnas linealmente independientes, la primera y la segunda
(o la segunda y tercera). Esos dos vectores columna linealmente independientes generan el plano
a ·x = x1 +0x2 +2x3 = 0 (de hecho, cada columna satisface esta ecuación). Es fácil verificar que
P⊥

a es una proyección ya que (P⊥
a )2 = P⊥

a . Ademas como la matriz P⊥
a es simétrica la proyección

es ortogonal.

Dejando de lado las proyecciones complementarias de la forma I −Pa, nuestro interés es
construir proyecciones sobre planos o proyecciones sobre subespacios de mayor dimensión en Rn.
Por ejemplo, para construir una proyección sobre un plano que pasa por el origen (subespacio de
dimensión dos) podemos tomar dos vectores diferentes en el plano, digamos a1 y a2. La proyección
de cualquier vector b∈Rn sobre el plano es una combinación lineal de los dos vectores generadores:

p = α a1 +β a2 con α,β ∈ R constantes a determinar.

Es decir

p = A x̂ con A =

 | |
a1 a2
| |

 y x̂ =

[
α

β

]
,

en donde los vectores a1, a2, de la matriz A, son vectores columna. Para calcular α y β podemos
auxiliarnos de la geometría, como se indica en la figura 1.5. En particular se debe satisfacer

b−A x̂ ⊥ Gen{a1,a2}= R(A).

Lo cual se cumple

si y sólo si aT
1 (b−A x̂) = 0, aT

2 (b−A x̂) = 0,
si y sólo si AT (b−A x̂) = 0,
si y sólo si AT A x̂ = AT b. (ecuaciones normales)

Resolviendo el llamado sistema de ecuaciones normales, se obtiene el vector con los coeficientes
buscados, x̂ = [α β ]T :

x̂ = (AT A)−1AT b,
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Figura 1.5: El espacio imagen o columna de A es ortogonal al residual.

en donde la matriz AT A, de 2× 2, es invertible porque los vectores columna de A se suponen
linealmente independientes. Por lo tanto, la proyección de b ∈ Rn sobre el plano generado por
a1, a2 es

p = A x̂ = A(AT A)−1AT b, con A =

 | |
a1 a2
| |

 ,

y la matriz de proyección es la matriz de n×n

PA = A(AT A)−1AT .

Ejemplo 1.8. Proyectar el vector b = [2 3 4]T sobre el espacio generado por los dos vectores
a1 = [1 0 0]T y a2 = [1 1 0]T .

Solución. Podemos resolver el probema siguiendo dos procedimientos (ambos relacionados):

Resolver el sistema de ecuaciones normales AT A x̂ = AT b y luego proyectar p = A x̂.

Construir la matriz de proyección PA = A(AT A)−1AT y luego proyectar p = PAb.

Ambos procedimientos son equivalentes y producen el mismo resultado.

Procedimiento 1.

A =

 1 1
0 1
0 0

 , b =

 2
3
4

 .

Calculamos AT A y AT b

AT A =

[
1 0 0
1 1 0

]  1 1
0 1
0 0

=

[
1 1
1 2

]
, AT b =

[
1 0 0
1 1 0

]  2
3
4

=

[
2
5

]
.

El sistema de ecuaciones normales AT A x̂ = AT b es entonces[
1 1
1 2

][
α

β

]
=

[
2
5

]
,



10 CAPÍTULO 1. ORTOGONALIDAD Y PROYECCIONES

y su solución es x̂ = [−1 3]T . Por lo tanto, el vector proyección sobre el plano generado por a1,
a2 es

p = A x̂ =

 1 1
0 1
0 0

 [
−1

3

]
=

 2
3
0

 .

Procedimiento 2.
La matriz de proyección es

PA = A(AT A)−1AT =

 1 1
0 1
0 0

 [
2 −1

−1 1

] [
1 0 0
1 1 0

]
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Calculamos la proyección p = PAb:

p = PAb =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

  2
3
4

=

 2
3
0

 .

Nota. La matriz de proyección PAb = A(AT A)−1AT puede ser difícil de asimilar y/o memorizar,
pero basta con recordar que es la generalización de una proyección de rango uno. Cuando A

contiene un solo vector columna a ̸= 0 (A = [a]), sabemos que Pa =
aaT

aT a
= a(aT a)−1aT , así

que ahora es claro que cuando A tiene dos columnas linealmente independientes, en la fórmula
PA = A(AT A)−1AT se incluye A en lugar de a.

Podemos repetir el procedimiento anterior para una colección de vectores linealmente inde-
pendientes a1, . . . ,an en Rm con n < m. Formamos la matriz A de m×n cuyos vectores columna
son n los vectores dados. La proyección es ahora sobre el subespacio R(A) = Gen{a1, . . . ,an}=
R(A)⊂ Rm.

Teorema 1.9. Dada la matriz A de m× n con n < m de rango máximo r = n, la matriz
cuadrada AT A de n× n es simétrica e invertible y la matriz PA = A(AT A)−1AT de m×m
(también simétrica) es una proyección ortogonal de Rn sobre R(A) (subespacio de Rm).

Demostración 1.10. Es claro que AT A es simétrica de tamaño n×n. Para verificar que AT A es
invertible basta con verificar que su espacio nulo solo contiene el vector cero. Sea x ∈ N (AT A),
entonces

AT Ax = 0 ⇒ 0 = xT AT Ax = ∥Ax∥2 ⇒ Ax = 0 ⇒ x = 0.

La última implicación es válida porque las columnas de A son linealmente independientes. Por
lo tanto, N (AT A) = {0} y AT A es invertible, y la matriz PA = A(AT A)−1AT está bien definida.
Para verificar que PA es una proyección basta con verificar que P2

A
= PA

P2
A
= A(AT A)−1AT A(AT A)−1AT = A(AT A)−1AT = PA,

y para verificar que es una proyección ortogonal basta verificar que PT
A
= PA :

PT
A
=
[
A(AT A)−1AT ]T

= A
[
(AT A)−1]T

AT = A(AT A)−1AT = PA.
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Nota. La suposición que A sea de rango completo es crucial. De otra manera, la matriz AT A no será
invertible y, por lo tanto, la expresión PA = A(AT A)−1AT no tendrá sentido. La tabla 1.1 muestra
dos matrices, una con columnas linealmente independientes y otra con columnas linealmente
dependientes.

Columnas A AT A det(AT A)

L.I.

 1 1
0 1
0 0

 [
1 1
1 2

]
1 (invertible)

L.D.

 1 2
1 2
0 0

 [
2 4
4 8

]
0 (singular)

Tabla 1.1: AT A cuando A tiene columnas linealmente independientes y cuando no es así.

Para lograr una proyección en el segundo caso, se puede suprimir uno de los vectores columna de
A, ya que R(A) = Gen{a1,a2}= Gen{a1}= Gen{a2}, y entonces se trata de proyectar sobre
la línea generada por cualquiera de las dos columnas. Se deja como ejercicio verificar que en ese
caso:

Pa1 =
1
2

 1 1 0
1 1 0
0 0 0

= Pa2.

1.3
Aproximación de mínimos cuadrados

Consideremos el problema de ajustar una línea dada por y = c1+c2 t a un conjunto de m datos
(puntos) (t1,y1), (t2,y2),...,(tm,ym). Sabemos que para determinar una línea bastan dos puntos en
el plano. En experimentos reales generalmente el número de puntos o datos excede al número
n = 2 de parámetros a determinar: c1, c2. Por lo tanto, si los m puntos (xi,yi) no son colineales,
no existe línea que los contenga a todos. En estos casos, solo podemos aspirar a construir una línea
que es cercana a los puntos dados. Para ilustrar consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.11. Sean los puntos (0,−1), (1,0), (2,4) en el plano. Encontrar la línea que mejor
ajusta (más cercana) a los puntos dados.

Solución. Los coeficientes c1, c2 en y = c1 + c2 t son constantes que deben determinarse a partir
de los tres puntos dados. Una primera aproximación al problema sería forzar la igualdad en cada
punto:

c1 + c2 t1 = y1
c1 + c2 t2 = y2
c1 + c2 t3 = y3

⇒
c1 + c2 (0) = −1
c1 + c2 (1) = 0
c1 + c2 (2) = 4

⇒

 1 0
1 1
1 2

[
c1
c2

]
=

 −1
0
4

 ,
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y debemos resolver el sistema lineal de tres ecuaciones con dos incógnitas Ax = b, donde

A =

 1 0
1 1
1 2

 , x =

[
c1
c2

]
, b =

 −1
0
4

 .

Sin embargo, el sistema no tiene solución porque b no está en el espacio columna de A (el plano
generado por las columnas de A). Para verificarlo, realizamos eliminación de Gauss:

[A | b ] =

 1 0 | −1
1 1 | 0
1 2 | 4

 ∼

 1 0 | −1
1 1 | 0
0 2 | 5

∼

 1 0 | −1
0 1 | 1
0 0 | 3

 .

El sistema escalonado reducido resultante es inconsistente (ver coeficientes en rojo). La inconsistencia
proviene de que los tres puntos dados en el problema no son colineales. Por lo tanto, la estrategia
planteada no es factible para resolver el problema. En su lugar se busca la recta más cercana a los
puntos dados, aunque la recta no contenga los puntos. Para ello se busca minimizar la diferencia
Ax−b, que equivale a minimizar la función cuadrática f : R2 7→ R, definida por

f (x) = ∥b−Ax∥2 = xT AT Ax−2xT AT b+bT b

El gradiente y la Hessiana de esta función son:

∇ f (x) = 2AT Ax−2AT b,
H f (x) = 2AT A.

Como la Hessiana H f (x) es una matriz definida positiva, pues xT AT Ax = ||Ax|| > 0 si x ̸= 0,
entonces el mínimo x̂ satisface ∇ f (x) = 0, es decir satisface las ecuaciones normales:

AT Ax = AT b con AT A =

[
3 3
3 5

]
, AT b =

[
3
8

]
.

Despejando x̂ se obtiene el mínimo:

x̂ = (AT A)−1AT b ⇒ x̂ =

[
c1
c2

]
=

[
−3/2

5/2

]
.

Por lo tanto, la recta buscada está dada por la siguiente expresión y se muestra en la figura 1.6
junto con los tres puntos dados (no colineales.

y =−3
2
+

5
2

t.

Nota. Para verificar la solución x̂ = (AT A)−1AT b, multiplicamos por A ambos lados, obteniendo

A x̂ = A(AT A)−1AT b ⇒ A x̂ = PAb con PA = A(AT A)−1AT =
1
6

 5 2 −1
2 2 2

−1 2 5

 .

Ahora verificamos que ambos lados de A x̂ = PAb deben ser iguales:

A x̂ =

 1 0
1 1
1 2

[−3/2
5/2

]
=

−3/2
1

7/2

 y PAb =
1
6

 5 2 −1
2 2 2

−1 2 5

 −1
0
4

=

 −3/2
1

7/2

,
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Figura 1.6: Ajuste de una recta a tres datos (puntos) dados.

los cuales coinciden.

Nota. Anteriormente verificamos que b = [−1 0 4]T no se encuentra el en espacio columna de A
y por eso el sistema Ax = b no tiene solución. Por otro lado, la expresión A x̂ = PAb indica que la
solución encontrada por mínimos cuadrados es equivalente a proyectar primero b sobre el espacio
columna de A, obteniendo PAb, y luego resolver la ecuación consistente A x̂ = PAb.

El procedimiento anterior se puede aplicar para ajustar polinomios de grado mayor. Por ejemplo,
un polinomio de grado dos y = c1 + c2 t + c3 t2 se puede ajustar a un conjunto de m ≥ 3 puntos
(t1,y1), . . .(tm,ym), la matriz de diseño A y el vector de observación b son

A =


1 t1 t2

1
1 t2 t2

2... ... ...
1 tm t2

m

 , b =


y1
y2
...

ym

 .

Al igual que en caso anterior, los coeficientes desconocidos forman el vector columna x =
[c1 c2 c3]

T . Para calcular estos coeficientes desconocidos debemos resolver el sistema de ecuaciones
normales:

AT Ax = AT b.

Ejemplo 1.12. Ajustar el polinomio de grado dos que mejor aproxima a los cuatro puntos
(0,−1), (1,0), (2,4), (3,6).

Solución. La matriz de diseño A y el vector de observación b son

A =


1 0 0
1 1 1
1 2 4
1 3 9

 , b =


−1

0
4
6

 .

El sistema de ecuaciones normales es

AT Ax = AT b ⇒

 4 6 14
6 14 36

14 36 98

 c1
c2
c3

=

 9
26
70

 .
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Hacemos eliminación para resolver el sistema (se muestran solo algunos pasos intermedios) 4 6 14 | 9
6 14 36 | 26

14 36 98 | 70

 ∼

 1 3/2 7/2 | 9/4
1 7/3 6 | 13/3
1 18/7 7 | 5

 ∼

 1 3/2 7/2 | 9/4
0 1 3 | 5/2
0 1 49/15 | 77/30



∼

 1 3/2 7/2 | 9/4
0 1 3 | 5/2
0 0 1 | 1/4

 ∼

 1 3/2 0 | 11/8
0 1 0 | 7/4
0 0 1 | 1/4

 ∼

 1 0 0 | −5/4
0 1 0 | 7/4
0 0 1 | 1/4

 .

Por lo tanto, la solución es c1 =−5/4, c2 = 7/4, c3 = 1/4, y el polinomio de segundo grado es

y =−5
4
+

7
4

t +
1
4

t2.

La figura 1.7 muestra la gráfica de la parábola junto a los puntos dados. Esta parábola es la mas
cercana a dichos puntos en el plano.

Figura 1.7: Ajuste de una parábola a cuatro puntos dados.

1.4
Bases ortogonales. Ortogonalización de Gram-Schmidt

En este apartado mostraremos ciertas ventajas de trabajar con conjuntos y bases de vectores
ortogonales. Al final mostraremos el proceso de Gram-Schmidt para generar de manera sistemática
esos conjuntos de vectores ortogonales a partir de conjuntos no ortogonales de vectores linealmente
independientes.

Bases ortogonales y ortonormales

Definición 1.13. Conjuntos de vectores ortogonales y ortonormales. Un conjunto de vectores
{a1,a2, . . . ,ap} se denomina ortogonal si cada vector del conjunto es ortogonal a los restantes.
Entonces, para cada par de vectores distintos se satisface a j ·a j = aT

i a j = 0 si i ̸= j. Si además
los vectores son unitarios, entonces el conjunto se denomina ortonormal.
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El ejemplo mas simple y familiar, es el conjunto de vectores canónicos {e1,e2, . . . ,en} del
espacio Rn. Sabemos que este conjunto de vectores ortonormales forman una base para Rn.
Asimismo, cualquier otro conjunto ortonormal de n vectores {q1,q2, . . . ,qn} formará una base

para Rn, pues los vectores son linealmente independientes por ser mutuamente ortogonales. En ese
caso, cualquier vector b ∈ Rn se puede expresar como la combinación lineal

b = c1 q1 + c2 q2 + · · ·+ cn qn,

en donde cada coeficiente c j = qT
j b se encuentra multiplicando escalarmente ambos lados de la

igualdad por q j . Por lo tanto, debido a que qT
i q j = δi j , obtenemos

b = (qT
1 b)q1 +(qT

2 b)q2 + · · ·+(qT
n b)qn.

Obsérvese que cada sumando (qT
j b)q j = (q j qT

j )b = Pj b representa la proyección ortogonal de
b sobre la ‘coordenada’ definida por el vector q j .

Ejemplo 1.14. El conjunto de vectores a1 = (−1,2,2), a2 = (2,2,−1), a3 = (2,−1,2), es
ortogonal, dado que el producto interno de cualquier par de ellos es cero. Normalizando, encontramos
el siguiente conjunto ortonormal:

{q1, q2, q3}=


 −1/3

2/3
2/3

 ,

 2/3
2/3

−1/3

 ,

 2/3
−1/3

2/3

 .

Cualquier vector b ∈ R3 es combinación lineal de ellos. Por ejemplo, b = (1,2,−1) es la combi-
nación lineal

b =
1
3

q1 +
7
3

q2 −
2
3

q3, pues qT
1 b =

1
3
, qT

2 b =
7
3
, qT

3 b =−2
3
.

La ventaja de las bases ortonormales sobre las bases que no lo son, es que para el cálculo de
las coordenadas de cualquier vector b ∈ Rn no es necesario resolver un sistema de ecuaciones,
basta con utilizar las propiedades de ortonormalidad de la base, como se muestra en el ejemplo
anterior 1.

Proyecciones sobre coordenadas ortogonales
Otro ámbito en donde se obtiene simplificaciones con conjuntos ortogonales y ortonormales son

las proyecciones. Por ejemplo, si A es una matriz con vectores columna mutuamente ortogonales,
el cálculo de la matriz AT A en las ecuaciones normales, o bien el cálculo la matriz de proyección
PA = A(AT A)−1AT , se simplificarán. Específicamente, si A de m×n tiene n columnas {a1, . . . ,an}
ortogonales en Rm, entonces AT A será una matriz diagonal de n×n, pues

AT A =


— aT

1 —
— aT

2 —
...

— aT
n —


 | | |

a1 a2 · · · an
| | |

=


aT

1 a1 0 · · · 0
0 aT

2 a2 · · · 0

0 0 . . . 0
0 0 · · · aT

n an

 ,

1Para una base arbitraria no ortogonal {a1,a2, . . . ,an} el cálculo de los coeficientes c1,c2, . . . ,cn en la combi-
nación

b = c1 a1 + c2 a2 + · · ·+ cn an

requiere resolver el sistema de ecuaciones Ax = b, donde A = [ a1 | a2 | · · · | an ] contiene los vectores a j como
columnas y x = (c1, . . . ,cn)

T es el vector con las incógnitas.
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ya que cada producto fuera de la diagonal es de la forma aT
i a j = 0 con i ̸= j.

Ejemplo 1.15. Consideremos la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas a1 =
(−1,2,2), a3 = (4,−2,4). Estos vectores son ortogonales. Las matrices A y AT A son

A =

 −1 4
2 −2
2 4

 , AT A =

[
−1 2 2

4 −2 4

] −1 4
2 −2
2 4

=

[
9 0
0 36

]
.

La segunda matriz es diagonal y el cálculo de la matriz de proyección PA = A(AT A)−1AT se
simplifica porque

(AT A)−1 =

[
1/9 0
0 1/36

]
y

PA = A(AT A)−1AT =

−1 4
2 −2
2 4

[ 1/9 0
0 1/36

][
−1 2 2

4 −2 4

]
=

1
9

 5 −4 2
−4 5 2

2 2 8

 .

Si lo vectores columna son ortonormales, los cálculos se simplifican aún más.

Ejemplo 1.16. En el ejemplo anterior si normalizamos los vectores a1, a2, obtenemos los vectores
ortonormales q1 = (−1/3,2/3,2/3), q2 = (2/3,−1/3,2/3). Por lo tanto, las matrices Q y QT Q
son

Q =
1
3

 −1 2
2 −1
2 2

 , QT Q =
1
9

[
−1 2 2

2 −1 2

] −1 2
2 −1
2 2

=

[
1 0
0 1

]
.

Por lo que la matriz de proyección sobre el subespacio Gen{a1,a2}= Gen{q1,q2} en este caso
será

PQ = Q(QT Q)−1QT = QQT =
1
9

 5 −4 2
−4 5 2

2 2 8

 .

La matriz de proyección coincide con la encontrada previamente, en donde los vectores ortogonales
a1, a2 no están normalizados.

Matrices ortogonales y sus propiedades
La matriz Q del ejemplo anterior tiene vectores columna ortonormales y es muy fácil de

manipular pues QT Q = I. Esta propiedad es general para cualquier matriz cuyas columnas sean
ortonormales. Esquemáticamente, se tiene

QT Q =


— qT

1 —
— qT

2 —
...

— qT
n —


 | | |

q1 q2 · · · qn
| | |

=


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0

0 0 . . . 0
0 0 · · · 1

= I,



1.4. BASES ORTOGONALES. ORTOGONALIZACIÓN DE GRAM-SCHMIDT 17

en donde el producto del renglón i de la matriz QT con la columna j de la matriz Q es qT
i q j = δi j .

Por lo tanto, fuera de la diagonal esos productos son cero y sobre la diagonal i = j y qT
i qi =

||qi||2 = 1.
En algunas aplicaciones la matriz Q es rectangular, de m× n, con m > n, por ejemplo en

problemas de mínimos cuadrados. En esos casos q j ∈Rm y QT Q = I, con I la matriz identidad de
tamaño n (ver ejemplo anterior). Cuando la matriz Q es cuadrada, m = n, y el producto QT Q = I
significa que Q−1 = QT .

Definición 1.17. Una matriz cuadrada Q con columnas ortonormales se denomina matriz
ortogonal. En este caso QT Q = I, es decir Q−1 = QT .

Estas matrices tienen propiedades geométricas importantes debido a que preservan el producto
interior, ya que

(Qx)T (Qy) = xT QT Qy = xT y, para todo x,y ∈ Rn.

La preservación del producto interno implica que los ángulos entre vectores se preservan bajo la
acción de Q. De la misma manera es fácil verificar que se preservan las longitudes

∥Qx∥= ∥x∥.

Por las razones anteriores las matrices ortogonales son muy importantes en geometría y aplicacio-
nes. Ejemplos típicos de matrices ortogonales incluyen las matrices de rotación, las matrices de
permutación y las de reflexión.

Ejemplo 1.18. Matriz de rotación. La matriz

Q =

[
cosθ −senθ

senθ cosθ

]
= [ q1 | q2 ] con Q−1 =

[
cosθ senθ

−senθ cosθ

]
= QT

gira cada punto en R2 un ángulo θ . Las columnas q1, q2, de Q son ortonormales, basta con
calcular el producto interno qT

1 q2 = (cosθ)(−senθ)+(senθ)(cosθ) = 0 y ||q1||= ||q2||=
(cos2 θ +sen2 θ)1/2 = 1. La matriz inversaQ−1 rota vectores en sentido contrario un ángulo−θ y
coincide con QT , pues cos(−θ) = cosθ y sen(−θ) =−senθ . Por supuesto, QT Q = QQT = I.

Ejemplo 1.19. Matriz de permutación. Una matriz de permutación se obtiene permutando las
columnas o filas de la matriz identidad. Por ejemplo, la matriz

Q =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 con Q−1 =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

= QT

permuta cada vector x = (x1,x2,x3)
T ∈ R3 en Qx = (x2,x3,x1)

T . La matriz inversa reordena el
vector permutado a su orden original, es decir Q−1(x2,x3,x1)

T = (x1,x2,x3)
T .

Ejemplo 1.20. Matriz de reflexión. Dado un vector unitario u, la matriz Q = I −2uuT es una
matriz ortogonal, pues Q2 = Q y QT = Q. Específicamente

QT Q = QQT = Q2 = (I −2uuT )(I −2uuT ) = I −4uuT +4(uuT )(uuT ) = I,
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pues (uuT )(uuT ) = u(uT u)uT = u||u||2uT = uuT . Por lo tanto Q−1 = QT = Q. La matriz Q
actúa sobre el vector unitario u, produciendo su reflexión sobre el origen:

Qu = (I −2uuT )u = u−2u(uT u) = u−2u =−u.

La reflexión Qx de cualquier otro vector x se ilustra en la figura 1.8 para el caso bidimensional. En
el caso n-dimensional el ‘espejo’ es un hiperplano con vector normal u y que pasa por el origen.

Figura 1.8: Acción de la matriz de reflexión Q definida por el vector unitario u.

Por supuesto si el vector que define la reflexión es un vector v no unitario, entonces normalizando
tenemos u = v/||v|| y la matriz de proyección es

Q = I −2
vvT

vT v
, pues vT v = ||v||2.

Proceso de ortogonalización de Gram–Schmidt
Una vez convencidos de la conveniencia de los conjuntos ortogonales y ortonormales, ahora

nos centraremos en la construcción de una base ortonormal partiendo de una base de vectores
linealmente independientes.

Ejemplo 1.21. Comencemos con un ejemplo sencillo en R3. Sean {a1,a2,a3}, tres vectores
linealmente independientes, no necesariamente ortogonales. Queremos construir con estos vectores
otra base {q1,q2,q3} de R3 que sea ortonormal. Seguimos los siguientes pasos:
Paso 1. Escogemos un primer vector, digamos v1 = a1.
Paso 2. Ahora escogemos a2 y sustraemos su proyección a lo largo de v1, obteniendo

v2 = a2 −
vT

1 a2

vT
1 v1

v1, ortogonal a v1.

Paso 3. Finalmente, tomamos el vector a3. Este vector no es combinación lineal de v1 y v2 ya
que a3 no es combinación lineal de a1 y a2. Por lo tanto, sustraemos sus componentes en las dos
direcciones v1 y v2 para obtener el vector

v3 = a3 −
vT

1 a3

vT
1 v1

v1 −
vT

2 a3

vT
2 v2

v2, ortogonal a ambos, v1, v2.
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A continuación verificamos que efectivamente los vectores v1, v2, v3 son ortogonales entre sí. Los
vectores v1 y v2 son ortogonales, pues

vT
1 v2 = vT

1 a2 −
vT

1 a2

vT
1 v1

vT
1 v1 = vT

1 a2 −vT
1 a2 = 0.

Asimismo, v3 es ortogonal a v1 y v2 ya que

vT
1 v3 = vT

1 a3 −
vT

1 a3

vT
1 v1

vT
1 v1 −

vT
2 a3

vT
2 v2

vT
1 v2 = vT

1 a3 −vT
1 a3 −0 = 0,

vT
2 v3 = vT

2 a3 −
vT

1 a3

vT
2 v1

vT
2 v1 −

vT
2 a3

vT
2 v2

vT
2 v2 = vT

2 a3 −0−vT
2 a3 = 0.

Por lo tanto, los tres vectores v1, v2, v3 son ortogonales entre sí. Finalmente, normalizamos estos
vectores, obteniendo el siguiente conjunto ortonormal:

{q1,q2,q3} con q1 =
v1

∥v1∥
, q2 =

v2

∥v2∥
, q3 =

v3

∥v3∥
.

Ejemplo 1.22. Considerar los siguientes tres vectores linealmente independientes

a1 =

 1
−1

0

 , a2 =

 2
0

−2

 , a3 =

 3
−3

3

 .

Encontrar una base ortonormal de R3 a partir de estos vectores.

Solución. En efecto, es posible verificar que los tres vectores son linealmente independientes.
Aplicamos el procedimiento:
Paso 1.

v1 = a1 =

 1
−1

0

 .

Paso 2.

v2 = a2 −
vT

1 a2

vT
1 v1

v1 =

 2
0

−2

− 2
2

 1
−1

0

=

 1
1

−2

 .

Paso 3.

v3 = a3 −
vT

1 a3

vT
1 v1

v1 −
vT

2 a3

vT
2 v2

v2 =

 3
−3

3

− 6
2

 1
−1

0

− −6
6

 1
1

−2

=

 1
1
1

 .

Normalizando los vectores v1, v2, v3, se obtiene

q1 =
1√
2

 1
−1

0

 , q2 =
1√
6

 1
1

−2

 , q3 =
1√
3

 1
1
1

 .

El procedimiento anterior se puede generalizar para conjuntos de vectores ortogonales en
espacios generales Rn.
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Teorema 1.23. El proceso Gram-Schmidt. Dada una base {a1, a2, . . . , ap}, p ≤ n, para un
subespacio V ⊂ Rn de dimensión p, se puede construir una base ortonormal {q1, q2, . . . , qp}
de V por medio de la siguiente secuencia de operaciones:

q1 =
v1

∥v1∥
con v1 = a1,

q2 =
v2

∥v2∥
con v2 = a2 − (qT

1 a2)q1,

q3 =
v3

∥v3∥
con v3 = a3 − (qT

1 a3)q1 − (qT
2 a3)q2,

... ...
qp =

vp

∥vp∥
con vp = ap − (qT

1 ap)q1 − (qT
2 ap)q2 −·· ·− (qT

p−1ap)qp−1,

y cualquier vector x ∈V tiene las expansión

x = (qT
1 x)q1 +(qT

2 x)q2 + · · ·+(qT
p x)qp.

Además

V = Gen
{

a1, a2, . . . , ap
}
= Gen

{
v1, v2, . . . , vp

}
= Gen

{
q1, q2, . . . , qp

}
.
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edición apareció en 2016.



Capítulo 2

Factorización QR

Uno de los métodos más exitosos para resolver problemas de mínimos cuadrados, en cómputo
científico, es el método de factorización QR. Este es un método moderno, popularizado desde 1960
por Gene Golub (ver referencias). Actualmente se considera que este método representa una de las
ideas algorítmicas mas importante en el álgebra lineal numérica. El método también es ampliamente
utilizado para calcular computacionalmente los valores y vectores propios de una matriz. Asimismo,
en el presente juega un papel importante en diversos campos de conocimiento como ciencia de
datos, estadística y ’machine learning’ (aprendizaje de máquina, redes neuronales). En este capítulo
presentaremos de manera detallada los aspectos matemáticos y algorítmicos que dan origen a esta
factorización y mostraremos su aplicación a la solución de problemas de mínimos cuadrados.

2.1
Factorización reducida y completa

Factorización reducida

Considérese la matriz A ∈ Rm×n con m ≥ n y sean a1,a2, . . . ,an ∈ Rm sus vectores columna.
Escribimos

A =

 | | |
a1 a2 · · · an
| | |

 .

Si la matriz A es de rango completo n, entonces los vectores columna de A son linealmente
independientes. Por lo que podemos aplicar el proceso de ortogonalización de Gram–Schmidt para
generar n vectores ortonormales q1, q2, ... , qn en Rm. Por lo tanto, el espacio columna de A será
igual al espacio columna de la siguiente matriz de m×n

Q̂ =

 | | |
q1 q2 · · · qn
| | |

 ,

21



22 CAPÍTULO 2. FACTORIZACIÓN QR

con ∥qi∥2 = 1 y qT
i q j = δi j . Como hemos visto en el anterior capítulo, estos vectores son

q1 =
v1

∥v1∥2
con v1 = a1,

q2 =
v2

∥v2∥2
con v2 = a2 − (qT

1 a2)q1,

q3 =
v3

∥v3∥2
con v3 = a3 − (qT

1 a3)q1 − (qT
2 a3)q2.

En general, suponiendo conocidos q1, q2,. . ., q j−1, el siguiente vector q j , ortonormal a los anteriores,
está dado por

q j =
v j

∥v j∥2
con v j = a j − (qT

1 a j)q1 − . . .− (qT
j−1a j)q j−1 = a j −

j−1

∑
i=1

(qT
i a j)qi .

Si definimos los escalares ri j ≡ qT
i a j para i > j y r j j = ∥v j∥2, entonces

q1 = a1

r11
,

q2 = a2 − r12 q1

r22
,

...

qn =
an −∑

n−1
i=1 rin qi

rnn
.

⇒

a1 = r11 q1 ,
a2 = r12 q1 + r22 q2 ,

...
an = r1n q1 + r2n q2 + · · ·+ rnn qn .

Este último conjunto de ecuaciones tienen la siguiente representación matricial

A =

 | | |
a1 a2 · · · an
| | |


︸ ︷︷ ︸

matriz m×n

=

 | | |
q1 q2 · · · qn
| | |


︸ ︷︷ ︸

matriz m×n


r11 r12 . . . r1n
0 r22 . . . r2n
... . . . ...
0 0 . . . rnn


︸ ︷︷ ︸

matriz n×n

= Q̂ R̂

Por lo tanto, la factorización Q̂R̂ se puede construir con el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Gram-Schmidt clásico
Para j = 1, . . . ,n
· v j = a j
· Para i = 1, . . . , j−1
· · ri j = qT

i a j
· · v j = v j − ri j qi
· Fín
· r j j = ∥v j∥2
· q j = v j/r j j
Fín
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Teorema 2.1. Si A ∈ Rm×n con m ≥ n es una matriz de rango completo, existe una única
factorización reducida QR, dada por A = Q̂R̂ con rii > 0, i = 1, . . . ,n (Ver Trefethen–Bau).

Factorización completa
Una factorización completa QR de A ∈ Rm×n (m ≥ n) va más allá agregando m−n columnas

ortonormales a Q̂, y agregando m−n renglones de ceros a R̂ de manera tal que obtenemos una
matriz ortogonal Q ∈ Rm×m y otra matriz R ∈ Rm×n triangular superior. Esquemáticamente
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FACTORIZACION REDUCIDA FACTORIZACION COMPLETA

A= =

0

En la factorización completa las columnas adicionales q j , j = n+ 1, . . . ,m, son ortogonales al
espacio columna de A. Por supuesto, la matriz Q es una matriz ortogonal, pues QT Q = I.

Teorema 2.2. Cualquier matriz A ∈ Rm×n (m ≥ n) tiene una factorización completa QR, dada
por A = QR con Q ∈ Rm×m matriz ortogonal y R ∈ Rm×n matriz triangular superior (ver
Trefethen–Bau).

2.2
Aplicación a problemas de mínimos cuadrados

Habiendo obtenido una factorización completaQR de A∈Rm×n, el problema sobredeterminado
Ax = b, que aparece en el problema de ajuste lineal por medio de mínimos cuadrados, con b ∈Rm

se puede expresar en la forma QRx = b, que a su vez es equivalente al sistema triangular superior
(después de multiplicar ambos lados por Q−1 = QT ):

Rx = QT b. (2.1)

Este sistema se puede escribir en forma detallada como

r11 r12 . . . r1n
0 r22 . . . r2n
... . . . ...
0 0 . . . rnn
0 0 . . . 0
... . . . ...
0 0 . . . 0




x1
x2
...

xn

=



f1
f2
...
fn

fn+1
...

fm


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con fi = (QT b)i, i = 1, . . . ,m.
El sistema triangular superior (2.1) se puede resolver utilizando sustitución regresiva, sin perder

de vista que las últimas m−n componentes de f = QT b no intervienen en la solución. Es decir, la
solución del problema de mínimos cuadrados es solución del sistema reducido

R̂x = Q̂T b ⇒


r11 r12 . . . r1n
0 r22 . . . r2n
... . . . ...
0 0 . . . rnn




x1
x2
...

xn

=


f1
f2
...
fn

 . (2.2)

Las últimas m−n componentes de f = QT b están relacionadas con el residual r = b−Ax, pues

QT r = QT b−Rx =



0
...
0

fn+1
...

fm


=⇒ ||r||2 = ∥QT r∥2 =

∥∥∥∥∥∥∥
fn+1
...

fm

∥∥∥∥∥∥∥
2

.

Es fácil verificar que la solución x̂ del sistema (2.2) resuelve el problema de mínimos cuadrados,
pues

R̂x = Q̂T b ⇐⇒ Q̂R̂x = Q̂Q̂T b ⇐⇒ Ax = PQ̂b,

donde PQ̂ = Q̂Q̂T proyecta vectores de Rm en el espacio generado por los vectores columna de Q̂,
los cuales a se vez también generan el espacio columna de A. Es decir PQ̂ = PA = A(AT A)−1AT y

Ax = PQ̂b ⇐⇒ Ax = A(AT A)−1AT b ⇐⇒ AT Ax = AT b.

Concluimos que x̂ resuelve (2.2) si y solo si resuelve las ecuaciones normales. Por lo tanto, es la
solución del problema de mínimos cuadrados.

Advertencia. Las fórmulas de Gram-Schmidt no se aplican en cómputo científico para encontrar
la factorización QR, ya que la sucesión de operaciones resulta numéricamente inestable (sensible
a errores de redondeo). Esta inestabilidad se produce debido a las sustracciones presentes en el
algoritmo y a que los vectores q j no son estrictamente ortogonales debido a errores de redondeo.
Se pueden utilizar métodos de estabilización, cambiando el orden en que se realizan las operaciones.
Afortunadamente, hay un método más efectivo, estable por supuesto, para encontrar la factorización
QR. El nuevo método hace uso de las propiedades de las proyecciones ortogonales y, en particular
de las matrices de reflexión, como se muestra en las siguientes secciones.

2.3
Reflexiones de Householder

Ya hemos mencionado que el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt no es un método
estable cuando se utiliza aritmética de punto flotante en cómputo científico. Por tal motivo, no se
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utiliza como método general para realizar la factorización QR. Afortunadamente es posible construir
la factorización QR por medio de la aplicación sucesiva de transformaciones que involucran
matrices ortogonales. A continuación explicamos la idea principal y posteriormente formalizaremos
la construcción de la factorización mediante matrices de reflexión, ya introducidas previamente en
la última sección del capítulo 1.

Idea principal
La triangularización es el proceso de construcción que permite transformar una matriz A en

una matriz triangular superior R, mediante la aplicación sucesiva de transformaciones matriciales,
semejante al proceso de eliminación de Gauss. La diferencia es que en este caso se multiplica por
matrices ortogonales Qk, de tal manera que al final del proceso

Qn · · ·Q2 Q1A = R,

resulta en una matriz triangular superior R. Cada matriz Qk se escoge para introducir ceros debajo
de la diagonal en la k-ésima columna. Por ejemplo, para una matriz A de m× n = 5× 3, las
operaciones Qk se aplican como se muestra a continuación:

A(0)︷ ︸︸ ︷
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43
a51 a52 a53


︸ ︷︷ ︸

A

→

A(1)︷ ︸︸ ︷
a(1)11 a(1)12 a(1)13

0 a(1)22 a(1)23

0 a(1)32 a(1)33

0 a(1)42 a(1)43

0 a(1)52 a(1)53


︸ ︷︷ ︸

Q1A

→

A(2)︷ ︸︸ ︷
a(1)11 a(1)12 a(1)13

0 a(2)22 a(2)23

0 0 a(2)33

0 0 a(2)43

0 0 a(2)5


︸ ︷︷ ︸

Q2Q1A

→

A(3)︷ ︸︸ ︷
a(1)11 a(1)12 a(1)13

0 a(2)22 a(2)23

0 0 a(3)33
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Q3Q2Q1A

,

en donde la última matriz es la matriz triangular superior R. A este proceso se le denomina
triangularización de Housholder (Alston Householder, 1958), y es el método más usado actualmente
para encontrar la factorización QR debido a que es numéricamente más estable que el método de
Gram-Schmidt. El paso clave es la construcción de las matrices Qk. Hay dos métodos principales
utilizados para contruir estas matrices: elmétodo de rotaciones de Givens y elmétodo de reflexiones
de Householder. En este curso solo consideraremos las reflexiones de Householder.

Reflexiones de Householder
Una reflexión de Householder, denotada por H , se construye a partir de un vector fijo dado

x en un espacio euclídeo Rp con p ≥ 2, buscando que su vector reflejado sea H x = ||x||e1 =
(||x||,0, . . . ,0)T , como se muestra en la figura 2.1. Esta reflexión refleja sobre un hiperplano H+

con vector normal v y está dada por

H = I −2
vvT

vT v
con v = ∥x∥e1 −x.

Hacemos énfasis que, dado el vector x, la proyección H realiza la siguiente transformación

x =


x1
x2
...

xp

 7−→ H x =


||x||

0
...
0

= ∥x∥e1.
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Figura 2.1: Reflexión de Househorder con vector de reflexión v = ||x||e1 −x.

Figura 2.2: La reflexión de un vector y con la reflexión de Householder H = I −2vvT/vT v.

Cuando la reflexión se aplica a cada punto y en algún lado del plano H+, el resultado es la imagen
reflejada en el otro lado de H+, como se indica en la figura 2.2

Ejemplo 2.3. Dado el vector x = (3,4,0)T , encontrar la reflexión de Householder H tal que
H x = ∥x∥e1 = (5,0,0)T .

Solución.

v = ∥x∥e1 −x =

 5
0
0

−

 3
4
0

=

 2
−4

0

 ,

vvT =

 2
−4

0

[
2 −4 0

]
=

 4 −8 0
−8 16 0

0 0 0

 y vT v = 20.

Luego

H = I −2
vvT

vT v
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1
10

 4 −8 0
−8 16 0

0 0 0

=

 3/5 4/5 0
4/5 −3/5 0

0 0 1

 .

Se puede verificar que H efectivamente satisface H x = ∥x∥e1 = (5, 0, 0)T . En la figura 2.3 se
ilustra el resultado de este ejemplo. El plano H+ tiene ecuación v1x1 + v2x2 + v3x3 = 0, es decir,
2x1 −4x2 = 0 con x3 arbitrario. Obsérvese además que

HT H = H HT =

 3/5 4/5 0
4/5 −3/5 0
0 0 1

 3/5 4/5 0
4/5 −3/5 0
0 0 1

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

= I.
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x = (3,4,0)
T

v = ||x|| e
1
 − x = (2,−4,0)

T

||x|| e
1
 = (5,0,0)

T

H
+

O x
1

x
2

Figura 2.3: Reflexión de Householder del ejemplo 2.3.

En general, se puede verificar fácilmente que

HT H = H HT =

[
I −2

vvT

vT v

][
I −2

vvT

vT v

]T

= I .

2.4
Factorización QR mediante reflexiones matriciales

Volviendo a la triangularización de Householder al inicio de la sección, los pasos para triangula-
rizar la matriz A ∈ Rm×n son los siguientes:

Paso 1. La primera matriz ortogonal es Q1 = H , en donde la matriz de reflexión H de
orden m se construye con la primera columna de A(0) = A, es decir x = a1. Entonces
A(1) = Q1A(0).

Paso 2. La matriz ortogonal Q2 se construye como

Q2 =

[
1 0T

0 H

]
,

con H la matriz de reflexión de orden (m−1). En esta ocasión el vector x ∈ Rm−1 para
construir la matriz H , se extrae de la primera columna de la submatriz A(1)(2 : m,2 : n) de
A(1). El vector 0 es el vector columna nulo de tamaño m−1. Entonces A(2) = Q2A(1).

Paso k–ésimo. En general, cada Qk ∈ Rm×m se escoge como una matriz ortogonal de la
forma

Qk =

[
Ik−1 OT

O H

]
,

en donde Ik−1 es la matriz identidad de orden (k−1), H es la matriz de reflexión de orden
(m− k+ 1) basada en el vector x ∈ Rm−k+1, que se toma de la primera columna de la
submatriz A(k−1)(k : m,k : n). La submatriz rectangular nula O es de tamaño (m−k+1)×
(k−1) y OT su transpuesta.
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El k-ésimo paso con detalle
La siguiente sucesión de matrices produce la matriz triangular superior R

A(0) = A → A(1) = Q1 A(0) · · · A(k) = QkA(k−1) · · · A(n) = QnA(n−1) = R,

en donde el k–ésimo paso en forma detallada (quitando superíndices a los coeficientes ai j), es

A(k) = QkA(k−1) =

 Ik−1 OT

O H


m×m



a11 . . . a1k−1 a1k . . . a1n
... . . . ... ... . . . ...
0 . . . ak−1k−1 ak−1k . . . ak−1n

0 . . . 0 akk . . . akn
... . . . ... ... . . . ...
0 . . . 0 amk . . . amn


m×n

La matriz A(k) ∈Rm×n mantiene los mismos bloques que A(k−1), excepto el bloque inferior derecho
que debe cambiar por

H

 akk . . . akn
... . . . ...

amk . . . amn

=


a′kk a′kk+1 . . . a′kn
0 a′k+1k+1 . . . a′k+1n... ... . . . ...
0 a′mk+1 . . . a′mn

 .

Por supuesto, aquí el paso fundamental es la multiplicación de H por la primera columna de la
submatriz de la derecha:

H


akk

ak+1k
...

amk

=


a′kk
0
...
0

 ,

donde a′kk = ∥xk∥, con xk = (akk, . . . ,amk)
T .

Las matrices Qk en el proceso de triangularización de Householder son ortogonales, pues

QkQT
k =

[
Ik−1 OT

O H

][
Ik−1 OT

O HT

]
=

[
Ik−1 OT

O HHT

]
=

[
Ik−1 OT

O Im−k+1

]
= Im .

La mejor de las dos reflexiones
En la exposición anterior se ha simplificado el procedimiento. La reflexión del vector x sobre

el eje x1 puede dar como resultado ∥x∥e1 o bien −∥x∥e1, dando lugar a dos reflexiones, una a
través del hiperplano H+, y otra a través del hiperplano H−, como se muestra en la Figura 2.4.
Matemáticamente, cualquiera de las dos elecciones es satisfactoria. Sin embargo, para asegurar
estabilidad en el algoritmo numérico se debe escoger la reflexión en la que el punto reflejado
esté más alejado de x. Para tal fin escogemos v =−signo(x1)∥x∥e1 −x, donde x1 es la primera
coordenada de x y

signo(x1) =

{
1 si x1 ≥ 0 ,

−1 si x1 < 0 .
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x

||x|| e
1
 − x

||x|| e
1

H
+

O−||x|| e
1

−||x|| e
1
 − x

H
−

Figura 2.4: Las dos reflexiones de Householder.

La reflexión no depende del signo del vector v y también es posible escoger v= signo(x1)∥x∥e1+x.
La figura 2.5 muestra ambos casos. Es evidente que la elección v = signo(x1)∥x∥e1 +x permite
que ∥v∥ nunca sea más pequeño que ∥x∥, evitando cancelación por sustracción al dividir por vT v
en la construcción de la matriz de proyección H , con lo cual aseguramos estabilidad en el método.

x

||x|| e
1

H
+

O−||x|| e
1

v = ||x|| e
1
 + x

H
−

x

||x|| e
1

H
+

O−||x|| e
1

v = −||x|| e
1
 + x

H
−

Figura 2.5: Izquierda: x1 > 0 ⇒ signo(x1) = +1. Derecha: x1 < 0 ⇒ signo(x1) =−1.

Algoritmo de factorización de Householder
Utilizando las ideas anteriores podemos construir el algoritmo que factoriza A en la forma

A = QR, es decir QT A = R, con Q = (Qn · · ·Q2Q1)
T matriz ortogonal y R matriz triangular

superior. Sin embargo, en el algoritmo que escribimos a continuación solamente calculamos el
factor R y lo almacenamos en el mismo espacio de memoria que ocupa A con el objeto de ahorrar
memoria. También, si se desea se pueden almacenar los n vectores de reflexión v1, . . . , vn, para
posibles usos posteriores.

Algoritmo de factorización
Para k = 1, . . . ,n
. x = A(k : m, k)
. vk = signo(x1)∥x∥e1 +x
. vk = vk/∥vk∥2
. A(k : m, k : n) = A(k : m, k : n)−2vk (vT

k A(k : m, k : m))
Fin
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Obsérvese que en el algoritmo se han realizado dos simplificaciones:

1. Se ha denotado por vk a vk/∥vk∥2.

2. Al multiplicar o aplicar la reflexión por un vector y obtenemos(
I −2vkvT

k
)

y = y−2vk(vT
k y).

de tal manera que cuando y es una de las columnas de la submatriz A(k : m,k : n), entonces la
forma económica de aplicar la reflexión a cada una de estas columnas se indica en el último renglón
del algoritmo. La matriz ortogonal QT = Qn · · ·Q2Q1 no se construye explícitamente, puesto que
tomaría trabajo adicional. Afortunadamente en muchas aplicaciones no es necesario obtener esta
matriz. Por ejemplo, si se quiere resolver el sistema sobredeterminado Ax = b y sabemos que
QT A = R, entonces Rx = QT Ax = QT b y basta con resolver el sistema Rx = QT b utilizando
sustitución regresiva. El lado derecho QT b puede calcularse aplicando a b la misma sucesión de
operaciones aplicadas a la matriz A:
Para k = 1, . . . ,n
... b(k : m) = b(k : m)−2vk(vT

k b(k : m))
Fin

Hemos supuesto que los vectores de reflexión v1, . . . ,vn se almacenan al encontrar R en el
algoritmo anterior. Sin embargo, en el problema de la solución del problema sobredeterminado
Ax = b no es necesario almacenar los vectores de reflexión vk. Además, el cálculo de QT b puede
realizarse simultáneamente junto con en cálculo de R. En este caso el algoritmo completo, incluyendo
sustitución regresiva, es como se muestra a continuación:
Algoritmo de triangularización de Householder para resolver Ax = b
Para k = 1, . . . ,n
. x = A(k : m, k)
. v = signo(x1)∥x∥e1 +x
. v = v/∥v∥2
. A(k : m, k : n) = A(k : m, k : n)−2v(vT A(k : m, k : n))
. b(k : m) = b(k : m)−2v(vT b(k : m))
Fin
x(n) = b(n)/A(n,n)
Para k = n−1 : −1 : 1
... x(k) = ( b(k)−A(k,k+1 : n) ·b(k+1 : n) )/A(k,k)
Fin

Ejemplo 2.4. El NIST (National Institute of Standards and Technology) es una rama del De-
partamento de Comercio de los EU, que se responsabiliza de establecer estándares nacionales e
internacionales. El NIST mantiene conjuntos de datos de referencia, para su uso en la calibración y
certificación de software en estadística. En su página Web

http://www.itl.nist.gov/div898/strd

en la liga Dataset Archives, y después bajo Linear Regresion, se encuentra el conjunto de datos
Filip, que consiste de 82 observaciones de una variable y para diferentes valores de x. El problema
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es modelar este conjunto de datos por medio de un polinomio de grado 10. Este conjunto de datos
es controversial: algunos paquetes pueden reproducir valores cercanos a los coeficientes que el
NIST ha declarado como los valores certificados; otros paquetes dan advertencias o mensajes de
error de que el problema es mal condicionado.

Solución. Se resuelve el problema utilizando el método de ecuaciones normales y el método
de factorización QR, con el objeto de comparar el desempeño de cada uno de ellos. Tenemos
m = 82 datos (ti, yi) y debemos encontrar n = 11 coeficientes c j para el polinomio de ajuste
de grado 10. La matriz de diseño A tiene coeficientes ai j = t j−1

i , i = 1, . . . ,82, j = 1, . . . ,11.
Para dar una idea de la complejidad de esta matriz obsérvese que el coeficiente con mínimo valor
absoluto es 1 y el coeficiente con mayor valor absoluto es un poco mayor a 2.7×109. Esta matriz
es mal condicionada, siendo su número de condición κ(A)≈ O(1015). La matriz de ecuaciones
normales AT A es todavía más mal comportada, desde el punto de vista numérico, pues tiene un
coeficiente mínimo en valor absoluto de 82 y uno máximo de 5.1×1019, su número de condición
es proporcional a 1030. En los cálculos se utilizó aritmética de punto flotante de doble precisión.
La Figura 2.6 muestra la gráfica de los datos junto con la gráfica de los polinomios de ajuste

obtenidos por medio de los dos métodos. En esta figura no se aprecia la diferencia entre la gráfica
del polinomio obtenido por medio del método QR y el certificado por el NIST. La gráfica del
polinomio de ajuste obtenido por medio de ecuaciones normales difiere de los dos anteriores, sobre
todo en la mitad derecha, intervalo (−6,−3), donde presenta pequeñas oscilaciones alrededor de
los datos.

−9 −8 −7 −6 −5 −4 −3
0.76

0.78

0.8

0.82

0.84
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0.88
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0.92
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NIST

Normales

QR

Figura 2.6: Gráfica de los datos FILIP y los polinomios de ajuste.

La tabla 2.1 muestra los coeficientes obtenidos con los dos métodos junto con los certificados
por el NIST. Los resultados obtenidos con el método QR son muy buenos, tomando en cuenta que
los resultados certificados por el NIST fueron obtenidos con cálculos de muy alta precisión, a saber
precisión múltiple de 500 dígitos (lo cual representa una idealización de lo que se alcanzaría si los
cálculos se hicieran sin error de redondeo). Por el contrario, los coeficientes obtenidos por medio
del método de ecuaciones normales son totalmente diferentes a los certificados, incluso en el signo.
Finalmente, en la tabla 2.2 se muestra la diferencia relativa del vector de coeficientes obtenido
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Coef. NIST (×103) QR (×103) Ec. Normales (×102)
c1 −1.467489614229800 −1.467489582388863 3.508390286748969
c2 −2.772179591933420 −2.772179531420028 5.458039227995218
c3 −2.316371081608930 −2.316371030602281 3.674467707503117
c4 −1.127973940983720 −1.127973915874232 1.398316266894402
c5 −0.354478233703349 −0.354478225708109 0.330592755393584
c6 −0.075124201739376 −0.075124200018508 0.050170726293308
c7 −0.010875318035534 −0.010875317781920 0.004860547121394
c8 −0.001062214985889 −0.001062214960612 0.000287297102007
c9 −0.000067019115459 −0.000067019113828 0.000009255550238
c10 −0.000002467810783 −0.000002467810721 0.000000120446348
c11 −0.000000040296253 −0.000000040296251 0.000000000044876

Tabla 2.1: Comparación de los coeficientes del polinomio de ajuste obtenidos con los certificados
por el NIST.

con los dos métodos con respecto al valor certificado del NIST. Esta cantidad se define como:

||cnist − c||2
||cnist ||2

×100 (c = x denota el vector de coeficientes de la tabla).

Se observa que la diferencia relativa de la solución obtenida por medio del método de factorización
QR es muy pequeña, a diferencia de la obtenida por medio del método de ecuaciones normales. En
esta última tabla también se incluye la magnitud del residual ||b−Ax ||2 en cada caso, en donde
b = {yi}m

i=1 es el vector de observaciones y x = {c j}n
j=1 el vector de coeficientes encontrados.

Obsérvese que el residual obtenido por medio de QR coincide con el del NIST hasta la onceava
cifra, mientras que el obtenido por medio del método de ecuaciones normales es casi el doble que el
certificado. En conclusión, los resultados obtenidos en este problema muestran la superioridad del
método de factorización QR sobre el método de ecuaciones normales para la solución de problemas
de mínimos cuadrados cuando el problema es mal condicionado.

Cantidad NIST QR Ec. Normales
Diferencia relativa 0 2.2×10−6 % 118%
Residual 0.028210838148692 0.028210838142565 0.041705784558465

Tabla 2.2: Diferencias relativas y los residuales obtenidos por cada método.
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Capítulo 3

Descomposición en valores singulares (SVD)

En álgebra lineal la descomposición en valores singulares de una matriz (real o compleja) es
una factorización que revela sus componentes intrínsecas. Cualquier matriz real A de m×n puede
factorizarse como

A =U ΣV T

dondeU es una matriz ortogonal de m×m cuyas columnas son los vectores propios de AAT , V es
una matriz ortogonal de n×n cuyas columnas son los vectores propios de AT A y Σ es una matriz
diagonal de m×n con los valores singulares sobre la diagonal, σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σn ≥ 0.
En este capítulo explicaremos dicha descomposición y su utilidad en aplicaciones modernas,

incluida la solución de sistemas de ecuaciones lineales y mínimos cuadrados. Por supuesto que sus
aplicaciones son bastas, principalmente en optimización, estadística, ciencia de datos e inteligencia
artificial, procesamiento de señales e imágenes, manejo de información en internet, entre muchas
otras.

3.1
Simetría y ortogonalidad

La simetría es una característica muy común en la naturaleza. De hecho, hay evidencia de que
las estructuras simétricas necesitan menos información para codificarse, y por lo tanto es mucho
más probable que aparezcan como variación potencial en el proceso de evolución biológica, de
acuerdo a la investigación publicada en https://doi.org/10.1073/pnas.2113883119. La simetría es
una característica igualmente deseable, y muy útil, en las matemáticas y otras disciplinas básicas o
aplicadas. En álgebra lineal esta característica viene acompañada frecuentemente con propiedades
de ortogonalidad. Ya hemos visto, al final del capítulo 1, que una reflexión sobre un plano (que da
origen a simetría axial) se define por una matriz ortogonal H = I −2uuT (u vector unitario) que
además es simétrica HT = H . Asimismo, las rotaciones generan simetrías y ellas pueden describirse
por medio de matrices ortogonales Q. Por lo tanto, las matrices ortogonales están fuertemente
vinculadas con alguna propiedad de simetría.
Por otro lado, y en sentido opuesto, las matrices simétricas están relacionadas con las matrices

ortogonales por medio de transformaciones de similaridad. El teorema espectral establece con
claridad dicha relación.

Teorema 3.1. Cualquier matriz simétrica realA de n×n tiene n valores propios reales λ1,λ2, . . . ,λn

35
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(no necesariamente distintos) y un conjunto correspondiente de vectores propios unitarios
u1,u2, . . . ,un mutuamente ortogonales.

Las relaciones entre valores y vectores propios en el teorema anterior

Au1 = λ1 u1, Au2 = λ2 u2, . . . , Aun = λn un,

se pueden compactar en el producto

A

 | | |
u1 u2 · · · un
| | |

=

 | | |
λ1u1 λ2u2 · · · λnun
| | |

 .

Si denotamos comoU a la matriz que tiene como columnas los vectores propios ui y D es la matriz
diagonal con los valores propios correspondientes λi, la anterior igualdad se puede expresar como

AU =U D.

Por último, como U es una matriz ortogonal se satisface U−1 =UT , y entonces

A =


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

u1 u2 · · · un∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣


︸ ︷︷ ︸


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λn


︸ ︷︷ ︸


—– uT

1 —–
—– uT

2 —–
...

—– uT
n —–


︸ ︷︷ ︸

= AT (3.1)

U D UT

Los vectores propios {u1,u2, . . . ,un} forman una base ortonormal de Rn, entonces cualquier
vector x ∈ Rn se puede expresar como

x = c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = (uT
1 x)u1 +(uT

2 x)u2 + · · ·+(uT
n x)un,

y, en consecuencia

Ax = (uT
1 x)λ1u1 +(uT

2 x)λ2u2 + · · ·+(uT
n x)λnun

= λ1u1uT
1 x+λ2u2uT

2 x+ · · ·+λnunuT
n x

=
(
λ1u1uT

1 +λ2u2uT
2 + · · ·+λnunuT

n
)

x, ∀ x ∈ Rn.

Por lo tanto, cualquier matriz simétrica A se puede expresar como combinación de proyecciones
ortogonales Pi = uiuT

i de rango uno:

A = λ1u1uT
1 +λ2u2uT

2 + · · ·+λnunuT
n = λ1P1 +λ2P2 + · · ·+λnPn, (3.2)

y cada proyección Pi proyecta sobre la línea generada por el vector propio correspodiente ui.

Conclusión. Toda matriz simétrica tiene un conjunto completo de vectores propios ortonormales
y por lo tanto puede diagonalizarse. Mas aún, esta propiedad permite expresar la matriz como
combinación de proyecciones ortogonales de rango uno. Así pues, la simetría y ortogonalidad
aparecen ligadas en el álgebra lineal.
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Ejemplo 3.2. La matriz A =

[
3/2 −1/2

−1/2 3/2

]
es simétrica tiene los valores propios λ1 = 1,

λ2 = 2 con vectores propios u1 = (1/
√

2,1/
√

2)T , u2 = (−1/
√

2,1/
√

2)T . Su descomposición
espectral (diagonalización) es

A =

[ 3
2 −1

2
−1

2
3
2

]
=

[
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

] [
1 0
0 2

] [ 1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

]
=UDUT = AT .

La factorización permite realizar la transformación x 7→ Ax en tres pasos:

x 7→UT x 7→ DUT x 7→U DUT x = Ax.

Geométricamente las matrices ortogonalesU yUT producen rotaciones o reflexiones (dependiendo
de si det(U) = 1 ó −1), y D es una matriz de deformación o estiramiento a lo largo de las
coordenadas cartesianas e1, e2, como se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1: La aplicación x 7→ Ax utilizando la descomposición A =U DUT en tres pasos x 7−→
UT x 7−→ DUT x 7−→ U DUT x.

3.2
Asimetría y simetrización. Descomposición SVD

Desafortunadamente la diagonalización A =U DUT no es siempre posible. La condición para
su existencia es que la matriz A de n× n sea simétrica. Entonces la pregunta es si es posible
lograr alguna descomposición de la matriz A cuando no es simétrica. Más aún, nos preguntamos
si es posible lograr una factorización análoga cuando la matriz A no es cuadrada. La respuesta
ya la hemos anticipado al principio de este capítulo, la descomposición es posible y se denomina
descomposición en valores singulares (SVD, ‘singular value decompostion’).

Simetrizando desde la asimetría
La clave para lograr la descomposición de valores singulares es ‘simetrizar partiendo de

la asimetría’. Es decir, si A es una matriz de tamaño m×n, podemos considerar los productos
AT A y AAT , los cuales proporcionan matrices simétricas cuadradas de tamaños n×n y m×m,
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respectivamente. Por el teorema espectral 3.1 para matrices simétricas, estas dos matrices se pueden
diagonalizar. Por ejemplo, suponiendo que los valores propios de AT A son λ1, . . . ,λn y que los
vectores propios correspondientes son los vectores ortonormales v1,v2, . . . ,vn, entonces

AT A =V DV T , con V =


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

v1 v2 · · · vn∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣
 , D =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · λn

 .

Debido a la estructura de la matriz simétrica AT A se tienen propiedades adicionales. Por ejemplo,
podemos verificar que los valores propios son no negativos, debido a que la matriz AT A es positiva
semidefinida, pues

xAAT x = ∥Ax∥2 ≥ 0, para todo x ∈ Rn,

y en consecuencia, para cualquier valor propio λ con vector propio v, se tiene

AT Av = λ v ⇒ vT AT Av = λ vT v ⇒ λ =
∥Av∥2

∥v∥2 ≥ 0. (3.3)

Por lo tanto, podemos ordenar los valores propios. Sin perdida de generalidad, suponemos que

λ1 ≥ λ2 ≥ ·· · ≥ λn ≥ 0. (algunos pueden repetirse)

Valores propios nulos. Si λ = 0 es un valor propio de AT A, entonces su espacio propio asociado
es el espacio nuloN (A) de A, pues debido a (3.3) los vectores propios asociados satisfacen Av = 0.
Matrices con rango deficiente. El número de columnas linealmente independientes de cualquier
matriz es igual al número de renglones linealmente independientes. Así que el número de columnas
(o renglones) linealmente independientes de una matriz A es una característica muy importante que
se denomina rango de la matriz, y usualmente se denota por r = rango(A). Si r < mı́n{m,n},
entonces AT A es de rango deficiente y los primeros r valores propios son positivos y el resto son
nulos.
Igualdad de valores propios de AT A y AAT . Los valores propios de ambas matrices son los
mismos pues si λ es un valor propio de AT A con vector propio v, entonces

AT Av = λv ⇒ (AAT )Av = λ Av,

es decir λ también es valor propio de AAT con vector propio u = Av. En forma análoga, se puede
verificar que si λ es valor propio de AAT con vector propio u, entonces λ también es valor propio
de AT A con vector propio v = AT u.
Las anteriores propiedades se pueden resumir en el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Dada A matriz de m×n, se satisfacen las siguientes aseveraciones:

Las matrices AT A de n× n y AAT de m×m son positivas semidefinidas y tienen los
mismos valores propios no-negativos.

Si r = rango(A), entonces los primeros r valores propios son positivos y los restantes son
cero.
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Si λ = 0 es valor propio de AT A, entonces el espacio propio asociado esN (A) (el espacio
nulo de A).

Si v es valor propio de AT A asociado al valor propio λ , entonces u = Av es vector propio
de AAT con el mismo valor propio.

Si u es valor propio de AAT asociado al valor propio λ , entonces v = AT u es vector propio
de AT A con el mismo valor propio.

Descomposición espectral de matrices rectangulares
De acuerdo al teorema previo, las matrices AT A y AAT tienen los mismos valores propios

λ1 ≥ λ2 ≥ . . .≥ λn ≥ 0,

con vectores propios correspondientes

v1,v2, . . . ,vn ∈ Rn y Av1,Av2, . . . ,Avn ∈ Rm,

respectivamente. Los vectores propios v j de AT A son ortonormales. Los vectores propios u j de
AAT son ortogonales, pues

(Avi)
T Av j = vT

i AT Av j = vT
i λ jv j = λ jδi j.

Por lo tanto, normalizando estos vectores, obtenemos el siguiente conjunto ortornormal de n vectores
propios en Rm para AAT :

u j =
Av j

∥Av j∥
=

Av j(
λ j
)1/2 , j = 1,2, . . . ,n. (3.4)

Definición 3.4. Los valores no negativos

σ1 =
√

λ1 ≥ σ2 =
√

λ2 ≥ . . .≥ σn =
√

λn ≥ 0,

se denominan los valores singulares de la matriz A.

Por lo tanto, de acuerdo a (3.4), se obtiene la siguiente relación entre los dos conjuntos de
vectores ortonormales {u1, . . . ,un} ⊂ Rm y {v1, . . . ,vn} ⊂ Rn:

Av j = σ ju j, j = 1,2, . . . ,n. (3.5)

Estas relaciones pueden expresarse como el producto matricial:

A

 | | |
v1 v2 · · · vn
| | |

=

 | | |
σ1u1 σ2u2 · · · σnun
| | |


y que finalmente puede expresarse como se indica a continuación.

Factorización reducida SVD
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A =


∣∣∣ ∣∣∣ ∣∣∣

u1 u2 · · · un∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣


︸ ︷︷ ︸


σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · σn


︸ ︷︷ ︸


—– vT

1 —–
—– vT

2 —–
...

—– vT
n —–


︸ ︷︷ ︸

(3.6)

Û (m×n) Σ̂ (n×n) V T (n×n)

Esta factorización también puede expresarse como suma de matrices de rango uno:

A = σ1u1vT
1 +σ2u2vT

2 + · · ·+σnunvT
n , con σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σn ≥ 0. (3.7)

Nota. En la ecuación matricial AV = Û Σ̂ o A = Û Σ̂V T , la matriz Û es una matriz rectangular de
tamaño m×n con columnas ortonormales en Rm, Σ̂ es una matriz diagonal de n×n con los valores
singulares y V es una matriz ortogonal (i.e. V−1 =V T ) de n×n. La descomposición es también
válida para matrices con entradas o coeficientes complejos, en cuyo caso la matriz cuadrada V es
hermitiana y en la factorización se utiliza V ∗, la matriz compleja conjugada, en lugar de V T .

La descomposición SVD completa
En la mayoría de las aplicaciones la descomposición SVD se utiliza en la forma reducida.

Sin embargo, en los textos y muchas publicaciones se utiliza la llamada descomposición SVD
‘completa’. Consideramos dos casos: m > n y m < n. El caso m = n se obtendrá facilmente de
cualquiera de los dos casos anteriores.

Caso m > n: las columnas de la matriz Û no forman una base de Rm. En este caso la
idea es aumentar la matriz, agregando m−n columnas ortonormales para extenderla a una
matriz ortogonal de m×m (unitaria, en el caso complejo), que llamamos U . Al reemplazar
Û por U también debemos reemplazar la matriz diagonal Σ̂ por la matriz rectangular Σ de
m×n, agregando m−n renglones con ceros debajo de Σ̂. La siguiente ilustración muestra
en color azul las columnas agregadas a Û y los renglones agregados a Σ̂:

A =



∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
u1 u2 · · · un un+1 · · · um∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣


︸ ︷︷ ︸



σ1 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · σn
0 0 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 0


︸ ︷︷ ︸


—– vT

1 —–
—– vT

2 —–
...

—– vT
n —–


︸ ︷︷ ︸

(3.8)
U (m×m) Σ (m×n) V T (n×n)

Caso m < n: la descomposición reducida es de la forma A =U Σ̂V̂ T . En este caso U es
matriz ortogonal de m×m, Σ̂ matriz diagonal de m×m con los valores singulares y V̂ T

matriz de m×n con filas ortonormales. Los valores singulares σi =
√

λi, se obtienen de los
valores propios {λi}m

i=1 de la matriz simétrica AAT . Además, las m filas de V̂ T no forman
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una base de Rn. Por lo tanto, la descomposición SVD completa, se obtiene agregando n−m
columnas cero a Σ̂ y n−m filas ortogonales a las de V̂ T . La siguiente ilustración muestra la
descomposición SVD completa en este caso.

A =



∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
u1 u2 · · · um∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣


︸ ︷︷ ︸


σ1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0 0 · · · 0
... ... . . . ... ... ... ...
0 0 · · · σm 0 · · · 0


︸ ︷︷ ︸



—– vT
1 —–

—– vT
2 —–
...

—– vT
m —–

—– vT
m+1 —–

—– ... —–
—– vT

n —–


︸ ︷︷ ︸

(3.9)

U (m×m) Σ (m×n) V T (n×n)

Los anteriores resultados se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Toda matriz A ∈Rm×n (Cm×n, en el caso complejo) tiene una descomposición en
valores singulares de la forma

A =UΣV T , (A =UΣV ∗, en el caso complejo) (3.10)

con las matrices ortogonalesU , V (o unitarias, en el caso complejo), y la matriz Σ como se indica
en el desarrollo anterior.

Ejemplo 3.6. Encontrar la descomposición SVD de la matriz A =

 −3 1
6 −2
6 −2

 (caso m > n).

Solución. Las matrices simétricas son

AT A =

[
81 −27

−27 81

]
, AAT =

 10 −20 −20
−20 40 40
−40 40 40

 .

Los valores propios de AT A son λ1 = 90, λ2 = 0, por lo que σ1 = 3
√

10, σ2 = 0.
Vector propio unitario para λ1 = 90:

AT A−λ1I =
[

−9 −27
−27 −81

]
∼

[
1 3
0 0

]
⇒ v1 =

1√
10

[
−3

1

]
.

Vector propio unitario para λ2 = 0:

AT A−λ2I =
[

81 −27
−27 9

]
∼

[
1 −1/3
0 0

]
⇒ v2 =

1√
10

[
1
3

]
.

Ahora consideremos los vectores propios de AAT :

u1 =
1

σ1
Av1 =

1
3
√

10

 −3 1
6 −2
6 −2

 1√
10

[
−3

1

]
=

1
3

 1
−2
−2

 .
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Los otros vectores propios no pueden calcularse de la misma manera ya que σ2 = 0. Sin embargo,
pertenecen a N (AAT ).

AAT ∼

 1 −2 −2
0 0 0
0 0 0

 ⇒ u2 =
1√
5

 2
1
0

 , u3 =
1√
5

 2
0
1

 .

Por lo tanto, A =UΣV T con

U =

 1/3 2/
√

5 2/
√

5
−2/3 1/

√
5 0

−2/3 0 1/
√

5

 , Σ =

 3
√

10 0
0 0
0 0

 , V =

[
−3/

√
10 1/

√
10

1/
√

10 3/
√

10

]
.

Por último, la descomposición SVD reducida es A = Û Σ̂V̂ T con

Û =

 1/3
−2/3
−2/3

 , Σ̂ =
[
3
√

10
]
, V̂ =

[
−3/

√
10

1/
√

10

]
.

Ejemplo 3.7. Encontrar la descomposición SVD de la matriz A =

[
3 2 2
2 3 −2

]
(caso m < n).

Solución. En este ejemplo preferimos obtener los valores propios de AAT , los cuales son λ1 = 25,
λ2 = 9. Los valores singulares son σ1 = 5, σ2 = 3.
Vector propio unitario para λ1 = 25,

AT A−λ1I =
[
−8 8

8 −8

]
∼

[
1 −1
0 0

]
⇒ u1 =

1√
2

[
1
1

]
.

Vector propio unitario para λ2 = 9,

AT A−λ2I =
[

8 8
8 8

]
∼

[
1 1
0 0

]
⇒ u2 =

1√
2

[
1

−1

]
.

Los correspondientes dos vectores propios de AT A =

 13 12 2
12 13 −2
2 −2 8

 son

v1 =
1

σ1
AT u1 =

1√
2

 1
1
0

 , v2 =
1

σ2
AT u2 =

1
3
√

2

 1
−1

4

 .

El tercer vector propio se obtiene del espacio nulo de AT A:

AT A =

 13 12 2
12 13 −2
2 −2 8

 ∼

 1 0 2
0 1 −2
0 0 0

 ⇒ v3 =
1
3

 −2
2
1

 .
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Por lo tanto, la descomposición SVD completa es A =U ΣV T con

U =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, Σ =

 5 0
0 3
0 0

 , V =
1

3
√

2

 3 1 −2
√

2
3 −1 2

√
2

0 4
√

2

 .

La descomposición reducida es A =U Σ̂V̂ T con

U =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, Σ̂ =

[
5 0
0 3

]
, V̂ =

1
3
√

2

 3 1
3 −1
0 4

 .

Caso cuando A tiene rango deficiente
En el caso en que la matriz A ∈ Rm×n sea de rango deficiente r = rango(A)< min(m,n), los

valores singulares mayores a cero son σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σr > 0 y el resto son cero. Por lo tanto,
también podemos expresar la descomposición SVD completa o reducida como la suma de matrices
de rango uno:

A = σ1u1vT
1 +σ2u2vT

2 + · · ·+σrurvT
r . (3.11)

En el ejemplo anterior la matriz A tiene rango r = 1, pues sus columnas son colineales y

A =

 −3 1
6 −2
6 −2

= 3
√

10

 1/3
−2/3
−2/3

 [
−3/

√
10 1/

√
10

]
= σ1u1vT

1 .

3.3
Resumen de propiedades

Propiedades básicas
En la descomposición A =UΣV T ∈ Rm×n se satisface:

Las matrices AT A y AAT tienen los mismo valores propios no negativos λi.

Las matrices U ∈ Rm×m y V ∈ Rn× son ortogonales.

Las columnas de U son los vectores propios de AAT .

Las columnas de V son los vectores propios de AT A.

La matriz Σ de m×n contiene los valores singulares σi =
√

λi en la diagonal.

Los vectores propios normalizados ui y vi satisfacen

Avi = σiui, AT ui = σivi, ∥Avi∥= σi = ∥AT ui∥.

Si A ∈ Rn×n, |det(A)|= |det(U)det(Σ)detV T |= det(Σ) =
n

∏
i=1

σi.
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Si A es simétrica, entonces U =V y sus valores singulares son los valores absolutos de los
valores propios de A.

rango(A) = rango(Σ) = r es el número de valores singulares no cero.

A es la suma de r matrices de rango uno:

A = σ1u1vT
1 +σ

2
2 u2vT

2 + · · ·+σrurvT
r .

∥A∥2 = ∥Σ∥2 = σ1 y ∥A∥F =
√

σ2
1 +σ2

2 + · · ·+σ2
r , son dos expresiones para calcular la

norma de una matriz A: la norma–2 y la norma de Frobenius.

Los cuatro subespacios fundamentales de una matriz
Si la matriz A es de rango r, y suponemos que el orden de los vectores propios en U y V

corresponde al orden de los valores singulares de mayor a menor, entonces

El espacio columna de A es R(A) = Gen{u1,u2, . . . ,ur}.

El espacio nulo de A es N (A) = Gen{vr+1,vr+2, . . . ,vn}.

El espacio fila de A es R(AT ) = Gen{v1,v2, . . . ,vr}.

El espacio nulo de AT es N (AT ) = Gen{ur+1,ur+2, . . . ,un}.

Esquemáticamente:

A =



∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

u1 · · · ur ur+1 · · · um∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣





σ1 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ...
0 · · · σr 0 · · · 0
0 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ... ... . . . ...
0 · · · 0 0 · · · 0





—– vT
1 —–...

—– vT
r —–

—– vT
r+1 —–...

—– vT
n —–



}

}
R(AT )

N (A)

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
R(A) N (AT )

Interpretación geométrica
Si consideramos la matriz A ∈ Rm×n como la matriz de la transformación lineal x 7→ Ax del

espacioRn al espacioRm, podemos pensar a las matrices ortogonalesU yV como transformaciones
que representan rotaciones o reflexiones, y a la matriz Σ como matriz de deformación o estiramiento.

Ejemplo 3.8. Consideremos la matriz cuadrada A =

[
1 1
2 −2

]
. Esta matriz transforma una

circunferencia unitaria en R2 sobre una elipse en R2. La transformación de puede realizar en tres
pasos utilizando la descomposición SVD, como se muestra a continuación.
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Los valores propios de

AT A =

[
5 −3

−3 5

]
y AAT =

[
2 0
0 8

]
,

son λ1 = 8, λ2 = 2. Por lo tanto, los valores singulares en orden decreciente son σ1 = 2
√

2,
σ2 =

√
2. Los vectores propios de AT A se obtienen de

AT A−λ1I =
[
−3 −3
−3 −3

]
∼

[
1 1
0 0

]
⇒ v1 =

1√
2

[
1

−1

]
,

AT A−λ2I =
[

3 −3
−3 3

]
∼

[
1 −1
0 0

]
⇒ v2 =

1√
2

[
1
1

]
.

Los vectores propios de AAT son

u1 =
1

σ1
Av1 =

1
2
√

2

[
1 1
2 −2

]
1√
2

[
1

−1

]
=

[
0
1

]
,

u2 =
1

σ2
Av2 =

1√
2

[
1 1
2 −2

]
1√
2

[
1
1

]
=

[
1
0

]
.

La descomposición SVD de A es

A =UΣV T =

[
0 1
1 0

][
2
√

2 0
0

√
2

][
1/
√

2 −1/
√

2
1/
√

2 1/
√

2

]
.

La transformación x 7→ b = Ax, cuando se utiliza la descomposición SVD, involucra los tres pasos,
como se muestra en la figura 3.2:

x′ =V T x =⇒ b′ = Σx′ =⇒ b =U b′,

en donde hay dos cambios de base (a bases ortogonales), uno en el primer paso y otro en el tercer
paso. Es decir

Ax = b ⇐⇒ Σx′ = b′ con

{
x′ =V T x
b′ =UT b

Figura 3.2: La aplicación x 7→ Ax utilizando la descomposición A =UΣV T en tres pasos x 7−→
V T x 7−→ ΣV T x 7−→ UΣV T x.
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3.4
Aplicaciones

Sistemas de ecuaciones
Cuando se tiene disponible la descomposición SVD de la matriz A de m×n, es posible describir

completamente el conjunto de soluciones del sistema

Ax = b, con

{
x ∈ Rn,

b ∈ Rm.
(3.12)

De acuerdo al último párrafo de la sección anterior, el sistema se puede representar como un
sistema diagonal

Σx′ = b′, con los vectores ‘rotados’

{
x′ =V T x en Rn,

b′ =UT b en Rm.
(3.13)

Si el rango de la matriz es r, el sistema diagonal obtenido nos permite escribir

σi x′i = b′i, i = 1, . . . ,r,
0 = b′i, i = r+1, . . . ,m.

Podemos concluir entonces que existen dos posibilidades:

1. El sistema es inconsistente si bi ̸= 0 para alguna i = r + 1, . . . ,m. Esto ocurre cuando
b /∈ R(A) = Gen{u1, . . . ,ur}. En este caso el conjunto solución es vacío.

2. Cuando b ∈ R(A), entonces el sistema es consistente y se obtiene

x′i =
b′i
σi
, i = 1, . . . ,r,

x′i son variables libres para i = r+1, . . . ,m.

Las variables libres proporcionan elementos de N (A). Por otro lado, sí A tiene n columnas
linealmente independientes (tiene rango completo por columnas), entonces N (A) = {0}, y
la solución x =V x′ es única.

El conjunto solución del sistema lineal (3.12) se puede describir de manera conveniente mediante
la llamada seudo–inversa de A, la cual puede definirse mediante la descomposición SV D.

Definición 3.9. Sea A =UΣV T de m×n, su seudo–inversa, denotada por A†, se define mediante

A† =V Σ
†UT , con Σ

† = diag(1/σ1, . . . ,1/σr,0, . . . ,0) ∈ Rn×m (3.14)

Se observan las siguientes propiedades

A† está bien definida para toda matriz A.
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A† es del mismo tamaño que AT .

Si A tiene columnas linealmente independientes, entonces A† =
(
AT A

)−1 AT , se denomina
inversa izquierda de A, pues A†A = In.

Si A tiene filas linealmente independientes, entonces A† = AT (AAT)−1, se denomina inversa
derecha de A, pues AA† = Im

Cuando A es cuadrada e invertible A† = A−1.

Volviendo al sistema de ecuaciones (3.12) y suponiendo b ∈ R(A), debido a (3.13) y (3.14) se
obtiene la solución particular

x′ = Σ
†b′ ⇒ V x′ =V Σ

†b′ ⇒ V x′ =V Σ
†UT b ⇒ x = A†b.

Agregando las soluciones de la ecuación homogénea, Ax = 0, se obtiene el conjunto solución:

S =
{

A†b+ z : z ∈ N (A)
}
,

Mínimos cuadrados lineales con SVD
En los anteriores capítulos se ha encontrado que los problemas de mínimos cuadrados lineales

llevan a problemas lineales sobredeterminados de la forma Ax = b con A de m×n y m ≥ n. Estos
problemas usualmente son inconsistentes debido a que b /∈ R(A). Por este motivo se busca el
mínimo x̂ ∈ Rn del residual r = b−Ax. Sabemos que (ver capítulo 1)

x̂ = arg mı́n
x∈Rn

1
2
∥b−Ax∥2

2 ⇐⇒ AT Ax̂ = AT b.

Además si A es de rango completo r = n, entonces AT A es simétrica definida positiva y la solución
de mínimos cuadrados es

x̂ =
(
AT A

)−1
AT b

Via SVD, A =UΣV T , y utilizando que V−1 =V T , U−1 =UT , ΣT Σ invertible, se obtiene(
AT A

)−1
AT =

(
V Σ

TUTUΣV T)−1
V Σ

TUT =V Σ
†UT = A†.

Por lo tanto, la solución de mínimos cuadrados del problema inconsistente Ax = b es

x̂ =V Σ
†UT b = A†b. (3.15)

Ejemplo 3.10. Considerar el conjunto de puntos FILIP del ejemplo 2.4, en donde el ajuste se realizó
utilizando el método de ecuaciones normaes y el método de factorización QR. Realizar el ajuste
utilizando la descomposición SVD.

Solución. Dado el conjunto de puntos (t1,y1), . . .(tm,ym). El algoritmo para calcular x̂ ∈ Rn+1,
con los coeficientes del polinomio de grado n, consiste de los siguientes pasos:

1. Construir la matriz de diseño A de m× (n+1), con coeficientes ai j = t j−1
i .
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h

Figura 3.3: Ajuste de los datos FILIP a un polinomio de grado 10 utilizando SVD.

2. Utilizar SVD para obtener A =U ΣV T . En realidad basta con la SVD reducida A = Û Σ̂V T .

3. Calcular la inversa generalizada A† =V Σ†UT .

4. Calcular x̂ = A†b, con b = {y j}m
j=1 el vector de observaciones.

Se muestra el resultado en la figura 3.3. Se ha utilizado el ambiente MATLAB para los cálculos,
utilizando la rutina de descomposición SVD (disponible también en otros ambientes de programación
como Phyton).
El resultado del ajuste es muy bueno pero no mejora el que se encontró previamente mediante

la factorización QR en el capítulo anterior. Sin embargo, la descomposición SVD ofrece ventajas
que permiten su aplicación en muchos campos y problemas. Por ejemplo, una de sus mayores
ventajas es que SVD permite realizar aproximaciones de rango bajo.

Approximaciones de rango bajo
Dada A, matriz de m×n con m ≥ n, sabemos que SVD proporciona A = Û Σ̂V T =UΣV T ,

y si la matriz es de rango completo n, entonces la descomposición también se puede representar
como la suma de n matrices de rango uno

A = σ1u1vT
1 +σ

2
2 u2vT

2 + · · ·+σnunvT
n ,

en donde σ1 ≥ σ2 ≥ ·· · ≥ σn. En muchos problemas y aplicaciones la diferencia entre σ1 y σn es
muy grande. De hecho, el cociente de estos valores singulares, se denomina el número de condición
de la matriz:

Cond(A) =
σ1

σn
.

En álgebra lineal numérica se conoce que el número de condición de una matriz importa mucho
cuando se realizan operaciones en computadora (es decir, en aritmética finita). Un valor enorme
indica que la matriz es casi singular (o de rango deficiente). De hecho, algunos valores singulares
pequeños pueden ser consecuencia de ruido en los datos para construir la matriz de diseño o ruido



3.4. APLICACIONES 49

numérico al realizar operaciones en computadora para construir A. Por lo que varios singulares
muy pequeños deberían ser cero y/o en realidad no son tan relevantes. Por lo tanto, los primeros
valores singulares (los mayores) son los que tienen mayor preponderancia y en muchas aplicaciones
basta con aproximar A mediante una matriz de rango menor:

Ar = σ1u1vT
1 +σ

2
2 u2vT

2 + · · ·+σrurvT
r , r < n ⇒ ∥A−Ar∥2 = ∥Σ−Σr∥2 = σr+1.

Ejemplo 3.11. En el ejemplo anterior, sobre el ajuste de un polinomio de grado 10 con 82 datos.
La matriz de diseño A es de de tamaño m×n = 82×11 y de rango completo n = 11. El máximo
y mínimo valores singulares son aproximadamente

σ1 = 7.1969e+09 σ11 = 4.0707e−06 ⇒ Cond(A) = 1.76796e+15,

y la matriz es cercana a una de rango deficiente. Es posible descartar algunos valores singulares
muy pequeños.

La figura (3.4) muestra los valores singulares. Se utiliza una escala semi-logarítmica para una mejor
visualización.

Figura 3.4: Los valores singulares de la matriz de diseño A.

Descartando los últimos valores singulares de A, se obtienen las matrices A9, A7, A6, de rango 9,
7, 6, respectivamente. Utilizando cada una de ellas, se muestran los resultados de ajuste respectivos
en la figura 3.5. Se observa que la aproximación es mala para A6 (rango 6), aceptable para A7 y
muy buena para A9 (rango 9).

Compresión o reducción de datos
La descomposición SVD tiene múltiples aplicaciones. En particular en cómputo científico,

matemáticas, inteligencia artificial, y otras disciplinas, es útil en la reducción de datos redundantes
o no relevantes. La información contenida en una matriz A es relevante en la vida cotidiana
(Netflix, Google, redes sociales, fotos digitales, etc...). En muchas aplicaciones estas matrices son
densas de gran tamaño y ocupan una gran cantidad de memoria para su almacenamiento digital
y es conveniente aproximarlas por una de rango bajo, descartando los valores singulares menos
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Figura 3.5: Ajuste con la matriz de rango completo A y sus aproximaciones Ar con r = 9,7,6.

significativos. Los primeros valores singulares, al ser los mayores, son los que generalmente contienen
más información de la matriz. Para medir de manera precisa cuántos valores singulares σi son
relevantes, una posible medida es el porcentaje acumulado por la suma parcial de los valores
singulares respecto de la suma total. Es decir

Ar =
r

∑
i=1

σiuivT
i ≈ A =

n

∑
i=1

σiuivT
i ⇒ % Aprox= 100×

r

∑
i=1

σi

/ n

∑
i=1

σi (3.16)

Por ejemplo, si en la reducción de A queremos mantener el 80% de la información, entonces
sumamos los valores singulares de 1 a r hasta alcanzar ese porcentaje, obtenido la reducción de la
matriz original a la aproximada Ar .

Ejemplo 3.12. La figura 3.6 muestra la imagen de un gato a color, en formato jpg, que se representa
por medio de tres matrices en el modelo RGB. En la misma figura se muestra también la imagen
de alta resolución en escala de grises, la cual se representa por medio de una matriz A de m×n =
1600× 2000 (pixeles). Cada pixel representa la intensidad de gris en la imagen. El objetivo es
reducir o compactar la información de esa imagen digital.

Se calcula la descomposición SVD de A utilizando la rutina estándar en la mayoría de ambientes
de programación (Matlab o Phyton, por ejemplo). El número de condición de la matriz es aproxi-
madamente Cond(A) = σ1/σ1600 = 2.35489e+16. El mayor valor singular es σ1 = 697.809
y el menor es σ1600 = 2.963236e− 14, aproximadamente. La figura 3.7 muestra los valores
singulares en escala logarítmica junto con la figura del porcentaje acumulado conforme se agregan
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Figura 3.6: Imagen de alta resolución de un gato a color y en blanco y negro.

valores singulares a la aproximación de rango bajo Ar , 1 ≤ r < 1600. La figura 3.8 muestra
las imágenes aproximadas para varios valores de r. Es sorprendente que con cuarenta valores
singulares obtenemos una buena calidad de imagen, y que con cien valores singulares la imagen
resultante es excelente. Aún con los primeros diez valores singulares podemos discernir que la
imagen corresponde a un gato. Agregando más valores singulares es posible distingur más detalles,
como las franjas y manchas del gato, sus ojos, nariz y boca. Es posible observar que para r = 10 y
r = 20 las manchas borrosas en el fondo detrás del gato, son más visibles y se van desvaneciendo
conforme se incorporan más valores singulares.

Figura 3.7: Valores singulares y su porcentaje acumulado.

3.5
Referencias

Existe una lista muy extensa de trabajos de investigación sobre la descomposición en valores
singulares y aplicaciones interesantes. La mayoría de las referencias ya incluidas en los capítulos
anteriores abordan en tema en sus diferentes aspectos y con mayor o menor profundidad. Princi-
palmente, aunque no únicamente, los libros de Gene Golub, Lloyd Trefethen y Gilbert Strang. Las
siguientes referencias agregan información que en mi opinión es pertinente incluir en estas notas.
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Figura 3.8: Imágenes de los gatos obtenidos con matrices de rango bajo .
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subyacente.

2. WH Press, SA Teukolsky, WT Vetterling, BP Flannery (2007), Numerical Recipes: The Art
of Scientific Computing (3rd ed.), New York: Cambridge University Press, ISBN 978-0-521-
88068-8.
Libro clásico, ampliamente reconocido como el libro de cómputo científico con la lista más
completa, accesible y práctica de algoritmos más importantes. Contiene más de 400 rutinas,
incluyendo la descomposición QR y SVD.

3. https://github.com/mohammedAljadd/svd-image-compression
Código para compresión de imágenes utilizando SVD con Matlab.

4. https://dmicz.github.io/machine-learning/svd-image-compression
Código para compresión de imágenes utilizando SVD con Phyton.

5. Michael W. Berry and Murray Browne, Understanding Search Engines: Mathematical
Modeling and Text Retrieval, SIAM Book Series: Software, Environments, and Tools,
Second Edition (May 2005), ISBN: 0-89871-581-4.
Un libro que incluye la modelación y algoritmos para obtener la recuperación de texto en
las maquinas de búsqueda en internet, en particular Google. Muestra la aplicación de la
factorización QR y la descomposición SVD, entre otras herramientas.
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