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Introduccién

En este curso se introducen tres temas del algebra lineal que son relevantes en diversas aplicaciones.
Los temas inclugen el concepto de ortogonalidad, proyecciones y factorizaciones matriciales, tales
como la llamada factorizacién QR y la descomposicién en valores singulares o SVD (singular value
decomposition, por sus siglas en inglés). El curso es autocontenido y s6lo se requieren conocimientos
de un curso elemental de élgebra lineal que abarque los conceptos de independencia lineal, espacios
vectoriales y subespacios, operaciones matriciales, operaciones elementales de fila para resolver
sistemas de ecuaciones por medio de eliminacion de Gauss y el calculo de valores y vectores
propios. Se mostraran algunas aplicaciones elementales, principalmente la solucién de problemas
de minimos cuadrados j manejo de compresion de imagenes. En la bibliografia de cada tema se
dan referencias para estudiar los temas en forma exhaustiva y para tener idea del panorama de
diversas aplicaciones, muchas de las cuales tienen un impacto importante en nuestra vida actual.

Lorenzo Héctor Judrez Valencia
hect@xanum.uam.mx

Departamento de Matematicas
UAM-Iztapalapa
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Capitulo 1

Ortogonalidad y proyecciones

El concepto de ortogonalidad es central en muchos campos del conocimiento cientifico y
sus aplicaciones. Como sabemos, una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores
linealmente independientes que generan dicho espacio. En el espacio euclideo tridimensional,
denotado por R3, la base mas comun es el conjunto de vectores canénicos, €, €, €3, mutuamente
perpendiculares. En geomtria j mecanica, los ejes de coordenadas que mejor se ajustan a nuestra
intuicion son los que son perpendiculares. El concepto de ortogonalidad esté fuertemente ligado a
nuestra intuicion geométrica en este caso y se sustenta en resultados basicos, como el concepto de
producto interno, el teorema de Pitagoras y relaciones trigonométricas. Una primera generalizacién
del concepto de ortogonalidad se introduce en el espacio n-dimensional R”. Esta generalizacién
es muy util para interpretar geométricamente los célculos algebraicos, y permite simplificar los
célculos, como se mostrara en este capitulo.

1.1
Producto interno y ortogonalidad

Longitud de vectores

En R? la longitud de un vector es consecuencia del teorema de Pitdgoras: ||x|| = {/x% +x3.
En R? se obtiene la longitud, aplicando el teorema de Pitagoras dos veces consecutivas: ||x|| =
V2 +x2 = /x3 +x3+x3, con y* = x} +x3. La longitud de un vector x = (x1,x2,x3) se puede

pensar geométricamente como la longitud de la diagonal de una caja rectangular con lados de
longitud igual al valor absoluto de x1,x;,x3 como se muestra en la figura 1.1.

La generalizacion de la longitud de un vector en n dimensiones, X = (x1,...,x,) es inmediata:
2 2\1/2
Il = G+ ) V2 = VaTx.

Esta expresion se puede interpretar ‘geométricamente’ como la aplicacion del teorema de Pitagoras
n— 1 veces consecutivas, agregando una dimensién en cada paso. La suma de cuadrados coincide
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s Ty 4% X3
L+ XA X

S, ;:

X+

X2

X

Figura 1.1: La longitud de un vector como la longitud de la diagonal de una caja.

con la multiplicacion

X1

*2 ) 2\ 2
:x1+x2—|—~-~—|—xn:in.

i=1
Xn

Producto interno y ortogonalidad

La pregunta clave es ;dados dos vectores X, y, como decidimos si son ortogonales? En el plano
R? y en el espacio tridimensional R? puede responderse utilizando trigonometria y el teorema de
Pitagoras. Por ejemplo, en R? los dos vectores, X, y, son ortogonales si ellos forman un triangulo
rectdngulo con catetos representado por estos vectores, mientras que la hipotenusa se puede
representar por X —y. Por lo tanto, de acuerdo al teorema de Pitagoras, X, y son perpendiculares si

x|+ lylI* = llx=yl* = @F+23)+ 07 +23) = (a1 —y1)* + (2 —y2)™
Simplificando la dltima igualdad, se obtiene que x y y son ortogonales si
xX(y1+xyp=0 — xTy =0.

Procediendo en forma analoga, los vectores X, y en R” son ortogonales si ||x||2 -+ [|y||*> = [|x — y||*.
Calculando las normas y simplificando de nuevo obtenemos que los vectores son ortogonales si

X1y 4 +xy, =0 <= x'y=0.

Hacemos enfasis en que el producto x”'y es el producto de una matriz de 1 x n (el vector renglén

x”) con otra matrix de 7 x 1 (el vector columna y):
Y1
Y2 <
x'y = [x1 X X ] =X y1txy2+ Xy = inyi~
: i=1
Yn

Este producto aparece en muchos contextos y es esencial para estudiar geometria en el espacio
n—dimensional. Se le llama el producto escalar o producto interno. Nosotros utilizaremos el
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término producto interno porque en el algebra lineal existe otro producto con dos vectores,
denominado el producto externo que da origen a una matriz de rango uno, dada por

X1 X1y1r X1Y2 -0 X1Yn

T X2 X2y1 X2Y2 0 X2Ym
xy = | [y oo = T T T
Xn XnY1 XnY2 - XnYn

DEFINICION 1.1. El producto interno. Dados dos vectores (columna) x, y € R”, su producto interno
se define como

X‘YZXTY=X1Y1+"'Xnyn-

Este producto es cero si y solo si los vectores son ortogonales.

1.2

Proyecciones ortogonales

Angulo entre vectores y la desigualdad de Schwarz

En los espacios vectoriales R? o R? sabemos que el producto interno de vectores esta relacionado
con el coseno del angulo de dichos vectores. Utilizando trigonometria podemos encontrar facilmente
dicha relacién. Supongamos que el vector a = (a1,a;) hace un édngulo o con el eje x y que
b = (b1,b;) hace un angulo f. El angulo entre los dos vectores es & = 8 — &, como se muestra
en la figura 1.2.

b:(hrb:)

Iy —al
Ipll

lfa 0

0 0]

Figura 1.2: Relacién entre cos 6 y el producto interno.

b b a’b
cos = cos(f — &) = cos B cos ot +sin B sinox = 4161 T a2 b2

lal[ o]l all bl
debido a que
ap ) a by ) by
cos(a) = —, sin(a)=-—, cos(f)=-—: sin(f)=—.
[l ]l b b

Por lo tanto, podemos introducir la siguiente definicion.
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DeriNicION 1.2. El coseno del dngulo entre dos vectores cualquiera a y b es

T
b
cosO = _ab

[l [bf|

cuando su producto interno es cero.

Seguiremos considerando esta definicién del angulo entre vectores en R". Asi, dos vectores en R"
son ortogonales si y solo si hacen un éngulo @ = 7 /2. Es decir, dos vectores son ortogonales sélo

Desigualdad de Schwarz. Debido a que |cos 8| < 1 para cualquier 0, utilizando la definicién del
angulo entre vectores se obtiene la siguiente desigualdad.
|aTb| < ||a|| ||b|| para cualquier par de vectores a, b € R".

Proyeccién de un vector b sobre la linea definida por el vector a

En la figura 1.3, el punto p define el vector que es la proyeccion ortogonal del vector b € R”
sobre la linea generada por el vector a. Este vector es colineal con el vector a, es decir p = Xa con

X € R. El escalar X se puede encontrar utilizando la ortogonalidad del vector p —b con el vector a:

Tp Tp
0=al(p—b)=a’(a)—a’b — )ezzT—a — p=22,

ala

X 1

Figura 1.3: Proyeccién de b sobre a.

DEFINICION 1.3. La progeccién de un vector b sobre la linea que pasa por el origen en la direcciéon
del vector a es

(L.1)
a=(1,0,2).

EJEmMPLO 1.4. Proyectar b = (4,1,3) sobre la linea que pasa por el origen en la direccién de
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Solucién. La progeccién es

a’b

t="—=2 = p=2a=(2,0,4).
=7 p=2a=(2,04)

Ademas, se satisface la desigualdad de Schwarz
10=|a’b| < ||a] ||b]| = V526 = V/130.

Nota. Es posibe también obtener la desigualdad de Schwarz partiendo de la férmula de proyeccion
b sobre la linea generada por a. Una forma sencilla es observando que ||b — p||? > 0. Es decir

a’b

0< Hb——a —b'b-2

ala ala ala

2 T Th\ 2 T T T
ap (a b)2+ (a b) T — (b"b)(a’a)— (a b)z.

El denominador es positivo por lo que el numerador debe ser no negativo. Por lo tanto, del
numerador se obtiene

(a"b)’ < (b"b)(a"a) = [ab[ < |a|[b].

Matriz de proyeccion de rango uno

La progeccion de b sobre el espacio vectorial generado por a se puede expresar por medio de
una matriz cuadrada llamada la matriz de proyeccion:

T

aa
=Pb, con P,=—.
p a’, a aTa

Esta expresion se obtiene de la férmula (1.1), asociando en forma diferente los productos en el
numerador:
a’b alb aal

p=fa= a=a = b =FP,b.
ala ala ala

La matriz de proyeccion es la matriz cuadrada P, la cual se forma del producto externo aa’

dividida por el producto interno a’ a.

EjempLo 1.5. En el ejemplo anterior a = (1,0,2) y b = (4, 1,3), la matriz de proyeccion es

1
P=""=_]0
2

([ro2774 2
p=Pb=200 0|1 |=]0],
20 4113 4

obteniendo el mismo resultado que en el ejemplo 1.4.
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Una caracteristica de las proyecciones es
P’b=Pbparatodobe R?® — P> =P,

En el ejemplo anterior

1oz 1 0 2 (1o
szE 00 011000|=x1000/|=PR,
204|204 2 0 4

Esta propiedad es consistente con el concepto de proyeccion: deja fijos los vectores en la imagen
de la transformacion matricial 7' : R” +— R”" definida por

T(x) = P,x.

Esta transformacion es lineal por ser matricial. Su espacio imagen Im(T') y su nicleo Ker(T)
coinciden con el espacio columna Z(P,) y con el espacio nulo .4 (P,) de la matriz de proyeccién
P, respectivamente:

Im(T) =% (P,) = Gen{a}, Ker(T)= 4 (P,)={xeR?|alx=0},

Geométricamente el niicleo es el plano que pasa por el origen con vector normal a = [1 0 2], y
el espacio imagen es la linea recta en la direccién de a como se ilustra en la figura 1.4. En dicha
figura solo se muestra la perspectiva sobre los ejes x1-x3.

N(B)

Flang

Lineg recta

R(P,)

Figura 1.4: [lustracién del espacio imagen y el espacio nulo

La progeccién se denomina de rango uno porque P, es una matriz de rango uno (r = 1) ya
que sus columnas son generadas por el vector a. Por lo tanto, su espacio nulo es de dimensién
n—1=3—1=2, el plano cuya normal es a. Las proyecciénes de rango uno P, en R" se definen
de manera analoga, pero ahora el vector a pertenece a R™:

TEOREMA 1.6. Para cualquier vector a € R", a # 0, existe una proyeccion ortogonal de rango

uno, dada por

T
aa PN ~ a
P, = aaT, con a= w

ala

Como ya hemos visto anteriormente, esta matriz de proyeccion tiene las siguientes propiedades



1.2. PROYECCIONES ORTOGONALES 7

= P2=P, P,=P! (simétrica), P, es de rango 1.
» Z(P) ={xeR"|x=aa, a € R}, lalinea generada por el vector a.

s N (P)={x€ER"|alx=ajx; +axxy +...+a,x, = 0}, hiperplano con vector normal
a—= (a17a27"' 7an)~

» Z(P,)y -V (P,) son subespacios vectoriales de R”, mutuamente ortogonales y de dimen-
siones 1 y n — 1, respectivamente.

Debido a la propiedad de ortogonalidad de los subespacios anteriores, y a la suma de sus dimensiones,
encontramos que R” es la suma directa de los espacios columna y nulo de la matriz P,, y escribimos

» Z(P,)® N (P;) =R" Es decir
() Z(Fa) UN (Fa) =R" y Z(Fa) NN (Fa) = {0}

(b) Todo x € R" se puede descomponer en x =y+zcony € Z(P,) yz € A (P,), donde
y=Pxyz=(I—PF)x

Las proyecciones ortogonales de rango uno son casos especiales de las progecciones en R". Es
posible construir proyecciones de cualquier rango entre 1 yn— 1. A continuacién enlistamos algunos
conceptos generales sobre las proyecciones en el espacio euclideo n—dimensional y posteriormente
estudiaremos proyecciones de rango mayor.

= Cualquier matriz cuadrada P que satisface P> = P define una proyeccién, pues la accién
de P es invariante sobre Z(P). Es decir, y € Z(P) implica y = Px para algiin x € R" y

Py =Y.

» Si P es una matriz de proyeccion, entonces I — P, con / la matriz identidad, también es
matriz de proyeccién, pues (I — P)> =1—2P+ P> =1—2P+ P =1 —P. La matriz [ — P
define la proyeccion complementaria de P.

= P proyecta sobre el espacio nulo de I — P y viceversa. Es decir, A4 (P) = Z(I —P) y
N (I—P)=Z(P).

= Una proyeccién P en R”, separa el espacio en dos subespacios S| = Z(P) y S, = A (P)
con ;NS ={0}yS1US, =R". Dadox €« R", x=y+zcony=Pxyz= (I —P)x.

» Hay proyecciones oblicuas y proyecciones ortogonales. Las progecciones més importantes en
el algebra lineal son las ortogonales. Una progeccion P es ortogonal si ademas de satisfacer
P = P? también satisface PT = P. En este caso, parax =y +zcony = Px yz = (I — P)x,
se tiene
yiz=Px)T(I1-P)x=x"PT(I-P)x=x"P(I—-P)x=0.

Proyecciones de rango mayor

Es posible construir proygecciones de rango mayor a uno. Por ejemplo, dado el vector a, P,
proyecta sobre la linea generada por a, y el complemento ortogonal de esta linea es el hiperplano
con vector normal a de dimensién n — 1. Para proyectar vectores sobre este hiperplano podemos
utilizar la llamada proyeccién complementaria, dada por la matriz.

T

I—Pazl—%, que es de rango n— 1.
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De modo que si b € R”, entonces p = (I — P,)b es su proyeccién sobre el hiperplano con vector
normal a.

EJempLo 1.7. En el ejemplo anterior encontramos que la matriz de proyeccion sobre la linea definida
por a=(1,0,2) es

102
r

Pa:¥:§ooo
a’a 2 0 4

La proyeccién complementaria P;- = I — P,, proyecta sobre el plano ortogonal al vector a = (1,0,2)
(ver figura 1.4). Su matriz es

1 00 1oz U
Pr=I-P,=|0 10 -3 000 =< 0 1 0],
00 1 2 0 4 -2 0 1

y es de rango dos, ya que tiene dos columnas linealmente independientes, la primera y la segunda
(o la segunda y tercera). Esos dos vectores columna linealmente independientes generan el plano
a-x = x| + 0xp 4+ 2x3 = 0 (de hecho, cada columna satisface esta ecuacion). Es facil verificar que
P;- es una proyeccién ya que (P;-)? = P;-. Ademas como la matriz P;- es simétrica la progeccién
es ortogonal.

Dejando de lado las proyecciones complementarias de la forma I — P,, nuestro interés es
construir proyecciones sobre planos o proyecciones sobre subespacios de mayor dimensién en R”.
Por ejemplo, para construir una proyeccién sobre un plano que pasa por el origen (subespacio de
dimensién dos) podemos tomar dos vectores diferentes en el plano, digamos a; y a;. La proyeccién
de cualquier vector b € R" sobre el plano es una combinacion lineal de los dos vectores generadores:

p=aa;+fa, con a,B €R constantes a determinar.
Es decir

| 5
p=AX con A= | a; ap U ﬁ:[ﬁ],
|

en donde los vectores aj, ap, de la matriz A, son vectores columna. Para calcular @ y B podemos
auxiliarnos de la geometria, como se indica en la figura 1.5. En particular se debe satisfacer

b—Ax L Gen{al,az} = %(A)
Lo cual se cumple

sigsélosi al(b—A%)=0, al(b—A%)=0,
siysélosi AT (b—AR) =0,
sigsolosi ATA%=ATb. (ecuaciones normales)

Resolviendo el llamado sistema de ecuaciones normales, se obtiene el vector con los coeficientes
buscados, & = [ B]7:
= (ATA)1ATp,
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Figura 1.5: El espacio imagen o columna de A es ortogonal al residual.

en donde la matriz AT A, de 2 x 2, es invertible porque los vectores columna de A se suponen
linealmente independientes. Por lo tanto, la proyeccién de b € R” sobre el plano generado por
ai, a €s

p=A%=A(ATA)'ATb, conA=|a; a |,
.

y la matriz de proyeccion es la matriz de n X n

P, =A(ATA)"1AT.

EsempLO 1.8. Proyectar el vector b = [2 3 4]7 sobre el espacio generado por los dos vectores
a=[100"ya=[110]T.
Solucién. Podemos resolver el probema siguiendo dos procedimientos (ambos relacionados):

= Resolver el sistema de ecuaciones normales ATAX = ATb y luego proyectar p = A%.

= Construir la matriz de progeccién P, = A (ATA)~!AT y luego proyectar p = P,b.

Ambos procedimientos son equivalentes y producen el mismo resultado.

Procedimiento 1.

11 2
A=|0 1], b=1]3
0 0 4

Calculamos ATA y ATb

—_
— O

ATA:[l 0 0}

1 10

S O =

1
J[14) ]
0
Fl sistema de ecuaciones normales ATA% = ATb es entonces

2l [5]-15)
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y su solucién es & = [—1 3]7. Por o tanto, el vector proyeccién sobre el plano generado por ay,
ap €s
11 1 2
p=Ax=|0 1 { 3 ] =13
00 0
Procedimiento 2.
La matriz de proyeccion es

11
P,=A(ATA)AT=| 0 1 { 2 _1} {1 0 01:
00

S O =
o = O
o O O

Calculamos la progeccion p = P, b:

100772 2
p=Pb=|010]||3]|=]3
000)]| |4 0

Nota. La matriz de progeccién P,b = A (ATA)~!AT puede ser dificil de asimilar y/o memorizar,
pero basta con recordar que es la generalizacién de una progeccién de rango uno. Cuando A

a
contiene un solo vector columna a # 0 (A = [a]), sabemos que P, = —— = a(a’a)"'a’ asi
. . . aTa.
que ahora es claro que cuando A tiene dos columnas linealmente independientes, en la férmula
P, =A(ATA)~'AT se incluge A en lugar de a.

Podemos repetir el procedimiento anterior para una coleccion de vectores linealmente inde-

pendientes ay,...,a, en R™ con n < m. Formamos la matriz A de m X n cuyos vectores columna
son n los vectores dados. La proyeccion es ahora sobre el subespacio Z(A) = Gen{ay,...,a,} =
H(A) C R™.

TeOREMA 1.9. Dada la matriz A de m X n con n < m de rango mdximo r = n, la matriz
cuadrada ATA de n x n es simétrica e invertible y la matriz P, = A(ATA)'AT de m x m
(también simétrica) es una proyeccion ortogonal de R" sobre % (A) (subespacio de R™).

DEMOSTRACION 1.10. Es claro que AT A es simétrica de tamaro 7 x n. Para verificar que ATA es
invertible basta con verificar que su espacio nulo solo contiene el vector cero. Sea x € A (AT A),
entonces

ATAx=0 = 0=x"ATAx=|Ax|]? = Ax=0 = x=0.

La dltima implicacién es vélida porque las columnas de A son linealmente independientes. Por
lo tanto, .4 (ATA) = {0} y ATA es invertible, y la matriz P, = A (ATA) ~'AT estd bien definida.

Para verificar que P, es una proyeccién basta con verificar que PA2 =P,

2 T A\N—1 4T T aA\—1 4T T aA\—1 4T
P2 =A(ATA)TIAT A(ATA) AT = A(ATA) AT = P,

y para verificar que es una proyeccion ortogonal basta verificar que PAT =P

P =[AATA) A7) = A [(ATA) )" AT =A(ATA) AT =P,

A
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Nota. La suposicién que A sea de rango completo es crucial. De otra manera, la matriz AT A no sera
invertible y, por lo tanto, la expresién P, = A (ATA)~'AT no tendré sentido. La tabla 1.1 muestra
dos matrices, una con columnas linealmente independientes y otra con columnas linealmente
dependientes.

Columnas A ATA det(ATA)
I (1 1]
LI 0 1 | 1 (invertible)
00 -
1 2 - 1
LD. 1 2 i g 0 (singular)
00 - -

Tabla 1.1: ATA cuando A tiene columnas linealmente independientes y cuando no es asf.

Para lograr una proyeccién en el segundo caso, se puede suprimir uno de los vectores columna de
A, ya que Z(A) = Gen{a;,a} = Gen{a, } = Gen{a,}, y entonces se trata de proyectar sobre
la linea generada por cualquiera de las dos columnas. Se deja como ejercicio verificar que en ese
caso:

1
1
0

1.3

Aproximacion de minimos cuadrados

Consideremos el problema de ajustar una linea dada por y = ¢; + ¢ ¢ a un conjunto de m datos
(puntos) (t1,y1), (£2,¥2),(tm,Ym). Sabemos que para determinar una linea bastan dos puntos en
el plano. En experimentos reales generalmente el nimero de puntos o datos excede al nimero
n =2 de parametros a determinar: ¢y, ¢p. Por lo tanto, si los m puntos (x;,y;) no son colineales,
no existe linea que los contenga a todos. En estos casos, solo podemos aspirar a construir una linea
que es cercana a los puntos dados. Para ilustrar consideremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.11. Sean los puntos (0,—1), (1,0), (2,4) en el plano. Encontrar la linea que mejor
ajusta (mds cercana) a los puntos dados.

Solucioén. Los coeficientes ¢y, ¢z en y = ¢ 4 ¢ ¢ son constantes que deben determinarse a partir
de los tres puntos dados. Una primera aproximacién al problema serfa forzar la igualdad en cada

punto:
cirt+otir = »n c1+c(0) = —1 1 0 c —1
cirtcty = yr» = Cl+62(1) = 0 = 1 1 [ Cl } = ,
c1+cot3 = y3 c1+ao (2) = 4 1 2 2 4
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y debemos resolver el sistema lineal de tres ecuaciones con dos incégnitas Ax = b, donde

10 -1
A=|11 ,x:[cl],b: 0
12 = 4

Sin embargo, el sistema no tiene solucién porque b no esta en el espacio columna de A (el plano
generado por las columnas de A). Para verificarlo, realizamos eliminacién de Gauss:

10| -1 10| -1 10| -1
Alb]=|11] 0| ~ |1 1] 0]~ [01] 1
1 2] 4 021 5 00 3

El sistema escalonado reducido resultante es inconsistente (ver coeficientes en rojo). La inconsistencia
proviene de que los tres puntos dados en el problema no son colineales. Por lo tanto, la estrategia
planteada no es factible para resolver el problema. En su lugar se busca la recta mas cercana a los
puntos dados, aunque la recta no contenga los puntos. Para ello se busca minimizar la diferencia
AX —b, que equivale a minimizar la funcién cuadrética f : R? — R, definida por

f(x)=|b—Ax|*>=x"ATAx—2x"ATb+b"Db
El gradiente y la Hessiana de esta funcién son:
Vf(x) =24TAx—2ATD,
Hy(x) =2ATA.

Como la Hessiana H(x) es una matriz definida positiva, pues x’ ATAx = ||Ax|| > 0 si x # 0,
entonces el minimo X satisface V f(x) = 0, es decir satisface las ecuaciones normales:

Tro AT T, |33 v, |3
A"Ax=A"Db conAA—{35 , A'b= g |-

Despejando X se obtiene el minimo:
o (AT A\—14T . |lea | | -3/2
$=(A"A)"A'b = X—{cz}—{ 5/2}

Por lo tanto, la recta buscada estd dada por la siguiente expresion y se muestra en la figura 1.6
junto con los tres puntos dados (no colineales.

_ 3.5,
Y=ok

Nota. Para verificar la solucién & = (ATA)_IATb, multiplicamos por A ambos lados, obteniendo

52 -1

1
AX=A(ATA) AT = Ax=Pb con P, =A(ATA) AT = el 22 2
-1 2 5
Ahora verificamos que ambos lados de A% = P, b deben ser iguales:
52 -1 -1 -3/2

1 0 ~3/2
. —3/27 1 B
Ag=|1 1 [ 5/2}_ 1| y Pb=-| 22 2 0= 1,

776
12 7/2 -1 2 5 4 7/2
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Figura 1.6: Ajuste de una recta a tres datos (puntos) dados.

los cuales coinciden.

Nota. Anteriormente verificamos que b = [—1 0 4] no se encuentra el en espacio columna de A
y por eso el sistema AX = b no tiene solucién. Por otro lado, la expresion AX = P, b indica que la
solucién encontrada por minimos cuadrados es equivalente a proyectar primero b sobre el espacio
columna de A, obteniendo P, b, y luego resolver la ecuacién consistente AX = P, b.

El procedimiento anterior se puede aplicar para ajustar polinomios de grado mayor. Por ejemplo,
un polinomio de grado dos y = ¢| +¢2 1 + ¢312 se puede ajustar a un conjunto de 7, > 3 puntos
(t1,51)- - - (tm,Ym), la matriz de diseno A y el vector de observacién b son

1 f ti Y1
I n t 2
A=| T 2, b=]|"
1ty 1 Ym

Al igual que en caso anterior, los coeficientes desconocidos forman el vector columna x =
[c1 ¢2 ¢3]T. Para calcular estos coeficientes desconocidos debemos resolver el sistema de ecuaciones
normales:

ATAx=ATb.

EjempLO 1.12. Ajustar el polinomio de grado dos que mejor aproxima a los cuatro puntos

(0,—1), (1,0), (2,4), (3,6).

Solucién. La matriz de diseno A y el vector de observacion b son

1 00 —1
1 11 0
A= 1 2 4| b= 4
1 39 6
Fl sistema de ecuaciones normales es
4 6 14 c1 9
ATAx=ATp = 6 14 36 o | =1 26

14 36 98 c3 70



14 CAPITULO 1. ORTOGONALIDAD Y PROYECCIONES

Hacemos eliminacién para resolver el sistema (se muestran solo algunos pasos intermedios)

4 6 14 | 9 1 3/2 7/2 | 9/4 1 3/2 7/2 | 9/4
6 14 36 | 26| ~ |1 7/3 6 | 13/3| ~ |0 1 3 | 5/2
14 36 98 | 70 1 18/7 7 | 5 0 1 49/15 | 77/30
1 3/2 7/2 | 9/4 1 3/2 0 | 11/8 1 00 | —5/4
~10 1 3 | 52| ~1]0 1 O] 74|~ (010 | 7/4
0 0 1 | 1/4 0 0 1| 1/4 001 | 1/4
Por lo tanto, la solucién es ¢; = —5/4, ¢co =7/4, c3 = 1 /4, y el polinomio de segundo grado es
S
YE TR T

La figura 1.7 muestra la grafica de la parabola junto a los puntos dados. Esta parabola es la mas
cercana a dichos puntos en el plano.

10

Figura 1.7: Ajuste de una parabola a cuatro puntos dados.

1.4

Bases ortogonales. Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

En este apartado mostraremos ciertas ventajas de trabajar con conjuntos y bases de vectores
ortogonales. Al final mostraremos el proceso de Gram-Schmidt para generar de manera sistematica
esos conjuntos de vectores ortogonales a partir de conjuntos no ortogonales de vectores linealmente
independientes.

Bases ortogonales y ortonormales

DEerInICION 1.13. Conjuntos de vectores ortogonales y ortonormales. Un conjunto de vectores
{aj,a2,...,a,} se denomina ortogonal si cada vector del conjunto es ortogonal a los restantes.
Entonces, para cada par de vectores distintos se satisface a;-a; = al a; = 0si i # j. Si ademas
los vectores son unitarios, entonces el conjunto se denomina ortonormal.
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El ejemplo mas simple y familiar, es el conjunto de vectores canénicos {ej,ey,...,e,} del
espacio R". Sabemos que este conjunto de vectores ortonormales forman una base para R”.

Asimismo, cualquier otro conjunto ortonormal de n vectores {qi,qa,...,q,} formard una base
para R", pues los vectores son linealmente independientes por ser mutuamente ortogonales. En ese
caso, cualquier vector b € R” se puede expresar como la combinacion lineal

b=ciqitceq+-+cudn,

en donde cada coeficiente ¢; = qJT~b se encuentra multiplicando escalarmente ambos lados de la
igualdad por q;. Por lo tanto, debido a que ql-Tq j = 0jj, obtenemos

b= (q{b)qi+ (a3 b)q>+ -+ (g} b) g,

Obsérvese que cada sumando (qJT~b) q;=(q; qJT) b = P;b representa la progeccion ortogonal de
b sobre la ‘coordenada’ definida por el vector q;.

EjempLO 1.14. El conjunto de vectores a; = (—1,2,2), a = (2,2,—1), a3 = (2,—1,2), es
ortogonal, dado que el producto interno de cualquier par de ellos es cero. Normalizando, encontramos
el siguiente conjunto ortonormal:

~1/3 2/3 2/3
{q17q27q3}: 2/3 ) 2/3 ) _1/3
2/3 ~1/3 2/3

Cualquier vector b € R? es combinacién lineal de ellos. Por ejemplo, b = (1,2, —1) es la combi-
nacion lineal
1 7 T

bng1+§Q2—§Q3, pues qlTb:§7 qub:§, q3b:—§.

La ventaja de las bases ortonormales sobre las bases que no lo son, es que para el célculo de
las coordenadas de cualquier vector b € R" no es necesario resolver un sistema de ecuaciones,
basta con utilizar las propiedades de ortonormalidad de la base, como se muestra en el ejemplo

anterior !

Proyecciones sobre coordenadas ortogonales

Otro dmbito en donde se obtiene simplificaciones con conjuntos ortogonales y ortonormales son
las proyecciones. Por ejemplo, si A es una matriz con vectores columna mutuamente ortogonales,
el calculo de la matriz A A en las ecuaciones normales, o bien el clculo la matriz de proyeccién

P, = A(ATA)~1AT  se simplificaran. Especificamente, si A de m x n tiene n columnas {ay, ..., a,}
ortogonales en R™, entonces AT A serd una matriz diagonal de n x n, pues
— al ala; 0 0
— al _ | | 0 afa, --- 0
T 2 2
ATA= . ap a - o | = ;
: | | 0 0 0
— al — 0 0 --- ala,
!Para una base arbitraria no ortogonal {aj,ay,...,a,} el clculo de los coeficientes c¢y,c¢3,...,c, en la combi-
nacién

b=ciaj+cay+---+cya,

requiere resolver el sistema de ecuaciones Ax =b, donde A=[a; | a, | --- | a, | contiene los vectores a; como
columnas y x = (cy,...,c,)" es el vector con las incégnitas.
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ya que cada producto fuera de la diagonal es de la forma ala; = 0 con i # j.

EsempLo 1.15. Consideremos la matriz cugas columnas son los vectores de coordenadas a; =
(—1,2,2), a3 = (4,—2,4). Estos vectores son ortogonales. Las matrices A y AT A son

1 4

A=| 2 =2 ,ATA:{_i _; ﬂ 2 -2 :{(9) 306].
2 4 2 4

La segunda matriz es diagonal y el calculo de la matriz de progeccién P, = A(ATA) AT se

simplifica porque
(ATA)—1:|:1/9 O :|

0 1/36
Y
-1 4 5 —4 2
P =AATA) AT =| 2 2 {1(/)9 1/036H_i _; i]:é —4 5 2
2 4 2 2 8

Si lo vectores columna son ortonormales, los calculos se simplifican atin mas.

EsempLo 1.16. En el ejemplo anterior si normalizamos los vectores aj, a, obtenemos los vectores
ortonormales q; = (—1/3,2/3,2/3), @2 = (2/3,—1/3,2/3). Por lo tanto, las matrices Q y QT Q
son

—1 2 —1 2
1 1/ —
e=3 2 1| QTQ:g[ ) 1 3] 2 -1 :H (1)]
2 2 2 2

Por lo que la matriz de proyeccién sobre el subespacio Gen{a;,a,} = Gen{qi,q2} en este caso
sera

5 -4 2

1
P,=0(0"0) 10" =00 =5 | 4 5 2
2 2 38

La matriz de proyeccion coincide con la encontrada previamente, en donde los vectores ortogonales
a1, a3 no estan normalizados.

Matrices ortogonales y sus propiedades

La matriz Q del ejemplo anterior tiene vectores columna ortonormales y es muy facil de
manipular pues Q7 Q = I. Esta propiedad es general para cualquier matriz cuyas columnas sean
ortonormales. Esqueméticamente, se tiene

— qi — | | | 1 0 0
— ql — 0 1 0
0'0= ) Q Q@ Q| = =1,
3 O | 0 0 0
— ¢ — 0 0 1
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en donde el producto del renglén i de la matriz Q7 con la columna j de la matriz Q es q7 q; = &;;.
Por lo tanto, fuera de la diagonal esos productos son cero y sobre la diagonal i = j y qf q; =
lail > = 1.

En algunas aplicaciones la matriz Q es rectangular, de m x n, con m > n, por ejemplo en
problemas de minimos cuadrados. En esos casos q; € R™ y QT Q =1, con I la matriz identidad de
tamafio 7 (ver ejemplo anterior). Cuando la matriz Q es cuadrada, m = n, y el producto QT Q =1
significa que Q! = Q.

DEFINICION 1.17. Una matriz cuadrada Q con columnas ortonormales se denomina matriz
ortogonal. En este caso QT Q =1, es decir 0~ = Q7.

Estas matrices tienen propiedades geométricas importantes debido a que preservan el producto
interior, ya que
T T AT T
(Ox)" (Qy) =x" Q' Qy=x"y, paratodo x,y€R".

La preservacion del producto interno implica que los angulos entre vectores se preservan bajo la
accion de Q. De la misma manera es facil verificar que se preservan las longitudes

[1Ox]| = [|x]

Por las razones anteriores las matrices ortogonales son muy importantes en geometria y aplicacio-
nes. Ejemplos tipicos de matrices ortogonales incluyen las matrices de rotacién, las matrices de
permutacion y las de reflexion.

EjempLo 1.18. Matriz de rotacién. La matriz

cos® —senf
Q:{

cos@ sen6 | oT
sen®  cos0O -

—senf cosO

}Z[%le con QIZl

gira cada punto en R2 un angulo 0. Las columnas q, q», de Q son ortonormales, basta con
calcular el producto interno g qz = (cos 0)(—sen6) + (sen6)(cos0) =0y ||q1|| = ||q2|| =
(cos? 0 +sen?0) 1/2 = 1. La matriz inversa Q! rota vectores en sentido contrario un angulo —0 y
coincide con QT pues cos(—8) = cos 8 y sen(—80) = —sen . Por supuesto, 0T Q = Q QT =1.

EJEmPLO 1.19. Matriz de permutacion. Una matriz de permutacién se obtiene permutando las
columnas o filas de la matriz identidad. Por ejemplo, la matriz

01

0
0=100 1| con O '= =0f
100

S = O
—_ O O
S O =

permuta cada vector X = (x1,x2,x3)7 € R? en Ox = (x2,x3,x1)”. La matriz inversa reordena el
vector permutado a su orden original, es decir Q! (x2,x3,x1)7 = (x1,%2,x3)7.

EsempLO 1.20. Matriz de reflexién. Dado un vector unitario u, la matriz Q = I —2uu’ es una
matriz ortogonal, pues Q%> = Q y Q7 = Q. Especificamente

0To=00"=0*= (I— 2uuT)(I— 2uuT) =] —4uu’ +4(uuT)(uuT) =1,
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pues (uu’)(uu’) = u(u’uw)u’ = u||u||>u” = uu’. Por lo tanto Q' = QT = Q. La matriz Q

actda sobre el vector unitario u, produciendo su reflexion sobre el origen:
Qu=(I-2un’ )u=u—2u(u’u)=u—-2u=—u.

La reflexion Ox de cualquier otro vector X se ilustra en la figura 1.8 para el caso bidimensional. En
el caso n-dimensional el ‘espejo’ es un hiperplano con vector normal u y que pasa por el origen.

Figura 1.8: Accion de la matriz de reflexion Q definida por el vector unitario u.

Por supuesto si el vector que define la reflexion es un vector v no unitario, entonces normalizando
tenemos u = v/||v|| y la matriz de proyeccion es

T
vV
Q:I—Zm, pues viv=|v|]>.

Proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt

Una vez convencidos de la conveniencia de los conjuntos ortogonales y ortonormales, ahora
nos centraremos en la construccion de una base ortonormal partiendo de una base de vectores
linealmente independientes.

EsempLo 1.21. Comencemos con un ejemplo sencillo en R3. Sean {aj,ay,as3}, tres vectores
linealmente independientes, no necesariamente ortogonales. Queremos construir con estos vectores
otra base {q1,q2,q3} de R? que sea ortonormal. Seguimos los siguientes pasos:

Paso 1. Escogemos un primer vector, digamos v| = aj.

Paso 2. Ahora escogemos a; y sustraemos su proyeccion a lo largo de vy, obteniendo

V{az
—r—— Vi, ortogonala v,

V) =Qay —

Paso 3. Finalmente, tomamos el vector a3. Este vector no es combinacién lineal de vi y v, ya
que a3 no es combinacion lineal de a; y a;. Por lo tanto, sustraemos sus componentes en las dos
direcciones vy y v, para obtener el vector

vias  via

Vi
T T
V1 Vi VZ A\

vy =az— vy, ortogonal a ambos, vy, vs.
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A continuacion verificamos que efectivamente los vectores vy, vo, v3 son ortogonales entre si. Los
vectores vy JJ v son ortogonales, pues

vla,
vlTvz = vlTaz — 1T— vlTvl = vlTaz — vlTaz =0.

Asimismo, v3 es ortogonal a v; y v, ya que

T T

Vi as V5 asz
VTV3:VTa3—1—VTV1—2—VTV2:VTa3—VTa3—0:O
1 1 T 1 T 1 1 1 )

T T

\AK: & V5 as
Vivi=vla;— 1T vavl—§—v§vz:v§a3—0—v§a3:0.

Por lo tanto, los tres vectores vy, v, v3 son ortogonales entre si. Finalmente, normalizamos estos
vectores, obteniendo el siguiente conjunto ortonormal:
Vi \p) V3

{91,92,93} con qi=—, @=—%, @3 =—.
vl | [v3l|

EyempLO 1.22. Considerar los siguientes tres vectores linealmente independientes

2 3
a; = —1 , Ay = 0 , a3 = -3
-2 3

Encontrar una base ortonormal de R a partir de estos vectores.

Solucioén. En efecto, es posible verificar que los tres vectores son linealmente independientes.
Aplicamos el procedimiento:

Paso 1.
1
Vi =a1 = —1
0
Paso 2.
V{az 2 2 1
V) =a — T V] = 0 — 5 — = 1
Vivi -2 0 2
Paso 3.
_ via; via 3 6| ! 6| ! B 1
V3 = a3z — T -7 Vo = -3 — = —1 _— 1 = 1
ViVi V) V2 3 2 0 6 ) 1
Normalizando los vectores vi, v, v3, se obtiene
| | | !
qi NG 0 42 /6 s ! K] /3

El procedimiento anterior se puede generalizar para conjuntos de vectores ortogonales en
espacios generales R”.
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Teorema 1.23. El proceso Gram-Schmidt. Dada una base {a;, ay, ..., a,}, p <n, para un
subespacio V. C R" de dimension p, se puede construir una base ortonormal {q1, qo, ..., qp}

de V por medio de la siguiente secuencia de operaciones:

Vi
qi=-——- con Vv|=aj,
[[v1]]
V2 T
V3
G = con V= as— (a7 a3) q1 — (93 83) @2,
v
qp = ﬁ con v,=a,—(qfa,)q—(aja,)q—-— (qzz—lap)ql’_l’
P

y cualquier vector X € V tiene las expansion

x=(q{X)q1+ (@) X) g2+ -+ (4] %) qp.

Ademds

V =Gen{aj, ay,...,a,} =Gen{vi,va,...,V,} =Gen{qi,q, ..., qp}.
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2006 (2007 en México). ISBN: 978-970-26-0906-3.

Libro de texto que contiene un enfoque bésico pero en forma didactica, clara y extensa. Los
tltimos dos capitulos del libro contienen la magoria de los conceptos incluidos en estas notas.
Se puede encontrar archivo en formato pdf en internet de las primeras ediciones. La quinta
edicién aparecié en 2016.



Capitulo 2

Factorizacion OR

Uno de los métodos maés exitosos para resolver problemas de minimos cuadrados, en computo
cientifico, es el método de factorizacién QR. Este es un método moderno, popularizado desde 1960
por Gene Golub (ver referencias). Actualmente se considera que este método representa una de las
ideas algoritmicas mas importante en el algebra lineal numérica. El método también es ampliamente
utilizado para calcular computacionalmente los valores y vectores propios de una matriz. Asimismo,
en el presente juega un papel importante en diversos campos de conocimiento como ciencia de
datos, estadistica y ‘'machine learning’ (aprendizaje de maquina, redes neuronales). En este capitulo
presentaremos de manera detallada los aspectos matematicos y algoritmicos que dan origen a esta
factorizacién y mostraremos su aplicacion a la solucion de problemas de minimos cuadrados.

2.1

Factorizacion reducida y completa

Factorizacion reducida

Considérese la matriz A € R™*" con m > n y sean aj,ay,...,a, € R™ sus vectores columna.
Escribimos

Si la matriz A es de rango completo n, entonces los vectores columna de A son linealmente
independientes. Por lo que podemos aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram—Schmidt para
generar n vectores ortonormales qp, qo, .. , ¢, en R™. Por lo tanto, el espacio columna de A sera
igual al espacio columna de la siguiente matriz de m x n

~

.
O=|la @ - q |,
|

21
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con ||qi]l2 =1 y @/ q; = &;. Como hemos visto en el anterior capitulo, estos vectores son

q Vi A\ a
1= con 1 = 41
[v1ll2 ,
V2
2= -—— con Vy=ay— (qlTaz) qi,
[vall2
V3
3=-——— CcOn V3 =asz— (q1T33)(I1 - (‘I2Ta3)q2'
[v3l[2

En general, suponiendo conocidos qy, q,. . ., 41, el siguiente vector q ;, ortonormal a los anteriores,
esta dado por

j—1
V.
_ Vi _ T T _ T
j i=1
Si definimos los escalares r;; = q7a; parai> jyr;; = ||v;||2, entonces
aj
T
a—rpqi a = nnidqi,
©= rp L 2= r2qi+raqe,
an—Zf:llr,-nq,- a, = raqitnrn.q+--+rmqn.
4. = — .

Tnn

Este ultimo conjunto de ecuaciones tienen la siguiente representacion matricial

A = a; a --- a,

vV
matriz mxn

- rin ri2 Tln
| | 0 ro n
= q Q2 qn
N | | ~ | -1 0 O T'nn
matriz mxn ~ ~ _
matriz nxn

Por lo tanto, la factorizacién QR se puede construir con el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Gram-Schmidt clasico
Para j=1,...,n

V=4,

Parai=1,...,j—1
Fij = qiTaj
Vji=Vj—Tij4qi

Fin

rjj=vjll2

q; = V;/rjj

Fin
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Teorema 2.1. Si A € R™" con m > n es una matriz de rango completo, existe una tinica
factorizacién reducida QR, dada por A= QR con r;j > 0,i=1,...,n (Ver Trefethen—Bau).

Factorizacion completa

Una factorizacién completa QR de A € R™*" (m > n) va més alld agregando m — n columnas
ortonormales a O, y agregando m — n renglones de ceros a R de manera tal que obtenemos una
matriz ortogonal Q € R"™*™ y otra matriz R € R”*" triangular superior. Esquematicamente

FACTORIZACION REDUCIDA FACTORIZACION COMPLETA
mxn nxn mxm_ mxn
i 0 :
0 R 0 R
En la factorizacion completa las columnas adicionales q;, j = n+1,...,m, son ortogonales al

espacio columna de A. Por supuesto, la matriz Q es una matriz ortogonal, pues Q7 Q = I.

Teorema 2.2. Cualquier matriz A € R™*" (m > n) tiene una factorizacion completa QR, dada
por A = QR con Q € R™ matriz ortogonal y R € R™" matriz triangular superior (ver
Trefethen—Bau).

2.2
Aplicacién a problemas de minimos cuadrados

Habiendo obtenido una factorizacién completa QR de A € R™*", el problema sobredeterminado
Ax = b, que aparece en el problema de ajuste lineal por medio de minimos cuadrados, con b € R™
se puede expresar en la forma QRx = b, que a su vez es equivalente al sistema triangular superior
(después de multiplicar ambos lados por @~ = Q7);

Rx = Q'b. (2.1)

Este sistema se puede escribir en forma detallada como

[ T2 e T [ 1]
O o ... Iy f2
. X1 .
. X2
O O rnn : - fn
O 0 0 ’ fl’H—l
. . . Xn .
. 0 0 0 | L Sm
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con f;=(QTb);, i=1,...,m.

Fl sistema triangular superior (2.1) se puede resolver utilizando sustitucién regresiva, sin perder
de vista que las tltimas m — n componentes de f = Q7 b no intervienen en la solucién. Es decir, la
solucién del problema de minimos cuadrados es solucién del sistema reducido

o r ... T x| f

- N 0 rm ... X2 )

Rx=0"b = . o Tl = f : (2.2)
O O PR r,m xn fl’l

Las tltimas m — n componentes de f = Q7 b estén relacionadas con el residual r = b — Ax, pues

- o -
T T 0 T fn.H
N I eI I
: i 2
L S

Es fécil verificar que la solucion X del sistema (2.2) resuelve el problema de minimos cuadrados,
pues
Rx=0"b < ORx=00"b — Ax= P5b,

donde Ps= 007 proyecta vectores de R” en el espacio generado por los vectores columna de 0,

los cuales a se vez también generan el espacio columna de A. Es decir Ps=Fr= A(ATA)1AT y

AX=Pgh <= Ax=A(ATA)'ATD = ATAx=ATb.
Concluimos que X resuelve (2.2) si y solo si resuelve las ecuaciones normales. Por lo tanto, es la
solucion del problema de minimos cuadrados.

Advertencia. Las férmulas de Gram-Schmidt no se aplican en cémputo cientifico para encontrar
la factorizacién QR, ya que la sucesién de operaciones resulta numéricamente inestable (sensible
a errores de redondeo). Esta inestabilidad se produce debido a las sustracciones presentes en el
algoritmo y a que los vectores ¢ no son estrictamente ortogonales debido a errores de redondeo.
Se pueden utilizar métodos de estabilizacién, cambiando el orden en que se realizan las operaciones.
Afortunadamente, hay un método mas efectivo, estable por supuesto, para encontrar la factorizacion
OR. El nuevo método hace uso de las propiedades de las proyecciones ortogonales y, en particular
de las matrices de reflexion, como se muestra en las siguientes secciones.

2.3
Reflexiones de Householder

Ya hemos mencionado que el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt no es un método
estable cuando se utiliza aritmética de punto flotante en cémputo cientifico. Por tal motivo, no se
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utiliza como método general para realizar la factorizacion QR. Afortunadamente es posible construir
la factorizacion QR por medio de la aplicacion sucesiva de transformaciones que involucran
matrices ortogonales. A continuacion explicamos la idea principal y posteriormente formalizaremos
la construccién de la factorizacién mediante matrices de reflexion, ya introducidas previamente en
la dltima secci6n del capitulo 1.

Idea principal

La triangularizacion es el proceso de construccién que permite transformar una matriz A en
una matriz triangular superior R, mediante la aplicacion sucesiva de transformaciones matriciales,
semejante al proceso de eliminacion de Gauss. La diferencia es que en este caso se multiplica por
matrices ortogonales Oy, de tal manera que al final del proceso

On--0201A=R,

resulta en una matriz triangular superior R. Cada matriz Qy, se escoge para introducir ceros debajo
de la diagonal en la k-ésima columna. Por ejemplo, para una matriz A de m x n =5 x 3, las
operaciones Q se aplican como se muestra a continuacién:

4 Al AC) AB)

e - ~ ) ) ] — ~ ’ ) 1 =~ -~ A ~
app app as agl) aélz; aéf; agl) a% aég; “511) “512) a%)
ax1 an a3 0 G D3 0 ay 23 0 af) o
ay; an a|— | 0 4 AV =10 0o 43 |—=|0o o al) |
s 4y as3 0 ay df 0 0 df 0 0 0
Lasi asy as3 | 0 aglz) ag? 0 0 ag) L 0 0 0 |

A o oA 030,014

en donde la dltima matriz es la matriz triangular superior R. A este proceso se le denomina
triangularizacién de Housholder (Alston Householder, 1958), y es el método més usado actualmente
para encontrar la factorizacion QR debido a que es numéricamente mas estable que el método de
Gram-Schmidt. El paso clave es la construccién de las matrices Q. Hay dos métodos principales
utilizados para contruir estas matrices: el método de rotaciones de Givens y el método de reflexiones
de Householder. En este curso solo consideraremos las reflexiones de Householder.

Reflexiones de Householder

Una reflexion de Householder, denotada por H, se construye a partir de un vector fijo dado
x en un espacio euclideo R” con p > 2, buscando que su vector reflejado sea Hx = ||x||e; =
(]1x/1,0,...,0)7, como se muestra en la figura 2.1. Esta reflexién refleja sobre un hiperplano H+
con vector normal v y estd dada por

vvl
H=I1-2—— con v=]|x|e —x.
vy

Hacemos énfasis que, dado el vector x, la proyeccién H realiza la siguiente transformacion
X |||
X2

X=| . — Hx= , =[x/ e;.

Xp 0
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Figura 2.2: La reflexién de un vector y con la reflexién de Householder H = I —2v v’ /vTv.

Cuando la reflexién se aplica a cada punto y en algtin lado del plano H ™, el resultado es la imagen
reflejada en el otro lado de H™, como se indica en la figura 2.2

EsempLO 2.3. Dado el vector x = (3,4,0)7, encontrar la reflexién de Householder H tal que
Hx = ||x| e; = (5,0,0)7.

Solucioén.
5 3 2
v=|x|les;—x=|0|—-|4|=]| 4],
0 0 0
2 -8 0
vwi=|-4|[2 -40]=|-8 16 0| y viv=20.
0 0 0 O
Luego
vyl 1 00 1 4 -8 0 3/5 4/5 0
H=[-2—=|010|——| -8 16 0|=1|4/5 -3/5 0
vy 10
0 01 0 0 O 0 0 1

Se puede verificar que H efectivamente satisface Hx = ||x||e; = (5,0, 0)7. En la figura 2.3 se
ilustra el resultado de este ejemplo. El plano H™ tiene ecuacién vix; + voxs + v3x3 = 0, es decir,
2x1 —4xp = 0 con x3 arbitrario. Obsérvese ademas que

3/5 4/5 01[3/5 4/5 0 100
H'H=HH" = | 4/5 -3/5 0 4/5 =3/5 0|=|010]|=L
0 0 1 0 0 1 001
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A

Xa

Y

-°Q IIxil e, = (5,0,0) X

Figura 2.3: Reflexién de Householder del ejemplo 2.3.

En general, se puede verificar facilmente que

VVT VVT T
H'H=HH = |I-2— | |[I-2——| =1
- - vy viv|

2.4

Factorizacion QR mediante reflexiones matriciales

Volviendo a la triangularizacion de Householder al inicio de la seccién, los pasos para triangula-
rizar la matriz A € R™*" son los siguientes:

» Paso 1. La primera matriz ortogonal es Q1 = H, en donde la matriz de reflexion H de
orden m se construye con la primera columna de A = A es decir x = a;. Entonces
A =0,40),

= Paso 2. La matriz ortogonal Q> se construye como
1o

con H la matriz de reflexién de orden (m — 1). En esta ocasién el vector x € R™~! para
construir la matriz H, se extrae de la primera columna de la submatriz A (2 : m,2 : n) de
AW El vector 0 es el vector columna nulo de tamario m — 1. Entonces A?) = 0,A(1).

Rm><m

= Paso k—ésimo. En general, cada Q; € se escoge como una matriz ortogonal de la

forma o7
I,
Qk: |: lzo)l H :| y

en donde I;_; es la matriz identidad de orden (k— 1), H es la matriz de reflexién de orden
(m —k+ 1) basada en el vector x € R" %+ que se toma de la primera columna de la
submatriz A®=1 (k : m, k : n). La submatriz rectangular nula @ es de tamario (m —k+ 1) x
(k—1) y OT su transpuesta.
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El k-ésimo paso con detalle
La siguiente sucesién de matrices produce la matriz triangular superior R
A =4 5 AW =040 ... A0 = Ak ... AW =0 A=D R

en donde el k—ésimo paso en forma detallada (quitando superindices a los coeficientes a;;), es

alrnr ... alk—1 aik (A7)
T
Ly O 0 ... @11 G-k - G-1n
AR = 0, A=) =
O H mxm 0 0 Ak Alen
| 0 ... 0 Qi ---  Qmn

- mxn

La matriz AK) € R"*" mantiene los mismos bloques que A*~1) excepto el bloque inferior derecho
que debe cambiar por

/ / /
G ... @ e R
. 0 @iypesr - iy
H = ) . . .
a ...oa ) '
mk m 0 iy - Ay

Por supuesto, aqui el paso fundamental es la multiplicacién de H por la primera columna de la
submatriz de la derecha:

Ak o
e || O
. - . )
Amk 0
donde @}, = ||x¢||, con X = (ks - - - s k) " -

Las matrices Qy en el proceso de triangularizacion de Householder son ortogonales, pues

007 — Loy OF |[ K-y O I o’ _ |t o g
Kk 0O H 0 HT O HHT O Ly m:

La mejor de las dos reflexiones

En la exposicion anterior se ha simplificado el procedimiento. La reflexion del vector x sobre
el eje x; puede dar como resultado ||x||e; o bien —||x||e;, dando lugar a dos reflexiones, una a
través del hiperplano H™, y otra a través del hiperplano H ™, como se muestra en la Figura 2.4.
Matematicamente, cualquiera de las dos elecciones es satisfactoria. Sin embargo, para asegurar
estabilidad en el algoritmo numérico se debe escoger la reflexién en la que el punto reflejado
esté mas alejado de x. Para tal fin escogemos v = —signo(x))||x|| e; — X, donde x; es la primera
coordenada de x y

1six; >0,
—1six; <0.

signo(xy) = {
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Y

Figura 2.4: Las dos reflexiones de Householder.

La reflexion no depende del signo del vector v y también es posible escoger v = signo(x;)|| x| €1 +x.
La figura 2.5 muestra ambos casos. Es evidente que la eleccion v = signo(x)||x|| e; + X permite
que ||v|| nunca sea mas pequefio que ||x]|, evitando cancelacién por sustraccién al dividir por v! v
en la construccion de la matriz de proyeccion H, con lo cual aseguramos estabilidad en el método.

H 4
. . . S H
\ \ H* / /I
\ \ . / ’
\ v - Se ’
v S
v=iixlie, +x1 PR PR TN Ile, + x
\ e \ / S ’
AY - \ 7
Phd N , Se |
Iile, o, Iiile, e, ]0~. Ixil e,
~
/” N I, Ss
- AY \x
- \ ’ ~
-7 . / H ™~

Figura 2.5: Izquierda: x; > 0 = signo(x;) = +1. Derecha: x; < 0 = signo(x;) = —1.

Algoritmo de factorizacion de Householder

Utilizando las ideas anteriores podemos construir el algoritmo que factoriza A en la forma
A = QR, es decir QTA =R, con Q = (Q,,---0>Q1)" matriz ortogonal y R matriz triangular
superior. Sin embargo, en el algoritmo que escribimos a continuacién solamente calculamos el
factor R y lo almacenamos en el mismo espacio de memoria que ocupa A con el objeto de ahorrar
memoria. También, si se desea se pueden almacenar los n vectores de reflexién vy, ..., v,, para
posibles usos posteriores.

Algoritmo de factorizacion
Parak=1,...,n
x=A(k:m,k)
v = signo(x)||x| e +x
Vi = Vi /| vel[2
. Alk:myk:n)=A(k:m, k:n)—2vi(vI A(k :m, k:m))
Fin
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Obsérvese que en el algoritmo se han realizado dos simplificaciones:
1. Se ha denotado por v¢ a vi /|| v||2-

2. Al multiplicar o aplicar la reflexiéon por un vector y obtenemos
(I—2wvi)y=y—2vi(viy).

de tal manera que cuando y es una de las columnas de la submatriz A(k : m,k : n), entonces la
forma econémica de aplicar la reflexion a cada una de estas columnas se indica en el dltimo renglén
del algoritmo. La matriz ortogonal Q7 = Q,,--- @2Q1 no se construye explicitamente, puesto que
tomarfa trabajo adicional. Afortunadamente en muchas aplicaciones no es necesario obtener esta
matriz. Por ejemplo, si se quiere resolver el sistema sobredeterminado Ax = b y sabemos que
QT A = R, entonces Rx = QT Ax = QT b y basta con resolver el sistema Rx = QT b utilizando
sustitucién regresiva. El lado derecho Q7 b puede calcularse aplicando a b la misma sucesién de
operaciones aplicadas a la matriz A:

Parak=1,...,n
b(k:m) =b(k:m)—2vi(v] b(k:m))
Fin
Hemos supuesto que los vectores de reflexién vyq,...,v, se almacenan al encontrar R en el

algoritmo anterior. Sin embargo, en el problema de la solucién del problema sobredeterminado
AX = b no es necesario almacenar los vectores de reflexién v;. Ademas, el calculo de Q7 b puede
realizarse simultaneamente junto con en calculo de R. En este caso el algoritmo completo, incluyendo
sustitucion regresiva, es como se muestra a continuacion:

Algoritmo de triangularizacion de Householder para resolver Ax =b
Parak=1,...,n

x=A(k:m,k)
v = signo(x)||x||e; +x
v=v/|vl2

Alk:m k:n)=Alk:m,k:n)—2v(vI A(k:m, k:n))
. b(k:m)=b(k:m)—2v(vI b(k:m))
Fin
x(n) =b(n)/A(n,n)
Parak=n—1:—-1:1

x(k) = (b(k) —A(k,k+1:n)-b(k+1:n) )/A(k,k)
Fin

EsempLo 2.4. El NIST (National Institute of Standards and Technology) es una rama del De-
partamento de Comercio de los EU, que se responsabiliza de establecer estandares nacionales e
internacionales. El NIST mantiene conjuntos de datos de referencia, para su uso en la calibracién y
certificacién de software en estadistica. En su pagina Web

http://www.itl.nist.gov/div898/strd

en la liga Dataset Archives, y después bajo Linear Regresion, se encuentra el conjunto de datos
Filip, que consiste de 82 observaciones de una variable y para diferentes valores de x. El problema
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es modelar este conjunto de datos por medio de un polinomio de grado 10. Este conjunto de datos
es controversial: algunos paquetes pueden reproducir valores cercanos a los coeficientes que el
NIST ha declarado como los valores certificados; otros paquetes dan advertencias o mensajes de
error de que el problema es mal condicionado.

Solucién. Se resuelve el problema utilizando el método de ecuaciones normales y el método
de factorizacion QR, con el objeto de comparar el desempefio de cada uno de ellos. Tenemos
m = 82 datos (#;, y;) y debemos encontrar n = 11 coeficientes c¢; para el polinomio de ajuste
de grado 10. La matriz de diseno A tiene coeficientes a;; = tijfl, i=1,....82, j=1,...,11.
Para dar una idea de la complejidad de esta matriz obsérvese que el coeficiente con minimo valor
absoluto es 1 y el coeficiente con mayor valor absoluto es un poco mayor a 2.7x 10°. Esta matriz
es mal condicionada, siendo su niimero de condicién k(A) == ¢(10'%). La matriz de ecuaciones
normales AT A es todavia mas mal comportada, desde el punto de vista numérico, pues tiene un
coeficiente minimo en valor absoluto de 82 y uno méximo de 5.1x 10!, su ntimero de condicién
es proporcional a 10°°. En los célculos se utilizé aritmética de punto flotante de doble precisién.

La Figura 2.6 muestra la grafica de los datos junto con la gréafica de los polinomios de ajuste
obtenidos por medio de los dos métodos. En esta figura no se aprecia la diferencia entre la gréfica
del polinomio obtenido por medio del método QR y el certificado por el NIST. La gréafica del
polinomio de ajuste obtenido por medio de ecuaciones normales difiere de los dos anteriores, sobre
todo en la mitad derecha, intervalo (—6,—3), donde presenta pequefias oscilaciones alrededor de
los datos.

0.94
0.92- i
0.9r b
0.881 i
0.861 B
y
0.84r b
0.821 e Datos i
NIST
08r Normales| |
0.78 —OR ,
0.76 ° I I I I I
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3

X
Figura 2.6: Gréfica de los datos FILIP y los polinomios de ajuste.

La tabla 2.1 muestra los coeficientes obtenidos con los dos métodos junto con los certificados
por el NIST. Los resultados obtenidos con el método QR son muy buenos, tomando en cuenta que
los resultados certificados por el NIST fueron obtenidos con célculos de muy alta precisién, a saber
precisién multiple de 500 digitos (lo cual representa una idealizacién de lo que se alcanzaria si los
célculos se hicieran sin error de redondeo). Por el contrario, los coeficientes obtenidos por medio
del método de ecuaciones normales son totalmente diferentes a los certificados, incluso en el signo.

Finalmente, en la tabla 2.2 se muestra la diferencia relativa del vector de coeficientes obtenido
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Coef. NIST (x10%) QR (x10%) Ec. Normales (x 10?)
c1 | —1.467489614229800 | —1.467489582388863 | 3.508390286748969
¢y | —2.772179591933420 | —2.772179531420028 | 5.458039227995218
c3 | —2.316371081608930 | —2.316371030602281 | 3.674467707503117
cs | —1.127973940983720 | —1.127973915874232 | 1.398316266894402
cs | —0.354478233703349 | —0.354478225708109 | 0.330592755393584
ce | —0.075124201739376 | —0.075124200018508 | 0.050170726293308
c7 | —0.010875318035534 | —0.010875317781920 | 0.004860547121394
cg | —0.001062214985889 | —0.001062214960612 | 0.000287297102007
co | —0.000067019115459 | —0.000067019113828 | 0.000009255550238
c10 | —0.000002467810783 | —0.000002467810721 | 0.000000120446348
c11 | —0.000000040296253 | —0.000000040296251 | 0.000000000044876

Tabla 2.1: Comparacién de los coeficientes del polinomio de ajuste obtenidos con los certificados
por el NIST.

con los dos métodos con respecto al valor certificado del NIST. Esta cantidad se define como:

chist _CHZ

x 100
chistHZ

(¢ = x denota el vector de coeficientes de la tabla).

Se observa que la diferencia relativa de la solucién obtenida por medio del método de factorizacion
OR es muy pequena, a diferencia de la obtenida por medio del método de ecuaciones normales. En
esta tltima tabla también se incluye la magnitud del residual ||b —Ax || en cada caso, en donde
b = {yi}{_, es el vector de observaciones y x = {c;}_, el vector de coeficientes encontrados.
Obsérvese que el residual obtenido por medio de QR coincide con el del NIST hasta la onceava
cifra, mientras que el obtenido por medio del método de ecuaciones normales es casi el doble que el
certificado. En conclusién, los resultados obtenidos en este problema muestran la superioridad del
método de factorizacion QR sobre el método de ecuaciones normales para la solucién de problemas
de minimos cuadrados cuando el problema es mal condicionado.

Cantidad NIST QR Ec. Normales
Diferencia relativa 0 22x107°% 118%
Residual 0.028210838148692 | 0.028210838142565 | 0.041705784558465

Tabla 2.2: Diferencias relativas y los residuales obtenidos por cada método.
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Capitulo 3

Descomposicion en valores singulares (SVD)

En élgebra lineal la descomposicién en valores singulares de una matriz (real o compleja) es
una factorizacion que revela sus componentes intrinsecas. Cualquier matriz real A de m x n puede
factorizarse como

A=UxvT

donde U es una matriz ortogonal de m x m cuyas columnas son los vectores propios de AAT, V es
una matriz ortogonal de n x n cuyas columnas son los vectores propios de ATA y ¥ es una matriz
diagonal de m x n con los valores singulares sobre la diagonal, 61 > 0, > --- > 0, > 0.

En este capitulo explicaremos dicha descomposicién y su utilidad en aplicaciones modernas,
incluida la solucién de sistemas de ecuaciones lineales y minimos cuadrados. Por supuesto que sus
aplicaciones son bastas, principalmente en optimizacion, estadistica, ciencia de datos e inteligencia
artificial, procesamiento de sefiales e imagenes, manejo de informacién en internet, entre muchas
otras.

3.1
Simetria y ortogonalidad

La simetrfa es una caracteristica muy comun en la naturaleza. De hecho, hay evidencia de que
las estructuras simétricas necesitan menos informacion para codificarse, y por lo tanto es mucho
mas probable que aparezcan como variacién potencial en el proceso de evolucién biolégica, de
acuerdo a la investigacion publicada en https://doi.org/10.1073/pnas.2113883119. La simetria es
una caracteristica igualmente deseable, y muy til, en las matematicas y otras disciplinas bésicas o
aplicadas. En algebra lineal esta caracteristica viene acompanada frecuentemente con propiedades
de ortogonalidad. Ya hemos visto, al final del capitulo 1, que una reflexién sobre un plano (que da
origen a simetria axial) se define por una matriz ortogonal H = I — 2uu’ (u vector unitario) que
ademas es simétrica HY = H. Asimismo, las rotaciones generan simetrias J ellas pueden describirse
por medio de matrices ortogonales Q. Por lo tanto, las matrices ortogonales estan fuertemente
vinculadas con alguna propiedad de simetria.

Por otro lado, y en sentido opuesto, las matrices simétricas estan relacionadas con las matrices
ortogonales por medio de transformaciones de similaridad. El teorema espectral establece con
claridad dicha relacion.

Teorema 3.1. Cualquier matriz simétrica real A de n x n tiene n valores propios reales A1, A2, ..., Ay

35
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(no necesariamente distintos) y un conjunto correspondiente de vectores propios unitarios
up,uy,...,u, mutuamente ortogonales.
Las relaciones entre valores y vectores propios en el teorema anterior
All1 = 7Ll up, All2 = 7Lzll2, el Alln = )Lnlln,
se pueden compactar en el producto

Alwy w - w, | =] i,y AHuy -+ Au,

Si denotamos como U a la matriz que tiene como columnas los vectores propios w; y D es la matriz
diagonal con los valores propios correspondientes A;, la anterior igualdad se puede expresar como

AU =UD.

Por tiltimo, como U es una matriz ortogonal se satisface U ~! = U7, y entonces

) ) ‘ A 0O - 0 — ol —
A= u w u, O /1,2 0 o ug | =AT (3.1)
L] o 0 a ]| —w —
U 5 U‘;
Los vectores propios {uy,u,...,u,} forman una base ortonormal de R”, entonces cualquier

vector X € R” se puede expresar como
— _ (T T T
X=ciu;+cuy+---+cu, = (uyx)up + (W X)up + - - + (1, X) uy,
y, €n consecuencia
—(nl T T
Ax = (u;x) Lju; + (u) X) Lup + -+ - + (u, x) A,u,

= /llululTx + lzuzugx + lnunugx
= (Muu] +Luul +-+ 4wl ) x,  VxeR"

Por lo tanto, cualquier matriz simétrica A se puede expresar como combinacion de proyecciones
ortogonales P, = u,-ul-T de rango uno:

A= MululT +lzu2u2T + - +7Lnu,,u,{ =MP+AP+ -+ AP, (3.2)

y cada proyeccion P; proyecta sobre la linea generada por el vector propio correspodiente u;.

Conclusion. Toda matriz simétrica tiene un conjunto completo de vectores propios ortonormales
y por lo tanto puede diagonalizarse. Mas atin, esta propiedad permite expresar la matriz como
combinacion de proyecciones ortogonales de rango uno. Asi pues, la simetria y ortogonalidad
aparecen ligadas en el dlgebra lineal.
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3/2 —1/2
12 32
A2 = 2 con vectores propios u; = (1/v/2,1/v/2)7,uy = (—=1/+v/2,1/v/2)". Su descomposicién

espectral (diagonalizacién) es

EjempLO 3.2. La matriz A = { } es simétrica tiene los valores propios 4} = 1,

301 I 10 4L
T e 1 e P B B
2 2 V2 V2 V2 V2

La factorizacion permite realizar la transformacién x — AX en tres pasos:
T T Ty
X— U Xx—= DU x—UDU" x=Ax.

Geométricamente las matrices ortogonales U y U7 producen rotaciones o reflexiones (dependiendo
de si det(U) =1 6 —1), y D es una matriz de deformacién o estiramiento a lo largo de las
coordenadas cartesianas €1, €, como se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1: La aplicacién x +—+ A x utilizando la descomposicién A = U DUT en tres pasos x  +——
U'x ~— DU'x — UDU™x

Asimetria y simetrizacion. Descomposicion SVD

Desafortunadamente la diagonalizacién A = U DU no es siempre posible. La condicién para
su existencia es que la matriz A de n x n sea simétrica. Entonces la pregunta es si es posible
lograr alguna descomposicion de la matriz A cuando no es simétrica. Mas atin, nos preguntamos
si es posible lograr una factorizacién anéloga cuando la matriz A no es cuadrada. La respuesta
ya la hemos anticipado al principio de este capitulo, la descomposicién es posible y se denomina
descomposicién en valores singulares (SVD, ‘singular value decompostion’).

Simetrizando desde la asimetria

La clave para lograr la descomposicién de valores singulares es ‘simetrizar partiendo de
la asimetria’. Es decir, si A es una matriz de tamafio m X n, podemos considerar los productos
ATA y AAT, los cuales proporcionan matrices simétricas cuadradas de tamafios n x n y m x m,
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respectivamente. Por el teorema espectral 3.1 para matrices simétricas, estas dos matrices se pueden

diagonalizar. Por ejemplo, suponiendo que los valores propios de ATA son A1,...,A, y que los
vectores propios correspondientes son los vectores ortonormales vy, Vs, ..., V,, entonces
‘ ’ ‘ A 0 - 0
; ; 0 A -~ 0
AA=VDV' con V=|v v -+ v, |, D= ) L )
L 0 0 4

Debido a la estructura de la matriz simétrica A”A se tienen propiedades adicionales. Por ejemplo,
podemos verificar que los valores propios son no negativos, debido a que la matriz A7 A es positiva
semidefinida, pues

xAATx = ||Ax||> >0, paratodo x€R",

y en consecuencia, para cualquier valor propio A con vector propio V, se tiene

A 2
ATAv=2Av = VvIATAv=2vlv = 7L:|| v > 0. (3.3)

vl —
Por lo tanto, podemos ordenar los valores propios. Sin perdida de generalidad, suponemos que

AM>A >+ >A,>0. (algunos pueden repetirse)

Valores propios nulos. Si = 0 es un valor propio de AT A, entonces su espacio propio asociado
es el espacio nulo .#"(A) de A, pues debido a (3.3) los vectores propios asociados satisfacen Av = 0.

Matrices con rango deficiente. El niimero de columnas linealmente independientes de cualquier
matriz es igual al nimero de renglones linealmente independientes. Asi que el nimero de columnas
(o renglones) linealmente independientes de una matriz A es una caracteristica muy importante que
se denomina rango de la matriz, y usualmente se denota por r = rango(A). Si r < min{m,n},
entonces AT A es de rango deficiente y los primeros r valores propios son positivos y el resto son
nulos.

Igualdad de valores propios de ATA y AAT. Los valores propios de ambas matrices son los
mismos pues si A es un valor propio de AT A con vector propio v, entonces

ATAv=2Av = (AAT)Av=2Av,

es decir A también es valor propio de AAT con vector propio u = A v. En forma anéloga, se puede
verificar que si A es valor propio de AA” con vector propio u, entonces A también es valor propio
de AT A con vector propio v=ATu.

Las anteriores propiedades se pueden resumir en el siguiente resultado:

Teorema 3.3. Dada A matriz de m X n, se satisfacen las siguientes aseveraciones:

» Las matrices ATA de n x ny AAT de m x m son positivas semidefinidas y tienen los
mismos valores propios no-negativos.

» Si r=rango(A), entonces los primeros r valores propios son positivos y los restantes son
cero.
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= Si A = 0 es valor propio de AT A, entonces el espacio propio asociado es .4 (A) (el espacio
nulo de A).

= Si v es valor propio de AT A asociado al valor propio A, entonces u = Av es vector propio
de AAT con el mismo valor propio.

= Siu es valor propio de AAT asociado al valor propio A, entonces v = AT es vector propio
de AT A con el mismo valor propio.

Descomposicion espectral de matrices rectangulares
De acuerdo al teorema previo, las matrices ATA y AAT tienen los mismos valores propios
M>A>...>4,>0,
con vectores propios correspondientes
Vi,V2,...,Vvy ER" 'y Avy,Avy,... Av, € R™,

respectivamente. Los vectores propios v, de ATA son ortonormales. Los vectores propios u; de
AAT son ortogonales, pues

(AV,')TAV]' = VI-TATAVJ' = Vl-TAjVj = lj5ij'
Por lo tanto, normalizando estos vectores, obtenemos el siguiente conjunto ortornormal de 7 vectores
propios en R™ para AAT:
Av j Av j

u = = . j=12,...n (3.4)
Tolavil )

DEFINICION 3.4. Los valores no negativos

cl=vVM>om=vVh>..>0c,=v >0,
se denominan los valores singulares de la matriz A.
Por lo tanto, de acuerdo a (3.4), se obtiene la siguiente relacién entre los dos conjuntos de
vectores ortonormales {uy,...,u,} CR" y{vy,...,v,} CR™
Avi=ou;, j=12,...n (3.5)
Estas relaciones pueden expresarse como el producto matricial:

A Vi Vo - ¥V, = oju; Ooupy -+ Ouyuy

y que finalmente puede expresarse como se indica a continuacion.

Factorizacion reducida SVD
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o1 0 0 — v —
Ao | W ow u, 0 sz 0 — v — (3.6)
0 0 o) —
U (mxn) 3 (nxn) VT (nxn)
Esta factorizacién también puede expresarse como suma de matrices de rango uno:
A:GlulV{+GQU2Vg+-'-+GnunVZ;, con 01>0yp>--->0,>0. (3.7)

Nota. En la ecuacién matricial AV = UL 0 A = U EVT, la matriz U es una matriz rectangular de
tamafio m X n con columnas ortonormales en R™, ¥ es una matriz diagonal de n x n con los valores
singulares y V es una matriz ortogonal (i.e. V! = V) de n x n. La descomposicién es también
valida para matrices con entradas o coeficientes complejos, en cuyo caso la matriz cuadrada V' es
hermitiana y en la factorizacién se utiliza V*, la matriz compleja conjugada, en lugar de V7.

La descomposicion SVD completa

En la mayoria de las aplicaciones la descomposicion SVD se utiliza en la forma reducida.
Sin embargo, en los textos y muchas publicaciones se utiliza la llamada descomposicion SVD
‘completa’. Consideramos dos casos: m > n y m < n. El caso m = n se obtendra facilmente de
cualquiera de los dos casos anteriores.

= Caso m > n: las columnas de la matriz U no forman una base de R”™. En este caso la
idea es aumentar la matriz, agregando m — n columnas ortonormales para extenderla a una
matriz ortogonal de m X m (unitaria, en el caso complejo), que llamamos U. Al reemplazar
U por U también debemos reemplazar la matriz diagonal ) por la matriz rectangular X de
m X n, agregando m — n renglones con ceros debajo de T La siguiente i ilustracion muestra
en color azul las columnas agregadas a U y los renglones agregados a 5

_ _[o1r O -+ 07
0 o 0
. = v —
. : . T
A=lu w U, Uy Uy 0 O On .
0 O 0 :T
- g 1o o 0 e
o (38)
U (mxm) Y (mxn) VT (nxn)

= Caso m < n: la descomposicion reducida es de la forma A = U SV En este caso U es
matriz ortogonal de m x m, % matriz diagonal de m x m con los valores singulares y VT
matriz de m X n con filas ortonormales. Los valores singulares o; = \/A;, se obtienen de los
valores propios {4;}, de la matriz simétrica AA”. Ademés, las m filas de VT no forman
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una base de R". Por lo tanto, la descomposicién SVD completa, se obtiene agregando n —m
columnas cero a £ y n — m filas ortogonales a las de V7. La siguiente ilustracién muestra la
descomposicion SVD completa en este caso.

r T
- V% -
- \G) -

U (mxm) L (mxn) VT (nxn)

Los anteriores resultados se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Toda matriz A € R™*" (C™*" en el caso complejo) tiene una descomposicion en
valores singulares de la forma

A=UxVT, (A=UZV*, en el caso complejo) (3.10)

con las matrices ortogonales U, V (o unitarias, en el caso complejo), y la matriz £ como se indica
en el desarrollo anterior.

-3 1
EjempLO 3.6. Encontrar la descomposicion SVD de la matriz A = 6 —2 | (casom > n).
6 —2

Solucidn. Las matrices simétricas son
10 =20
} . AAT=| —20 40
—40 40

-20
ATA = { _3; _éz 40 | .
40
Los valores propios de ATA son A; =90, A, = 0, por lo que 61 = 3v/10, 65 = 0.
Vector propio unitario para A; = 90:

-9 —27} {13

T — =
AA=-hl {—27 —81 00

| = v=wml
Vi = —— .
T Vio| !
Vector propio unitario para Ay = 0:
81 —27 ] e VN N 1T
279 0 0 2=l 3

Ahora consideremos los vectores propios de AAT:

ATA = Q1 = {

L, I A B { 3 } o)
Uy = —AV| = ——— — _— — — —
SRR WTIN B BViT 5
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Los otros vectores propios no pueden calcularse de la misma manera ya que 0> = 0. Sin embargo,
pertenecen a .4 (AAT).

1 -2 -2 1 2 1 2
AAT  ~ 0 0 O = wm=—|1], s=—=10
0 0 0 V5o >
Por lo tanto, A = UXVT con
1/3 2/v/5 2/V5 3V10 0 ~3//10 1/4/10
U=|-2/3 1/v/5 0 |, ZX= 00|, V= VIO 3/v/10 |
—2/3 0 1/V/5 0 0
Por dltimo, la descomposicién SVD reducida es A = ULV con
1/3
i o _ ~ [ =3/V10
0=\ —2/3 |, 2_[3\/1_0}, V—{ 1/¢1_0]'
-2/3
: 32
EjempLo 3.7. Encontrar la descomposicion SVD de la matriz A = 3 (caso m < n).

Solucién. En este ejemplo preferimos obtener los valores propios de AAT, los cuales son A; = 25,
A2 = 9. Los valores singulares son o] =5, 0o = 3.
Vector propio unitario para A} = 25,

T, .. [-8 8
ATA /111_{ e g

Vector propio unitario para Ay =9,

vw (1] - [83] - e[ )

8 8 00 V2| -1
13 12 2
Los correspondientes dos vectores propios de ATA= | 12 13 —2 | son
2 -2 8
1 1 ! 1 1
vi=—ATuyy=— 11 , vi=—ATu,=— | —1
1=5 1 NG . 2= = NG

El tercer vector propio se obtiene del espacio nulo de AT A:

13 12 2 10 2 L[ 2
ATA=|12 13 =2 ~ 01 -2 = vi=3 2
2 -2 8 00 O 1
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Por lo tanto, la descomposicién SVD completa es A = ULV con

50 31 =242

1 [1 1} 1
U=— Yy=10 3 V=—=—1|3 -1 2V2
1 _1 b b
v2 00 W2 o 4 V2

La descomposicién reducida es A = ULV con

3 1

L1 1 = 50 S 1

U=— , L= , V=—ngs|3 -1
ﬁ{l—l} [0 3} V2

Caso cuando A tiene rango deficiente

En el caso en que la matriz A € R™*" sea de rango deficiente r = rango(A) < min(m,n), los
valores singulares mayores a cero son 67 > 0, > --- > 0, > 0 y el resto son cero. Por lo tanto,
también podemos expresar la descomposicién SVD completa o reducida como la suma de matrices
de rango uno:

A=ocuv +owvl +-- +ou,v!. (3.11)

En el ejemplo anterior la matriz A tiene rango r = 1, pues sus columnas son colineales y

-3 1 1/3
A=| 6 -2 |=3V10| —2/3 | [ =3/v10 1/V/10 ] = cjuv].
6 —2 ~2/3

3.3
Resumen de propiedades

Propiedades basicas

En la descomposicién A = ULVT € R™*" se satisface:

= Las matrices A”A y AAT tienen los mismo valores propios no negativos A;.

» Las matrices U € R™* y V € R™* son ortogonales.

» Las columnas de U son los vectores propios de AAT.

= Las columnas de V' son los vectores propios de AT A.

» La matriz ¥ de m x n contiene los valores singulares 6; = v/4; en la diagonal.
= Los vectores propios normalizados u; y v; satisfacen

Avi=ony;, ATwi=ov;, |Avi| =o0;=||ATu.

n
= SiA e R, [det(A)| = [det(U)det(X)detVT| = det(X) = [ ] o:.
i=1
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Si A es simétrica, entonces U = V' y sus valores singulares son los valores absolutos de los
valores propios de A.

» rango(A) = rango(X) = r es el ndmero de valores singulares no cero.

A es la suma de r matrices de rango uno:

T, 2 T T
A =ojuvy +o5uwv; + -4 o, v, .

Al = ||1Z]2 =01y ||AllFr = \/0'12 + 03+ + 02, son dos expresiones para calcular la

norma de una matriz A: la norma—2 y la norma de Frobenius.

Los cuatro subespacios fundamentales de una matriz

Si la matriz A es de rango r, y suponemos que el orden de los vectores propios en U y V
corresponde al orden de los valores singulares de maygor a menor, entonces

El espacio columna de A es Z(A) = Gen{uj,uy,...,u,}.

El espacio nulo de A es A (A) = Gen{V,41,V,+2,...,Vn}.

El espacio fila de A es Z(AT) = Gen{vy,va,...,v,}.

El espacio nulo de AT es A (AT) = Gen{u,,1,u,42,...,u,}.

Esquemaéticamente:

- 1ol 00 01— vI —
: Z(AT)

A=|u u, u u 0 0r 0 0| — v —

= 1 r 1
r "1l o0 00--0 vi

. : N (A)

i 1o 00---0][— vI —]

—— ——
ZA) (A7)

Interpretacion geométrica

Si consideramos la matriz A € R™*" como la matriz de la transformacién lineal x — Ax del
espacio R" al espacio R™, podemos pensar a las matrices ortogonales U y V como transformaciones
que representan rotaciones o reflexiones, y a la matriz £ como matriz de deformacion o estiramiento.

1 1
2 =2
circunferencia unitaria en R? sobre una elipse en R?. La transformacién de puede realizar en tres
pasos utilizando la descomposicién SVD, como se muestra a continuacion.

EjempLo 3.8. Consideremos la matriz cuadrada A = [ } Esta matriz transforma una
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Los valores propios de

r, [ 5 -3 r [20
AA_[—3 s| VAY =108

son A; = 8, A = 2. Por lo tanto, los valores singulares en orden decreciente son 67 = 22,
= /2. Los vectores propios de ATA se obtienen de

re . [-3 -3 11 IR
A"A QL]I—|:_3 _3 00 = V= 5 —1 |
1
|

Th 2] 3 -3 1 -1 1
A4 7”[_{—3 3 o o T T

Los vectores propios de AA” son

La descomposicién SVD de A es

o[9[ 2] 1)

La transformacion x — b = Ax, cuando se utiliza la descomposicion SVD, involucra los tres pasos,
como se muestra en la figura 3.2:

X=Vlx — p=Xx = b=UV,

en donde hay dos cambios de base (a bases ortogonales), uno en el primer paso y otro en el tercer
paso. Es decir

!/ __ VT
Ax=b <= XX =b con X T
b'=U"b
U
T 2.
1 1 7144
Uzug

A

Figura 3.2: La aplicacién x — Ax utilizando la descomposicién A = ULV en tres pasos X +—
Vvix +— WIx +— UXVIx
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3.4
Aplicaciones

Sistemas de ecuaciones

Cuando se tiene disponible la descomposicion SVD de la matriz A de m X n, es posible describir
completamente el conjunto de soluciones del sistema

x € R",

(3.12)
beR™.

Ax=Db, con {

De acuerdo al dltimo pérrafo de la seccién anterior, el sistema se puede representar como un
sistema diagonal

/ T n
X =V'x en R
Yx' =b’, con los vectores ‘rotados’ ) - ’ (3.13)
b'=U'b en R™
Si el rango de la matriz es 7, el sistema diagonal obtenido nos permite escribir
oixi=bl, i=1,....r
/ .
0=0b;,, i=r+1,....m.
Podemos concluir entonces que existen dos posibilidades:
1. El sistema es inconsistente si b; # 0 para alguna i = r+ 1,...,m. Esto ocurre cuando

b ¢ #(A) = Gen{uy,...,u,}. En este caso el conjunto solucién es vacio.

2. Cuando b € Z(A), entonces el sistema es consistente y se obtiene

b
/ .
x=—", i=1,...,n
O;
/ . . .
x; son variables libres para i=r+1,...,m.

Las variables libres proporcionan elementos de .4 (A). Por otro lado, si A tiene n columnas
linealmente independientes (tiene rango completo por columnas), entonces .4 (A) = {0}, y
la solucién x = Vx’ es tnica.

El conjunto solucién del sistema lineal (3.12) se puede describir de manera conveniente mediante
la llamada seudo—inversa de A, la cual puede definirse mediante la descomposicién SV D.
DEFINICION 3.9. Sea A =U YVT de m x n, su seudo—inversa, denotada por AT, se define mediante

AT=vr'UuT, con I =diag(1/01,...,1/0:,0,...,0) € R™" (3.14)

Se observan las siguientes propiedades

= A" estéd bien definida para toda matriz A.
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A" es del mismo tamario que A7

. . . . . —1 .
Si A tiene columnas linealmente independientes, entonces AT = (ATA) AT se denomina
inversa izquierda de A, pues ATA =1I,.

. . . . . —1 . .
Si A tiene filas linealmente independientes, entonces AT =AT (AAT) , se denomina inversa
derecha de A, pues AAT =1,

Cuando A es cuadrada e invertible AT = A~

Volviendo al sistema de ecuaciones (3.12) y suponiendo b € Z(A), debido a (3.13) y (3.14) se
obtiene la solucién particular

X=Xb = v=Vvi't = v¥=vilu'p = x=4".
Agregando las soluciones de la ecuacién homogénea, Ax = 0, se obtiene el conjunto solucion:

S = {ATb+z : ZEJV(A)},

Minimos cuadrados lineales con SVD

En los anteriores capitulos se ha encontrado que los problemas de minimos cuadrados lineales
llevan a problemas lineales sobredeterminados de la forma Ax = b con A de m x n ym > n. Estos
problemas usualmente son inconsistentes debido a que b ¢ Z(A). Por este motivo se busca el
minimo X € R" del residual r = b — Ax. Sabemos que (ver capitulo 1)

- 1 -
X = arg;ré]%}l §||b —Ax|]3 <« Alax=A4Tb.

Ademés si A es de rango completo r = n, entonces AT A es simétrica definida positiva y la solucién
de minimos cuadrados es |
x=(ATA) ATb

Via SVD, A = UXVT, y utilizando que v-1=vT y~1 =yuT XTY invertible, se obtiene
(ATA)'AT = (veTuTusyT) vy —vsiyT — At
Por lo tanto, la solucion de minimos cuadrados del problema inconsistente Ax = b es

x=VZ'UTb=A"b. (3.15)

EJempLO 3.10. Considerar el conjunto de puntos FILIP del ejemplo 2.4, en donde el ajuste se realizé
utilizando el método de ecuaciones normaes y el método de factorizacién QR. Realizar el ajuste
utilizando la descomposicion SVD.

Solucién. Dado el conjunto de puntos (t1,y1),. .. (t,Ym). El algoritmo para calcular X € R"*1,
con los coeficientes del polinomio de grado n, consiste de los siguientes pasos:

1. Construir la matriz de disefio A de m x (n+ 1), con coeficientes a;; = ] -l
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Figura 3.3: Ajuste de los datos FILIP a un polinomio de grado 10 utilizando SVD.

2. Utilizar SVD para obtener A = U XV . En realidad basta con la SVD reducida A = UzvT.
3. Calcular la inversa generalizada AT = VXTUT .
4. Calcular X = A'b, con b = {y j Y721 €l vector de observaciones.

Se muestra el resultado en la figura 3.3. Se ha utilizado el ambiente MATLAB para los célculos,
utilizando la rutina de descomposicién SVD (disponible también en otros ambientes de programacién
como Phyton).

El resultado del ajuste es muy bueno pero no mejora el que se encontré previamente mediante
la factorizacién QR en el capitulo anterior. Sin embargo, la descomposicién SVD ofrece ventajas
que permiten su aplicaciéon en muchos campos y problemas. Por ejemplo, una de sus mayores
ventajas es que SVD permite realizar aproximaciones de rango bajo.

Approximaciones de rango bajo

Dada A, matriz de m x n con m > n, sabemos que SVD proporciona A = ULVT = ULV,
y si la matriz es de rango completo n, entonces la descomposicion también se puede representar
como la suma de n matrices de rango uno

A= GlulvlT + Gzzuzvg +--- Gnunv,f,

en donde 61 > 02 > -+ > 0,. En muchos problemas y aplicaciones la diferencia entre o7 y 6, es
muy grande. De hecho, el cociente de estos valores singulares, se denomina el nimero de condicién

de la matriz:
O]

Cond(A) = —.
On

En algebra lineal numérica se conoce que el nimero de condicion de una matriz importa mucho
cuando se realizan operaciones en computadora (es decir, en aritmética finita). Un valor enorme
indica que la matriz es casi singular (o de rango deficiente). De hecho, algunos valores singulares

pequenos pueden ser consecuencia de ruido en los datos para construir la matriz de diseno o ruido
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numérico al realizar operaciones en computadora para construir A. Por lo que varios singulares
muy pequenios deberian ser cero y/o en realidad no son tan relevantes. Por lo tanto, los primeros
valores singulares (los mayores) son los que tienen magor preponderancia y en muchas aplicaciones
basta con aproximar A mediante una matriz de rango menor:

A, =owvl oyl +-douvl, r<n = |JA-Ala=|Z-Z 2= 041

EjempLo 3.11. En el ejemplo anterior, sobre el ajuste de un polinomio de grado 10 con 82 datos.
La matriz de diseflo A es de de tamafio m x n = 82 x 11 y de rango completo n = 11. Fl méaximo
y minimo valores singulares son aproximadamente

01 =7.1969¢+09 o071 =4.0707¢—06 = Cond(A)=1.76796¢ + 15,
y la matriz es cercana a una de rango deficiente. Es posible descartar algunos valores singulares

muy pequenos.

La figura (3.4) muestra los valores singulares. Se utiliza una escala semi-logaritmica para una mejor
visualizacion.

10¢
8r °
6 °
4l °
~ °
S
- 2
o °
kel
0 .
°
2+ °
a4t °
>
-6
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Figura 3.4: Los valores singulares de la matriz de disefio A.

Descartando los dltimos valores singulares de A, se obtienen las matrices Ag, A7, Ag, de rango 9,
7, 6, respectivamente. Utilizando cada una de ellas, se muestran los resultados de ajuste respectivos
en la figura 3.5. Se observa que la aproximacién es mala para Ag (rango 6), aceptable para A7 y
muy buena para Ag (rango 9).

Compresion o reduccion de datos

La descomposicion SVD tiene multiples aplicaciones. En particular en cémputo cientifico,
matematicas, inteligencia artificial, y otras disciplinas, es til en la reduccion de datos redundantes
o no relevantes. La informacién contenida en una matriz A es relevante en la vida cotidiana
(Netflix, Google, redes sociales, fotos digitales, etc...). En muchas aplicaciones estas matrices son
densas de gran tamarfio Jj ocupan una gran cantidad de memoria para su almacenamiento digital
y es conveniente aproximarlas por una de rango bajo, descartando los valores singulares menos
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Figura 3.5: Ajuste con la matriz de rango completo A y sus aproximaciones A, con r =9,7,6.

significativos. Los primeros valores singulares, al ser los mayores, son los que generalmente contienen
mas informacién de la matriz. Para medir de manera precisa cuantos valores singulares o; son
relevantes, una posible medida es el porcentaje acumulado por la suma parcial de los valores
singulares respecto de la suma total. Es decir

r n r n
A=Y ouy ~ A=Y ouv] = %Apox=100xY o /Yo (310
i=1 i=1 j

i=1 i=1

Por ejemplo, si en la reducciéon de A queremos mantener el 80% de la informacion, entonces
sumamos los valores singulares de 1 a r hasta alcanzar ese porcentaje, obtenido la reduccién de la
matriz original a la aproximada A,.

EJEmPLO 3.12. La figura 3.6 muestra la imagen de un gato a color, en formato jpg, que se representa
por medio de tres matrices en el modelo RGB. En la misma figura se muestra también la imagen
de alta resolucion en escala de grises, la cual se representa por medio de una matriz A de m x n =
1600 x 2000 (pixeles). Cada pixel representa la intensidad de gris en la imagen. El objetivo es
reducir o compactar la informacién de esa imagen digital.

Se calcula la descomposicién SVD de A utilizando la rutina estandar en la mayorfa de ambientes
de programaci6n (Matlab o Phyton, por ejemplo). El nimero de condicién de la matriz es aproxi-
madamente Cond(A) = 61/01600 = 2.35489¢ + 16. El mayor valor singular es 67 = 697.809
y el menor es 01600 = 2.963236¢ — 14, aproximadamente. La figura 3.7 muestra los valores
singulares en escala logaritmica junto con la figura del porcentaje acumulado conforme se agregan
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Figura 3.6: Imagen de alta resolucion de un gato a color y en blanco y negro.

valores singulares a la aproximacién de rango bajo A,, 1 < r < 1600. La figura 3.8 muestra
las imagenes aproximadas para varios valores de r. Es sorprendente que con cuarenta valores
singulares obtenemos una buena calidad de imagen, y que con cien valores singulares la imagen
resultante es excelente. Atn con los primeros diez valores singulares podemos discernir que la
imagen corresponde a un gato. Agregando mas valores singulares es posible distingur mas detalles,
como las franjas y manchas del gato, sus ojos, nariz y boca. Es posible observar que para r = 10 y
r = 20 las manchas borrosas en el fondo detras del gato, son mas visibles y se van desvaneciendo
conforme se incorporan mas valores singulares.

Valores singulares en escala logaritmica 1Porcentaje acumulado de los valores singulares
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Figura 3.7: Valores singulares y su porcentaje acumulado.

3.5
Referencias

Existe una lista muy extensa de trabajos de investigacién sobre la descomposicién en valores
singulares y aplicaciones interesantes. La mayorifa de las referencias ya incluidas en los capitulos
anteriores abordan en tema en sus diferentes aspectos y con mayor o menor profundidad. Princi-
palmente, aunque no tnicamente, los libros de Gene Golub, Lloyd Trefethen y Gilbert Strang. Las
siguientes referencias agregan informacién que en mi opinién es pertinente incluir en estas notas.
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Figura 3.8: Imégenes de los gatos obtenidos con matrices de rango bajo .

1. G. W. Stewart, On the Early History of the Singular Value Decomposition, SIAM Review,

Vol. 35, Issue 4, 1993.

Este articulo es un recuento de la contribucion de cinco matematicos por su responsabilidad
en probar la existencia de la descomposicién de valores singulares y desarrollar la teoria
subyacente.

. WH Press, SA Teukolsky, WT Vetterling, BP Flannery (2007), Numerical Recipes: The Art

of Scientific Computing (3rd ed.), New York: Cambridge University Press, ISBN 978-0-521-
88068-8.

Libro clasico, ampliamente reconocido como el libro de computo cientifico con la lista més
completa, accesible y practica de algoritmos mas importantes. Contiene mas de 400 rutinas,
inclugendo la descomposicion QR y SVD.

. https://github.com/mohammedAljadd/svd-image-compression

Codigo para compresion de iméagenes utilizando SVD con Matlab.

. https://dmicz.github.io/machine-learning/svd-image-compression

Cédigo para compresion de imagenes utilizando SVD con Phyton.

. Michael W. Berry and Murray Browne, Understanding Search Engines: Mathematical

Modeling and Text Retrieval, SIAM Book Series: Software, Environments, and Tools,
Second Edition (May 2005), ISBN: 0-89871-581-4.

Un libro que incluye la modelacion y algoritmos para obtener la recuperacion de texto en
las maquinas de bisqueda en internet, en particular Google. Muestra la aplicacion de la
factorizacion QR y la descomposicién SVD, entre otras herramientas.
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