m UNIVERSIDAD Ciencias
AUTONOMA Basicas
METROPOLITANA

Casa abierta al tiempo e
Unidad Iztapalapa b ” H Ingenieria
ta Metro a de Matematicas
www.doi.or, ISSN: 2007-7874

Analisis geométrico de
superficies: una
introduccion elemental

Josué Meléndez Sanchez
Eduardo Rodriguez Romero

7° CoLOQUIO

DE MATEM

DEL 27 AL 31
Universidad Aut



Casa abierta al tiempo

Directorio

Gustavo Pacheco Lépez
Rector General.

Verdénica Medina Banuelos
Rectora Unidad Iztapalapa.

Romaéan Linares Romero
Director de CBI, UAM-Iztapalapa.

Rail Montes de Oca Machorro
Jefe del Departamento de Matematicas,

UAM-Iztapalapa.

Coordinador Editorial

Mario Pineda Ruelas
mpr@xanum. uam.mx

Comité Editorial

Elsa Baez Juéarez
ebaez@cua.uam.mx

Jorge R. Bolaifios Servin
jrbs@xanum.uam.mx

Shirley Bromberg Silverstein
stbsster@gmail.com

Judith Campos Cordero
judith@ciencias.unam.mx

Martin Celli Siboni,
cell@xanum.uam.mx

Pedro L. del Angel Rodriguez
luis@cimat.mx

Begoiia Fernandez
bff@ciencias.unam.mx

Silvia Gavito Ticozzi
sgt@correo.azc.uam.mx

L. Héctor Juarez Valencia
hect@xanum.uam.mx

Jorge A. Leédn Vazquez
jleon@ectrl.cinvestav.mx

Roberto Quezada Batalla
rogb@xanum.uam.mx

Edith Corina Sdaenz Valadez
ecsv@ciencias.unam.mx

Martha L. Shaid Sandoval Miranda
marlisha@gmail.com

Ekaterina Todorova
todorova@cimat.mx

Luis Miguel Villegas Silva
villegas63@gmail.com

Editor web Pedro Ivan Blanco Boa
ivanblc@gmail.com

Disefio logo Michael Rivera Arce
Portada revista dibujo Miryam Mielke

UNIVERSIDAD
AUTONOMA
METROPOLITANA

MIXBA’AL. Vol. 16, No. 1,
enero-diciembre de 2025, es una
publicacién anual de la Universidad
Auténoma Metropolitana a través de
la Unidad Iztapalapa, Division de
Ciencias Basicas e Ingenieria, Departa-
mento de Matemaéticas. Prolongacién
Canal de Miramontes 3855, Col. Ex
Hacienda San Juan de Dios, Alcaldia
Tlalpan, C.P. 14387, CDMX, México
y Av. Ferrocarril San Rafael Atlixco,
No. 186, Col. Leyes de Reforma
la Seccion, Alcaldia Iztapalapa, C.P.
09340, CDMX, México. Tel. 5804
4658. Pagina electrénica de la revista:
http://mat.izt.uam.mx/mat/

index.php/revistamixba-al. ~ Correos
electréonicos: mixbaal2009@gmail.com,

mixb@xanum.uam.mx. _Coordinador
Editorial Mario Pineda Ruelas. Cer-
tificado de Reserva de Derechos al Uso
Exclusivo de Titulo No. 04-2023-07031
1572300-102, ISSN5 2007-7874, ambos

otorgados por el Instituto Nacional del
Derecho de Autor. Responsable de la

ultima actualizacién de este nimero
Mario Pineda Ruelas, Departamento

de Matematicas, edificio AT, oficina

318. Divisién de Ciencias Basicas
e Ingenieria, Universidad Autéonoma

Metropolitana-Iztapalapa. Av. Ferro-
carril San Rafael Atlixco No. 186,Colo-
nia Leyes de Reforma la Seccién, Al-
caldia Iztapalapa, C.P. 09340, CDMX,

Meéxico. Fecha de ultima modificacién
30 de agosto de 2025. Tamano del

archivo 121.3 MB.

Las opiniones expresadas por los au-
tores no necesariamente reflejan la pos-
tura del editor responsable de la publi-
cacién.

Queda estrictamente prohibida la re-
produccion total o parcial de los con-
tenidos e imégenes de la publicacion
sin previa autorizacién de la Univer-
sidad Auténoma Metropolitana.



del 27 al 31 de enero del 2025, Unidad Degailaments de Posgrado de
Iztapalapa de la UAM, Matematicas & Matemiticas
Ciudad de México UAM IZTAPALAPA L Sy UAM IZTAPALAPA







Notas de Talleres

TALLER 1: ANALISIS DE DATOS CON UN ENFOQUE BAYESIANO

AuUTOR: DR. ASAEL FABIAN MARTINEZ MARTINEZ

TALLER 2: UN BREVE RECORRIDO POR LA TEOR{A DE PRERRADICALES Y SUS
RETICULAS

AuTtorgs: Dr. RoGELIO FERNANDEZ-ALONSO, DRrA. Sivia GaviTo Ticozzi,
DrA. MARTHA LizBETH SHAID SANDOVAL MIRANDA

TALLER 3: RESULTADOS DEL CALCULO Y ALGEBRA LINEAL RELEVANTES EN
MODELOS Y APLICACIONES

Autor: Dr. Lorenzo HECTOR JUAREZ

TALLER 4: ANALISIS GEOMETRICO DE SUPERFICIES: UNA INTRODUCCION
ELEMENTAL

Autores: Dr. Josut MELENDEZ Y M. EN C. EbuarRDO RODRIGUEZ ROMERO

TALLER 5: UNA INTRODUCCION A LOS TORNEOS Y SUS GENERALIZACIONES

Autores: DRr. ILAN GoOLDFEDER ORTIZ Y DRA. NAHID YELENE JAVIER NOL

TALLER 6: DEL CERO AL QUANTUM: UN VIAJE POR EL MUNDO DE LOS
CODIGOS

AuTtores: Dr. JorGe BoLaNos SERVIN, DRA. YURIKO PrToNES AMARO Y DR. Josug Rios CANGAS

'TALLER 7: INTRODUGCION A LA TEORIA DE JUEGOS EPISTEMICA

Autor: Dr. RuBéN BECERRIL Borja

TALLER 8: COMO CONTAR MAS ALLA DEL INFINITO Y PARA QUE SIRVE.
INDUCCION TRANSFINITA Y ALGUNAS APLICACIONES

Autor: Dr. Robrico HERNANDEZ GUTIERREZ

UNIVERSIDAD
AUTONOMA
METROPOLITANA
Unidad Iztapalapa

Casa abierta al tiempo

7° Coloquio del Depa

Universidad Aut







Introduccién

Este trabajo es una breve introduccién al anélisis geométrico de superficies, una disciplina que
combina célculo y algebra lineal para estudiar la geometria de ciertos objetos bidimensionales en
R3. Nuestra exposicion comienza definiendo qué es una superficie regular en R3 y estableciendo
algunas nociones bésicas relacionadas tales como la diferenciabilidad de funciones en superficies, el
plano tangente y la primera forma fundamental.

Después pasamos al célculo intrinseco de la superficie, donde presentamos el mapeo de Gauss
y el operador de forma. A partir de esto obtenemos un forma de derivar desde el punto de vista
de la superficie, llamada la derivada covariante, cuga construccion queda plasmada en la famosa
formula de Gauss. A partir de esto introducimos los operadores gradiente, hessiano, divergencia y
laplaciano en una superficie, ademas de algunas propiedades de ellos.

Finalmente, ya con toda esta herramienta, enunciamos y demostramos las férmulas integrales
de Minkowski, presentando las pruebas con suficiente detalle. Debido a la brevedad del curso,
tuvimos que seleccionar una lista muy corta de ejemplos para ilustrar los ejemplos y resultados del
manuscrito, y dado que la guia y objetivo final de estas notas fueron las féormulas de Minkowski,
decidimos incluir sélo los ejemplos que serfan de utilidad para sus demostraciones.

Josué Meléndez Sanchez, Eduardo Rodriguez Romero
jms@xanum.uam.mx, err29072019@gmail.com

Departamento de Matematicas
UAM-Iztapalapa
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Capitulo 1

Explorando las supertficies regulares

La geometria diferencial es la rama de las matematicas que estudia los aspectos geométricos
del mundo basandose en las técnicas del calculo y algebra lineal. En esencia, esto significa usar
objetos lineales, como rectas y planos, para medir la geometria de objetos mas complejos, como
curvas J superficies, usando como puente la brillante técnica de los limites. El concepto central de
esta exposicién es el de superficie regular, con el que podemos modelar objetos o fenémenos del
universo que pueden determinarse por medio de dos coordenadas, como la representacién de cada
ubicacion sobre la superficie terrestre usando las coordenadas geograficas latitud y longitud.

En este capitulo presentamos una introduccion rapida a las superficies regulares en R?, enfocan-
donos en las consecuencias y ejemplos que nos seran ttiles en el siguiente capitulo. Aunque répida,
hay suficientes detalles en la presentacion de los temas para ayudar a vislumbrar los métodos e
ideas que validan los conceptos y proposiciones de esta teorfa.

1.1
Superficies regulares

Comenzamos directamente con la definicion de superficie regular, en seguida explicaremos
el porqué de las condiciones que la componen. Cabe aclarar que usamos los términos suave y
diferenciable de manera intercambiable para referirnos a la clase C* de diferenciabilidad.

DEFINICION 1.1. Una superficie regular en R? es un subconjunto S C R tal que para cada p € S,
existen un abierto U C R? que contiene a p y una funcién ¢ : Q@ — U NS que va de un abierto
Q C IR? al abierto relativo U NS, los cuales satisfacen las siguientes condiciones:

(i) @: Q— R? es suave.
(i) @: Q — UNS es un homeomorfismo.

(iii) Para cada (u,v) € Q, la diferencial d@y, ) R? — R? es ingectiva.

Una funcién ¢ como arriba es llamada una parametrizacion de $ alrededor de p.

Por simplicidad usaremos el término superficie para referirnos a una superficie regular. Respecto
a esto, es importante aclarar primero la terminologfa de las condiciones de la Definicion 1.1 antes
de explicar por qué se piden. La condicién (ii) significa que se satisfacen tres propiedades:
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= @ es continua. Esto no hay que comprobarlo, ya que es consecuencia de la condicién (i).
» @ es inyectiva. Hay que mostrar que ¢ tiene una inversa (,D*1 :UNS — Q.

= ¢! es continua. Para esto es suficiente verificar que ¢! = F |uns para alguna funcién
continua F: U — R,

Respecto a la condicién (jii), normalmente pensamos en la matriz jacobiana de @ = (@1, @2, @3):

iy G
J(p(M,V): a—(ff(u,v) 3_?;2(”7‘}

d d

G (wv) G5 ()

Asf pues d@,,,) es ingectiva si y sélo si las columnas de J¢ (u,v) son linealmente independientes.
Dicho esto, la importancia de tener una parametrizacién ¢ : Q — U NS radica en que podemos
llevar las propiedades algebraicas y analiticas de R? a S localmente. Por ejemplo, ¢ nos permite:

» Especificar de manera tnica cada p € U NS con dos coordenadas cartesianas (u,v) € Q
mediante la funcién suave ¢ (u,v) = p. Esto nos permite expresar numéricamente cualquier
objeto definido en § a través de las coordenadas (u,v). Es por esto que también llamamos a
¢ un sistema de coordenadas en S.

» Aproximar localmente a S con un plano tangente cerca de cada p € U NS, que es conse-
cuencia de la condicién (iii). Esto es esencial para poder definir vectores normales en S, los
cuales seran de gran utilidad para medir curvatura sobre S.

= Supongamos que tenemos otra parametrizacién y: ® — V NS alrededor de p. Si conside-
ramos W = U NV, entonces la funcion de cambio de coordenadas dada por

ylop: o (WNS) — yI(WNS)

es un difeomorfismo, lo cual significa que es suave, invertible y su inversa ¢~ o y es suave.
La condicién (ii) es necesaria para demostrar este resultado, el cual es crucial porque nos
permite cambiar de un sistema de coordenadas a otro de forma consistente. Como veremos
a lo largo del trabajo, es esta propiedad la que nos permite determinar cualquier objeto en §
a través de su representacion numérica en cualquier sistema de coordenadas en S.

Esempro 1.2. El objeto bidimensional mas natural es el plano. Sea IT C R el plano definido por
la ecuacion ax+ by + cz = d. Consideremos el caso ¢ # 0, es decir, cuando IT no es un plano

—by+d

vertical. Dado (x,y,z) € I, podemos despejar la coordenada z como z = —=—2==, de modo que

si consideramos la funcién inyectiva ¢ : R? — IT definida por

c

q)(u,v) — (M7V7LW) ,

entonces @ es una parametrizacién de IT alrededor de (x,y,z). En efecto, observe que:
(i) @ es suave en R?.

(ii) Si7z: R® — R? esla progeccién 7(x,y,z) = (x,y), la cual es continua, entonces ¢~ = 7.
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(iii) Las columnas de la matriz jacobiana
1 0
Jowuv)=10 1

a b
p

son linealmente independientes.

Como @(IR?) =TI, entonces ¢ parametriza globalmente a IT. Notemos que si ¢ = 0, entonces
a# 0o b #0, asi que podemos proceder de manera similar.

EjempLo 1.3. Consideremos la esfera de radio r > 0 descrita por
S7={(xy9) €Rix’+y? 428 =17

Dado (x,y,z) € S2, debemos tener que alguna de sus coordenadas no es cero. Si z # 0, podemos
obtener z = &4/r? — x%2 — y2, de modo que al considerar el disco abierto

Q={(u,v) e R? : > +v* < r?},

y las funciones inyectivas @7, @. : Q — R3 dadas por

@ (u,v) = <u,v, r —uz—v2> . 0. (u,v) = (u,v,— rz—uz—v2> :
obtenemos que @7 (Q) = U, NS? y ¢. (Q) = U, NS?, donde
U ={(x,y2)eR:z>0} y U ={(x,5nz2) eR’:2<0}

(ver Figura 1.1 para una descripcién gréfica de este hecho). Ademds:

(i) @ essuave en Q.
(i) (¢F)~'= 7|y rsp, donde 7r: R3? — R? es la progeccion 7(x,y,z) = (x,y).

(iii) Las columnas de la matriz jacobiana

1 0
Joz (u,v) = 0 1
< Fu Fv

VR -2
son linealmente independientes.

Por tanto las funciones ¢ : Q — U:*N'S? son parametrizaciones de S? alrededor de cada
(x,y,7) tal que z # 0. Los casos en que x # 0 0 y # 0 se tratan de manera similar.

EsemPLO 1.4. Dada una superficie S, decimos que un subconjunto A C S es un abierto de S si
existe un abierto U C R? tal que A = U N S. Como ejemplo tenemos la imagen ¢(Q) de una
parametrizacién @: Q — U NS.

Cualquier abierto U NS de una superficie S es, a su vez, una superficie. De hecho U N S hereda
las parametrizaciones ¢ de S al restringir su dominio Q a un abierto Q' C Q tal que @(Q') CUNS.
Debido a esto, U NS comparte los objetos locales de S, esto es, aquellos definidos en términos de
sus parametrizaciones.
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y z
[ U NS?
0 ‘PJr
—: \’I—)M o _ y
O e -
?,
X U NS}

Figura 1.1: El abierto Q C R? deformado por las funciones oF.

1.2

Funciones y curvas suaves

Dada una superficie S, definimos qué significa que una funciéon f: § — R sea suave.

DEFINICION 1.5. Sea S una superficie. Decimos que f: S — R es suave si para cada p € S, existe
una parametrizacién @ : Q — U N S alrededor de p = ¢(u,v) tal que fo@: Q — R es suave en

(u,v).

Esta definicién de diferenciabilidad es legitima porque no depende de la parametrizacién
elegida: observe que si f o @ es suave, entonces fow = (fo@)o (¢! o) también es suave
para cualquier otra parametrizacién y: ® — V NS, ya que el cambio de coordenadas ¢~ o y es
un difeomorfismo. Al conjunto de funciones suaves f: § — R lo denotamos por C*(S).

OBSERVACION 1.6. Es natural adaptar la definicién anterior a funciones del tipo X : § — R>, que
usaremos con frecuencia mas adelante. De hecho no es dificil verificar que X = (X,X,X3) es
suave si y sélo si cada X;: § — R es suave.

Otro concepto importante es el de curva, que es una funcion oc: 1 — S, donde I es un intervalo
abierto en R. La imagen o/(I) es llamada la traza de o. También establecemos un criterio de
diferenciabilidad para curvas.

DEFINICION 1.7. Sea S una superficie. Decimos que a: I — S es suave si para cada ¢ € I, existen
un subintervalo abierto J C I y una parametrizacién ¢: Q — U NS alrededor de ¢(7), tales que
a(J) CUNS ylacurva plana @~ 'oa: J — R? es suave en 7.

A partir de aqui, siempre que consideremos una curva ¢ asumimos que es suave (la diferencia-
bilidad de & tampoco depende de la parametrizacién elegida).
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f
_T__ 0] UNS, a3, f
5/\/: ¢! | PO e !
R

R

Figura 1.2: La diferenciabilidad de f y o expresada en términos de ¢: Q — U NS.

EsempLO 1.8. Sean S una superficie y ¢ € R3. Consideramos una versién modificada de la funcién
distancia respecto a ¢: sea f: S — R definida por f(p) = 3 ||p — gl)? (ver Figura 1.3).

Consideremos una parametrizacion @: Q — U NS de S alrededor de p = @(u,v). Entonces
la expresién de f respecto a ¢ = (@1, @2, ¢3) esta dada por

3
f(v) = F(0n) = 5 90w ~al =3 ¥ (@) ~4)’, a=(a1.42.45)

i=1

la cual es suave debido a que cada ¢; es suave.

|lp—4||

@jjj

Figura 1.3: Funcién distancia respecto a ¢ € R3.

EsempLO 1.9. Sea T C R? un plano arbitrario con vector normal unitario n € R?. Dado g € IT
fijo, definimos la funcién ~: S — R por

h(p) =|lp—q|/cos® = (p—g,n), donde 6 = £L(p—q,n).

Note /(p) mide la distancia (con signo) de p al plano IT (ver Figura 1.4). La expresién de & respecto
a una parametrizacion @ = (@1, @2, @3) es

h(u,v) = h(@(u,v)) = (@(u =Y (@i(u,v) —qi)ni, m= (n1,n2,n3),
i=1

implicando que /4 es suave.
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Figura 1.4: Funcién distancia respecto IT C R3.

EsempLO 1.10. Dado 6 € [0,27] fijo, consideremos la curva oc: (0,7) — S? dada por

o(t) = (rcos(6p)sen(t),rsen(6y)sen(t),rcos(t)),
cuya traza es un meridiano en S? (ver Figura 1.5). Recordemos del Ejemplo 1.3 que la inversa de la
parametrizacion @:" es la progeccién 7(x,y,z) = (x,y), donde (x,y,z) € U NS2. Por ejemplo, si

restringimos o al subintervalo abierto (0, %), entonces la traza de & esté contenida en U;" N S?y
la expresion de o respecto a @ es

m(a(t)) = (rcos(6p)sen(z),rsen(6y)sen(r)),

que €s una curva suave jy cuya traza es una recta.

Figura 1.5: Meridiano descrito por «.
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1.3
Plano tangente

Ahora mostramos el importante rol que cumplen las curvas suaves en una superficie.

DEFINICION 1.11. Sean S una superficie y p € S. Un vector tangente a S en p es la derivada
a/(0) € R? de alguna curva a: I — S tal que a(0) = p.

PROPOSICION 1.12. Sean S un superficie y p € S, y denotamos por T,S al conjunto de vectores
tangentes a S en p. Entonces T,S C R es un subespacio vectorial de dimensién 2.

Demostracion. Vamos a mostrar que TS = d @, (R?), donde @: Q — U NS es cualquier
parametrizacion alrededor de p = @ (u,v). Esto seré suficiente ya que al ser inyectiva la diferencial
Ao R? — R3, se sigue que d Pu,y) (R?) € R es un subespacio vectorial de dimensién 2.
Sea 0/(0) € T,,S, donde a: I — S es una curva que satisface 0(0) = p. Entonces f(t) =
(¢~ oa)(t) es una curva plana que es suave en 0, asf que al usar la regla de la cadena obtenemos

OC/(O) = ((poﬁ)/(O) = d(p(u,v) (ﬁ/(())) = OC’(O) S d(p(u,v) (Rz)

Ahora consideremos (a,b) € R? y B(t) = (at +u, bt +v). Entonces B(0) = (u,v) y B’(0) =
(a,b), por lo que al considerar la curva suave @ = @ o 3 en S, tenemos que a(0) =p y

dQ)(a,b) = (9of)(0) = (0) = deu,y)(ab) € T,S.

DErINICION 1.13. El espacio vectorial 7,8 es llamado el plano tangente de S en p.

Sea ¢: Q — U NS una parametrizacion alrededor de p = @(u,v). Dado que d¢,,,) es
inyectiva, tenemos que d @, ) mapea cualquier base de R? en una base de T,,S. En particular, la
base canénica {(1,0),(0,1)} es mapeada a la base compuesta por los vectores

90\ _ _ (994 292, ) 29
(8_u>p = d(P(mv)(LO) - ( ou (u7v)7 ou (”7V)7 ou (M,V)

99\ ._ _ (291,292, 1) 29
(5¢) =00 0.0 = (Gren. G wn, G ).

Resulta que la representacién de un vector v € 7,S en esta base esta en términos de la derivada
de la curva plana (¢! o o) () = (a(t),b(t)), donde a: I — S satisface ot(0) = p y &’(0) =v.
En efecto, al usar la regla de la cadena obtenemos

V=0 = (po0 " 00 (0) =g @ 0.50) =0 (52) +5(0)(52) |
p p
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EsempLO 1.14. Usando la parametrizacién global del plano IT del Ejemplo 1.2, obtenemos que 7),IT
esta generado por los vectores

99 - (10.-9) 90\ _ (g b
8up o)’ 8vp o)’

donde p = @(u,v). De hecho, si consideramos el producto punto (,) de R? y n = (a,b,c),
obtenemos que <n, (‘3—(5)[,> = <n, (%—‘f)p> =0,y por ende 7,1 = {v € R3: (n,v) = 0}.

EsempLo 1.15. Usando las parametrizaciones de la esfera S del Ejemplo 1.3, deducimos que 7,S2
esta generado por los vectores

99: (10 ——F* 29z o T
ou ) » Uy 222 ) v ) » Ly 222 )

donde p = @ (u,v). De esto no es dificil deducir que <p, (aaii)p> = <p, (%)p> =0, y por
tanto 7,5z = {v € R3: (p,v) = 0}.

// l)

Figura 1.6: Plano tangente en S2.

EsempLO 1.16. Dado un subconjunto abierto U N S, tenemos que 7,(U NS) = T,S para todo
p € UNS (ver Ejemplo 1.4).

1.4

Derivadas direccionales y diferencial

En esta seccion extendemos las nociones de derivada direccional y diferencial de una funcién
al contexto de superficies. Recordemos que para una funcién suave f: R? — R, la derivada
direccional de f en p respecto al vector v esta dada por

vp(f) = %f(tV+p) N (1.1)
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En el contexto de superficies, usamos curvas suaves para extender la idea en (1.1). Por simplicidad,
en la siguiente definicién consideramos curvas oc: I — S tales que I = (—¢€,€) con € > 0.

DEFINICION 1.17. Sean S una superficie, p € S y f € C”(S). Definimos la derivada direccional
de f respecto a v € T,S como

donde o es una curva en S tal que &¢(0) = py a’(0) =v.

OBsERVACION 1.18. En esencia, podemos considerar un vector tangente v € T,,S como un operador
de funciones suaves, esto es, v: C*(S) — R asigna a cada f € C*(S) la derivada direccional
v(f) € R. También es natural adaptar la definicién anterior al caso de funciones X : § — R3. De
hecho si escribimos X = (X1, X,X3), no es dificil mostrar que

v(X) = (v(X1), v(X2), v(X3)).

La derivada direccional v(f) no depende de la curva elegida, ya que si consideramos una
parametrizacién ¢: Q — U NS alrededor de p = @ (u,v), y las correspondientes expresiones de
f 1y a respecto a @, es decir, las funciones fo@p =fy qo’l oo = (a,b), entonces

d d 1 d
= — = — — _f .
()= Gl = See)le ]| = e
De esta manera, al usar la regla de la cadena y evaluar en # = 0, obtenemos

v(f) = a’(O)%(u,v)—kb’(O)%(u,v),

lo cual muestra que v(f) depende umcamente de las derlvadas parciales de fen (u,v) y dela
representacion de v = a’(O)(a(p) +b’(0)( %)p en la base { (3,)ps f)p} de 7,,S. De hecho

(g_(s)p(f) - %(u,vy (g—f)p(f) = g—i(u,\/),

p d d
de ahi que v(f) = [a'(0)(50), +5'(0)(50)p] (f).
Lo que sigue son algunas propiedades importantes de la derivada direccional que pueden
verificarse directamente.

PROPOSICION 1.19. Sean S una superficie, p € S y v,w € T,,S. Dados cualesquiera A € Ry
f,g € C=(S), tenemos que:

() (v+w)(f) =v(f)+w(f)-
(b) (Av)(f) = Av(f).
(c) v(f+8) = v(f) +v(g).
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(d) v(fg) =g(p)v(f)+ f(p)v(g)

Ahora podemos extender la diferencial al contexto de superficies de manera natural: asi como
para el caso euclidiano, la diferencial de f serd la forma de condensar todas las derivadas direcciones
f en una tnica transformacién lineal.

DEFINICION 1.20. Sean S una superficie, p € Sy f € C*(S). Definimos la diferencial de f en p
como la transformacién lineal df,,: 7,S — R dada por df,(v) = v(f).

OBSERVACION 1.21. Los incisos (a) y (b) de la Proposicién 1.19 garantizan la linealidad de d f,. Ade-
mas, definimos la diferencial de una funcién X : S — R? de manera analoga: como la transformacién
lineal dX,: T,S — R3 dada por dX,(v) = v(X).

1.5
Vectores normales y aplicacién de Gauss

Una de las aplicaciones mas importantes del espacio tangente 7,5 es que podemos definir la
nocién de vector normal.

DEFINICION 1.22. Sean S una superficie y p € S. Decimos que un vector n € R? es normal a S en
p si n es ortogonal a T,S, es decir, si (n,v) =0 para todo v € T},S.

Como veremos en la siguiente seccion, los vectores normales nos seran ttiles para medir
curvatura en S. Para usarlos, sin embargo, necesitamos vectores normales definidos en al menos un
abierto U N S, de ahf la siguiente definicién.

DEFINICION 1.23. Sea S una superficie.

(a) Un campo vectorial normal unitario en U NS es una funcién suave N: UNS — R3 que
asigna a cada p € U NS un vector unitario N(p) normal a S en p.

(b) Diremos que S es orientable si existe un campo vectorial normal unitario N definido en
todo S. Al elegir un tal campo N, decimos que S esta orientada respecto a N, y la funcién
N: S — R3 es llamada la aplicacién de Gauss de S.

EsempLo 1.24. Del Ejemplo 1.14 tenemos que el vector n = (a,b,c) es normal al plano IT en cada
p € I1. Entonces N(p) = H—g” es una campo vectorial normal unitario en IT.

EsempLo 1.25. Del Ejemplo 1.15 podemos deducir que el vector unitario N(p) = £ es normal a S?
en p. Entonces N es un campo vectorial normal unitario en Sg.
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EJempLO 1.26. En general, dada una parametrizacién @ : Q — U NS, el producto cruz de R nos
permite construir un vector normal unitario a S en cada p € U NS mediante la férmula

Y

(92), % (3D),
?9_14)17 X (%)1)”

donde {(%—‘5) o ( ‘3—(5) p} esla base de T},S asociada a ¢. La funcién inducida N: U NS — R3 es
entonces un campo vectorial normal unitario en U N S.

1.6

Operador de forma

Concluimos este capitulo definiendo el operador de forma de una superficie, del cual se
desprenden los importantes conceptos de curvatura de Gauss y curvatura media. En lo que sigue
S? es la esfera unitaria (de radio r = 1).

Sea S una superficie orientada respecto a N: § — R3. Dados p € Sy v € T,S, tenemos que
dN,(v) = (Noa)'(0), donde « es una curva en S tal que @(0) = p y a’(0) = v. Notemos que
como N(p) es unitario para todo p € S, entonces la imagen N(S) esta contenida en S2. Asf pues
B =Noo esuna curva en S? tal que 8(0) = N(p), y por ende B(0) = dN,(v) € TN(p)SZ, lo
cual muestra que dN,: T,S — TN(p)Sz. Mas atin, como 7T}, y TN(p)SZ tienen el mismo vector
normal N(p), se sigue que 7S = Ty p)Sz, y por tanto dN,, es un endomorfismo de 7},S.

Resulta que dN,, es 1til para la medir curvatura de S, lo cual puede intuirse de la siguiente
discusion. Sabemos que 7, es una buena aproximacion lineal de S cerca de p, y que el vector
N(p) es normal a 7,,S para todo p € S. De esto concluimos que el cambio en los valores del vector
N alo largo de una curva o es un indicador directo de como se esta curvando S a lo largo de o.

Respecto a esto tltimo, si suponemos que & (0) = p y &’(0) = v, entonces el vector dN, (V) =
(Noa)'(0) es la derivada direccional de N en p respecto a v, es decir, dN,(v) mide la tasa de
cambio de N en p en la direccién de v. Por lo tanto, concluimos que dN,(v) es un indicador
directo del cambio en la curvatura de S cerca de p en la direccién de v.

En consecuencia, estd justificada la idea de que dN,, contiene informacién importante sobre la
forma de S, de ahi la siguiente definicion.

DEFINICION 1.27. Sea S una superficie orientada respecto a N: S — R3. Dado p € S, el endomor-
fismo A, = —dN, de T},S es llamado el operador de forma de S en p.

OBSERVACION 1.28. En la Definicién 1.27 asumimos que S es orientable por simplicidad, ya que
para definir A, basta considerar un campo vectorial normal unitario N en un abierto U N S.

Resulta que el operador de forma (también conocido como el endomorfismo de Weingarten)
es un operador simétrico, que significa

(Ap(v),w) = (v,A,(W)) paratodo v,w € T},S,

de lo cual podemos concluir que:
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= Los valores propios de A, que denotamos por ki (p) y k2(p), son nimeros reales.

» Existe una base ortonormal {ej,e;} de 7,,S compuesta por vectores propios de A, los
cuales diagonalizan a A,.

Recordemos que «i(p) y k2(p) determinan la accion de A, ya que si v € T),S, podemos
escribir v = ae| 4 be; para algunas constantes a, b, y por ende

Ap(V) = aAp(el) —|—bAp(e2) = akKj (p)e1 —I—sz(p)ez

Lo anterior significa que k1 (p) y Kk2(p) son los factores de escalamiento en las direcciones e; y e,
que alteran a v al aplicarle la transformacioén A .

Hasta ahora hemos visto que A, (V) es un indicador de la curvatura de S en p en la direccion
veT,S, yque ki1(p) y K2(p) determinan el valor de A, (v). Por lo tanto, no debe sorprendernos
la siguiente lista de conceptos, en la que det y tr denotan el determinante y la traza, respectivamente,
de una transformacion lineal.

DEFINICION 1.29. Sean S una superficie y p € S. Definimos
(a) Las curvaturas principales de S en p como los valores propios k1 (p) y k2(p) de A,,.

(b) Las direcciones principales de S en p como los vectores propios e; y e, de A, asociados
a k1(p) y x2(p), respectivamente.

(c) La curvatura de Gauss de S en p como K(p) = det(A,) = k1(p) k2 (p).

r(Ap) Kl(P)+K2(P)'

(d) La curvatura media de S en p como H(p) = 5= 5

(e) La curvatura normal de S en p respecto al vector unitario v € 1,S como
K(p,V) = <AP<V>7V> .

Observe que las curvaturas normales de S respecto a las direcciones principales son exactamente
las curvaturas principales de S. De hecho, si k1 (p) < x> (p), entonces ki (p) < K(p,v) < ia(p)
para todo v € T,,S unitario. En efecto, como {ej,e,} es una base ortonormal de 7,,S, podemos
escribir v = cos(0)e; + sen(0)e, donde 8 = £(v,e;) € [0, 7]. Luego

K(p,v)= <A V),V>
cos(0)e; +sen(0)e;),cos(6)e; +sen(6)e)

= Kk1(p) cos?(0) + kx(p) sen*(6),

de lo cual se desprende que kj(p) y k2(p) son los valores minimo y méximo, respectivamente, de
la funcién £(0) = &1 (p)cos?(0) + 1 (p) sen?(0).
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1.7

Primera forma fundamental

Hasta ahora la idea de medir distancias dentro de S no ha sido considerada, lo cual es necesario
si queremos hablar de geometria en S. Lo que queremos es una métrica que sea consistente con la
forma de S, esto es, que la distancia entre dos puntos p,q € S tenga en cuenta tinicamente c6mo
estan de cerca con respecto a S. No es dificil convencerse de que la métrica usual de R? no es una
buena idea si queremos una métrica de este tipo, ya que el segmento de recta que une a p y g no
tiene porque estar contenido en S.

Sin embargo, resulta que si restringimos el producto punto (,) de R? al plano tangente T,S de
una superficie S, entonces, con ayuda de la derivada covariante que definiremos en el siguiente
capitulo, podemos construir una métrica en S consistente con su forma. En esencia, la idea consiste
en usar las curvas ¢¢ en S que se comportan como “lineas rectas” en S, y con esto nos referimos
a que tienen aceleracion cero respecto a S (de la misma forma en que las lineas rectas en R? se
caracterizan por tener aceleracién cero). Resulta que estas curvas, llamadas geodésicas, tienen la
propiedad de minimizar distancia respecto a S.

Debido al tiempo limitado que tenemos para este curso, no abordamos este tema en estas notas,
pero debido a su relevancia para la geometria de superficies, es necesario mencionar al menos el
concepto de primera forma fundamental.

DEFINICION 1.30. Dada una superficie S, la primera forma fundamental de S es la correspondencia
que asigna a cada p € S la restriccién (,) : T,S x T,S — R del producto punto (,) de R?.

Por simplicidad usamos la misma notacién (,) para la primera forma fundamental de S y el
producto punto en R3. Como es de esperarse, podemos representar numéricamente a < ) a través

de una parametrizacién ¢: Q — U N S. Para esto, sean p = @(u,v) y { 35 ( } la base de
T,S asociada a @. Entonces consideramos las funciones suaves E,F,G: Q — R dadas por

Euv) = (5200 (50)), Fu) = (5200 (50)). Gluw) = (50 (52)0).
(1.2)

Por tanto, si escribimos v = al( 2o +b1( S pyw= az( ) +b2( £)p, deducimos que

(V,w>:a1a2<(3—(£)p,(aa—$)p>+(a1b2+blaz)<(§—(,f)p (a(P) >+b1l72<( )pa(?)_(f)p>
— alazE(u,v) + (albz +b1a2)F(u,V) —f—bﬂ?zG(H,V)

D s

es la matriz de coeficientes de (,) asociada a @.
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Capitulo 2

Célculo intrinseco y operadores diferenciales

La idea de cdlculo intrinseco en una superficie S hace referencia a una forma de derivar desde
el punto de vista de S, idea que queda plasmada en la construccién de la derivada covariante. En
esencia, la derivada covariante de S nos permite considerar el analogo a las derivadas de segundo
orden del célculo usual.

El objetivo de este capitulo es introducir la nocién de derivada covariante y algunos operadores
diferenciales clasicos, algunos de los cuales dependen de la derivada covariante. Comenzamos
presentando los conceptos de campo vectorial y tensorial en superficies, que seran los objetos
centrales de este capitulo. Después introducimos la derivada covariante de campos vectoriales y
campos tensoriales, asi como el gradiente, hessiano y laplaciano de una funcién suave, usando para
este ultimo la nocién de divergencia de un campo vectorial. Por dltimo, presentamos una version
del teorema de la divergencia, que sera usada en la demostracion de las férmulas de Minkowski en
el capitulo final.

2.1
Campos vectoriales y tensoriales

DEFINICION 2.1. Sea S una superficie. Un campo vectorial suave en S es una funcién suave
X: S — R3 tal que X(p) € T,S para todo p € S.

Denotamos por X(S) al conjunto de campos vectoriales suaves en S. También omitimos el
término suave en este contexto y usamos por simplicidad la notaciéon X, = X (p).

OBSERVACION 2.2. También consideramos campos vectoriales locales en S, que serdn campos

vectoriales definidos en un abierto de S. Un ejemplo de esto son los campos vectoriales coordenados
?9_(5’ %—‘5 asociados a una parametrizacion @ : Q — U NS, que asignan a cada p € U N S los vectores
(g—(g)p, (%—f)p € T,,S. Por tanto, dado X € X(S), podemos escribir X = A?P_(zf +B%—(5 para algunas

funciones suaves A, B en U N S. Decimos que {g—(g, %—(5} es un marco coordenado en U N S.

Asf como ocurre con un vector v € T,,S, podemos ver un campo vectorial X € X(S) como un
operador de funciones suaves: dada f € C*(S), tenemos que X induce la funcién X f € C*(S)

15
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dada por X f(p) = X,,(f), es decir, X f asigna a cada p la derivada direccional de f respecto a X),.
Ahora presentamos la nocién de campo tensorial, la cual serd de utilidad mas adelante. El lector
podra notar la similitud con el concepto de campo vectorial que acabamos de dar.

DEFINICION 2.3. Sea S una superficie. Un campo tensorial suave en S es una correspondencia L
que asigna a cada p € S un endomorfismo L,: T,S — T},S, la cual satisface la siguiente condicién
de suavidad:

(x) Para cada X € X(S), la funcién LX : S — R3 dada por LX (p) = L,(X,,) es suave.

Como ejemplo tenemos el campo tensorial A que asigna a cada p € S el operador de forma
A, T,S — T,S de S en p. Ademas, asi como los hicimos con los campos vectoriales, usualmente
omitimos el término suave para referirnos a un campo tensorial suave L.

En la condicién () viene implicito que L induce, para cada X € X(S), un nuevo campo vectorial
LX en S, ya que LX (p) = L,(X,) € T,S para todo p € S. Por lo tanto, L induce una funcién
L: X(S) — X(S), la cual es lineal segtn la siguiente proposicion.

PrOPOSICION 2.4. Sean S una superficie y L un campo tensorial en S. Entonces la funcién
inducida L: X(S) — X(S) satisface lo siguiente para cualesquiera X,Y € X(S) y f € C*(S):
(1) L(X+Y) =LX +LY.
@) L(fX) = fLX.
De hecho lo reciproco también es cierto: si L: X(S) — X(S) es una funcién que satisface (1) y
(2), y consideramos la correspondencia L que asigna a cada p € S el endomorfismo L,,: T),S — T),S
dado por L, (v) = (LX), donde X € X(S) es tal que X,, = v, entonces L es un campo tensorial en

S. Para verificar esto, primero tenemos que mostrar que L, esté bien definida, es decir, que L, (V)
no depende del campo vectorial X que satisface X,, = v. Consideremos entonces ¥ € X(S) tal que

Y, = v y un marco coordenado aa—(’f, aa—(f} en UNS, donde v= a(g—(,f)p —|—b(%—‘f)p. Si escribimos
X = A19(P+Blav, Y = Aza¢+Bzav,
entonces de (a) y (b) obtenemos
— 29 99
LX = AIL( )+BIL(3 ), LY —AZL(W)-FBQL(W),

y como A (p) =Az(p) =ay Bi(p) = B2(p) = b, se sigue que LX), = LY,,. También es directo
deducir de (a) y (b) que L, es lineal y que L satisface ().

Derivada covariante

Sea X : § — R> un campo vectorial en S. Si consideramos la diferencial dX,: T,S — R3, no
tenemos garantizado que dX,(v) € T},S para todo v € 7},S, como sf ocurria con la diferencial dN,,
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del mapeo de Gauss N. Para arreglar este problema, consideramos la progeccion de dX,(v) sobre

T,,S, que es la componente que describe la tasa de cambio de X desde el punto de vista de S.
Sea N: UNS — R3 un campo vectorial normal unitario en U NS, donde escribimos N(p) = N,,.

Dados X € X(S) y v € T,,S, consideramos la proyeccién ortogonal de dX,(v) sobre N, esto es,

proyy (dXp(v)) = (dXp(V),Np) Np.
De este modo
dXp(v) — proyy, (dX(v)) = dXp( — (dXp(V),Np) Ny € T,S.

Mas atn, si consideramos una curva o en S tal que a(0) = p y &’(0) = v, y si definimos
)= <Xa(,),Na(,)> = 0, entonces

:<an(t)(0‘( >+<X ,dN, ()( (1 ))>:O,
asi que al evaluar en # = 0 obtenemos
0= (dX,(V),Np) + (Xp,dN,(v)) = (dX,(V),Np) — (Xp,Ap(V)),

es decir, (dX,(v),Np) = (X,,A,(v)). La discusién anterior motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 2.5, Sean S una superficie y N: U NS — R? un campo vectorial normal unitario en
UNS. Dado X € X(S), definimos la derivada covariante de X respecto a v € 7,S como

VvX = dX,(v) = (Xp,Ap(V)) N, € TpS. (2.1)

Por lo tanto la descomposicién de dX),(v) respecto a 7,S y N, queda como
dXp (V) = VyX +(Xp,Ap(V)) Np, (2.2)

que es conocida como la ecuacion de Gauss.

PROPOSICION 2.6. Sea S una superficie. Entonces para cualesquiera X,Y € X(S) y v,w € T),S
se cumple lo siguiente:

(a) VysrwX = VX + VX,
(b) V3yX =AVyX para todo A € R.

(
(d) Vv(fX) =v(f)X,+ f(p)VyX para todo f € C=(S).

)

)

c) Vi(X+Y) =V X+V,Y.

)V

() v(X,Y) = <VVX’YP> + <XP’VVY>‘

También podemos ver a la derivada covariante como un operador V: X(§) x X(S) — X(S)
que asigna a la pareja de campos vectoriales (X,Y’) el campo vectorial V(X,Y) = VxY dado por

(VxY), =V, Y =dY,(X,) — (Yp,Ap(X,)) Np. (2.3)

De esto es natural esperar la siguiente proposicion para el operador V, anéloga a la Proposicién 2.6.
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PROPOSICION 2.7. Sea S una superficie. La derivada covariante V: X(S) x X(S) — X(S) satis-
face lo siguiente para cualesquiera X,Y,Z € X(S) y f € C(S):

() VxiyZ=VxZ+VyZ
(b) VyxY = fVxY.

(c) Vx(Y +2Z) = VyxY +VxZ
(d) Vx(fY) =X(f)Y +fVxY.

() X((¥,2)) = (VxY,Z) +(Y,VxZ).
De la derivada covariante V obtenemos una derivada covariante de campos tensoriales V*.

DEFINICION 2.8. Sean S una superficie y L un campo tensorial en S. Definimos la derivada
covariante de L respecto a X € X(S) como el campo tensorial V3 L: X(S) — X(S) definido por

VLL(Y) = Vx(LY) — L(VxY).

VL induce un endomorfismo (VL) : TS — T,S definido por (ViL),(w) = (VxL(Y ))p,
donde Y € X(S) es tal que Y, = w. También usamos por simplicidad la notacién VyL = (VYL),,
donde v = X),. Ahora bien, como ViL: T,,S — T,S es un endomorfismo, podemos considerar su
traza tr(V;L), que resulta ser la derivada direccional de la traza de L respecto a v.

PrOPOSICION 2.9. Sean S una superficie y L un campo tensorial en S. Si consideramos la funcion
suave trL: S — R definida por trL(p) = tr(L,), entonces la traza de VL estd dada por

tr(VyL) = v(trL).

De hecho, si consideramos X € X(S) y la funcién inducida tr(VYL): S — R dada por
tr(VyL)(p) = tr(V}k(pL), entonces se cumple que

tr(VyL) = X(trL).

Concluimos con una aplicacién de la derivada covariante de campos tensoriales, la cual expresa
en lenguaje tensorial las ecuaciones de Codazzi-Mainardi para superficies (ver el Teorema 8.1 de [6]).

ProposICION 2.10. Sea S una superficie. Las ecuaciones de Codazzi-Mainardi de S son equiva-
lentes a que para todo X,Y € X(S) se satisfaga

VLA(Y) = VEA(X).
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2.3
Extensiones locales y derivada covariante en R?

Para lo que viene sera ttil expresar la diferenciabilidad de f en S en términos de la diferencia-
bilidad de una extensién local f de f (omitimos la prueba del siguiente resultado debido a los
detalles técnicos que contiene).

ProposiciON 2.11. Sean S una superficiey f: S — R una funcion. Entonces f es suave en S si
y s6lo si para cada p € S existen una abierto U C R? que contiene a p y una funcién suave

f: U — R tales que f = f‘UﬂS.

Mas atin, la diferencial de f puede expresarse en términos de la derivada total de una extension
local f. Mas explicitamente, recordemos que la derivada total de una funcién suave f: U — R en
p € U es la tnica transformacion lineal que satisface

. J(v+p)—f(p) —Dfp(v)

=0, ve R3.
v—0 R4l

Es por esto que Df,, se considera la mejor aprozimacion lineal de f en p. Del limite anterior
podemos deducir que Df,(v) es igual a la derivada direccional de f en p respecto a v, esto es,

_ d -
Dfp(v): Ef(tv‘i‘p) _07

Dicho esto, dados p € S, v € T),S y una curva ¢ en S tal que a(0) = p y &’(0) = v, tenemos

dfp(v) = (foa)(0) = (foa)'(0) = Dfp(v).

La discusion anterior puede extenderse al contexto de campos vectoriales definidos en S. Para
esto, recordemos que un campo vectorial en R3 es una funcién suave X : R® — R3. La derivada
total de X se define de manera anéloga a través del limite

X )~ X(p) - DX )|
v—0 vl

obteniendo también las derivadas direccionales de X como

DX, (v) = EX(IV +p)| .
t=0

En este contexto también usamos la notacién X (p) = X,

Asi pues, usando las funciones coordenadas de un campo vectorial X : § — R3, podemos
mostrar que X puede verse como la restriccién X|;;g de una extensién X en un abierto U C R?,
y que dX,(v) = DX, (v) para todo v € T,S. Més atn, si consideramos el campo vectorial inducido
dX(Y): S — R dado por dX(Y), = dX,(Y,), entonces la identidad dX,,(v) = DX, (v) induce
la extensién local DX (Y) de dX (Y) dada por DX (Y ), = DX, (¥,).
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También conviene introducir la nocién de derivada covariante en R3, la cual esté en términos
de la derivada total D. Dados dos campos vectoriales X, ¥ en R3, definimos el operador D que
asigna a (X,Y) el campo vectorial D(X,Y) = DY dado por

(DgY)p = DY (X), = DY,(X}).

También podemos considerar la derivada covariante de ¥ en p respecto a v, € R? definiendo
Dv,,Y = (DgY),, donde X es un campo vectorial en R* que satisface X, = v,.

En este contexto, la derivada covariante V de una superficie S y la derivada covariante D de
IR? estan relacionadas por la identidad

VyY = Dg¥ — (Y,AX)N, (2.4)
donde X, Y son extensiones locales de X,Y € X(S). Por lo tanto, la ecuacion de Gauss queda como

DXY = ny+<Y,AX>N.

2.4
Gradiente

La unicidad que se afirma en la siguiente definicién estd garantizada por el conocido Teorema
de Representacién de Riesz de algebra lineal.

DEFINICION 2.12. Sean S una superficie, p € S y f € C*(S). Definimos el gradiente de f en p
como el dnico vector Vf(p) € T,S que satisface

dfy(v) =(Vf(p),v) paratodoveT,S.

Esto induce naturalmente el campo vectorial gradiente V f dado por la regla p — V f(p). De
hecho Vf satisface

Xf=(Vf,X) paracualquier X € X(S5).

Ahora expresamos V f en coordenadas locales.

ProposICION 2.13. Sean S una superficie y { T av} un marco coordenado en U N S. Si
f €C=(S), entonces

_ Gfu_Ffv a(P Efv_Ffu a(P
ViI= ( EG—F? >$+<EG—F2>E'

donde f, = (f) H= 8v ?(f), y E,F,G son los coeficientes de {,) respecto a ¢.

Demostracion. Escribiendo V f = a%—(’) + b%—‘p para algunas funciones a,b: U NS — R, tenemos

f)= (V.98 ) =aE +bF,

Q)Q’Q_,
|s |

£ =(vr. >—aF+bG
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que escribimos en notacién matricial como

E F|la| |fu
F G| |b| A’
De esto deducimos

08 8wl 710 st
bl |F G fv| EG—F2|-F E ||f,|] EG—-F?|Ef,—Ff,|"

O

EsempLO 2.14. Consideremos el plano S = {(x,y,z) € R®: z =0} y la parametrizacién global

¢©(u,v) = (u,v,0) de S. Entonces ?9 =(1,0,0) y 3 a(p =(0,1,0),yportanto E=1, F =0y
G = 1. Luego, para cualquier f € C*(S), tenemos

of of
Vf= fu—(p+fv (5 (%’E’O)’ donde f= fo .

EJemPLO 2.15 Dado r > 0 fijo, consideremos el cilindro S = {(x,y,z) € R*: x> +y> =’} yla
parametrizacién ¢(6,z) = (rcos(0),rsin(0),z) de S. Entonces

¢
9z

o

36 = (—rsen(6),rcos(6),0),

=(0,0,1),

lo cual implica que E = >, F =0y G = 1, y por ende para cualquier f € C*(S) tenemos

0 sen(0) Jf cos of of
Vf= fga‘gﬂza (— r()%’ r()89 8), donde f = fo .

A partir de aquf usamos la notacién mas simple Vf(p) =V f,,.

ProposicION 2.16. El operador gradiente V en una superficie S satisface las siguientes propiedades
para cualesquiera f,g € C*(S):

(@) V(f+8) =Vf+Ve

(b) V(fg) =gVSi+[fVe

(c) V(hof)=H(f)Vf, donde h: R — R es una funcién suave.

(d) Dado un abierto conexo U NS, tenemos que V f,, = 0 para todo p € UNS si y sélo si f

es constante en U N S.

Demostracién. Para el inciso (a), notemos que como d(f + g), = df, +dg,, se sigue que

d(f+8)p(v)=dfp(v)+dgp(v) =(Vfp,v)+(Vgp,Vv) = (Vfpr+Vgpv), (25

lo cual implica que V(f+g), = Vf,+ Vg, por la unicidad de V(f + g), respecto a (2.5).
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Las pruebas de (b) y (c) son similares a la de (a) usando las férmulas

d(fg)p =g(p)dfp+f(p)dgy,
d(ho f)p =H(f(p))dfp.

Para (d) observemos que la suficiencia es evidente. Asi pues, supongamos que V f,, = 0 para
todo p € UNS, lo cual implica df,(v) = <pr,v> = 0 para cada v € T,,S. Consideremos una
parametrizacién ¢@: Q — VNS alrededor de p = ¢(u,v) tal que  es un abierto conexo y
VNS cUNS. Si denotamos por {,)* al producto punto en R? y V(fo ®)(u,v) denota el gradiente

usual en R? de fo @ en (u,v), entonces para cualquier v € R? tenemos

<V(fo q))(u,v)av>* = d(fo (p)(u,v) (V> = dfp (d(P(u,v) (V)) =0,

y por ende V(fo@),,) =0 para todo (u,v) € Q. Sabemos del calculo usual que esto implica
que f o @ es constante en £, y como @ es inyectiva, f debe ser constante en V N S.
Este argumento muestra que si elegimos pg € U NS y consideramos el conjunto

A= (flyns) ' (f(p0)) = {p€UNS: f(p) = f(po)},

entonces A es abierto. Ademas es claro que A es cerrado y no vacio, y al ser U NS conexo, debemos
tener A =UNS. O

Cabe esperar que V f pueda expresarse en términos del gradiente en R? de una extensién local
f. Si denotemos por grad al operador gradiente en R3, g si (x,y,z) son las coordenadas en R?,
entonces el gradiente de f en p € R3 es

e fy = (Lo L5 w).

Por otro lado, observemos que cada v € R? puede descomponerse como v =v' +v!, donde
v y vt son las componentes tangente y ortogonal de v respecto a T},S, respectivamente. Dicho
esto, grad F, puede descomponerse como

grad f, = (grad f,) " + (grad f,,)*,
de ahi que para todo v € 7}, se cumpla
dfy(v) =Df,(v) = (grad f,,v) = <(gradfp)T,v> :
Como V f), es el tnico vector en 7),S que satisface d f,,(v) = <V s V> para todo v € T,,S, entonces

Vf, = (grad f,)" = grad f, — (grad f,)= = grad f, — (grad f,,N,) Ny, (2.6)

donde N es un campo vectorial normal unitario en U N S. Como consecuencia el campo vectorial
grad f — <grad f,N >N es una extension local de V£, donde N es una extensién local de M.
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2.5
Hessiano

DEFINICION 2.17. Sean S una superficie, p € Sy f € C*(S). Definimos el hessiano de f en p
como la forma bilineal V2£,: T,S x T,,S — R dada por

V2f,(v,w) = (Vy(Vf),W), v,wET,S.

También podemos extender el hessiano de f a campos vectoriales por medio de la funcién
V2f: X(S) x X(S) — C(S) definida por (X,Y) — V2f(X,Y), donde

VEF(Y)(p) = ((Vx(VF) T ).

que escribimos de forma compacta como V2f(X,Y) = (Vx(Vf),Y).

Si recordamos que la derivada covariante VyY de Y € X(S) respecto a v € T,,S puede escribirse
como VyY = (VxY),, donde X € X(S) es tal que X, = v (ver ecuacion (2.3)), entonces para
v,we T,SyX,Y € X(S) tales que X, = v y Y, =W, tenemos

V2£y(v,w) = (Vy(V1), %) = { (Vx(V))) . ¥y ) = VEF(X,Y)(p).

Asi como ocurrié con V£, podemos expresar V2 f en términos del hessiano en R de una
extension local f. Para esto vale la pena recordar el operador hessiano en R3:si f: U C R = R
es una funcion suave, la matriz hessiana de F en p € R3 es

0%f % f 9% f
@(p) axza_y (p) axza_z (p)
P P) P)
Hz(p) = ayzgﬂ () a—f(l’) T‘{Z(p)
2’ f *f 9*F
Jz0x (p) Fay(l?) y(ﬁ)

Entonces el hessiano de f en p es la forma bilineal hess f},: R3? x R? — R definida por
hess f,(v,w) = vHz(p) w".

la cual puede escribirse de manera analoga a la Definicién 2.17 usando el producto punto (,) y la
derivada covariante D de R como sigue:

hess f,,(v,w) = (Dy(grad f),w).

También podemos usar campos vectoriales para escribir hess f = (Dx (grad F),Y) = X H 7Y
Habiendo dado el contexto necesario, lo siguiente es expresar V2 f en términos de hess f. Sean

X,Y € X(S) y X,Y extensiones locales de X,Y, y sea N un campo vectorial normal unitario local

en S y N una extensién local de N. Usando que grad f — < grad f,N >N es una extension local de
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V£, se sigue de (2.4) que

ProPOSICION 2.18. Sean S una superficie y f € C*(S). Entonces el hessiano de f satisface las
siguientes propiedades para cualesquiera X,Y,Z € X(S):

(a) V2 f(X+Y,2) =V*f(X,Z)+V*f(Y,Z).
(b) V2f(gX,Y)=gV2f(X,Y), donde g € C*(S).
(c) V2f(X,Y) = V2f(Y,X).

Demostracion. Los incisos (a) y (b) se deducen facilmente de la linealidad de la derivada co-
variante (respecto al primer argumento), del gradiente de f y de la métrica (,). Para demos-
trar (c), observemos primero que el hessiano de una extensién f es simétrica, es decir, que
hess f(X,Y) = hess f(¥,X) para cualesquiera campos vectoriales X, ¥ en R, lo cual es conse-
cuencia de la igualdad de las derivadas parciales mixtas. Dicho esto, sabemos de (2.7) que

V2f(X,Y) = hess f(X,¥)+ (grad f,N) (AX,Y),
y como (AX,Y) = (X,AY), se sigue que
V2f(X,Y) = hess f(7,X) + (grad f,N) (X, AY) = V2 f(¥,X).

O

EsemPLO 2.19. Consideremos la funcién f(p) = 3 ||p— g|* del Ejemplo 1.8. Notemos que la
funcién f: R? — R dada por f(p) =1 ||p— gl es una extensién de f. Ademas
grad fp = p—q,
hess f, (v, W) = (v,w), v,wcR>.
Por lo tanto, usando (2.6) y (2.7) concluimos que
Vip=p—a—{P—a.Np)Np,
V2 £ (v, W) = (v,W) + {p—c,N,) (Ap(V),W), v, wE T,S.

EjempLO 2.20. Consideremos la funcién h(p) = (p — ¢,n) del Ejemplo 1.9. Entonces la funcién
h: R3 — R dada por h(p) = (p — g,n) es una extensién de 4. Notemos que grad, = m, por lo
que Vh, =n— (n,N,)N,. Ademés, como hess /,(v,w) = 0, tenemos que

V2hy,(v,w) = (gradhy,Np) (Ap(v),w) = (n,N,) (A, (v),W).
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2.6
Divergencia y laplaciano

Las formulas de Minkowski son dos férmulas integrales clasicas para superficies compactas
que se obtienen como una aplicacién del famoso Teorema de la divergencia, de ahf la importancia
de los conceptos que definimos a continuacién.

DEFINICION 2.21. Sean S una superficie, p € S y X € X(S). Definimos la divergencia de X en
p por divX(p) = tr(VX,), donde VX,: T,S — T},S es la transformacion lineal definida por
VX,(v) =V, X.

Observe que la Proposicién 2.6 garantiza la linealidad de VX, : T),S — T,S. Ademés, la funcién
VX que asocia a cada p € S el endomorfismo VX,,: T,S — T}, es un campo tensorial en S.

Notemos que la funcién asociada divX : S — R dada por p — divX(p) es suave. Ademas, si
{e1,e2} es una base ortonormal de 7},S, obtenemos que

diVX(p) = <VXp(e1),e1> + <VXP(62),62> = <(Ve1X)p,e1> + <(Ve2X)p,e2> .

Ahora podemos definir el laplaciano de una funcién suave.

DEFINICION 2.22. Sean S una superficie, p € S'y f € C*(S). Definimos el laplaciano de f en p
como Af(p) =div(Vf)(p).

Naturalmente tenemos la funcién suave inducida Af = div(Vf): S — R, la cual esté relacio-
nada con el hessiano V2 f por medio de la férmula

Af = <Vel (Vf)7e1> + <Ve2 (Vf)7e2> = (sz) (elvel) + (sz) (62,62), (28)

donde {e;,e;} es un marco ortonormal en S. Tenemos otra férmula ttil sobre el laplaciano de f.

ProposICION 2.23. Sean S una superficiey f,g € C*(S). Entonces
div(gVf) = (Vg,Vf) +gAf.

Finalmente enunciamos el Teorema de la divergencia, que sera crucial para la prueba de las
formulas de Minkowski.

TeoRrEMA 2.24. Sea S una superficie compacta y orientable. Si X € X(S), entonces

/diVX(p) dp=0,
s

donde dp denota el elemento de drea de S. En particular

/Af(p)dp:O para cada f € C7(S).
s
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Capitulo 3

Formulas de Minkowski

El objetivo final de estas notas son un par de férmulas integrales demostradas por H. Minkowski
en [8] en 1903. Las versiones que presentamos aqui son ecuaciones integrales sobre una superficie
S orientable y compacta (sin frontera) que involucran la curvatura de Gauss y la curvatura media
de S. A continuacion presentamos una demostracién elemental y detallada de las formulas basada
tnicamente en la teorfa desarrollada en los capitulos anteriores.

3.1
Enunciados y pruebas

Cabe recordar que cuando consideramos cualquier campo vectorial X, estamos usando la
notacién simplificada X (p) = X,,.

Teorema 3.1 (Férmulas de Minkowski). Sea S una superficie compacta y orientada respecto a
N: S — R3. Para cada q € R? fijo, tenemos

/S(1+H(p) <p—q,Np>)dp:O, (3.1)

/S(H (p)+K(p){p—q,Np))dp =0, (3.2)
donde H es la curvatura media y K es la curvatura de Gauss de S.

Prueba de (3.1). Consideremos la funcién f(p) = 3 |p— gl|* del Ejemplo 1.8. Dado un vector
unitario v € 7,,S, tenemos que

szp(V,V) =1+ <AP(V)7V> <p - qup> =1 +K(p,V) <p_Q7Np> .
Sea {e, e, } la base ortonormal de 7},S compuesta por los vectores propios de A ,. Como K (p, €;) =

27
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Ki(p), se sigue de (2.8) que

Af(p) = V2fy(e1,e1) + V2 fy(er,e0)
=1+x1(p){p—a.Np)+ 1+ 12(p) (p—q,N,)
=2+ (k1(p) + %2(p)) (P — 4, Np)

5 (1+ Kl(p);’KZ(p) <p—q,Np>) .

Como H(p) = M’ la conclusién se sigue al integrar sobre S y aplicar el Teorema de la
divergencia. O

En lo que sigue atin consideramos la funcién f(p) = % |p—c||* del Ejemplo 1.8.

Prueba de (3.2). Consideremos la funcién g: S — R dada por g(p) = (p — c¢,N,). Sabemos que
dgp(v) = %g(a(t))‘tzo, donde o satisface o/(0) = p y @’(0) = v. Entonces

& 8(20)) = 0 (0(0),Nag) = (00) Vo) + (1(0) — Ny (001
de ahi que

dgp(¥) = (VM) + (p—c.dNy () = — (p— e A, (V).
Por otro lado, del Ejemplo 2.19 tenemos que
p—c=Vfp+ <p—c,Np>Np
que al sustituirlo en la ecuacién anterior nos lleva a que
dgp(v) == (VIpAp(V)) = (—Ap(VSp).V) = Vep=—4Ap(Vfp),
que puede escribirse como Vg = —A(V f). De esto podemos concluir que
VIA(VF) = V(A(V£) — A(Vx (V) = —Vx (Vg) —A(Vx(V)),

implicando Vx(Vg) = —V3A(Vf) —A(VxVf). Ademas, por la Proposicién 2.10, sabemos que
VXA(Vf) = Vg ,A(X), de ahf que

Vx(Vg) = ~Vi,A(X) ~A(Vx(VS)).

Por lo tanto, si consideramos p € S y v € T,,S, obtenemos
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Ademas, del Ejemplo 2.19 concluimos que

V20 (v,Ap(V) = (V,Ap(¥)) + (Ap(v),A,()) g(p) = K(p,¥) + || A, ()| * ¢(p)

que al sustituirlo en la ecuacién anterior nos lleva a que
* 2
V28,(v,¥) = = ((Vi4),(v),v) = K(p,¥) — [ 4,(¥)|8(p)
En particular
* 2
Vigp(eie) = — <(VVfA)P(ei)7ei> —Ki(p) —[|Ap(e)]|"g(p)
y sumando sobre i = 1,2 obtenemos la siguiente expresion de Ag(p):

Ag(p) :Vzgp(e17e1> +V2gl’(e27e2>
=—((Vypa)p(er).er) - <<VVfA>p<ez> >

—xk1(p) — k2(p) — (x1(p)* + %2(p)*) 8(p
=— tr((V*va)p) Kl + Kz (4 Kl - Kz —2K Kz) g(p)

=—tr((VyA)p) —2H(p ).

Por otro lado, sabemos que
(Vi A)p) = (V1 V(rA)y) = (V£p,29 (55%2) ) =2(V,, VH,)
implicando que

Ag(p) = —2[(Vf,,VH,)+H(p)+ (2H(p)*—K(p)) g(p)] -

Ademas, de la Proposicion 2.23 tenemos que
div(HV f)(p) = (VH,,V fy)+H(p)Af(p),

pero en la prueba de la ecuacién (3.1) también mostramos que

Af(p) =2(1+H(p)(p—c,Np)) =2(1+H(p)g(p)),

ast que al combinar las ecuaciones obtenemos

(VH,,V fp) =div(HVf)(p) —2H(p)(1+H(p)g(p)).

Por lo tanto, la ecuacién (3.3) puede escribirse como

Ag(p) = —2[(Vf,,VH,)+H(p)+ (2H(p)* —K(p)) 8(p)]

29

(33)

= =2 [div(HV f)(p) —2H(p)(1+H(p)g(p)) + H(p) + (2H(p)* — K(p)) &(p)]

= —2[div(HVf)(p) —H(p) —K(p)g(p)].

que al integrarse sobre S y aplicarle el Teorema de la divergencia nos lleva a la ecuacién (3.2).

O
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