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Introduccién

La teorfa de cédigos, tanto clasica como cuantica, busca garantizar la integridad de la informacién
frente a errores que puedan surgir durante su transmisién, almacenamiento o procesamiento. En su
forma clésica, se aplica en areas como telecomunicaciones, almacenamiento digital y criptografia,
permitiendo detectar y corregir errores causados por ruido o dafos fisicos. En los dltimos anos, la
teorfa cudntica ha cobrado relevancia debido a su aplicacién en la computacién y comunicacién
cuantica, donde los sistemas son especialmente sensibles al ruido y la decoherencia. Estos avances
son fundamentales para el desarrollo de tecnologias emergentes, como la computacién cudntica,
que promete revolucionar multiples dreas de la ciencia y la tecnologfa.

El objetivo de estas notas es proporcionar una introduccién clara y accesible a estos campos
interrelacionados, enfocandose en la conexion entre las herramientas matematicas y los principios
fisicos subyacentes. Estas notas no pretenden sustituir ningtn libro de texto, sino ofrecer un
panorama que sirva de base para aquellos que deseen adentrarse en la teorfa de cédigos, con énfasis
en los aspectos conceptuales esenciales.

En el primer capitulo, se presenta la teoria de cédigos clésicos. Se abordan cédigos de bloque,
cédigos lineales y herramientas fundamentales como la cota de Singleton y el enumerador de pesos.
Ademas, se exploran cédigos polinomiales relevantes, como los de Reed-Solomon y Reed-Muller,
que tienen aplicaciones significativas en la informatica y la criptografia.

El segundo capitulo ofrece una introduccién al andlisis funcional en espacios finito-dimensionales,
estableciendo los cimientos necesarios para entender los cédigos cuénticos. En este contexto, se
presentan los espacios de Banach y Hilbert, los operadores lineales y su teorfa espectral, también
se introduce la notacién bra-ket de Dirac, ampliamente utilizada en fisica cudntica. En la tltima
seccién se presenta una introduccion a operadores normales, autoadjuntos, unitarios y operadores
positivos.

Finalmente, en el tercer capitulo se centra en los cddigos cudnticos correctores de errores.
Se revisan los conceptos fundamentales de estados cuanticos, canales cuanticos y qubits, y se
describe la teorfa general de cédigos cudnticos correctores de errores, inclugendo el teorema de
Knill-Laflamme. Ademas, se introduce la representacion de errores mediante las matrices Pauli
como una base adecuada para su descripcion.

Estas notas estdn disefladas como complemento al taller titulado Del cero al quantum: un viaje
por el mundo de los cddigos que se ofrecerd en el 7° Coloquio del Departamento de Matematicas
de la UAM-I. Este taller esta dirigido a estudiantes avanzados de licenciatura o del primer ano de
posgrado en matematica y areas afines con intereses en dlgebra y andlisis.

Jorge Ricardo Bolafios Servin; Yuriko Pitones Amaro; Josué Ivan Rios Cangas
jrbs@xanum.uam.mx; ypitones@xanum.uam.mx; jottsmok@xanum.uam.mx
Departamento de Matematicas, UAM-Iztapalapa
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Capitulo 1

Codigos clasicos

Este capitulo presenta una introduccion de los Cédigos Clésicos, el objetivo es proporcionar al
lector los conceptos fundamentales y ejemplos ilustrativos de cédigos lineales correctores de errores
definidos sobre campos finitos. El contenido presentado se basa en las referencias [3,5, 13].

Usualmente cuando hablamos de c6digos (clésicos) suponemos que un emisor quiere transmitir
un mensaje m a algin receptor a través de un canal. Un canal es un medio fisico en el que el
mensaje esta siendo transmitido y que, debido a las interacciones con el mismo canal, puede ser
alterado y convertirse en un mensaje m’. Mateméticamente lo representamos como una variable
aleatoria W sobre el espacio de mensajes que podemos enviar. Con simbolos lo podemos representar
de la siguiente forma:

w /
m-—m.

Sin embargo, a menos de que W (m’ | m) = 1, no existe forma de saber si el mensaje m’ es el
resultado de la interaccion del canal con m o con cualquier otro mensaje. La teorfa de cédigos se
refiere al diseno de algoritmos (C, D), llamados codificacién y decodificacion, de tal modo que, en
lugar de transmitir 72, enviamos w = C(m). Tras recibir el mensaje w’, nos gustaria que m’ = D(w')
sea tal que m = m’ o al menos podamos garantizar que este es el caso con alta probabilidad de
suceder.

C w ; D /
m-—w-—Ww —nm.

Uno de los problemas de la teorfa de c6digos es garantizar que Pr(m = m’) = 1 — €, donde €
representa el error en la transmision. En general existen dos perspectivas de como abordar este
problema:

= La perspectiva de Shannon. Esta perspectiva se centra en la cantidad méxima de informa-
cién que puede transmitirse a través de un canal de comunicacion con errores, de manera
confiable. Shannon defini6 el concepto de capacidad del canal y demostré que, mediante el
uso de c6digos adecuados, es posible transmitir informacién cerca de esta capacidad con
una probabilidad de error arbitrariamente pequena. El enfoque es probabilistico: se analiza
el comportamiento promedio de los cédigos y los errores, en lugar de construir codigos
especificos. No se preocupa tanto por como disenar cédigos concretos, sino por establecer
los limites tedricos de lo que es posible en la transmisién de datos.

Se consideran las propiedades probabilisticas de W, por lo que muchas veces asumimos
algtn tipo de distribucién sobre W, y la usamos para disefiar de forma adecuada C y D. El
principal objetivo es que para cualquier m, se tenga que Pr(m = D(m')) =1 —¢.
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= La perspectiva de Hamming. Esta perspectiva se enfoca en cémo disenar cédigos especificos
que permitan detectar J corregir errores en la transmisién de informacion. El objetivo
principal es garantizar que, incluso si se alteran ciertos bits durante la transmision, sea posible
recuperar el mensaje original. Se introducen conceptos como la distancia de Hamming, que
mide el nimero de posiciones en las que dos cadenas de bits difieren, lo cual es crucial para
determinar la capacidad de correccién de un codigo. Este enfoque es constructivo: se disefia
y analiza la estructura matematica de cédigos concretos.

En particular se asume que no tenemos ninguna informacién sobre W. En este caso, también
asumimos que el canal es un adversario que corrompe el mensaje arbitrariamente y que
tiene una capacidad limitada para alterarlo; esto lo entenderemos habitualmente como que
el adversario transforma el mensaje m no en cualquier otro mensaje, sino en subconjuntos
especificos, determinados por cémo midamos esta capacidad del adversario. En este caso,
nos gustarfa que D(m’) = m sin posibilidad de errores.

Estas perspectivas no son excluyentes en la préctica: muchas veces, usamos multiples algoritmos
de codificacién y decodificacion durante un proceso de transmisién y en estos multiples algoritmos,
a veces asumimos una u otra perspectiva en el camino.

En estas notas, nos enfocaremos en la perspectiva de Hamming para cédigos de bloque.

1.1
Cédigos de bloque

Sea A un conjunto finito que llamaremos alfabeto. Supondremos que nuestro canal toma
simbolos en A y los transforma en otros simbolos de A, es decir, el proceso de transmitir mensajes
se da sobre el mismo alfabeto.

W:.:A—A.

Los mensajes con los que representaremos nuestra informacion pertenecen a AX, para alguna k.

DerFNicioN 1.1. Un cédigo de bloque C es un subconjunto de A" de cardinalidad |A[¥, y una
funcién de codificacién es una funcién C : A¥ — C. Sea D C A”". Una funcién de decodificacién
sobre D es una funcién D : D — A

Decimos que la decodificacién es exitosa si en el proceso
C w
meA* =5 w=C(m)eC = weD,

tenemos que D(w') = m.
Siguiendo este enfoque, nos interesa disenar cédigos C de tal modo que exista una funcion
D : D — AX, con D lo més grande posible, tal que la decodificacién sea exitosa.

EjempLo 1.2. (Mal ejemplo) Supongamos A = {0, 1} y k = 1. Sea C = {00000, 10000}. En este
caso podemos mostrar que no existe (C, D) de tal modo que podamos decodificar exitosamente
w’ = 10000, a menos que W no induzca errores.
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EsempLo 1.3. (Un mejor ejemplo). Sea A = {0, 1}, k =1y C = {000, 111}. En este caso podemos
encontrar una funcién codificadora y una decodificadora tal que, para m € A, si m’ € A3 difiere en
a lo més un simbolo de C(m), entonces tenemos que la decodificacion es exitosa.

Cada uso del canal tiene la posibilidad de alterar un simbolo a la vez. Entonces el efecto del
canal sobre el mensaje transmitido lo podemos medir usando la distancia de Hamming.

DEFINICION 1.4. Sean u = (uy,...,uy),v=(vi,...,v,) € A". La distancia de Hamming entre u y
v es el nimero de posiciones en las que difieren:

dy(u,v) = [{i € [n] : u; # vi}.

El peso (de Hamming) de un vector w € A" es el nimero de entradas no nulas en w, denotado
como wt(w). Asi, wt(w) =d(w,0), y d(x,y) = wt(x—y).

La distancia de Hamming es, de hecho, una métrica sobre A”. Utilizaremos constantemente
este hecho, en particular la desigualdad del triangulo.

Cuando asumimos que W es un modelo de adversario, asumimos una capacidad limitada del
adversario midiéndola como el maximo nimero de entradas que puede alterar por cada n usos.
Esto motiva la siguiente definicion.

DEFINICION 1.5. Un canal W : A — A tiene capacidad 7 respecto a 7 si al enviar cualquier elemento
m € A", obtenemos m’ € A" tal que dy(m,m’) <t.

Tipicamente asumimos que ¢ /n < 1 y que los errores pueden aparecer arbitrariamente. Asumir
cualquier otra cosa nos posicionaria en la perspectiva de Shannon, y algunas de las técnicas que
aqui describiremos serfan insuficientes.

Entonces, si nuestro canal tiene capacidad # respecto a n, nuestro objetivo serd disenar codigos
que se puedan corregir frente a la presencia de z-errores, es decir, existe un algoritmo de decodifi-
cacién tal que siw € C, y € A" y dy(w,y) < t, entonces se puede decodificar y eficientemente.

DEFINICION 1.6. Sea C C A”. Definimos la distancia minima de C, denotada por d(C), como el
minimo de las distancias de Hamming entre dos elementos distintos de C:

d(C) = min{dy (u,v) : u,v € C,u # v}.

Un algoritmo simple de decodificacion es una funcién D : A" — C tal que:

D(y) € argmind(y,c) = {c € C:d(y,v) 2 d(y,c)}.

DEFINICION 1.7. Decimos que e € A" de peso ¢ es corregible si para todo v € C,

|largmind(v+e,c)| = 1.
ceC
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Decimos que e € A" de peso ¢ es un error detectable si para toda v € C,

vt+ed¢C.

Si recibimos y € A" y asumimos que proviene de una transmision de v € C, eso es equivalente
a decir que y = v+ e para algtin e € A", donde wt(e) es el nimero de errores que sucedieron
en la transmision. Que e sea corregible significa que, al recibir y, basta con elegir la palabra mas
cercana a y en C, y esa sera la palabra v original. Detectable significa que, aun si no podemos
corregir, al menos podemos saber que y es una palabra que no esta en el cédigo y, por lo tanto, no
pudo haber sido la palabra original.

Con la definicion de distancia minima, analicemos con detalle el ejemplo 1.2.

EsempLo 1.8. La distancia de Hamming entre las palabras del cédigo C es:
d(C) = dg (00000, 10000) = 1.

Esto significa que las palabras cddigo estan separadas por una sola posicion. Por lo tanto, un tnico
error puede transformar una palabra del codigo en otra palabra del cédigo.
Supongamos los siguientes escenarios:

= Si transmitimos 00000 y ocurre un error en la primera posicion, el receptor recibe:

w' = 10000.

= Si transmitimos 10000 y no hay errores, el receptor también recibe:

w' = 10000.

Esto crea una ambigiiedad: la palabra recibida w' = 10000 puede corresponder tanto a 00000 con
un error como a 10000 sin errores.

Para decodificar correctamente, necesitamos que cada palabra recibida se asocie de manera
inequivoca con una palabra en C. Sin embargo, en este caso:

= w' = 10000 esté a distancia 1 de 00000 (cuando se transmite con un error).
= w' = 10000 también es una palabra valida del c6digo.

Por lo tanto, la decodificaciéon de w’ = 10000 no es posible sin ambigiiedad.
Si asumimos que no hay errores en el canal, entonces:

w = 10000 = decodificado como 10000.

Sin embargo, si el canal introduce errores, w' = 10000 no puede decodificarse inequivocamente
porque podria haber resultado de la transformacion de 00000.

En conclusién, no es posible construir un par (C,D) que permita decodificar w' = 10000 de
manera inequivoca si el canal introduce errores. Esto se debe a que la distancia minima del c6digo
C es d(C) =1, lo que no permite distinguir entre una palabra c6digo recibida correctamente y
una palabra transformada por un error.

Para que se pueda garantizar una decodificacion confiable, el cddigo debe tener una distancia
minima d(C) > 3, lo que permitiria detectar y corregir al menos un error.



1.1. CODIGOS DE BLOQUE 5

EsempLo 1.9. Sea C = {000000,111000,000111,111111}. La distancia minima d(C) se calcula
como la menor distancia de Hamming entre dos palabras distintas de C. Comparando todas las
parejas:

dy(000000,111000) = 3, dy(000000,000111) =3, dy(000000,111111) =6,

dy(111000,000111) =6, dy(111000,111111) =3, dy(000111,111111) =3.

La menor de estas distancias es:
d(C) =3.

Por lo tanto, la distancia minima del cédigo es d(C) = 3.

» ;Cudl es el maximo ntmero de errores s tal que siempre se puede saber cuando hubo hasta
s errores? Un c6digo puede detectar hasta s errores si s < d(C). Dado que d(C) = 3:

s=d(C)—1=3-1=2.
Por lo tanto, el c6digo puede detectar hasta s = 2 errores de manera confiable.

» ;Cudl es el maximo nimero de errores que C puede corregir? Un cédigo puede corregir
hasta t errores, donde:
. {d (C)—1

2

P

Por lo tanto, el codigo puede corregir hasta t = 1 error.

Sustitugendo d(C) = 3:

= Si recibimos la palabra (110011) y sabemos que el canal tiene capacidad 3, jcudl es la
palabra que originalmente enviamos? Recibimos w' = 110011, y el canal tiene capacidad
para introducir hasta 3 errores. Calculamos la distancia de Hamming entre w’ y cada palabra
en C:
dr(110011,000000) =4, dy(110011,111000) = 3,

dy(110011,000111) =3, dy(110011,111111) =2.

La distancia minima es 2, y la palabra mas cercana es 111111. Por lo tanto, asumimos que
la palabra originalmente enviada fue:

111111}

ProposiciOnN 1.10. Sea C un cédigo de distancia minima d. Pruebe que C puede detectar hasta
d — 1 errores y corregir hasta | (d — 1) /2| errores.

Demostracion. Seav € C yseay € A" tal que y = v+ e para algin e con wt(e) <d—1.Sie
no fuera detectable, entonces y € C y, por lo tanto, d(C) < d(y,v) = d — 1, contradiciendo la
definicién de distancia minima.
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Si wt(e) < (d—1)/2yw € argmin.ecd(y,c), entonces
d(w,y) < wi(e) < (d—1)/2
y por lo tanto
d(w,y) <d(w,y)+d(y,v) < (d—1)/24+(d—1)/2=d —1.
Como w,v € C yd(C) =d, entonces w = v, y por lo tanto |argmin.ccd(y,c)| = 1. O

La cantidad d — 1 se denomina la capacidad de deteccion del cédigo, ytc = |(d —1)/2] se
denomina la capacidad de correccion del codigo. El proceso de decodificar eligiendo la palabra
mas cercana en el cdigo a la palabra recibida se denomina decodificacion del vecino mads proximo.
La existencia de este decodificador esta garantizada siempre por una bisqueda exhaustiva; sin
embargo, la complejidad de este proceso es elevada. En la siguiente seccion, exploraremos c6digos
con cierta estructura algebraica que permiten reducir el costo de almacenamiento, la complejidad
de codificacién y de decodificacion.

Ejercicios de la seccién

P.1.1.1 Demuestra que todo cédigo que corrige ¢ errores también detecta ¢ errores, pero no
necesariamente al revés.

P.1.1.2 Demuestra que para cualquier entero n, no existe un cédigo con longitud de bloque n que
pueda manejar un numero arbitrario de errores.

p.1.1.3 Prueba que la distancia de Hamming es una métrica.

P.1.1.4 Sea C un cédigo con distancia d para d par. Entonces, argumenta que C puede corregir
hasta d/2 — 1 errores, pero no puede corregir d/2 errores. Usando esto u otro método,
argumenta que si un coédigo C corrige ¢ errores, entonces tiene una distancia de 2¢ + 1 o
2t +2.

1.2

Cédigos lineales

A partir de ahora, supondremos que A = I, es un campo finito de g elementos.

DerFiNiciON 1.11. Un cédigo lineal sobre F,; es un subespacio vectorial de Fy. Los pardmetros
basicos de un c6digo son: su longitud (n), dimensién (denotada k usualmente) y la distancia minima
(d). Un cédigo con estos parametros se denomina un [n,k, d|,4-cédigo.

ProPoOSICION 1.12. La distancia minima de C corresponde con el peso minimo de sus palabras
no cero.

Podemos representar a un cddigo a través de una base y escribirla como una matriz de rango
completo.



1.2. CODIGOS LINEALES 7

DEFINICION 1.13. Sea C un [n, k,d],-cédigo. Una matriz G € F’q‘X”, cuyos renglones forman una
base de C, es llamada una matriz generadora de C. Si G se puede escribir como una matriz de la
forma [I; |A], donde I es una identidad de tamario k, se dice que G esté en forma sistematica o
estandar.

DEFINICION 1.14. Dos cédigos C y D son equivalentes si existe una permutacion de las coordenadas
o tal que

C= {(Vc(l)a e ,vc(n)) ve D},
o equivalentemente, si existe una matriz de permutacién P tal que

C=DP={vP:veD}.

Una matriz monomial es una matriz invertible con renglones de peso 1. Dos cddigos son isométricos
si y solo si existe una matriz monomial M tal que C = DM.

ProposICION 1.15. Siempre existe una permutacion P tal que CP tiene una matriz generadora
en forma sistemdtica.

Demostracion. Sea G una matriz generadora de C en forma escalonada reducida y considere los
indices iy,. .., i € [n] de las columnas de G tales que e; = G;;, donde G; es la i-ésima columna
de G ye; es el j-ésimo elemento de la base canénica. Sea P una matriz cuadrada de tamario n tal
que Pj=1sii=ijparal <i<k

Entonces para 1 <i <k,

n
(GP)ij =Y. GiPyj = Gij.
h=1

Es decir, la i-ésima columna de GP es la ij-ésima columna de G, y por lo tanto las primeras
k-columnas de GP forman una matriz identidad. O

Determinar la presencia de errores en la transmisién es el primer paso tras la transmisién. La
linealidad del cédigo permite realizar este proceso de manera eficiente y sencilla.

DEFINICION 1.16. Sea C un cédigo con matriz generadora G. Definimos el dual de C como
Ct =ker(G).

Una matriz generadora de C* se denomina una matriz de chequeo de paridad de C.

ProposICION 1.17. i
ct={ve Fg:{(v,c)= Zvici =0,VceC},
i=1

dim(Ct) = n—dim(C).

ProPOSICION 1.18. Sea H una matriz de chequeo de paridad de C. Entonces v € C si y solo si

Hv' =0.
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El dual de un cédigo contiene informacion relevante del cédigo. Muchas de las propiedades
de C se pueden leer directamente sobre C, y en general, podemos estudiar la teorfa de cédigos
desde el punto de vista del dual. Muchas veces, los codigos se definen desde la comprension del
dual en lugar de una descripcion directa del codigo. En particular, la distancia minima se puede
describir desde el dual.

PropPOSICION 1.19. Sea C un codigo de longitud n y H una matriz de chequeo de paridad.
Si I C [n], denotamos por Hj la submatriz de H formada por las columnas indexadas por I.
Entonces:

d(C) — 1 = max{r : VI C [n], |I| = 1, det(H}) # 0}.

Demostracion. Sea d = d(C). Sea I C [n] un conjunto de cardinalidad ¢, y sea A = {H; : i € I}
el conjunto de columnas de H indexadas por /. Si A es linealmente dependiente, entonces existen
coeficientes no todos cero v; € Fy, i € I, tales que

ZV,‘H,‘ =0.

iel

Definamos al vector w € Fg tal que w; = v; sii € I yw; =0 en otro caso. Entonces, Hw' =0,
y como H es una matriz de chequeo de paridad, w € C. Luego, w = 0, lo cual contradice la
linealidad de H. Asi, d <. Por lo tanto, todo conjunto linealmente dependiente de columnas de H
tiene cardinalidad al menos d, y todo conjunto de columnas de tamano < d — 1 es linealmente
independiente.

Para terminar, basta observar que hay al menos un conjunto linealmente dependiente de tamano
d.Seaw € C tal que wt(w) =d, ysea I = {i € [n] : w; # 0}. Dado que

HWT = ZW,'H,' = 0,
icl
entonces {H; : i € I} es linealmente dependiente. O

Podemos acelerar el proceso de decodificacion por vecino més cercano utilizando la decodifi-
cacion por sindrome.

DEFINICION 1.20. Sea v € Fy, y sea H la matriz de chequeo de paridad de un cédigo C de longitud
n. El sindrome de v respecto a H es
syn(v) = Hv'.

Para cualquier s € IE‘Z*", decimos que e € Fy es un lider del coset definido por s si
wt(e) = min{wt(v) : Hv' =s}.

ProposICION 1.21. Sea H una matriz de chequeo de paridad de un [n,k,d],-cédigo C. Sea
s € Fz_k. Si existe e € {v € IFy : Hv' = s} tal que wt(e) < (d —1)/2, entonces e es tinico.

Demostracion. Sean e,e’ € {v € F}: H v =5} de peso minimo. Como He' = He'", entonces
e—¢ € C, y por lo tanto, wt(e —¢’) < wt(e) + wt(e’) < d — 1. Luego, por la definicion de
distancia minima, e — ¢’ = 0, y por lo tanto, e es tnico. O
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ProposICION 1.22. Sea C un cddigo y H una matriz de chequeo de paridad. Pruebe que la
decodificacion por vecino mds cercano y la decodificacion por sindrome, definida abajo, son
equivalentes.

Decodificacion por sindrome: Sea y € Fp.

1. Calcular syn(y).

2. Recuperar el lider e € I}, del coset definido por syn(y).

3. Devolver y+e.

P.1.2.1

Ejercicios de la seccién

Sea G una matriz generadora de un cddigo lineal binario [n,k,d],. Entonces, G tiene al
menos k - d unos en ella.

P.1.2.2 Argumenta que en cualquier c6digo lineal binario, o bien todas las palabras cédigo comienzan

P.1.2.3

P.1.24

P.1.2.5

P.1.2.6

P.1.2.7

P.1.2.8

con un 0, o exactamente la mitad de las palabras cédigo comienzan con un 0.

En este ejercicio, veremos cémo convertir codigos arbitrarios en cédigos con pardmetros
ligeramente diferentes:

a) Demuestra que si existe un cédigo [n,k,d]s, entonces también existe un c6digo
[n—1,k,d — 1]x. Especificamente, muestra cémo convertir un c6digo [n,k,d|s C en
un codigo [n— 1,k,d — 1]5.

b) Para d impar, demuestra que si existe un c6digo (n,k,d ), entonces también existe un
codigo [n+ 1,k,d + 1],. Especificamente, muestra como convertir un cédigo [n, &, d|»
C en un cddigo [n+ 1,k,d + 1],.

Demuestra que el espacio generado por k vectores linealmente independientes sobre IF,
tiene tamano exactamente qk.

Sea G una matriz generadora y H una matriz de control de paridad del mismo cédigo lineal
de dimensién & y longitud de bloque 7. Entonces, G- HT = 0.

Sea C un cédigo lineal [n,k], con una matriz generadora que no contiene columnas de
ceros. Entonces, para cada posicién i € [n] y o € Fy, el nimero de palabras cédigo ¢ € C
tales que ¢; = o es exactamente qk_l.

Sea C un cédigo lineal. Entonces, demuestra que (C+)* = C.

Para cualquier cédigo lineal C, la palabra cédigo 0 esta en ambos C y C. Demuestra que
existe un c6digo lineal C tal que comparte una palabra cédigo no nula con C-+.
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1.3
Cota de Singleton y enumerador de pesos

Nuestro siguiente reto es disenar codigos [n, k, d] tales que:

= 1 sea corto, para reducir el nimero de usos del canal y aumentar la transmisién de informacién
por unidad de tiempo.

= k sea grande, para transmitir la mayor cantidad de informacién por cada n-usos del canal.

= d sea grande, para decodificar la mayor cantidad de errores.

Sin embargo, estos pardmetros no son independientes entre si. En particular, Fy tiene distancia
minima 1, lo que lo hace un cédigo indtil. ;Qué tan bueno podemos hacerlo?

Teorema 1.23. (Cota de Singleton). Sea C un [n,k,d],~cddigo. Entonces:
d—1<n—k.
Demostracion. Si H es una matriz de chequeo de paridad de C, entonces H es de rango n — k,

por lo que el maximo tamafio de un conjunto de columnas linealmente independiente es n — k. Por
la proposicion 1.2, tenemos el resultado. O

CoRrOLARIO 1.24. Si C es un cédigo con distancia minima d y C* tiene distancia minima d*,
entonces:
d+d-<n+2.

Demostracion. Por la cota de Singleton:
d—1<n—k, dt—1<n—(n—k).
Sumando desigualdades, tenemos d + d+—2<n. O

DEFINICION 1.25. Un cédigo [n,k,d], tal que d =n—k+ 1 se llama un cédigo MDS (mazimum
distance separable).

Disefiar c6digos MDS no es sencillo. No conocemos todos los c6digos MDS existentes, ni
podemos garantizar su existencia para cualquier longitud. Sin embargo, son los mejores codigos
que podemos obtener. Sus propiedades estructurales los hacen uno de los objetos mas estudiados
tanto a nivel de ingenierfa como a nivel matematico.

ProposiciON 1.26. Sea C un cédigo MDS de longitud n y dimension k. Para cualquier conjunto
I C [n] de cardinalidad n— k+ 1, existe una palabra v € C tal que v; #0siy solosi i € I.
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Demostracion. Sea H una matriz de chequeo de paridad, y sea I C [n] de cardinalidad n — &k + 1.
Como H es de rango n — k, las columnas indexadas por 7 son linealmente dependientes. Por lo
tanto, existe una combinacién lineal no trivial de ellas, o equivalente, existe un v € ]FZ tal que:

Hv' =0,

y si i ¢ I, entonces v; = 0, por lo que el peso de v es a lo més n —k + 1. Como Hv' =0,veC, Y
como C es MDS; todas las entradas de v indexadas por I son no nulas. O

PRroPOSICION 1.27. Pruebe que los siguientes son equivalentes:
1. C es un [n,k,d]-cédigo MDS.

2. Si H es una matriz de chequeo de paridad de C, entonces cualquier menor de H tiene
rango n — k.

Demostracion. Si C es MDS, entonces d — 1 = n — k. Por la proposicién 1.2, cualquier conjunto
de n — k columnas de H es linealmente independiente. Esto prueba 1 = 2. La implicacion inversa
es un corolario de la proposicién 1.2 y la cota de Singleton. O

El dual de un c6digo MDS también es un cédigo MDS.
PRroPOSICION 1.28. Si C es un [n,k,d]-cédigo MDS, entonces C*+ es MDS,

Demostracion. Sea I C [n] de tamafio k, I = {iy,...,ix}. Existe una palabra v{!) € C cuyas
entradas forman el conjunto I¢ U {i; }; podemos ademas suponer Vi11 = 1. Repetimos este proceso

()
Ih

Luego, la proyeccion de C en las entradas de 1 es igual al espacio IF’;. Esto implica que cualquier
subconjunto de k columnas de una matriz generadora de C es linealmente independiente. Por lo
tanto, usando la proposicién anterior tenemos que C también es MDS. O

para cada 2 < j < k, hasta obtener v(l), ... ,v(k), tal que v;'/ =1 si h = j, y 0 en otro caso.

PRrOPOSICION 1.29. Sea C un cddigo de distancia d y longitud n, y sea d* la distancia de C*.
Entonces d +d* = n+2 si y solo si C es MDS,

Demostracion. Si C es MDS, su dual también lo es, y por lo tanto, si k = dim(C),d =n—k+1
y d*+ =k+1. La suma da la igualdad deseada.
Ahora, sid +d+=n+2 y C no es MDS, entonces d < n — k. Por lo tanto:

d4+d+t=n+2<n—k+d-=k+2<d",

lo cual contradice la cota de Singleton. Por lo tanto, C es MDS. O

EJempLO 1.30. Sea IF's un campo de 5 elementos y sea C el c6digo generado por:

01234
G‘<11111>'
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El codigo C esta compuesto por todas las combinaciones lineales de las filas de G. Para a,b € Fs,
cada palabra cddigo tiene la forma:

c=a-(0 1 23 4+b-(1 1 1 1 1).

Expandiendo:
c=(b a+b 2a+b 3a+b 4a+b).

Dado que dim(C) = 2, el cédigo tiene g* = 52 = 25 palabras distintas.

Distancia minima del cédigo C

La distancia minima d(C) es el peso minimo de las palabras c6digo no triviales. Observamos que
cualquier combinacién no trivial de las filas de G genera palabras con al menos 4 posiciones no
nulas. Por lo tanto:

d(C) = 4.

Ademés, dado que d(C) =n—k+1=5—2+1=4, el cédigo C es un cédigo MDS. Ademas, si
consideramos la matriz

H =

—_ O O
—_ N
—_ W N

1 1
1 4
1 1

Tenemos que:
G-H' =0.

Esto confirma que H es una matriz de chequeo de paridad valida para C y el cédigo C* generado
por H tiene:
dim(C') =n—dim(C) =5-2=3.

La distancia minima de C es:
d(CH) =n—dim(Ct)+1=5-3+1=3.

Por lo tanto, C* también es un codigo MDS.

Nota: Si bien la distancia minima determina el mejor desempeno para una palabra arbitraria
del cédigo, algunas palabras pueden ser detectadas incluso si el error tiene peso que supera la
capacidad de deteccién del cédigo.

Los errores que no pueden ser corregidos coinciden con errores que tienen el mismo sindrome
y, por lo tanto, la diferencia de cualesquiera dos elementos en el coset coincide con un error no
detectable. Asi, si r es una palabra del cddigo, el nimero de errores de peso w que no pueden ser
detectados corresponde tGnicamente con las palabras de peso w del cddigo. Por lo tanto, el nimero
de palabras que no pueden detectarse es:

Ay, ={veC:wt(v) =w}.

Si ademas asumimos que la probabilidad de observar un error en cada uso de la transmision es, en
promedio, p, entonces la probabilidad de que un error de peso w no sea detectado es:

Ayp”(1—=p)"".
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Asf, la probabilidad de que no detectemos un error es:
n
Y Awp"(1=p)" "
w=0

Observe que si 1 <w < d — 1, siempre podemos detectar el error. El peor caso serd cuando el
nimero de errores w induzca el mayor A,,, pues aun si sabemos cudntos errores tenemos, tendremos
|A,»| opciones como posibles errores.

La probabilidad de no detectar un error es un polinomio sobre p. Esto nos conduce a analizar
el enumerador de pesos.

DEFINICION 1.31. Sea C un cédigo de longitud n y para cada w € [n], defina
A, ={veC:wt(v) =w}.

El polinomio enumerador de pesos de C es el polinomio:

n
We(x,y) = ZAix’y"”.
i=0

Calcular el enumerador de pesos es, en general, dificil. Es un invariante del cédigo que revela
mucha de la informacién estructural del c6digo, pero incluso la determinacién de los coeficientes es
complicada. Es importante sefialar que ni siquiera podemos determinar cuéando existe un c6digo con
un enumerador de pesos especifico, y mds atn, no podemos elegir arbitrariamente un polinomio y
aspirar a que corresponda a un cédigo.

Asi, nos gustaria encontrar cédigos para los cuales calcular el enumerador sea sencillo, por
ejemplo, que tenga pocos coeficientes distintos de cero.

Es importante observar que la complejidad de calcular el polinomio enumerador es #P-completo
(tan dificil como calcular todas las coloraciones de una grafica) y para un cédigo arbitrario implica
realizar g€ operaciones.

A fin de reducir la complejidad de estas operaciones, nos gustaria determinar qué c6digos,
relacionados con C, pueden proveer informacién sobre esto. El codigo que mas relacion guarda
con C es su dual, y si k = dimC es muy grande, entonces n — k es pequeno. El reto es, entonces,
averiguar si We y W1 guardan alguna relacion.

Teorema 1.32. (Identidades de McWilliams). Sea C un cédigo de longitud n. Entonces:

1
Wei(x,y) = ﬁWc(y—x,er (g—1)x).

Demostracién. Sea x : F; — C* un cardcter no trivial |. Notemos lo siguiente:

Z 2 T) = IC| siuccCt,
vee 0  en otro caso.

1Sea F,, un campo finito con g = p™ elementos (donde p es un niimero primo y m > 1). Un cardcter no trivial
X :Fy — C* es una funcién que es un homomorfismo multiplicativo y es no trivial.
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Esto significa que el caracter funciona como una funcién caracteristica de C* y, por lo tanto:

Wei(x,y) = \C| Z (Zx uy > (1) yr—wt(u)

uEIF” veC

\qz Y (") | ey

ceC uE]Fg

T

Dado que uv' =Y"" , u;v;, y usando las propiedades del caracter tenemos:

n
x(u H% uiv;) = WCi x,y) c Z Z H%(”ivi)xwt(ui)yl_wt(ui)
i=l la ceC \ uekri=1
Reagrupando,
WcL X y Z H Z MV, w(u )yl_wt(”) .
‘C| ceCi= uel,
Finalmente,
Z x(wi)xwt(u)yl—wt(u) _ y+ (61 )x s? v
ueF, y—x si v; # 0.
Sustituyendo,
WCJ- X y Z y+ n wt(v) (y_x)u)t(v)
|C‘ ceC
y concluye la prueba. .

EyEmMPLO 1.33. En [F2, calcule cuantas palabras de peso 2k hay para cada 0 < k < 2.
Sabemos que si el peso de la palabra v es par, entonces v € (11111)*. El enumerador de pesos
del c6digo generado por (11111) es:

We(x,y) =y +x°.

Por lo tanto, usando McWilliams:

1
We (x,y) = 5 ((y—X)5 + (y+X)5> =y + 10y°x* + Syx*.

Ejercicios de la seccién

P.1.3.1 Sea C el cddigo con matriz de chequeo de paridad:
01 a a
11 1|
donde a € F4 = IF[a] satisface a® +a+ 1 = 0. La capacidad de deteccién de C es 2.

Supongamos que recibimos una palabra con error e = (1110). Pruebe que e puede ser
detectado, pero no corregido.
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P.1.3.2 Demuestre que C es MDS si y solo si cualquier conjunto de k columnas en su matriz
generadora es linealmente independiente.

P.1.3.3 Demuestre que C es MDS si y solo si su cddigo dual es MDS (suponiendo que k < n).

1.4

Cédigos polinomiales

1.4.1

Reed-Solomon

Una de las herramientas mas eficientes para disenar cédigos es a través de los codigos de
evaluacion. Exploraremos la familia de cddigos que quizas son los mas importante de todos: los
c6digos Reed-Solomon.

DEFINICION 1.34. Sean A = {a,...,0,} C Fy, 0 <k <nun entero y R = F,[x] el anillo de
polinomios, y definamos el mapeo evaluacién:

eva i R — FZ) eVA(f) = (f(al)v e ;f(an))
El c6digo Reed-Solomon de grado k, 0 < k < n— 1, sobre A, se define como:
RS(A, k) = €V4 (ng—l ),
donde R<j_; denota el espacio de polinomios de grado a lo mas k — 1.
Al definir cualquier cddigo, nos interesa calcular una matriz generadora, sus pardmetros basicos
y su dual.

Dado que sabemos que R<j_; es generado por los monomios 1,x,... ,x*=1 entonces las
evaluaciones de estos monomios forman una base de RS(A, k). Luego

k—1 k—1 k—1
Mo B, %,
o " o,
G= :
o o ot
1 1 1

es una matriz generadora del cédigo.
ProposiciON 1.35. Cualquier codigo Reed-Solomon es un coédigo MDS.

Demostracién. Sea C = RS(A,k). Sea f € Fy[x]<x_1. Entonces:

wi(ev(f)) = fa e A: f(a) # 0}].
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Esto es equivalente a:
wi(ev(f)) = |A[ - {a e A: f(a) =0}

Dado que deg(f) < k— 1, el ntimero de raices es a lo més k — 1. Luego:
wt(ev(f)) > |A| —k+ 1.

La parte derecha coincide con la cota de Singleton para la distancia minima. Por lo tanto, se tiene
que d(C) = |A| —k+ 1, es decir, C es MDS. O

EJEMPLO 1.36. Sea f € Fs[x] definido por f = x?(x — 1). f tiene dos raices y al evaluar sobre Fs,
tenemos

ev(f) = (f(0)7f(1)vf(2)7f(3)7f(4)> = (0707473v3)
que es de peso 3 =5—2.

ProrosiciON 1.37. El dual de un cédigo RS es un cddigo isométrico a un cédigo RS.

Demostracién. Tome g = []y¢a(x — @). Sabemos que para cualquier s < g —2, Yger, &' =0,
por lo tanto para cualquier monomio x*, s < k,

Y () = Y () () =0,

ocl, oEA

para cualquier s tal que d +s < g. O

Los cddigos Reed-Solomon son muy eficientes, pero estan limitados por el tamafio del campo.
Mas atn, si la conjetura MDS es cierta, el régimen donde un cédigo Reed-Solomon existe, es
también el régimen donde los c6digos MDS no triviales existen.

Una de las formas tradicionales para generar cédigos de mayor longitud y aprovechar las
buenas propiedades de los cédigos Reed-Solomon, es a través de la concatenacion.

Sea Cin C Fy un cédigo de dimension & (llamado c6digo interior) y sea Coyy C IF;Vk un c6digo
de dimensién K (llamado cddigo exterior). Observemos que el alfabeto base del cddigo exterior es
de grado la dimensi6n del codigo interior. Dado que F « es también un espacio vectorial sobre I,
podemos asociar un mapeo lineal inyectivo entre Fqk y Cin, denotémoslo Ejy.

Asi, podemos crear un cédigo C sobre IF, de longitud nN, dimensién kK y distancia minima al
menos d(Cip)d(Coyt) dado por

C={(En(v1),...,En(vy)) :v € Cou}.

Tipicamente, Coy; €s un c6digo MDS y en general un Reed-Solomon. Para aprovechar las ventajas
que tal codigo da, utilizaremos una doble decodificacion usando el siguiente proceso.

Seay e qu la palabra recibida. Para cada 0 <i < N — 1, utilizamos un decodificador de Ci,
para corregir

yi = ()’in+17--~»)’in+n)~

Si la decodificacidn es exitosa, tomamos el resultado de la decodificacién

V' = (Vint1s- -+ Vingn) € Cin,
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de lo contrario marcamos una falla, denotdndola por el simbolo e.

Tomamos z; = Ein(vi) si v existe y si no tomamos z; = e. El vector z vive en ]Fz U{e}. Las
entradas de z que no son e, son valores correctos de una palabra cddigo en Coy. Nuestro objetivo
es entonces averiguar cudles eran los simbolos correctos para las posiciones iguales a e.

En el caso de un cédigo Reed-Solomon, esto es particularmente sencillo.

ProposIcION 1.38. Sea C = RS(A, k) un cddigo Reed-Solomon, con A = {a, ..., 0, } CF,. Sea
f un polinomio de grado a lo mds k— 1y v =eva(f) y sea f' un polinomio de grado a lo
mds n tal que d(v,ev(f’)) <n—k. Sea I ={i € [n] | e; # 0}. Definamos g = [Tgea(x — ) y
¢ =Tlies(x — 04). Entonces

f1(x) - £(x) = q(x)g(x) + f (x)(x)
para algtin g(x).

Demostracion. Tenemos que f/(x)¢(x) es un polinomio tal que f’(a;)¢(a;) = 0 para toda i € I.
Sabemos que f’(0y) = f(0y) para toda i ¢ I y por lo tanto

((x) (' (x) = f(x)

se anula en cualquier & € A. Es decir, x — o divide al polinomio para cualquier o € A y por lo
tanto

g(x)[€(x) (f'(x) = f(x)),
es decir, existe g(x) tal que g(x)g(x) = £(x)(f'(x) — f(x)) y termina la prueba. O

Utilizando la proposicién anterior, podemos terminar de corregir un cédigo concatenado si Coyy
es un Reed-Solomon.

EjempLO 1.39. Sea F7, n =6, x = (1,2,3,4,5,6) y k = 4. La matriz generadora de este c6digo
Reed-Solomon, con respecto a la base canénica de R4, es

—_— N W =
AN =
—_— N N =
AN = QN =

1
2
4
6

P p—

y un ejemplo de codificacion es

34+2x2+x° ~(3,0,2,1)G = (6,5,6,1,3,4).

Ejercicios de la seccién

P.1.4.1.1 Demuestre que el dual C* del cédigo en el ejemplo 1.39 no es Reed-Solomon.
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1.4.2

Reed-Muller y otros cédigos de evaluacion

Los c6digos Reed-Muller son cédigos faciles de decodificar y codificar, cuya longitud puede ser
mucho més grande que el alfabeto base. Sin embargo, su distancia minima puede ser muy baja, asi
no estamos considerando los mejores codigos. Su flexibilidad, los han hecho unos de los codigos
mas importantes.

Trabajaremos sobre un anillo de polinomios de varias variables, R = [F[xy,...,X;,]. Para
propdsitos de estas notas, tomaremos codigos Reed-Muller evaluando sobre todo el espacio, es
decir, escribiremos " = {P;, ..., Py} y utilizaremos el mapeo evaluacién

q Y Y y

evn(f) = (f(P1),....f(By)).

Para u € N{J, escribimos x* = x| - - - xl». Diremos que el grado de x" es la suma de las entradas

de u. El grado de un polinomio f = },enm aux" es el maximo de los grados donde a, # 0.

DerINICION 1.40. El c6digo Reed-Muller de m variables de grado s es el cddigo dado por

RM,(m,s) = evy(R<y).

A diferencia del co6digo Reed-Solomon, la imagen de R<;s no es inyectiva bajo el mapeo
evaluacion. Eso implica que la dimensién no es igual al nimero de monomios de grado < s. Por lo
que primero necesitamos entender quién es el kernel del mapeo evaluacion.

Prorosicion 1.41. El kernel de ev: R — Fg es un ideal denominado el ideal anulador de le,
denotado I,

CoroLArio 1.42. F7 = R/Iy.
Demostracion. Sea f = Y2, fi(x2,- -, %m) (x1 — )" O
PROPOSICION 1.43. I, = (x! —x;: 1 <i<m).

Demostracion. Procederemos por induccion. Para el caso m = 1 es claro. Supongamos que es
cierto para m y tomemos f € Fy[x1,...,Xy41]. Podemos reescribir f como

Fxty e Xmg1) = Zfi(xl,...,xm)x?xinﬂ.
i=1

Con f; = 0 para casi toda i.
Podemos asumir que deg,  f'<g—1, pues

g—1 . ,
f- fonﬂ (ij Xl =X,y mod (x! —xmﬂ)) € lnti.
i=0 J
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Por lo tanto,
q—1 .
f= Zf,-(xl,...,xm)xﬁnH.
i=0

Si fi € I, para cualquiera 0 <i < g — 1, entonces f € I,,41 y la prueba termina. Si existiera
0<i<g—1yP ey tal que f;(P) # 0, entonces f(P,x;+1) es un polinomio distinto de O que,
sin embargo, se anula en todos los puntos de [F Z”’l. Esto implica que su grado es al menos ¢, lo
que es una contradiccion. O

. . . / / 7 .
Para cualquier monomio x* existe x* tal que x* —x* € I, (s6lo hay que hacer las reducciones
en cada variable, identificando x! = x;). Esto implica lo siguiente.

PRrOPOSICION 1.44. Las clases de A= {x" : deg,, < g — 1,1 <i<m} es una base de R/Iy.
DEFINICION 1.45. Decimos que f es reducido si el soporte de f esta contenido en A.

CoroLARIO 1.46. Si f es un polinomio de grado d, entonces existe f’ € Span(A) tal que f — f’
pertenece a I,, donde el grado de f’ es a lo mds d.

ProrosiciON 1.47. El cédigo RM,(m,s) es un cddigo de longitud g™ y dimension

el =Y ("5,

= d—iq

Antes de atacar la distancia minima, intentemos describir el dual de un cédigo Reed-Muller.
Observemos lo siguiente: sea x* un monomio de grado a lo mas m(g — 1) — 1. Notemos que

Lo g fla-fi( £ o).

acky acly i= i=1 \o;€Fy

Como degx" <m(g—1)—1, entonces existe u; < g—2 paraalguna i y por lo tanto Y. 4,cr, o' =0,
por lo tanto, ZaeIFgl o = 0. Esto nos permite garantizar quién es el dual del RM.

PROPOSICION 1.48. Sea C = RM,(m,d). Entonces C+ = RM,(m,m(q—1) —d —1).

Hasta ahora las técnicas que usamos en el caso de una variable se han podido traducir sin
demasiados problemas. Sin embargo, para calcular la distancia minima, el grado ya no es una cota
sobre el nimero de ceros del polinomio.

EJEMPLO 1.49. Sea f =xy y g = x> —x en [F3[x,y]. Los ceros de f son {0,1} x F3 UF; x {0},
es decir, 5. Los ceros de g son {0, 1} x 3, es decir, 6. No existen polinomios de menor grado que
anulen a esos puntos, por lo tanto f y g son minimos en sus respectivos ideales, pero no contienen
el mismo ntmero de ceros.
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Hay, sin embargo, una cota que recupera el detalle central del teorema fundamental del &lgebra:
la cota de footprint. Para derivarla, primero necesitamos establecer un orden en A.

DerINIcION 1.50. El orden lexicografico <j.x sobre A viene dado por las relaciones x* < xV si
u — v tiene la primera entrada distinta de cero positiva.
El término lider de un polinomio f es el monomio més grande bajo el orden lexicografico y se

denota in(f).

Una parte importante para poder generalizar, es entender que la relacion entre conjuntos finitos
de puntos e ideales, es univoca salvo el ideal 7,,,. El siguiente teorema caracteriza esto.

Teorema 1.51. (Hilbert Nullstellensatz para campos finitos). Sea A C Fy'. Supongamos que
existen f1,...,fr € Rtal que A={P €y : fi(P) =0, 1 <i <r}. Entonces

(feR:f<P):OvVP€A): m+(f17---7fr)'

En particular, los ceros de un polinomio f coinciden con los ceros del ideal I,, + (f) y este
tltimo contiene a todos los polinomios que se desvanecen en los ceros de f. Al igual que antes,
esto significa que

dimR/(L, + (f)) = Z(f)] = {P € Fg : f(P) = O}].

Si acotamos la dimensién de R/ (I, + (f)) para cualquier polinomio de grado d, entonces podemos
extender el resultado que conocemos como teorema fundamental del dlgebra. En particular, esta
dimension para el caso de una variable es precisamente dicho teorema. Sin embargo, acotar
esta dimension puede ser complicado, dado que necesitamos conocer un conjunto generador de
(I, + (f)) con propiedades especificas, pues aunque siempre podemos elegir un conjunto generador
monomial en las clases de R/(I,, 4+ (f)), no significa que sean linealmente independientes, a
diferencia de 1,,. Sin embargo, encontrando al menos este conjunto generador monomial, podemos
acotar la dimensién del espacio.
La cota del footprint hace precisamente esto.

Teorema 1.52. (Cota del footprint). Sea f € R reducido. Si evy,(f) es de peso menor a n, entonces

dimR/ (L, + (f)) <dimR/(x1,....xZ,in(f)) < dimR/L,.

Demostracién. Denotemos por A(f) = {x* € A :in(f) Jx*}. Si h € R, sabemos que existe

reducida tal que h—h € I,. Sea iy =Y 0 hux*. hy es divisible por in(f), asf que

YcANsupp
definamos g = m}E_J}) f.

Tenemos entonces que & — g esta soportado sobre A(f) y h—h+g € (I, + (f)), por lo
tanto los elementos de A(f) forman un conjunto generador en R/(I, + (f)). Notemos, por

otro lado, que A(f) es una base de R/(x?,... x},in(f)). La prueba termina al observar que
|A(in(f))| < |A| = dimR/I,. O
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En este momento quizds sea 1til observar que los monomios y sus ideales estdn en relacion con
el espacio Zj'. No es dificil probar que si 7 = (x"1,...,x*) es un ideal monomial, entonces

X" €l < u;<u, paraalguna 1 <i<r.

Esto da intuicion sobre el siguiente hecho.

ProrosiciON 1.53. Sea x* € A un monomio. Entonces

m

A =¢" —T](g—u).

i=1

Demostracién. Sea V(x*) = {x" € A: x*|x"}. Cualquier elemento v € Nfj es tal que u; <v; <
g—1,Vi<m.

Equivalentemente, un v satisfaciendo estas condiciones implica que x” € V(x*). La cantidad
de tales v es

m
H(q—l—ui—i-l).
i=1

Tomando el complemento tenemos la conclusién. O

CoroLAriO 1.54. Para un polinomio f reducido, si x* = in(f) entonces:

wi(f) > ﬁ<q— ).

Demostracion. La cota del footprint dice que
n—wi(f) =dimR/ (L, + (f)) < dimR/(x{,...,x},in(f)) = |A(in(f))],

de donde se tiene el resultado. O

DEFINICION 1.55. f un polinomio reducido con x* = in(f). Denotamos por

Fb(f) =T (a—u).

i=1

Si tomamos el minimo de esos productos para cuando x* es un monomio de grado d, tendremos
una cota para la distancia minima del c6digo Reed-Muller. Necesitaremos los siguientes lemas.

LEMA 1.56. Sean x" y x* dos monomios en A. Si x"|x", entonces

Fb(x") > Fb(x").
Lema 1.57. Six* € Aes tal que 1 <uj; < g— 1, entonces

Fb(x") > Fb (ﬁx“) .

Xj
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Demostracion. Observemos que

Fpeyd=tizta-uitlp, (ﬁxu).
q—uj q—Uuj Xj

Ademas

(g—wi)(qg—uj) = (q—ui)(g—uj) +uj—uj—1=(g—ui—1)(qg—u;+1),

de donde se sigue el resultado. O

TeorREMA 1.58. Sea C = RM,(m,s) un cédigo Reed-Muller. Escribamos s = h(q— 1) +1, con
0<h<my0<I<g—2 Entonces

d(C) = (g—1)g" " .

Demostracion. Sabemos que si f es un polinomio de grado s entonces in(f) es un monomio de
grado a lo més s. Sea x* un monomio de grado s tal que x* € AN (in(f)). Por el lema 1.56

Fb(f) > Fb(x").

Dado que Fb(x"*) es simétrico respecto a cualquier permutacién de las entradas de u, podemos
asumir que uy > upy > --- > u,,. Aplicando varias veces el lema 1.57, sabemos que

Fb(x) > Fb(xd™ x4 ) = (g=D)g" "

Por lo tanto,
we(evm(f)) = (g—1)g" """,
Recorriendo sobre todos los polinomios reducidos de grado a lo mas s, tenemos que
d(C) = (g—1)g" """
Finalmente, sea Fy = {0,..., 0y }. El polinomio F = Hi-:l(xhﬂ —aj) H;":hH(x?*l —1)esde
grado s y los tinicos puntos donde no se anula son {0} x {oj : 1+ 1< j < g} x ]F;”ih*l, por lo
que evy (F) tiene el minimo peso posible y se tiene la igualdad. O

CoroLARIO 1.59. El mdximo niimero de ceros que un polinomio de grado s en Fy[x1, ... %]
puede tener es

q" —(g—Dg" "
donde s =h(qg—1)+1.
Para el caso m = 1, lo anterior es g — (q — 1) =1, que es el grado del polinomio.

Ejercicios de la seccion

P.1.4.2.1 Encuentre los pardmetros y escriba todos los vectores del cédigo Reed-Muller RM,,(0,m).
P.1.4.2.2 Demuestre que RM,(m,m) = I}, el c6digo binario trivial de longitud 2.

P.1.4.2.3 ;Cémo definirfa “RM,(—1,m)”, que deberia ser el dual de RM,(m,m)?



Capitulo 2

Preliminares del andlisis funcional
finito-dimensional

Los siguientes temas pueden ser encontrados usualmente en libros del dlgebra lineal, analisis
funcional o teorfa de operadores (por ejemplo, ver [6,7,11,12]). Los espacios de Hilbert ocupan
un lugar especial de la familia de los espacios de Banach, cuya estructura geométrica hereda
multiples propiedades de espacios euclidianos. Los espacios de Hilbert estdn caracterizados por
tener un producto interno' que permite definir la ortogonalidad de los vectores, planos, proyecciones
ortogonales, bases ortonormales, dngulos, entre otros.

2.1
Espacios de Banach y Hilbert

Iniciamos con espacios normados debido a que pueden provenir de espacios con producto interno y
fueron desarrollados en los trabajos de S. Banach junto con otros autores. A no ser que se especifique,
los espacios vectoriales que se consideran en este trabajo son de dimension finita y sobre el campo
de los nimeros complejos C.

DEFINICION 2.1. Una norma sobre un espacio vectorial £ es una funcién no negativa ||-|| : £ —R>g
que satisface lo siguiente?:

1. ||x|]| =0siysolosix=0,

2. ||ox|| = || ||x||, con & € C,

3. x4yl < flxll+ iyl

Al par (L, ||-]|) se le conoce como espacio vectorial normado (o simplemente espacio normado
o de Banach®).

En algunas obras, al producto interno también le llaman producto escalar o producto punto.

2Si se omite la primera condicién, la funcién ||-|| se le conoce como semi-norma.

3En dimensién infinita se le agrega la condicién de completez, i.e., si cualquier sucesién de Cauchy es
convergente en L.

23
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EJEMPLO 2.2. Para p € [1,00), los siguientes son ejemplos de espacios de Banach:

1. El espacio (C",||-|| ), donde

n 1/p
I+, = (2 \xjv’) RN o
=1

2. El espacio (C", ||-|.,), donde

el = sup x|, x=(x;)j-, €C".
j=1,...n

DEFINICION 2.3. Un producto interno sobre un espacio vectorial H es una aplicacién (-,-): H x
H — C que satisface lo siguiente®:

(f,ag+Bh)=a(f,g)+B{(f,h), o,BecC (lineal en la 2% componente)

<f7 g> = <g7f>7 (hermitiana)
(f:f) >0, f#0. (positiva definida)

Al par (H, (-,-)) se le conoce como espacio vectorial con producto interno (o simplemente
espacio con producto interno o de Hilbert®).

EJjEmMPLO 2.4. Los siguientes son ejemplos de espacios de Hilbert:

1. El espacio (C",(-,+)), con

(f.8)=Y figjs F=0)j=1.8=(g)i= €C".
j=1

2. El espacio de matrices cuadradas con entradas en los complejos (M,,(C), (-,-)), con

(x,y) =tr(x"y), x,y € M,(C),

donde x* representa la traspuesta conjugada de x.

OBSERVACION 2.5. Todo producto interno (-, -) en A induce una norma dada por:

Il = V{0, fen. (2.2)

Ademas, se cumple lo siguiente de manera directa de (2.2);

1f +&l* = 1£11* + llg]I* +2Re (. &) (23)

4Algunos autores consideran la primera propiedad del producto interno como lineal en la primera componente.
5En dimensién infinita se le agrega la condicién de completez, i.e. si cualquier sucesién de Cauchy es
convergente en .
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Una norma se dice que proviene o es inducida por un producto interno si satisface (2.2). De
ahora en adelante consideramos la norma en A inducida por su producto interno.

ProprosIciON 2.6 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Para f,g € H, se cumple que

[(f.al < IIf1 gl (2:4)

con igualdad si y solo si f es multiplo escalar de g o viceversa.

Demostracion. Si (f,g) = 0 entonces se sigue directo (2.4), con igualdad si alguno de f, g es cero.
Ahora, si (f,g) # 0 se tiene que f, g # 0 y definiendo

:|<f>g2)|>0; o= W8l o
lell (f.8)
se sigue de (2.3) que
2 2 22142 \( g>\2
0 <[If = Aag|® = | £I* + A% x| |l g]|* — 2ARe(ex (. 8)) = I|f]I* — e
de donde se sigue (2.4). La afirmacion de la igualdad es directa. O
Para f,g € H, las siguientes igualdades son usuales en espacios de Hilbert:
1 +ell>+ 117 —gll” =2 (717 + gl (ley del paralelogramo) ~~ (2.5)
1¢ 2
g) = 1 Z * || % f + gH . (identidad de polarizacién)  (2.6)
k=0

No toda norma proviene de un producto interno. De hecho, lo siguiente caracteriza a las normas
que provienen de productos internos.

TeOREMA 2.7. Una norma proviene de un producto interno si y solo si satisface la identidad del
paralelogramo (2.5).

Demostracion. Si una norma proviene de un producto interno entonces tiene la estructura de (2.2),
satisface (2.3) y de manera directa cumple la ley del paralelogramo (2.5).

Inversamente, si una norma ||-|| en  satisface la ley del paralelogramo, entonces la aplicacion
(-,-): HxH — Cdadapor (f,g) = % Y3 ik ||ikf + gH2 es un producto interno para H (ejercicio
p.2.1.5), de donde

14 20 0 1T & e 2 2
ZZ ‘, +1’ LAI7 =2 X2 (A4 Re(@) A7 =[£I
= k=1

Por lo tanto || f]| = \/{f, f)- O
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DEFINICION 2.8. Decimos que F C H es un subespacio (denotado por F < H) si es un conjunto
lineal, es decir, si satisface

of+PBgeF, paratodo f,geF, a,peC.

Un subespacio es en si un espacio de Hilbert, con el producto interno heredado de H.

DEFINICION 2.9. Se define el generado de un conjunto M C H como

spanM = ﬂ B,
McCB
B<H

el cual es el subespacio mas pequeno que contiene a M. Ademas, se caracteriza por ser el espacio
de todas las combinaciones finitas de elementos en M (ver ejercicio p.2.1.6).

OBSERVACION 2.10. Si F < H entonces span F' = F. Ciertamente, F' C spanF por definicién y
spanF' C F por ser el mas pequefio que contiene a F'.

Dos elementos f,g € H son ortogonales, denotado por f L g, si (f,g) = 0. Para F,G C H,
se cumple que F L G, si (f,g) =0 paracada f € Fygeg.
Para G C H, se denota el complemento ortogonal de G como

Gt={heH:hlg, VYgeg}.

Es directo verificar que Gt <H.

ProposicION 2.11. Para h€ H y F,G C H, lo siguiente se cumple:
(1) Si h L G entonces h L spanG. Ademds, si spanG = H entonces h = 0.

(2) Si F C G entonces G+ C F=.

Demostracion. (1):Sih L G, entonces para f =Y}, o;g; € spang, con g; €G y a; € C,
n
j=1
de donde se sigue que i L span@. Si ademés spanG = H, haciendo f = h en (2.7) se llega a

|k||> = (h,h) =0, ie, h=0.
(2):Sihe G+, entonces h L G, o bien, h L F, ya que F C G. Por lo tanto, h € Ft. O

DEFINICION 2.12. Dos subespacios F, G se dicen ser linealmente independientes (abreviado l.i.) si
FNG={0}. Ademés,

F+G={f+g:feF,ge€G y FNnGg={0}}. (suma directa)
FOG=F+G, talque FCG*. (suma ortogonal)
FoG=FnG*. (diferencia directa)

De aqui se verifica que F+ =H O F.
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Un conjunto {fx};_, C H se dice ser linealmente independiente (abreviado li.) si para
{a}i_, € Ctal que

n
Zakfk:(); implica a;=---=0, =0.
k=1

Ademas, { fi}_, se dice ser ortogonal si sus elementos son mutuamente ortogonales. Mas atin, es
ortonormal si es ortogonal y sus elementos son de norma uno.
Lo siguiente es una consecuencia directa de (2.3).

Trorema 2.13 (Teorema de Pitdgoras generalizado). Dada un conjunto { fi}7_, C H ortogonal,
se tiene que

=Y AP (28)
k=1

DEFINICION 2.14. Un conjunto {eg}}_, C H es una base para H si es Li. y genera a H, i.e,
span{ex};_, = H. Si ademés {e;}}_, es ortonormal entonces se dice ser base ortonormal
(abreviado b.o.n.) para H.

Un espacio de Hilbert no trivial siempre admite una base y gracias al proceso de ortogonalizacion
de Gram-Schmidt, se puede garantizar la existencia de una b.o.n. Ademas,

1. Todas las b.o.n.’s en un espacio de Hilbert tienen la misma cardinalidad, la cual representa
la dimensi6n del espacio.

2. Dos espacios de Hilbert son isométricamente isomorfos si y solo si sus bases tienen la misma
cardinalidad.

3. Cualquier espacio de Hilbert de dimension 7 es isométricamente isomorfo a C".

ProPOSICION 2.15. Si {e;}}_, es b.o.n. para H y h € H, entonces

n
=) (ewh)er y 11| —Z| e, )| . (2.9)
=1

k=1

Demostracion. Como h =Y hxey, con {h}7_, C C, se sigue que

n
<ej,h>:th<€j,€k>:hj, jzl,...,n
k=1
de donde se obtiene la primera igualdad de (2.9), mientras que la segunda igualdad es consecuencia
directa de (2.8). O

Los coeficientes en la primera igualdad de (2.9) son conocidos como los coeficientes de Fourier
de h, mientras que la segunda igualdad en (2.9) se le conoce como identidad de Parseval.
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TeoremA 2.16 (Teorema de proyeccién). Si F < H, entonces para cada h € H, existe una tnica
representacion h = f + g, donde f € F y g € F*. Por lo tanto,

H=FaF".

Demostracion. Como F es un espacio de Hilbert, entonces tiene una b.on. {e;}}" ;. Para h € H,
considera f =Y " | (ex,h)ex € F y g =h— f. Entonces, para j=1,...,m

(ej g) =(ejh—f) = (ej.h Z (exh) (ej,ex) =0,

de donde se sigue que g € F~ yh = f+g. Parala unicidad, si h = f; + g1 con f; € Fygi € F*,
entonces 0 = f — f1 + g — g1 y de (2.8) se sigue que

0=|f-fitg—al*=lf-Al*+lg—al?,

es decir || f— fi]| =0 =||g — g1]]- Por lo tanto f; = fy g1 = . O

Ejercicios de la seccion

p.2.1.1 Muestre que (0,g) = 0 para todo g € H. Ademas, (u,u) = 0 si y solo si u = 0.
p.2.1.2 Muestre que (2.2) en efecto es una norma para H.
P.2.1.3 Muestre la ley del paralelogramo (2.5) e identidad de polarizacion (2.6).

p.2.1.4 Muestre que la norma p € [1,e0) dada por (2.1) proviene de un producto interno si y solo
si p=2.

P.2.1.5 Muestre que la aplicacion
()t HxH—C

(f,g>~>}llioik((ikf+gﬂz,

define un producto interno en #, donde ||-|| es una norma que satisface la ley del paralelo-
gramo (2.5).

P.2.1.6 Para un conjunto dado M C ‘H muestre que

n
a) spanM = mj:a;cCmjeM,neN;.
j j

b) (M*+)* = spanM.
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2.2

Teorfa de operadores lineales

2.2.1
El &lgebra de von Neumann B(H)

Se estudia en esta seccion algunos conceptos de operadores lineales con dominio todo el espacio H
y rango en H. Por simplificacion estandar, escribimos 7' f en vez de T (f).

DEFINICION 2.17. Decimos que una aplicacién T': H — H es un operador lineal en H (o simple-
mente operador) si

T(af+g)=oaTf+Tg, aacC,f,geH,
donde
R(T)={Tf:feHH} y N(T)={feH:Tf=0},

representan el rango y nticleo de T, respectivamente, los cuales son subespacios en H.

Se denota por B(H) al conjunto de todos los operadores lineales en 7. Para dos operadores
T,S € B(H) y o € C las operaciones aT,T +S,TS € B(H), donde

(oT)f=alf; (T+S)f=Tf+Sf: (TS)f=T(Sf), (2.10)

representan la multiplicacién por escalar, suma y composicion de operadores, respectivamente. El
operador identidad I € B(#H) viene dado por If = f, mientras que el operador cero O € B(H)
como Of = 0. Para un operador T € B(H) que es uno-a-uno (o equivalente a N'(T') = {0},
ver ejercicio p.2.2.1) su inversa estd bien definida en B(#.), se representa por 7! y es el tinico
operador que satisface T~!T =TT~ =1.

OBSERVACION 2.18 (IDENTIDAD DE POLARIZACION). Para T € B(H) lo siguiente se cumple:

(g,Tf):%]g)ik<f+ikg,T(f+ikg>>, fgeM. (2.11)

TeoRrEMA 2.19. Para un operador T € B(H), los siguientes son equivalentes:

(a) T es el operador cero.
(b) (f,Tf) =0 paratodo f € H.
(c) (g, Tf)=0 paratodo f,g € H.

Demostracion. (a)=-(b): Es directo. (b)=-(c): Se sigue de (2.11). (c)=>(a): Para g = T f, se tiene que
0= (Tf,Tf)=|Tf|* lo que implica T f = 0, para todo f € H. O
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OBSERVACION 2.20. El teorema 2.19 no siempre es valido si el espacio H es real. En efecto, para
IR?, con producto interno (x,y) = x1y1 +x2y2, con x = (x1,x1),y = (y1,y2) € R?,
T:R*—R?
(x1,%2) = (=x2,x1)

es un operador lineal que cumple (x, Tx) = 0, para todo x € R?, pero T # O.
P q P p p

ProposIcION 2.21. Si T € B(#H) entonces existe C > 0 tal que

ITAI<CIfl,  paratodo feH. (2.12)

Demostracion. Considere {e;}"_; una b.o.n. para H y defina M = max{||Te JH} . De esta
manera, para f = ZJ 1 fiej € 7—[ con {f,}J 1 C C, se sigue que

ITAI < Y |fil | Tejl| <M Y | £i] < mnlifll
j=1 j=1

que haciendo C = Mn, se llega a (2.12). O
Gracias a (2.12) uno puede definir una norma en B(H), dada por

I = max ||, T eBH), (2.13)
i

la cual satisfaces la propiedad sub-multiplicativa
IS < ITIIISI], 7,8 € B(H). (2.14)

En efecto, para T y S distintos del operador cero (en otro caso es directo),

o ITSA
I7S|| = max |TSf]| < max === [IS£1l
HfH 1 HfH 1 H f”
< A a = .
< |rép{;glegll rpfgllell [N
gll=1 fll=1

DEFINICION 2.22. Definimos el adjunto de T € B() como la aplicaciéon T*: H — H que satisface

(Tf,g)=(f,T"g), paratodo f,g€H.

Para T,S € B(H) y o € C, es sencillo verificar que el adjunto satisface lo siguiente:

T* € B(H) (TS)* = S*T*;
T =T: (T +8)* =aT*+5*; (2.15)
|7 N(T*) =R(T)*.

La dltima igualdad de (2.15) implica
H=R(T)BN(TY). (2.16)
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TeoremaA 2.23. Un operador T,T* € B(H) son invertibles simultdneamente y

(T~ ' = (171", (2.17)

Demostracion. Si T es invertible entonces para f € H setiene f =TT ' f =Tg, cong=T"'f,
de donde se sigue que f € R(T), o bien, H = R(T). Por lo tanto, de (2.16) se sigue que T* es
invertible. Por otro lado, si T* es invertible, usando el argumento anterior se tiene que 7' = 7" es
invertible. Para probar (2.17), note que I* = I y de (2.15),

(T—l)*T* —If= T*(T_l)*,
de donde se sigue que (T~1)* = (T*)~1. O
OBSERVACION 2.24. Las operaciones (2.10), la norma (2.13) y la propiedad (2.14), hacen que B(H)

sea un dlgebra de Banach unital, y con la operacion adjunto se torna en una *-algebra, o bien, en
una dlgebra de von Neumann®, que es un caso especial de C*-algebra.

2.2.2

Introduccién a la teoria espectral

Permita introducir un poco de teorfa espectral de operadores lineales en B(#H).

DEFINICION 2.25. Definimos el espectro de T € B(#H) como

o(T) = {L € C: N(T 1) #{0}} .

A los elementos de o(T') se le conocen como los autovalores de T. Al espacio N (T — &I)
se le conoce como el autoespacio asociado a § € o(T) mientras que a sus elementos se le
llaman los autovectores de T correspondientes al autovalor £. Ademas, el ndmero de elementos de
o (T) (contando su multiplicidad) coincide con la dimensién del espacio . Por conveniencia, los
autovectores de N (T — 1) son los elementos de alguna b.o.n. para N (T — ).

CoroLARIO 2.26. Para T € B(H) se sigue que o(T*) es el complejo conjugado de o(T).

Demostracion. Si § € o(T) entonces T — {1 no es invertible, lo que implica del teorema 2.23
que T* — {1 no sea invertible y por lo tanto § € o(T*). Ahora, si { € o(T*) entonces lo anterior
y el doble adjunto implica que § € o(T). O

DEFINICION 2.27. Para § € o(T), se denota

R¢(T) = UrenN (T — ¢nky; (espacio raiz de {)
Coco(T) = dimN (T —{I); (multiplicidad geométrica de §)
Catg(T) :=dimR¢(T). (multiplicidad algebraica de &)

®Las algebras de von Neumann fueron introducidas originalmente por John von Neumann en [15].
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Asf, Cgeo(T) < Caig(T), Re(T) NRY(T) = {0} y N(T = CI)NN(T — A1) = {0}, para § # A.
Ademas, N'(T — {I) C R¢(T) y Ugeo(ryRe (T) = H (cf. [2, subseccion 3.5.3))

DEFINICION 2.28. Un operador T € B(#H) se dice ser diagonalizable con respecto a una b.o.n
{ej}i_) C Hsiexiste U € B(H) invertible tal que

T=UDrU™', donde Dre;= {jej, con o(T) ={{; jp (2.18)

Si U es unitario (ver definicién 2.41 de seccién 2.3) entonces T es unitariamente diagonalizable.

OBSERVACION 2.29 ([7, SECCION 1.3)). T € B(#H) es diagonalizable (resp. unitariamente diagonalizable)
si y solo si el conjunto de todos sus autovectores forman una base (resp. b.o.n.) para H.

Teorema 2.30. Un operador T € B(#H) es diagonalizable si y solo si
Goeo(T) = Cue(T), paratodo § € o(T).

Demostracion. Si T es diagonalizable entonces de la observacion 2.29 el conjunto de todos sus
autovectores {u;}"}_; forman una base para H. Si {geo(T') < Caig(T') para algin § € o(T),
entonces existe u € Ry (T') no cero tal que u ¢ N'(T — AI) para todo A € 6(T), lo que implica
u ¢ span{u;};_; =*H, una contradicci6n.

Inversamente, si {oeo(7T) = Cag(T') para todo & € o(T), entonces Ry (T') = N(T —CI) y
H= Ugea(r)/\/ (T — &I), de donde se sigue que el conjunto de todos los autovalores de T son Li.
y generan a H, i.e., es una base para H. Asi, T' es diagonalizable por la observacion 2.29. O

2.2.3

Notacion bra-ket de operadores

En lo siguiente se usa el formalismo de Dirac [4] para operadores lineales, el cual serd de gran
utilidad en la secuela.

DEFINICION 2.31 (NOTACION BRA-KET). Para u,v € H, defina |u)(v|: H — H como

| f= v, flu, feEH.

OBSERVACION 2.32. La aplicacién |u)(v| € B(H). Ciertamente, para f,g € Hy a € C,

(vl (oef +g) = (vaf +g)u= (v, flu+(v.g)u
= otfu)(v] f +[u)(v] g

Ademés, para T € B(H), u,v,w, ¢ € H y a € C lo siguiente se cumple:

|+ v){w| = afu)(w] + |v){w] u)(ov +w| = afu)(v] + |u)w|
) (v[" = [v)ul vl w){el = (v w) [u){¢] (2.19)
) (w1} = [lal 1] (w [ (v @) = (w,u) (v, @)
Ju

T Ju){v] = [Tu){v| )W T = |u)(T™V]
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Teorema 2.33 (Representacion matricial). Si {e;}’}_; esuna b.o.n. para H entonces {|e;)ex] P
es una base para el espacio B(H) y

T=Y Y (ejTe)lej)e], TeBH). (2.20)
j=1k=1

Demostracion. Si Yi,_; Ojk !e i )(ex| = O (el operador cero), con { ik}t p—1 C C, entonces
n n
= ( e, Z Ocjk|ej>(ek]es Z Otjk e,7ej (er,es) = O4s, t,s=1,....n,
k=1 k=1

ie., {‘ej><ek|};f x—1 €s Li. en B(H). Ahora, para T € B(H) se tiene que Te, = ¥}, (ej,Ter)ej.
En efecto, pues Te, = Z;le ojej, con {Ocj}?:] cCy <es, Tej> = 0. De este modo,

n n
Z ej,Tex) ‘e]> erl e = Z<ej,Te,>ej:Tet, t=1,...n. (2.21)
Jk=1 j=1

Por lo tanto, para f =} fre: € H, con {f;}j_; C C, se sigue de (2.21) que
n n
Z <ej,Tek> |ej>(ek]f: Z fi <ej,Tek> ‘ej><ek]e, Zf,Tet Tf,
Jik=1 1,Jk=1

de donde se llega a (2.20). O

Ejercicios de la seccién

p.2.2.1.1 Muestre que T € B(H) es uno-a-uno si y solo si N (T') = {0}.
P.2.2.1.2 Muestre que cada operador en () es una aplicacién continua.
P.2.2.1.3 Muestre que (2.13) en efecto define una norma en B(H).
P.2.2.1.4 Muestre las propiedades del adjunto (2.15).

p.2.2.1.5 Verifique las propiedades (2.19).

2.3
Operadores normales en B(H)

Para efectos practicos, primero se introduce las clases de operadores autoadjuntos y unitarios, los
cuales son de gran importancia en la fisica-matematica que merece su investigacién. Los operadores
autoadjuntos y unitarios comparten propiedades analogas en muchos aspectos aunque existen
distinciones esenciales.
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2.3.1

Operadores autoadjuntos

Se inicia directamente con la definicion de operador autoadjunto.
DEFINICION 2.34. Decimos que A € B(H) es autoadjunto si A = A*.

PrOPOSICION 2.35. Para A € B(H), los siguientes son equivalentes:

(a) A es autoadjunto.
(b) {(f,Af) € R, para todo f,€ H.
(c) (f,Ag) = (Af.8) paratodo f,g € H.

Demostracion. (a)=-(b) Como A = A* se tiene que (f,Af) = (Af,f) = (f,Af) y (f,Af) €R.
(b)=(c): Se sigue de lo anterior y de la identidad de polarizacién (2.11).
(c)=(a): Note que (f,Ag) = (f,A*g),ie, (f,(A—A*)g) =0y del teorema 2.19,A = A*. O

El resultado anterior mostr6 una caracterizacion de operadores autoadjuntos.
CoroLARIO 2.36. Si A € B(H) es autoadjunto entonces 6(A) C R.

Demostracion. Si § € 6(A), con autovector f € H, entonces de la proposicién 2.35.(b),
C=C(f.f/)=(fAf) €R,
como se queria. O

Los siguientes operadores se definen teniendo en cuenta teorema de proyeccion 2.16.

DEFINICION 2.37. Para un subespacio F < H, decimos que Pr es la proyeccion ortogonal (simple-
mente proyeccién o proyector) sobre F, si

Pr(f+g)=f, paratodo f € F,g € F*.
Es claro que Pr € B(H) y de (2.8), HPth < ||A||, con igualdad si & € F. Por lo tanto ||Pg|| = 1.

Trorema 2.38. Un operador P € B(H) es un proyector si y solo si P = P* = P?. En este caso,
P = Pp, donde F = R(P).

Demostracion. Si P es proyector, entonces existe F' < H tal que P = Pr. Asi, para h € H, existe
feFygeFt alqueh=f+gy (h,P(h))=|f]|* € R, que en virtud del la proposicién 2.35.(b),
P = P*. Ahora, P*h = PPh = Pf = f = Ph, es decir, P2=P.

Inversamente, para f € R(P),g € R(P)*, existe u € H tal que Pu= f y Pf = PPu=Pu = f.
Ademas, ||Pg||> = (g, Pg) = 0, es decir, Pg = 0, de donde se sigue que P = Pr(p). O
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Los dos casos triviales son F = {0},H, de donde Pjg, = O y Py = I. Ademds, Pp. =1 — Pr.
Se dice que una proyeccién Pr es no trivial si F # {0}, H.

OBSERVACION 2.39. Si Pr es una proyeccion ortogonal, entonces ¢ (Pr) C {0, 1}, con igualdad si
la proyeccion es no trivial. Ademés, N'(Pr —I) = R(Pr).

Lo siguiente muestra algunas propiedades que satisfacen los proyectores. Se omite la demostra-
cién debido a que se siguen con un célculo simple.

ProposICION 2.40. Para dos subespacios M,N < H lo siguiente se cumple:

(a) Si PyPy = PyPy, entonces PyPy = Pyny -
(b) SiM <N, enionces PyPy= PyPy=Py.
(c) M LN siysolosi PyPy=PyPy=0.

(d) SiM 1L N, entonces Pyen = Py+Py.

(2.22)

2.3.2

Operadores unitarios

A continuacion se introduce la nocién de operador unitario y unitario parcial, los cuales estan
estrechamente relacionados con la de un isomorfismo isométrico en espacios de Hilbert.
DEFINICION 2.41. Decimos que U € B(H) es unitario si

U =171, paratodo feH. (2.23)

Decimos que U es unitario parcial’ si (2.23) se cumple para f € HON (U) = R(U*) (ver (2.16)).

Note que un operador unitario es unitario parcial pero no al revés. De hecho, un operador
unitario parcial es unitario si y solo si su ntcleo es trivial.
TeorEMA 2.42. Para U € B(H), los siguientes son equivalentes:
(a) U es unitario parcial.
(b) (Uf,Ug) = (f.g) para todo f,g € R(U").
(c) U*U = Pr(y+) (la proyeccion sobre R(U™)).
Demostracion. (a)=-(b): Se sigue de la definicién y de la identidad de polarizacion (2.11).

(b)=-(c): Considere P = U*U el cual cumple que P* = P. Ademés, es claro que N'(U) C N (P)
y para f € N'(P) se tiene que U*U f =0, i.e, 0 = (f,U*Uf) = ||Uf]|%, de donde se cumple que

’En la literatura también se le conoce como isometria parcial
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FENU). ASLN(P)=N(U) yR(P)=R(U*)=HSN(U), en virtud de (2.16). Entonces,
para f = f1 + f> € H, con f; € R(P) y f» € R(P)* = N(P), se tiene del punto (b) que

(f.Pf)=(Pfi,Pfi) = (Ufi,UU*UF)
= (f1,UUf) = (f,Pf),

lo que implica del teorema 2.19.(b) que P = P2. Por lo tanto, del teorema 2.38 se llega a (c).
(c)=(a) Para f € R(U™), se sigue que (U f,Uf) = (f,Prw=f) = (f. f), ie, [[UF] =[£Il

Por lo tanto, U es unitario parcial. O

Una consecuencia del teorema anterior es que U y U™ son unitarios parciales simultaneamente,
debido al siguiente resultado.

CoroLArIO 2.43. Un operador U € B(H) es unitario parcial si y solo si U* lo es.

Demostracion. Ses U unitario parcial y para g € R(U) no cero existe f € HSN (U) = R(U*)
tal que U f = g. Entonces, del teorema 2.42.(c) se tiene que

de donde se sigue que U™ es unitario parcial. El sentido inverso se sigue de lo anterior tomado el
doble adjunto. O

Lo siguiente permite identificar el conjunto de donde se encuentra el espectro de un operador
unitario.

CoroLArIO 2.44. Si U € B(H) es unitario parcial entonces:

(0) o(U) C {LeC: L] =1}U{0}
(b) {e;}_; es b.on. para R(U™) si y solo si {Ue;}"}_; es b.on. para R(U).

Demostracion. (a): Para § € o(U)\{0}, con autovector f, se sigue que f € HON (U) y

ICI=1CfII=Ufll=1rfll=1.
(b): Si {ej};?:l es b.o.n. para R(U*), entonces del teorema 2.42.(b),

<Uej,Uek> = <ej,ek> = 0jk,

siendo &y la delta de Kronecker, de donde se sigue que {Ue;}";_; es b.o.n. para R(U). Inversa-
mente, si {Ue;};_; es b.on. para R(U) entonces de lo anterior y como U™ es unitario parcial
(ver corolario 2.43), se tiene del teorema 2.42.(c) que {e; = U*Ue;}’}_; es b.on. para R(U*). O

OBSERVACION 2.45. Un operador U € B(#) es unitario si y solo si es invertible, U= = U* y
R(U) =R(U*) =H. Esto como consecuencia del teorema 2.42.(c) y corolario 2.43. En este caso,
del corolario 2.44 se tiene que
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() o(U)c{ceC:[¢[=1}
(b) {e;j}}_1 y{Ue;}"}_, son b.on’s simultaneamente para H.

De esta manera, la inversa de un operador unitario también es unitario. Ademas, si U,V son
unitarios entonces también lo es UV'. Asf, los operadores unitarios forman un grupo con respecto a
la composicion.

2.3.3

Operadores normales

En lo siguiente se introduce la clase de operadores normales, lo cuales juegan un papel esencial en
la teorfa espectral.

DEFINICION 2.46. Un operador T € B(H) se dice ser normal si TT* = T*T. En otras palabras,
un operador es normal si conmuta con su adjunto.

EJEMPLO 2.47. Los operadores autoadjuntos y unitarios son caso particular de operadores normales.

Lema 2.48. Un operador T € B(#H) es normal si y solo si
\T*fll=IITfIl, paratodo f € H. (2.24)
En este caso se cumple lo siguiente:
(a) N(T — AI) = N (T* — AI), para todo A € C.
(b) H=R(T —AI)D®N(T — Al), para todo A € C.
(c) N(T —AI) LN(T —¢I), para A y € autovalores distintos.

Demostracion. Si T es normal entonces para f € H,
|T*FIP = (T*F,T°f) = (TT*f, f) = (T*T £, f) = (T£,Tf) = 1T f*,
de donde se sigue (2.24). Inversamente, si 7 cumple (2.24), entonces
FIT =T AP = ITAP = (f.TTf), feH,

es decir, (f,(TT*—T*T)f) =0, para toto f € H. Por lo tanto, T es normal en virtud del
teorema 2.19. Ahora bien:
(a): Si f € N(T — AI), entonces se tiene de (2.15) y (2.24) que

0= (T =Anfl = |[(r* =211 .

de donde se sigue que f € N(T* —Al), ie, N (T — AI) C N(T* — AI). La otra contencién se
sigue usando lo anterior y el doble adjunto.
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(b): Se sigue de (2.16) y del punto (a).
(c): Si u y v son autovectores correspondientes a A y {, respectivamente, entonces del punto (a)
se tiene que T*u = Au y

& {u,v) =(u,Tv) = <Iu,v> =A{u,v),

o bien, (A — &) (u,v) = 0, de donde se obtiene (u,v) = 0. O

Lo siguiente muestra otra caracterizacion de operadores normales que es respecto a su descom-
posicién espectral.

TeoremA 2.49 (Teorema espectral). Para T € B(#H), los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) T es normal.
(b) T es unitariamente diagonalizable.

(c) Existe una b.o.n. {u;};_ para H y {{;};_; C Ctales que

TZiCj‘MjXMj‘ . (225)
Jj=

Demostracién. (a)=-(b): Para { € o(T),si (T —¢I)?>f =0y g = (T — &I)f, entonces se cumple
que g € R(T — {I)NN (T — &I) y por consiguiente g = 0, debido al lema 2.48.(b). De esta manera,
Re(T) =N(T — 1) y Cgeo(T) = Lag(T). Por lo tanto, se tiene del teorema 2.30, juntamente con
la observacién 2.29 y lema 2.48.(c), que T es unitariamente diagonalizable.

(b)=(c): Usando (2.18), se tiene una b.o.n. {e;}_, para H, un operador unitario U € B(H) y

el operador Dy = Y5 §; lej)ej|, con 6(T) = {C;}}_1, tales que
n
T=UDrU* =Y {;|Ue;)Ue;j| .
=1

Haciendo uj = Ue; se llega a (2.25), ya que de la observacién 2.45.(b), {Ue;}j_, es b.o.n. para H.
(c)=+(a): Un célculo simple muestra que 77" =};_, |Cj’2 ’uj><uj| =T'T. O

Concluimos la seccién con una consecuencia del teorema espectral.

Teorema 2.50 (Diagonalizacién simultanea). Dos operadores normales T,S € B(H) son simultd-
neamente diagonalizables respecto a una b.o.n. para ‘H si y solo si conmutan.

Demostracion. Es directo verificar del teorema 2.49.(c) que Si T’ y S son simultdneamente diago-
nalizables respecto a una b.o.n., entonces 7S = ST'. Para el sentido inverso de la demostracién,
es suficiente mostrar que existe una b.o.n. de autovectores de Sy 7. Sea § € o(7T) y defina el
autoespacio N (T — ) como F. Luego, para u € F se tiene que

TSu=STu={Su, esdecir SueF. (2.26)
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Ademas, para i € H, se tiene h = u+v, donde u € F yv € F y de (2.26) se sigue que Su € F y
Sv € F, ya que el conjunto de los autovectores de 7' es una b.o.n. para 7. De esta manera,

PrSh = Prp(Su+ Sv) = Su = SPru= SPrh,

donde Pr es la proyeccion ortogonal sobre F y se cumple que Pr y S conmutan. Ahora, sea
Sr = PpS el cual es normal, ya que como S lo es,

S¢Sy = PpSS*Pr = PpS*SPr = (PpS)"PrS = Si:Sk .

Entonces, del teorema 2.49.(c), existe una b.o.n de autovectores de Sg, los cuales son autovectores
de T, debido a que R(SF) C F. Asi, para u € F autovector de Sg con autovalor A se tiene que
Su = SPru = PrSu = Spu= Au, es decir, u es autovector de S. Por lo tanto, en F se tiene una b.o.n.
de autovectores de T y S, que uniendo estés bases de cada autoespacio se tiene el resultado. O

Ejercicios de la seccion

p.2.3.1 Verifique las propiedades de proyeccion (2.22).

P2.3.2 Dada una b.on. {u;}_, para }, muestre que param =0,...,n—1,

Un = i]Cj}MHmX”j\, con |¢j| =1,
p=

es un operador unitario parcial.

p.2.3.3 Considere una b.o.n. {ej,e,} C C? y defina los operadores® en B(C?),

or = ler)(ea] +le2)er] s oy =i(ler){ea] —|e2)(er]);
o, = |e1)(e1| — |e2){ea] -

Muestre que son tanto autoadjuntos como unitarios y calcule su espectro.

P.2.3.4 Muestre que P € B(#H) es una proyeccién ortogonal si y solo si
m
P= Z ‘€j><€j| 5 (227)
=1

donde {e;}"_; es una b.o.n. para R(P).
P.2.3.5 Muestre que la representacion del progector (2.27) no depende de la eleccién de la b.o.n.
p.2.3.6 Muestre que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) U es unitario parcial.
b) TT*T =T.
o) T*TT* =T*.

8Estos operadores junto con la identidad en B(C?) son conocidos como las matrices de Pauli. Se estudiardn
otras propiedades de estos operadores en la seccién 3.2.2.
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2.4
Operadores positivos y estados en B(H.)

Los operadores positivos son una parte esencial para caracterizar a los operadores de densidad o
estados en B(H), debido a que cualquier sistema cudntico tiene asociado un espacio de Hilbert
complejo y este sistema se describe totalmente por un estado.

2.4.1

Operadores lineales positivos

DEFINICION 2.51. Decimos que un operador A € B(H) es positivo (se escribe A > 0) si
(FAf) >0, feH. (228
Se dice que A es estrictamente positivo (A > 0) si la desigualdad (2.28) es estricta, para todo f # O.

Note que para A > 0 se tiene que A > 0 si y solo si es invertible. Ademas, se sigue de la
proposicion 2.35.(a) que un operador positivo es autoadjunto y por lo tanto normal. Para A, B € B(H)
autoadjuntos la expresion A > B significa que A — B > 0.

OBSERVACION 2.52. Si A € B(*H) es positivo entonces existe una b.o.n. {u;};_, para H tal que
A=Y Ajluj)uj|, A;>0. (2.29)
j=1
Ciertamente, (2.29) se sigue del teorema 2.49.(a) y A; = <uj7ljuj> — <uj,Auj> > 0.

De (2.29) se tiene que 0(A) = {A;};_; y {u;};_, son los autovectores de A. Ademds, A > 0
implica A; > 0, para j =1,...,n

Teorema 2.53. Un A € B(H) es positivo si y solo si existe un tinico operador positivo B € B(H)
que conmuta con A y B> = A. Es este caso, 6(B) = {,/A j}i—1, donde 6 (A) = {4;}"_,

Demostracion. Si A es positivo entonces satisface la descomposicién (2.29). De esta manera, para

es sencillo ver que B >0, B> = A y A, B conmutan. (2.30)

Para la unicidad, si existe 7 > 0, tal que T conmuta con A y T2 = A. Entonces, del teorema 2.50
T, A son simultaneamente diagonalizables, o bien, 7,B loson y T = 27:1 tj ’u j><u j’. Asi,

ZI’JZ' uj)uj| =T =A= Zl%' |uj)uj|
J= J=
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de donde 12 <u],T uj> Ajie,tj=+/Aj para j=1,...,n,yporlo tanto T = B. El sentido
inverso se SIgue de manera directa. La segunda parte de la demostracién se sigue de (2.30). O

Para A > 0 denote su raiz cuadrada positiva como v/A. Entonces, del teorema anterior se tiene
que A y v/A son simultineamente diagonalizables y

VA = Z\f e = (A (231)

Para T € B(H) es directo calcular que 7*T > 0. Asi, se puede denotar

IT|:=VT*T >0.

OBSERVACION 2.54. Para T € B(H) se cumple que |||T| f|| = || T f]| y N(|T|) = N(T). En efecto,
ya que si f € H entonces

ITIAIP = (FATP 1) = (T L. TF) = ITAIP (232)

Esto implica que |||T||| = ||T|| y |T| > 0 si y solo si T es invertible
DEFINICION 2.55. Para T € B(H), a elementos de o(|T'|) se llaman los valores singulares de T.

OBSERVACION 2.56. Si T € B(H) es normal, entonces sus valores singulares son los valores absolutos
de sus autovalores. Ciertamente, se sigue del teorema 2.49.(c) y (2.31) que

|T|=VT*T = Z|CJHMJ><MJ{ donde o(T)={{;}-

TeorREMA 2.57 (Descomposicién polar). Para T € B(H) existe un operador unitario parcial
U € B(H) tal que

T=U|T|. (2.33)
Ademas, si T es invertible entonces U es tnico y unitario.
Demostracién. Como |T| = |T|", para f € H de (2.16) se tienen f1 € R(|T|) y f>» € N(|T|),
tales que f = f1 + f2, o bien, g € H tal que f; = |T|gy f = |T| g+ f>. Defina el operado
Uf=Tg, [=ITlg+heH y LeN(T|)=N(T). (2.34)
De esta manera, N (U) =N (|T|) yUI|T|f=U|T|fi =T fi = Tf. Ademds, de (2.32) y (2.34),
IUAN = Tell = IITlgll = Il (2.35)

de donde se sigue que U es unitario parcial, ya que N'(U)* = N(|T|)* = R(|T|). Si T es
invertible, entonces lo es |T|. Asi, R(|T|) = H y (2.35) se cumple para todo f; € H y por lo tanto
U es unitario. La unicidad se sigue del hecho de que |T| es invertible. O
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Del teorema anterior, la descomposicion (2.33) cumple que

RU)=R(T) y NU)=N(IT[) = N(T).

Corovario 2.58. Si T € B(H) es no cero entonces existen b.o.n’s {v;}i_;,{u;}_, para
R(T),R(|T|), respectivamente tales que

n
T=3 Alvi)ujl,
j=1
donde A; son los valores singulares de T distinto de cero.

Demostracion. Usando la representacion (2.52) para |T'|, con los valores singulares de T distinto
de cero, se tiene de (2.33) que T =U Y 4; |uj)uj| = YioAj |v;)uj|, donde v; = Uu;,
j=1,...,n. Ahora, note de (2.34) que R(U) = R(T) y R(U*) =N (U)* =N (|T|)*+ =R(|T)).
Por lo tanto, del 2.44.(a) se tiene lo deseado. O

2.4.2

La traza de un operador lineal

Usualmente, se define la traza sobre una matriz cuadrada y es la suma de las entradas de su
diagonal principal. Con base en la representacion matricial de un operador (2.20) que se mostré en
el teorema 2.33, se puede dar la siguiente definicion de la traza de un operador lineal.

DEFINICION 2.59. Definimos la transformacion tr: B(H) — C como
=Y (e Tej), (2.36)
=1

donde {e;}"_, es una b.o.n. para . Al nimero (2.36) se le conoce como la traza de T.

La representacion (2.36) no depende de la base. En efecto, si {u;}"}_; es una b.o.n. para H,
entonces I = Y |u)(ux| = X'j_, |ej><ej‘ (ver ejercicios p.2.2.4 y p.2.2.5) y

n n
Z g, Tug) Z “ejiug) (k- ;)

o
Nt
D=

<”k= ej><ej} Tuy) =

I
M= T
M= HM:

~
Il
—_
~
I
—_

~.
I

(T"ej, [ue)ulej) =} (ej.Te;) -

1

TroremA 2.60. La transformacion (2.36) es un funcional lineal continuo respecto a la norma
operador (2.13) y cumple las siguientes propiedades:

(a) tr(T*)=1tr(T).
(b) tr (TS) =1tr(ST)
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(c) Si U es invertible, entonces tr (U~'TU) = tr (T).

(d) Si U unitario parcial y R(T) C R(U) entonces tr (U*TU) = tr(T).

(e) tr(A|u)(v|) = (v,Au), con u,v € H.

(f) Si T es normal entonces tr (T') es la suma de sus autovalores (incluyendo multiplicidades).
Ademds, para A,B € B(H) autoadjuntos:

(f) r(A) eR, tr(A) >0paraA>0ytr(A) >0 para A > 0.

(o) tr(A) <tr(B)siA<B.

(h) Si A >0, entonces tr (A) =0 si y solo si A = O.

Demostracion. Es claro que (2.36) es un funcional lineal y de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(24), para T,S € B(H) y € > 0 tal que ||T — S|| < €/n entonces

n
|tr (T —S)| Zy<ej,(T—S)ej>|§||T—S|yn<e.

Ahora, solo se muestran los puntos (b) y (d), ya que los demas se siguen con un célculo simple de
la definicién y del teorema espectral 2.49.
(b): Como I =Y}, |ex)(ek|, se sigue que

tr (ST) = z”: z": (S*ej,|ex)ex| Te;) = Z Z (T*ex,ej) (ej,Sex)
J: :
= i i (T*ey, e]><e]‘Sek> i (T*ey,Sey) =t (TS) .
k=1 j=1 k=1

(d): Como U es unitario parcial, del teorema 2.42.(c) y corolario 243, UU* = Pgy). Asi, si
R(T) C R(U) entonces PryT =T yde (b), r (U'TU) = tr (PR(U)T) =tr (7). O

2.4.3
Operadores de densidad

DEFINICION 2.61. Se dice que P € B(H) es de densidad o estado si es positivo de traza uno.

En particular, P = |u){u| es un estado llamado estado puro, donde u € H es de norma uno.
Ademas, un estado se dice mezclado si es combinacion convexa de estados puros.
Es directo de la observacion 2.52 y del teorema 2.60 que todo estado P mezclado y satisface

Y Aj=1, donde o(P)= A=

j=1



44 CAPITULO 2. PRELIMINARES DEL ANALISIS FUNCIONAL FINITO-DIMENSIONAL

OBSERVACION 2.62. Todo P € B(H) positivo no cero se torna en un estado, bajo la regla P/tr (P).

Con el funcional traza (2.36) se pueden construir espacios de Banach dados por
Li(H) = BMH) )y La(H) = B(H),|-]2)

llamados las clases de operadores de traza y de Hilbert-Schmidt, respectivamente, donde,

ITl =w(Th) gy Tl =fu(ITP) (2.37)

Si {4;}'_, son los valores singulares de 7', entonces

n n
ITh=X%4 vy ITh=/ LA
j=1 j=1

Uno puede definir sobre B(H) la forma (-,-), : B(H) x B(H) — C dada por
(T,S), =t (T*S), (2.38)

la cual define un producto interno, llamado el producto de Hilbert-Schmidt. Ademas,
(1,7), = w(T°T) =t (I717) = T3

De esta manera, ||-||, es inducida por (-,-), y, por lo tanto, se ha mostrado lo siguiente.

PROPOSICION 2.63. El espacio Ly(H) es de Hilbert, con Ly(H) = (B(H),(,-),)

Ejercicios de la seccién

p.2.4.1 Para u € H, muestre que |u){u| > 0.
P.2.4.2 Muestre que para A,B € B(#H) positivos y A > 0, se cumple que A+ AB > 0.
P.2.4.3 Verifique TT*,TT* > 0, para cualquier operador € B(H).

p.2.44 Sea T = U |T| la descomposicién polar de 7. Muestre que 7% = U™ |T*| es la descomposi-
cién polar de T* y que T* = |T|U*.

p.2.4.5 Verifique los puntos que faltan por demostrar del teorema 2.60.

P.2.4.6 Muestre que para A € B(H) autoadjunto existe A > 0 tal que A+ A1 > 0.

P.2.4.7 Muestre que para todo A € B(H) existen A > 0y B > O tales que (A + AI) es un estado.
P.2.4.8 Muestre que (2.37) son en efecto normas en B(H).

P.2.4.9 Muestre que (2.38) es en efecto un producto interno en B(H.).
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2.5

Productos tensoriales de espacios de Hilbert

En esta seccién se presenta el producto tensorial de espacios de Hilbert que define un nuevo
espacio de Hilbert. Se muestran algunas propiedades fundamentales que serén relevantes en la
teorfa cuantica de varias particulas, por ejemplo para acoplar sistemas.

2.5.1

Producto tensorial de dos espacios de Hilbert

Para efectos précticos y comodidad del lector, primero se introduce el producto tensorial de dos
espacios de Hilbert y posteriormente de m espacios de Hilbert.

DEFINICION 2.64. Para dos espacios de Hilbert (#H1, (-,-);) y (Ha2,(-,-),) se definde su producto
tensorial algebraico (o simplemente producto tensorial) como

He :=H1®@Hr =span {u1 Q@uo : uy € Hi,ur € Ha},
el cual es lineal en cada componente, es decir, para u;,v; € H;, j=1,2,y a,B € C,

(M] +OCV1)®M2 =1 Quy+0viQuy;
Ui ®(Lt2—|—ﬁV2) = U ®u2+Bu1 Xvy.
Los elementos de la forma u; @ uy € H se les conoce como tensores elementales. De esta manera,

cada elemento en Hg es combinacién lineal de tensores elementales.

OBSERVACION 2.65, (ELEMENTOS EN H ). Cada elemento f € Hy tiene la forma f = Y uj®v;.
Ciertamente, se tiene de la linealidad del producto tensorial que

m 1 m l m
f:ZZOC]'kuj@Wk:Zuj@(ZOCjkwk) :Zuj®vj. (OtjkEC) (2.39)
J=lk=1 =1 k=1 =1

Ademés, si {en}?_,, {@},_, son b.on. para H1, Ha, respectivamente, entonces se sigue que
uj=Yp _tinenyv; = 22:1 S jkPk, con tj, 8 jx € C, que sustituyendo en (2.39) se llega a

l m
f= Z Z Yiken @ Qs Vik = Z LinS ji - (2.40)
h=1k=1 j=1

Considere la forma (-,-), : Hg X Hg — C, dada por

n

m l
(f8)e =YY (upxe)(visyj), f=Y uj®vj, g=)Y @y My, (241)
=1 i=

j=1k=1 j 1
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el cual define un producto interno. En efecto, pues de la definicién (2.3) es sencillo calcular que es
lineal en la segunda componente y hermitiana. Ademas, usando la expresion (2.40) se tiene que

n I
<f,f>® = Z Z th\z >0 para f#0.
h=1k=1

Por lo tanto, se ha demostrado lo siguiente.

TeoREMA 2.66. El espacio (H, (:,-)s,) es un espacio de Hilbert, cuyo producto interno satisface
(U1 @uz,vi @va) o = (ur,v1) (uz,v2) . (2.42)
Ademds, su norma inducida satisface |[u1 @ ua||, = ||u1 ]| ||uz]|.

La forma (2.41) es el tnico producto interno en Hg que satisface (2.42) sobre tensores elemen-
tales [1, lemas 2.2 y 2.3].

CorOLARIO 2.67. Si {e,}1_,, {@x}L_, son b.o.n. para Hi, Ha, respectivamente, entonces

{en® (Pk}%c:1 es bon. para Hg.

Por lo tanto, dimH g = dimH - dim H,.

Demostracion. Se sigue de (2.40) que {e, ® (pk}Z’izl genera a Hg y de (2.42),

(en ® Qr,es @ @), = (enses) ( Ok, Or) = OnsOir
de donde se sigue la afirmacion. O

Para dos operadores A € B(H1) y B € B(H>) considere L: Hg, — Hg,

m
uj@v; € He . (2.43)
=1

m m
L(Z uj®vj> = ZAMj@BVj,
= 4 4

j=1 J
Es sencillo verificar que L € B(Hg) y acttia sobre los tensores elementales como
L(uy ®up) = Auy @ Buy uQuy € Hy (2.44)

Al operador (2.43) se denota como L =A ® B y es el tnico que satisface (2.44) [1, lema 3.1].

TeoremA 2.68 ([1, capitulo 3| y [14, seccién 7.5.2)). Si A, C € B(H1) y B, D € B(H,), entonces:
(@) A1l =[lAlly 1@ Bll; = Bl
(b) AoB=(Axl)(@B)=(I2B)A®])y A2 B|; = ||All[B]

(c) (A®B)(C®D) = (AC)® (BD).
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(d) (A+C)®(B+D)=ARB+A®D+CB+C®D.
(e) A*®@B* = (A®B)*

(f) A® B es autoadjunto, positivo o unitario de acuerdo a si A y B son autoadjuntos, positivos o
unitarios, respectivamente.

(2) A® B es un proyector si A y B son proyectores. En este caso, R(A ® B) = R(A) @ R(B).

2.5.2

Producto tensorial de m espacios de Hilbert

El método para definir el producto tensorial de dos espacios de Hilbert dado anteriormente se
puede extender de manera natural para m espacios de Hilbert.

DEFINICION 2.69. Dada una sucesién {(#;, (-, ) ;)}'_; de espacios de Hilbert se denota su producto
tensorial como

m
He :z(@?@-zspan{u1<§§>--~<§§>um:uje’;'-[j}7 (2.45)
j=1
que es lineal en cada componente, es decir, para j = 1,...,m

MR QU+ )@ Ry = @ QU Uty + QU @ RV @+ @ Uy

A los elementos 1] ® -+ - @ uy, € He, se les llama tensores elementales. De esta manera, los

elemento en Hg, son combinaciones lineales de tensores elementales. Usualmente en la literatura
se denota Hg = HE" cuando Hy = - = H,p.
Al espacio (2.45) se equipa con el producto interno (-,-), : He X He — C, que satisface

m
(u1®-~-®um,v1®---®vm)®:H<uj,vj>. (2.46)
j=1

Por lo tanto, (Hg, (-,-) ) es un espacio de Hilbert. La norma inducida por el producto interno
(2.46) satisface

m
lur @+ @unlle =TT Jusl|-
Jj=1

Al'igual que en el caso de producto tensorial de dos espacios de Hilbert, la forma (-, -), es el
tinico producto interno en Hg, que satisface (2.46).

7 . . nj .
Proposicion 2.70. Para j=1,...,m, si {e jkj}kal es una b.o.n. para H ; entonces

{ei, @ ®em, kj=1...nj,j=1,....m}  esbon para Hs. (2.47)

Por lo tanto, se cumple que dimHg =[], dimH,;.
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s v
Demostracion. Siuj @ ---@uy, € Hg, entonces u; = Zk,-:l Qjk € jk; Y

ny N
u1®.®um: Z o Z alkl"'amkmelkl®”.®emkm' (248)
k=1 oyl

Como los elementos de Hg son combinaciones lineales de elementos (2.48) se tiene que (2.47)
genera a Hg. Ademas, se cumple de (2.46) que

m

m
<€1h1 ®"'®emhm»elk1 ®"'®€mkm>® = 1—11 <ejhj7€jkj> = I_Ilshjkja
j= =

de donde se sigue la afirmacion. O

Analogamente al caso de dos productos tensoriales de operadores, para A; € B(H;), con
j=1,...,m, se tiene un unico operador A} ® --- ® A, € B(Hg) tal que sobre los tensores
elementales acttia como

A1®®Am(u1®®um):Alul®®Amum7 M1®"‘®Mm€7'l®-

Las propiedades del teorema 2.68 se cumplen de manera similar para productos tensoriales de
m operadores lineales y solo se mencionan debido a que su demostracion es andloga al caso de dos
productos tensoriales de operadores.

TeoremaA 2.71. Para Aj € B(H;) y Bj € B(H;) con j=1,...,m, denote A = Q' A; y
B= Q. Bjen B(Hg). Entonces:

() 1Al = TT7 [|AS ]

(C) Al®"'®(Aj+Bj)®"'®Am:Al®"'®Aj®"'®Am+Al®"'®Bj®"‘®Am~

(e) A es autoadjunto, positivo o unitario de acuerdo a si cada A; es autoadjunto, positivo o
unitario, respectivamente.

(f) A es un proyector si cada A; es un proyector. En este caso, R(A) =T}, R(A;).

(g) Sicada Aj = ‘u_,-><vj

,con uj,v; € Hj, entonces

A:|M1®.®Mm><vl®.®vm‘ .

Concluimos la seccién mostrando una propiedad de la traza en productos tensoriales de
operadores.

TeoremMA 2.72. Para Aj € B(H;), con j=1,...,m, se cumple que

tr, (é&) = jﬁ]‘f (4) -
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Demostracion. Si {ejy, }Z; _, es b.on. para H; entonces (2.47) es b.o.n. para He, Y

N m
) <€1k1 R @ e, Q) Aj(e1x, - "®€mk,,,)>
®

k=1 j=1

Nm

: Z (e1h, @+ ® emp,, Areig, @+ ®Am€mkm)>®

kl—l k=1
] N
- ) Z <€1k17A161k1>"' <€mkm:Amemkm>
k1=1 km=1
7] N
= Z <elk1 7A1€1k1 > cee Z <emkmaAmemkm> = tr(Al) .. 'H'(Am) ,
k=1 k=1
como se queria. O

Ejercicios de la seccién

p.2.5.1 Muestre que H definido en (2.45) es un espacio vectorial.

P.2.5.2 SeaA =Upy|A|, B= Ugp|B| las descomposiciones polares de A, B € 3(H), respectivamente,
yA® B = Usgp|A ® B| la descomposicion polar de A ®@ B € B(Hg).

a) Muestre que Usgp =Us @Up y |AQB| = |A|®|B].
b) Verifique que A® B = Uy ® Up|A| ® |B| es la descomposicién polar de A ® B.

P.2.5.3 Muestre que si Aj € B(;) son normales, para j = 1,...,m, entonces @’;_; A es normal.

p.2.5.4 Muestre que si Aj € B(# ;) son unitariamente diagonalizables, para j = 1,...,m, entonces
&’Z1A; es unitariamente diagonalizables.

P.2.5.5 Muestre que si A; € B(H ;) son normales, para j = 1,...,m, entonces existen b.o.n.’s
{ujk; }Zj: | para H j, respectivamente, tales que

m ni N
D= 3 5 G o it Y, & |
j=1 k=1 k=1

Describe los autovalores y autovectores de @';A; en relacién con los autovalores y
autovectores de los A/'s.






Capitulo 3

Cédigos Cuanticos

3.1
Preliminares

Sea ‘H un espacio de Hilbert complejo de dimensién N con producto interno denotado por (-, ).
Como hemos venido haciendo en estas notas, este producto interno sera conjugado lineal en la
primera entrada y lineal en la segunda. En virtud de que todo operador puede representarse
matricialmente respecto a una base ortonormal (teorema 2.33), de ahora en adelante utilizaremos
intercambiablemente el término matriz y operador.

3.1.1

Estados cuanticos

En la mecdnica cuantica, el estado de un sistema cuantico en un espacio vectorial complejo se
representa mediante un operador positivo p y de traza uno, nos referiremos a este tipo de objetos
como estados cudnticos o simplemente estados, aunque se les suele llamar también operadores o
matrices de densidad. En el capitulo anterior, ver definicion 2.61, se introdujeron brevemente los
estados puros y mezclados. Retomaremos esa discusion como punto de partida.

Con cada vector unitario y € H podemos asociar una proyeccion ortogonal sobre el subespacio
que genera, i.e., span{y}, y podemos escribir a esta proyeccién en la notacién de Dirac como
|w)(y]. Esta proyeccién es ademés un estado cudntico pues
|2

(.1w)(¥lo) =I{p. W)= 0 paratodo @€ H, y tr(|w)(y]) = (w.y)=1.

A un estado de esta forma se le llama estado puro.

Sean |y1)(y1| y |y2)(y2| dos estados puros y p1,p2 € C. La combinacién lineal de dos
estados puros pi1|y1){wi|+ p2|w2){(ys| es un estado si y solo si los escalares son reales no
negativos J suman uno, i.e., si es una combinacién lineal convexa. Una combinacién lineal convexa
de estados puros se llama estado mezclado.

De modo que un estado cuéntico general es un estado mezclado. Por un lado observemos que
todo estado p puede representarse matricialmente respecto a cualquier b.o.n. de H (teorema 2.33 )

N

p=Y pijleiej.

i,j=1

51
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Por otro lado, como consecuencia de la observacion 2.52, todo estado tiene una representacion
matricial diagonal respecto a su b.o.n. de vectores propios {l//J} , de H y sus valores propios

{p;}Y_;, dada por
N N
p=Y prilviwil, p;>0, Y pj=1 (3.1)
=1 -

En efecto podemos verificar que

N N
pvic= Y pilvi)(wilwvi =Y p;6;x¥; = pivi-
j=1 j=1

Recordemos que una matriz autoadjunta E es una proyeccién ortogonal si es idempotente,
es decir, E2 = E. En probabilidad cuantica toda proyeccién ortogonal E se interpreta como un
evento. Podemos calcular P, (E), la probabilidad de ocurrencia del evento E en el estado cuantico
p, mediante

=

Py(E) =tr ZP] tr ’Wj V’]’E Z (v, Ey;).
J=1 Jj=1

3.1.2

Canales cuénticos

El formalismo de canales cuanticos es una herramienta general para describir la evolucién o
dindmica de un sistema cuéntico. Un estado p se transforma o evoluciona en otro al aplicarse una
operacién cuéntica @ obteniendo un estado final p’ de manera

El mapeo @ es un operador lineal sobre Z(#) que captura el cambio dindmico de un
estado debido a un proceso fisico. A los operadores lineales que representan operaciones cudnticas
fisicamente validas son llamados canales cuanticos, presentamos su definicion precisa a continuacion.

DEFINICION 3.1. Un operador lineal @ : (H) — Z8(H) es un canal cudntico si existen operadores
E; € tales que

I. ®(p) =Y, EipE; para todo estado p. (Representacién de Kraus)

2. Y,EE; = 1. (Relacién de completez)

EsempLo 3.2. En el espacio de Hilbert # = C? los siguientes son ejemplos de canales cuanticos.

Q(p) = E\pE[ +E2pE;,  W(p) =FpF +FpF;

(1O . (1 0 (1 0y, (00
donde £ = f(o 1) E2_7§(0 —1>9Fl_<o 0)’F2_<0 1)'
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Los canales cudnticos del ejemplo anterior son en apariencia dos canales distintos, sin embargo
después de una inspeccion mas cuidadosa se puede ver que en realidad representan a la misma
operacién cuantica. En efecto, note que Fi = (E1 + E>) /2 y F> = (E| — E;)//2 de donde

(E1 +Ep)p(E1 + Ep)" + (E1 — E2)p(E1 — E2)”

¥(p) = 7

= E\pE| +E2pE;
=®(p).

Esto muestra que la representacién de una operacién cuantica via un canal cudntico no es unica.
La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en [9].

TeoremA 3.3. Supongamos que {E,...,Eyn} y {Fi1,...,F,} son dos conjuntos de operadores
que dan lugar a dos canales cudnticos @ y ¥ respectivamente. Anadiendo operadores cero al
menor de los conjuntos de modo que m = n, obtenemos que, ¥ = ® si y solo si existen niimeros
{uij}ijtales que E; =Y ju; jF; y U = (u; ;)i j es una matriz unitaria.

Observemos que la definicién 3.1 garantiza que, si p es un estado valido (positivo y traza uno),
entonces el estado final p’ serd un estado valido también; pues por un lado preserva la traza

r(@(p)) = Y tr(EpE]) = (Z_E;‘Eip> —tr(p),

y por otro lado preserva positividad. En efecto si p > 0 (ver definicién 2.28) entonces

(9,0(p)9) = Y(0, EpE;0) = Y (Ef 6.pE9) >0, paratodo ¢ € H.

1 1

De hecho, 1. de la definicién 3.1 garantiza que el operador @ satisface una propiedad mas
general que solo preservar positividad llamada positividad completa.

DEFINICION 3.4. Sea k € N. Un operador lineal @ : B(H) — B(H) se dice
1. k-positivo si el operador 1; @ @ : M (C) @ B(H) — M (C) @ B(H) es positivo.

2. completamente positivo si 1; @ P es k-positivo para toda k > 1.

En la definicién anterior 1; es la matriz identidad de tamarno k x k. Omitiremos el subindice
cuando sea claro del contexto. Observe que un operador positivo es 1-positivo y por lo tanto la
propiedad de positividad completa es mas fuerte que la positividad.

La intuicién fisica detras de requerir que un canal cuantico sea completamente positivo es
la siguiente. Supongamos que un sistema pequenio H. es subsistema de uno méas grande H' ® H
donde dim M = k. Supongamos también que p es un estado en H. Se puede verificar que 1; ® p
es un estado sobre H' ® H. Ahora, si T es un canal sobre H, el operador 1; ® T representaria
una operacion trivial fuera de H y la operacion 7' en H. La positividad completa es necesario para
que el resultado de la operacién (1; ®T) = 1, @ T(p) sea positivo y por lo tanto un estado para
todo k > 1. Ver el ejercicio .3.1.2.1.
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Ejercicios de la seccién

p.3.1.2.1 Verifique que el operador de transposicién 7 : M (C) — M (C) es positivo pero no es
completamente positivo. Sugerencia: Considere el mapeo 1 ® T

3.1.3
El Qubit

En lugar de bits en sistemas clasicos, la unidad fundamental de la informacién cuéntica es el qubit
o también llamado bit cudntico. A diferencia de un bit clasico, que puede estar exclusivamente en
los estados 0 0 1, un qubit es un objeto que puede estar en una superposicion de dos estados que
denotaremos por |0) y |1). La propiedad de superposicién que es caracteristica de la mecanica
cuantica serd descrita a continuacion.

Frecuentemente se asocia con cada vector unitario de un espacio de Hilbert un estado puro
como sigue. Al vector y € H, ||y|| = 1, se le asocia el estado puro |y)(y|. Denotaremos a esta
asociacién utilizando el ket:

veH, |vl=1, w<—]|y); donde |y):=|y)(yl.

Fijemos por el momento un espacio de Hilbert de dimensién dos y abusando de la notacién
denotemos por 0 y 1 a sus elementos bésicos' y, i.e, H = span{0, 1} Un qubit se escribe como

ly) = a|0)+B[1), a,peC (3.2)

donde |ot|? +|B|?> = 1. |0) y |1) denotan los estados puros |0)(0| y |1) (1| respectivamente. Por
otro lado el estado puro |y) se obtiene mediante una combinacién lineal convexa de |0) y |1), que
sabemos es un estado también (ver definicién 2.61). Lo anterior es la llamada superposicién de
estados.

La capacidad de un qubit de estar en una superposicion de estados desafia nuestro sentido
comun del mundo fisico que nos rodea. Un bit clasico es como el estado de una moneda: muestra
aguila o muestra sol. Por supuesto, aunque podria pensarse en el caso en que la moneda esta
perfectamente balanceada en su contorno, este caso es ideal y podemos descartarlo. En contraste,
un qubit puede existir en un continuo de estados entre |0) y |1) antes de ser observado o medido.
Una vez efectuada la medicion el estado del qubit se colapsa ya sea a |0) o |1) con probabilidades
|a|? y | B|? respectivamente. Es decir, el qubit |w) que esta en la superposicién de estados |0) y
|1) dado por (3.2), con ¢ y B fijos, se tiene

P(Observar |0) al medir |y)) = |at|*;  P(Observar 1) al medir |y)) = |B>.

Existe una representacion ttil de un qubit en R? conocida como representacién de Bloch o
esfera de Bloch. Aunque en principio podria pensarse que se necesitan 4 parametros reales para
describir a un qubit, la condicién |et|? 4 |B|*> = 1 implica que solo se necesitan tres. El qubit de
(3.2) puede reescribirse como

) 0 ) 0
— oV _ 19 gin —
ly)=e (cos2 0) +e sin > \1})

'Podemos considerar una realizacién de 7 como C? considerando a 0 = ((1)) yl= (?) Enfatizamos que

esto es un abuso de notacién.
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donde 6 € [0, 7] es el angulo polar, ¢ € [0,27] el 4ngulo azimutal y ¥ € R un factor de fase.

1)

Figura 3.1: Esfera de Bloch

3.14
n-Qubits

Regresando al contexto clasico, dos bits pueden tomar 4 posibles estados: 00, 01, 10 y 11. De manera
analoga esperarfamos que un sistema de dos qubits tendra cuatro estados béasicos computacionales
denotados |00), |01), [10) y |11). Para obtener entonces un sistema de dos qubits debemos ejecutar
el producto tensorial H ® H donde H = span{0, 1} es el sistema de un qubit. Para ver las
propiedades principales del producto tensorial consultar la seccion 2.5.

EJempLO 3.5. El sistema de 2-qubits es el 2-producto tensorial del espacio de Hilbert asociado a un
solo qubit H = C?. Explicitamente H*? = H ® H cuya base es

|00) =10)®10), |01)=10)®]|1), 0;; € C,
[10) = [1)®]0), [11) =[1)®|1).
Por lo tanto un 2-qubit |y) general es una combinacién lineal de los anteriores
|¥) = a0o|00) + ap1|01) + a10[10) + a1 [11)

donde |0o|? + |ot10)* + |ctor > + |11 > = 1.
Observemos que como H = C2 entonces H @ H = C2(2) = C*.

De manera similar al caso de un solo qubit, la probabilidad de medir u observar algtin
subconjunto de los posibles estados |00), [01), [10) y |11) esta dado por los coeficientes.

P(Observar un |0) en el primer qubit de |y)) = P(Observar un [00) o [01) en |y))
= |oto|* + [otor |*.
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Y en este caso el estado final después de la medicién (o colapsado) sera

_ 0[00)+ 01 [01)

V0ewoF+ a0

EyempLo 3.6. El estado en H ® H dado por

\

_ 00)+]11)

|WB) 3

se conoce” como estado de Bell o par de EPR®. Podemos encontrar una representacién matricial

explicita de este estado recordando que tiene asociado el estado puro

vis) (wis| = '00$11><00+11': [00)(00] +[00)(11| + [11)(00] + [11)(11]

V2 2
1 000 0001 0000 0000
_10000+10000+_0000+10000
210 0 00 210 0 00 210 0 0 0 210 000
0000 0000 1 000 0001
1 001
_1foooo
210 0 00
1 001

El estado de Bell tiene la propiedad de que después de medir el primer qubit se obtienen dos
posibles resultados con probabilidad 1/2:

P(Observar un |0) en el primer qubit de |y)) = P(Observar un [00) o [01) en |yp))

1
= |0500| = E;

P(Observar un |1) en el primer qubit de |yj)) = P(Observar un [10) o |11) en |y3))

B 1
= ’OCH‘ = E
Y el estado final después de la medicién seréd |yg) = |00) o |wy) = |11) respectivamente. Si ahora
se ejecuta una segunda medicién del segundo qubit de |yy) se obtendré lo que se haya obtenido en
la primera medicion. Podemos expresar lo anterior utilizando probabilidad condicional como sigue

P (Medir un [0) en el segundo qubit de |y)|Se midi6 un |0) en el primer qubit de \I[IB>) =1,

P (Medir un |0) en el segundo qubit de |yy) |Se midi6 un |1) en el primer qubit de W/B>> =0;

2Fl estado de Bell no es tnico. Es posible construir otros estados de Bell utilizando, por ejemplo, circuitos
cuanticos.
3Einstein—Podolsky—Rosen
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P (Medir un [1) en el segundo qubit de |yg)|Se midi6 un |1) en el primer qubit de W/g)) =I;

P <Medir un [1) en el segundo qubit de |yg)

Se midi6 un |0) en el primer qubit de \WB)) =0.

Es decir, las lecturas de las mediciones estan correlacionadas.

Finalmente contextualicemos la notacion utilizada en el marco de productos tensoriales. Primero
de manera general y después para el caso de un sistema de n-qubits.

Considere un espacio de Hilbert # cuya base ortonormal es indexada por un conjunto A,
digamos {e, : x € A}. Abusamos de la notacién y usamos los subindices para referirnos a los
vectores basicos x — ey por comodidad. El conjunto de indices A juega el papel del alfabeto con el
cual construiremos palabras de longitud finita. Es decir, una palabra de longitud 7 es un elemento
de A", por lo tanto es una n-tipla X = (x1,x2,...,x,) € A", x; € A, la cual podemos representar
por un elemento X = ey, ® ey, @ -+ - ® ey, en el n-producto tensorial del espacio de Hilbert: H*".

A cada elemento (después de normalizacién) de un espacio de Hilbert lo podemos asociar con
un estado puro. Quedando pues la asociacion como sigue:

IX) (x| = [X) = X122 . . X)) = |ex, @€y, @+ Rey,) ¢ €y, Dey, D+ Rey, € HO.
Cuando A = Z; y n = 2, el espacio de Hilbert H*" es el espacio de n-qubits. La siguiente

discusion aclara la notacién usada en el ejemplo 3.5 e ilustra el caso de 3-qubits.

EJemPLO 3.7. Para un grupo finito G se tiene el espacio de Hilbert H = ¢,(G) = {a : G — C}

dotado del producto interno
(a,B) =) a(g)B(s).
geG

Una base ortonormal {ey, } ,c de este espacio estd dado por

1, sih=
eh(g):{o 8 :

otro.

Observemos que H = CIC1,

Notemos que en el ejemplo anterior, si consideramos como alfabeto a A = G = Z, entonces
H = 0>(G) = C? es el espacio de un qubit.

EsempLo 3.8. Consideremos el grupo G = Z3 = 7y x 7o x Z que explicitamente es el grupo
{000,001,010,100,011,101,110,111}. (3.3)

Se puede verificar que
02(G) = 0a2(Zn) @ Ur(Zr) ® £2(Zs)

por lo que si {eg,e1} denota la base ortonormal de ¢2(Z,) entonces {e; ® e; @ e : i, j,k € Zy}
es una base ortonormal para ¢;(G) por lo que

05(G) =span {e;®e;j ey 1, ],k € Zy} ~ (2,

Finalmente, por ejemplo, al vector unitario ¥ € ¢,(G) dado por
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(e0®eo®el+e1®e1®e0)

S

II/: 2

le corresponde el estado puro

v =|

oo1+11o>_ 001)+|110)
V2 V2

de forma explicita

001)(001| +]001)(110] + [110)(001| +|110)(110
) (| = 10010001+ 001X |2! )(001] + [110)(110]

= %(IOXO\ ©10){0] @ [1)(1] +[0)(1] @[0)(1] @ [1)(0 4 | 1)(0] @ | 1){0] @ |0)(1]
+[1)(1 @ [1)(1] @ |0)0])

y que respecto a la base ordenada como aparecen en (3.3) su representacién matricial es

00 0O0O0O0OO0OO0OTPO

01 00O0OO0OT1PO

00 0O0OO0OOO0OO

~1]/0000O0O0O0O

WIWI=210 0000000

00 0O0OO0OO0OO0OTPO

01 00O0OO0OT1PO

00 0O0OO0OOO0OO

Del ejemplo anterior es claro que el espacio de n-qubits es isomorfo a C2". Una consecuencia
de la superposicién de estados es que en la codificacion cudntica, n-qubits escalan el espacio
computacional en un factor de 2". Esto motiva que de tener algoritmos y hardware que exploten
esta ventaja, se necesitan esquemas de codificacion, decodificacién y correccion de errores para los
qubits.

Ejercicios de la seccion

P.3.1.4.1 Calcule una representacién matricial de los siguientes estados de Bell

|00)+ (11| |00) — (11|
. )5
' |01>;<101‘ ) \01>;<101‘

P.3.1.4.2 Verifique todos los calculos del ejemplo 3.8.

Cédigos cudnticos correctores de errores

Los canales cuanticos se utilizan para describir la evolucion de un estado debido a las transformacio-
nes que experimenta durante la transmisién de informacion, i.e., los canales encapsulan la dindmica
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de los sistemas cuanticos en presencia de ruido y otras formas de interaccién con el entorno. En la
mecdnica cudntica y la teorfa de la informacién cuéntica, los canales permiten modelar cémo se
transforman los estados cudnticos cuando se someten a procesos fisicos que pueden incluir ruido,
decoherencia, pérdida de informacién entre otros.

Existen tres principios fundamentales que soportan la teorfa matematica de transmitir informa-
cién en el contexto de informacién cudntica.

1. Un mensaje es codificado en un estado cuantico (el estado inicial) y se transmite por medio
de canales cuanticos.

2. El estado final podria no ser el mismo que el estado iniciar debido a la presencia de ruido en
el canal.

3. Hay estados cuénticos més convenientes que otros que al ser transmitidos por un canal
ruidoso lleva a estados finales de los cuales se puede recuperar el estado inicial de manera
intacta o con un pequeno margen de error.

Entrada CANAL Salida
P ®(p)
Ruido

Figura 3.2: Diagrama del canal cuéntico.

Si usamos un canal @ para transmitir un estado puro inicial |y)(y/|, el estado final que
resulta @(|y)(y|) =Y, Li|w)(W|L; sera en general un estado mezclado. Los L; son los elementos
responsables de introducir ruido durante la transmisién, por esta razén se les suele llamar matrices
de ruido o error.

En un principio nos gustaria encontrar un canal cuantico W que corrigiera los errores introdu-
cidos por @ al mandar un mensaje, en simbolos

Y (P(p)) =P(¥(p)) =p paratodo estado p.

Sin embargo es conocido [8] que esto solo puede suceder si el canal consta de un solo término
unitario, i.e., ®(p) = UpU*, para alguna matriz unitaria U.

Esto quiere decir que los tnicos canales que tenemos oportunidad de corregir para todo estado
son aquellos que consisten de un solo operador de Kraus unitario. Esta es una seria limitacién y
debemos relajar un poco nuestras expectativas.

Para poder tener oportunidad de encontrar canales que corrijan una familia de canales mas
amplia debemos de debilitar los requisitos que estamos considerando; sacrificaremos entonces
el poder decodificar cualquier estado a solo decodificar estados que actien no trivialmente en
solamente cierta parte del espacio H, mas precisamente, en un subespacio propio C C H. A este
subespacio le llamamos cédigo cudntico.

DEFINICION 3.9. Un cédigo cuantico C en un espacio de Hilbert H es un subespacio vectorial de H.
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DEerINICION 3.10. El soporte de un estado p es el conjunto

supp p ={¢ € H:p¢ # 0}

Si supp p C C diremos que p estd soportado en C.

EjempLo 3.11. Consideremos el sistema de un qubit H = span{|0),|1)}.

» C =span{|0)} es un c6digo cudntico pues C es un subespacio de H.

~\0 0
vemos que p@ = ap|0) = a|0)(0[|0) = &|0) # 0, i.e., p actda no trivialmente en C.

0  po:
noO=1-— "7, eC.
ol= (o 1) pus

= Elestado p =1(0)(0| = (1 0) esta soportado en C. Para cualquier vector nonuloen ¢ € C

» Considere ahora el estado p = [1)(1|+ po.1 [0)(1|+ po.1

Vemos que
0 po1) [x
Y 0 0 0.
(PO,I 1 ) (y) 7& <~ Po,1 7& Oy%

Por lo tanto si pg 1 7 0 entonces supp p = H mientras que si po,; = O entonces

= {202}

Antes de continuar precisemos la diferencia entre reversibilidad e inveritibilidad de un canal.
Un canal cuéntico se dice ser invertible (como funcién) si existe un operador lineal ¥ tal que
Y (D(p)) =D(¥(p)) = p para todo p, sin imponer restriccion alguna sobre ¥ ( o p). Sin embargo
este inverso podria no ser un canal, como ilustra el siguiente ejemplo.

EJemPLO 3.12. Consideremos la familia de operadores en H = C? de la forma
1
Di(p)=sp+(1—s)tr(p) > donde s € R.

Notemos que @y preserva la traza pero es positivo si y solo si 0 < s < 1, i.e,, solo en este caso
es un canal cudntico.

Denotando por ¢;; = |e;)(e;| a la base canénica ordenada B = (ej1,e12,e21,€22) de M(C)
obtengamos [®]p la representacién matricial de @ respecto a la base ordenada B. Calculando
explicitamente los elementos de matriz obtenemos

1—s
([@]B)ij ik = (eijs Plew)) = tr (ejier) = 88+ %&j&k

de donde concluimos que Py es invertible si y solo si

1- 1—
_ _ S _ 3 _
0 = det[®;]p = det 0 0 s 0 =—5<s5=0.
1— 1—
TS 00 TS+S
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Se puede verificar que cuando s # 0 la inversa esta dada por

@ (p) =" L))+

S

(3.4)

Sin embargo ®; ! no es un canal para 0 < s < 1, pues falla en preservar positividad.

3.2.1

Teorema de Knill-Laflamme

Supongamos que dado un cédigo C C H y un canal @ existe un ndmero finito de matrices {R;}
satisfaciendo }; RYR; = I tales que, si p = ®(|y)(y|) es el estado final de aplicar & al estado
puro con ¥ € C, explicitamente

p=Y LIyNvlL;, wecC,

se cumple que

Y RipR; =Y Ri®(|w)(W))R; = Y Y RiLi| W) (WILIR; = |y){y.
J J J 1l

Es decir, el canal construido a partir {R;} puede invertir a ® si nos restringimos a estados
soportados en C. En este caso diremos que la familia {R;} es una familia de operadores de
recuperacion o decodificacién mediante la cual podemos corregir los errores inducidos por @ (o
equivalentemente, inducidos por los operadores de error {L;}) al usar el cédigo C.

En la siguiente definicién se generaliza esta idea.

DEFINICION 3.13. Sea A una familia de operadores en . Un subespacio C C H es un .A-c6digo
cuantico corrector de errores (QECC) si existen {R;} tales que para todo estado p soportado en C
y toda coleccién finita de {L;} C A que cumple Y ; LfL; = I, se tiene que

ZZR JLipLiR; =p.

J

La siguiente proposicion nos da condiciones equivalentes que los operadores de recuperacién
deben de satisfacer sobre el cédigo C.

ProposiciON 3.14. C C H es un A-QECC si y solo si existen {R;} tales que
i) Y R;Rj =1
ii) RjLPc = Aj(L)Pe, A(L) € C para toda L € A.

donde F¢ es la proyeccion ortogonal sobre el subespacio C.

Demostracion. Supongamos que C es un A—QECC con operadores de recuperacion {R;}. Sea
L € A arbitrario, y {L;} una familia de operadores de error en A tales que L € {L;} y Y; L*L; =1.
Entonces si u € C, ||u|| = 1 se satisface

Y Y RjLilu) (u|LiR} = [u) ul,
j i
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de donde, si v € {u}L, entonces

Y1 RiLa) > = Y (v, RyLia) (R L, v) < ZR Liu) u|L;<R;fv> - <v, \u><uyv> —0

I
y por lo tanto (v,R;L;u) = 0 para todo j,i. Es decir, R jL;u = A (u)u, para algin A (u) € C y en
particular R;LPe = A;(L)Fc.

Por otro lado si {R;} cumple i) y ii), dados {L;} C A con }; LYL; = I se tiene que la traza se
conserva ysi u € C,

ZM u)(ul) = tr (ZR iLilu) u\L?Rj) = tr (|u) (u]) = ) |A;(L; 2=
D
de donde se sigue que, si ||u|| = 1, por ii) tenemos que

Y RLilu) (ulL{ R} = 3 1A (Lj) *ue) ue| = [ua) u,

ie, {R;} decodifica estados puros soportados en C. Usando linealidad obtenemos que {R;}
decodifica cualquier estado (es decir estados mezclados) soportados en C. O

Observemos que la proposicién pasada caracteriza a las familias {R;} que son decodificadoras
de un subespacio C y una familia .A dadas.
Sin embargo el siguiente teorema da condiciones para la existencia de {R;} que solo dependen

delCy A

Teorema 3.15 (Rnill-Laflamme 1997). Sea C C ‘H un subespacio con base ortonormal 1, ..., yy,
y A una familia de operadores sobre H. Entonces existe una familia de operadores {R;} tales
que A(C,{R;}) es un QECC i y solo si

a) (¥p,LiLay,) =0, paratoda L, L, e Ayp+#gq p,gq=1,...,d

b) (Wp,LiLry,) no dependede p=1,...,d.

Demostracién. Si A(C,{R,}) es un QECC entonces por la proposicién anterior

(Wp, LiL2 W) = <wp,L’fZR;‘-R,~szq ZA Lo) A (L1) (W, W)
YiAi(La)Ai(Ly), sip=gq
0, sip#q

Para el reciproco consideremos los d subespacios AY; = {Ly; : L € A} ysean @}, ¢?,..., o,
bases ortonormales de cada uno de ellos donde dim Ay; = [;.

L4} v oo WG e Yy
gy Ay o Gy - Yy
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S, o] P
ol @ o @ - g
ol ¢ - 9 - @

Sea U;; : Ay; — Ay el operador lineal definido por Ly; — Ly, L € A. Este es unitario pues es
suprayectivo y si x,y € Ay; entonces

(Uijx, Uijy) = (UijLyi, UisL'wi) = (i, LL'y;) = (i, LL'y;) = (x, ),
en donde en la pendltima igualdad usamos b). Esto implica que todos los subespacios tienen la misma

dimensién /. Sea entonces U el operador unitario que manda la base de Ay en la base de Ay, ie.,
Uj@; = ;. Ademés por la condicion a) los subespacios son mutuamente ortogonales Ay, L Ay,

si p # q. Sea E; = Y | @F) (¢¥| la proyeccién ortogonal sobre el subespacio generado por el i-ésimo
renglon, y V(@) el operador sobre ese subespacio tal que V() (p} =y,parai=1,2,...,] el cual
cumple que

VOl Vel = (wj, yi) = i = (¢}, o),
que nuevamente es supragectivo y por lo tanto unitario. Definamos R; = vOE; parai=1,...,ly
R la proyeccion ortogonal sobre el complemento ortogonal del recuadro, i.e., sobre

O ={gj:1<j<d1<i<i}'
Mostraremos que {R;} U{R} es la familia decodificadora que buscamos.

i) Si x =xg+x5 € H es la descomposicién ortogonal en [J y (I entonces

<ZR?R,’ +R*R>x = ZR?R,’)CD —|—R*Rxé = X0 +xé = x.
i i

pues R Rixp = E;VO*V)E x5 = x. De donde (Z,-R?‘Ri ~|—R*R> =1
ii) Sea y € C, entonces existen ¢; € C tales que
Ly =cilyy1+clyr + -+ cglyy = c1 Ly +coUs Ly + - - - + ULy
Pero como Ly es un elemento de .4y, expandiendolo en términos de la base ortonormal
tenemos que Ly; = A1 (L)@} + A2 (L)@? + -+ 4 (L), ou(L) € C. De donde
UiLyy = M(L)@] + Ao (L)@} + -+ 4(L) @)}
= EU;Lyy = 41 (L) @;
= RU;Ly, =VIEULy, = o4(L)yj, i=1,...,1.
Y por otro lado RU;Ly = 0. Juntando lo anterior para toda i = 1,...,/
RiLy = ciRiLY| + 2RUL LY + ...+ cqRiU LYy
=Ly + (L) yr+ -+ +cathi(L) Yy
=AL(L)y,
y RLy = 0. Esto muestra que {R;} U {R} satisface las condiciones de la proposicién 3.14.
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Esto concluye la demostracion. O

Antes de ilustrar el teorema anterior con algunos ejemplos incluimos sin demostracién otro
resultado que da condiciones necesarias y suficientes para la existencia de operadores de recupera-
cion.

Lema 3.16. Sea C un cédigo cudntico de H y P¢ la proyeccion ortogonal sobre él. Sea ® un
canal cudntico con operadores de error {L;}. Existe una familia de operadores de recuperacion
{R;} para ® en C si y solo si existen escalares @ j € C tales que

PcL;-ijPC = Ot,',jPC

donde la matriz (@ j); j es autoadjunta.
Una prueba de el lema anterior puede encontrarse en [9].

EsempLo 3.17. Consideremos el espacio de Hilbert presentado en el ejemplo 3.7 para un G un
grupo finito arbitrario, # = £(G) = {a : G — C} = Cl¢I.

Consideremos g — Uy la representacion regular izquierda unitaria de G en %(H), esta actia
en la base como Uge;, = ey, y que puede escribirse explicitamente usando la notacién de Dirac

como
U= Y len) (e,
heG
Llamemos a un subconjunto £ C G conjunto de errores j a un subconjunto C C G conjunto de
codigo. Definamos
A=span{U;: g€ E} y € =span{e, : g € C}.

Verifiquemos las condiciones de Rnill-Laflamme para estos conjuntos.
Por un lado si r # s entonces
: -1
(er,UgUpes) = (er,eq-1p5) = 8,014 =0 si r#g hs,
que es equivalente a g 'h # rs~! 0o ETTENCCT! = {e}.
1, sir=s
0, otro,
Lo anterior muestra que el subespacio C es un A-QECC si se satisface la condicién

Por otro lado (e,,UgUper) = 8, 414, =

T

E'Encc! = {¢}.

EsempLo 3.18. Retomemos ahora el ejemplo 3.8, donde G = Z, ® Zy ® Z,. Consideremos los
subconjuntos
E ={000,110,011,101} y C={000,111},

en este caso E~'E = E — E = {000,110,011,101} y CC~! = C — C = {000,111} por lo
que se cumplen las condiciones de Knill-Laflamme vistas en el ejemplo anterior, debido a que
E-'Encc~! = {000}.

Observemos por otro lado que podemos descomponer a la representacion regular izquierda
U;jk de G en términos de las representacion regular en cada factor Z, como sigue.
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Sean 0 +— Uy y 1 — U, la representacién regular de Z; en el espacio ¢»(Z;). Entonces se
tiene que U;jy = Ui QU; Q Uy, i, j, k € Zs.
Por ejemplo,

Uooo = Up @ Uy @ Up = 1g,

01 0 1 10
U110:U1®U1®U0=<1 0)@(1 0>®(0 1)2

SO oo oo -

O =R OO OO OO0
—_ O OO O o oo
SO O~ OO OO
SO = O OO OO
ecNeoNeoNeoNel XK=
el oo Nel =R =)
SO OO OO —~O

Por un lado un estado soportado en C = span{e000, e} } = span{eg®ep R ep,e1 Qe R ey }
es de la forma
p = a|000)+B[111), con |a|®+|B>=1.

El teorema de Rnill-Laflamme nos dice que existen operadores de recuperacién {R;} tales que

ZquD(p)R}f =p, p soportado en C (3.5)
J

para cualquier canal ® cuyos operadores de error sean combinaciones lineales de {Ujjx : ijk € E}.
Sin embargo para encontrar explicitamente {R;} hay que seguir la demostracién constructiva
del teorema. Se queda como ejercicio al lector encontrar la forma explicita de los operadores de
recuperacion dados por el teorema.

En el esquema que hemos presentado podemos observar que el grupo finito no tiene por qué
ser abeliano. Veamos el siguiente ejemplo para el grupo finito no abeliano mas simple.

EjempLO 3.19. Consideremos ahora el grupo simétrico S3 = {e, g1,£2, 83,84, 85} donde etiqueta-
mos a los elementos de acuerdo a

e = Identidad, g; = (1,2), g2 = (2,3), g3 =(1,3), g4 = (1,2,3), and g5 = (1,3,2).
y escogemos E = {g1,84} y C = {g2,85,83}. De modo que
A =span{Uy,,U,,} y C =span{eg,, ey, }.

Se puede verificar (ejerciciol) que se cumple E-'ENCC~! = {e}.
Observe que los mapeos

D, (p) = tUyg, pUy, + (1 = 1)U, pUy,

son canales cuanticos para 1 <t <t y cuyos operadores de error estan tomados de la familia .A.
El teorema de Knill-Laflamme asegura la existencia de operadores decodificadores o de recupe-
racién {R;} y mediante la prueba constructiva se puede obtener que son

Ri = [g2)(gal +[83) (85| +[g5)(g2; Ro=lg2){g1]+[g3){g2| +[85){g0l-

Verifique que estos operadores de recuperacién efectivamente satisfacen (3.5).



66 CAPITULO 3. CODIGOS CUANTICOS

Ejercicios de la seccién

p.3.2.1 Muestre que en el ejemplo 3.12 el operador dado por (3.4) es el inverso de ®; para s # 0.
p.3.2.2 Verifique que ®; ! en el ejemplo 3.12 no preserva positividad si 0 < s < 1.

p.3.2.3 Verifique que en el ejemplo 3.19, los operadores {R;} dados decodifican cualquier estado
soportado en C para la familia de canales ®;.

Sugerencia: Primero verifiquelo para estados puros |g)(g| con g € C, i.e., muestre que

R 1D (|g)(g))R; + RaD:(|g) ()R> = |g) (g]-

y después extienda mediante un argumento de linealidad.

p.3.2.4 En el mismo ejemplo 3.19, ;los operadores {R ; } decodifican a cualquier canal con operadores
de error tomados de A?

3.2.2

Matrices de Pauli

Sabemos que cuando H es el espacio de un qubit, un operador de error L (que compone, por
ejemplo, a un canal cuantico) se identifica con una matriz en M, (C). Veremos que podemos
encontrar una base del espacio M (C) de modo que la correccién de los elementos de esta base
permitirfan la correccién de cualquier error.

Las matrices de Pauli son tres matrices complejas 2 x 2 que son fundamentales en la mecénica
cuantica. Fueron introducidas por el fisico Wolfgang Pauli y se utilizan para describir, por ejemplo,
el espin de particulas cuanticas como los electrones. Las matrices de Pauli son

01 0 —i I 0
zelo; Oy = ; O; GZ:O_l.

Puede verse que estas matrices son hermitianas y unitarias (ver ejercicios de la seccién 2.3),
siendo de utilidad para describir las operaciones de rotacién y reflexion en el espacio de Hilbert.
Ademas satisfacen las peculiares relaciones

» [0;,0;] = 2ig;jx Ok, donde &;j; denota el simbolo de Levi-Civita®*.

Estas matrices junto con la identidad 1 resultan ser linealmente independientes y forman una
base de Ml;(C) pues

a b _cH—dIL c+b c—b a—d
c d] T 2 + > Oy — 1

Adn mas se puede mostrar el siguiente teorema.

+1 si(i,j,k)es (1,2,3),(2,3,1) 0 (3,1,2)
Yo =q —1 si(i,).k)es (3,2,1),(1,3,2) 0(2,1,3)

0 deotromodoi=joj=kok=i
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Teorema 3.20. 1. Toda matriz de M (C) puede ser escrita de manera tinica como una
combinacion lineal de las matrices de Pauli y la identidad con coeficientes complejos.

2. Cada matriz autoadjunta de M, (C) puede ser escrita de manera tinica como una combi-
nacion lineal de las matrices de Pauli y la identidad con coeficientes reales, y viceversa,
cada combinacién lineal de las matrices de Pauli y la identidad con coeficientes reales
es una matriz autoadjunta.

En el contexto de cédigos cuénticos, a las matrices oy y o, de Pauli se les llaman errores de
Pauli se les identifican por su subindice X, Y, o Z respectivamente. En particular veremos que cada
una de ellas estan asociadas a un tipo especifico de error al actuar en un qubit.

1. Error de tipo X o bit-flip

Notando que
X =10) (1] +[1)(0]

y haciendolo actuar en un qubit arbitrario vemos que

X|y) = aX|0) + BX[1) = a[1) + B[0).

Es decir, el efecto de X fue el intercambiar |0) por |1) y viceversa. El nombre dado viene en
alusion al tipo de error clasico de intercambio de bits. Este tipo de error es el dnico posible
en el contexto clasico.

2. Error de tipo Z o phase-flip

Notando que
Z=10){0] = [1)(1]

y haciendolo actuar en un qubit arbitrario observamos que

Z|y) = aZ|0) + BZ|1) = e|0) — B[1).
Este tipo de error no tiene anélogo clasico.

3. Error de tipo Y

Estos errores son combinaciones de los dos anteriores pues Y = iXZ.

Ejercicios de la seccién

P.3.2.2.1 Muestre que las matrices de Pauli junto con la matriz identidad forman una base de

M, (C).
p.3.2.2.2 Verifique el teorema 3.20.
P.3.2.2.3 Muestre las relaciones
=0;=0;=0.=1

» [0;,0/] = 2i€;jx Ok, donde &;j; denota el simbolo de Levi-Civita®.
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