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Introduccién

Una de las ramas de las Matematicas que nacié y se ha desarrollado durante el dltimo siglo ha sido
la Teorfa de Juegos. Algunos problemas relacionados a ésta se habian estudiado en el siglo xix
cuando Cournot [5] y Bertrand [1] estudiaron la competencia entre empresas, uno permitiendo que
las empresas eligieran las cantidades a producir y el otro permitiendo que las empresas eligieran el
precio de los bienes. Ya en el siglo xx, Zermelo [14], Borel 2], [3], [4] y von Neumann [7] estudian
algunos juegos ladicos, incluso considerando las ideas de lo que se conoce como el valor de un
juego, estrategias maximin, y elecciones aleatorizadas o estrategias mixtas. Todas estas ideas se
establecerian de manera fundamental en el libro de von Neumann y Morgenstern [8].

Debido a sus origenes es que esta teorfa lleva este nombre, pero en realidad se puede aplicar
para entender cualquier situacién donde dos o mas individuos mediante las elecciones que realizan
afectan el resultado obtenido de interactuar en esta situacion. El resultado que se obtenga también
depende de como es que consideramos que son estos individuos, y una hipétesis muy fuerte es que
consideramos que los individuos son perfectamente racionales, es decir, que prefieren maximizar
su utilidad ante todo, y que pueden razonar acerca de lo que hacen los otros individuos pensando
que también prefieren maximizar su utilidad.

Aqui es donde se abre una vertiente acerca de la forma en la que deben razonar los individuos.
Por una parte, algunos autores trataron de considerar situaciones donde los individuos tratan de
maximizar la utilidad de la sociedad al no ser egoistas, pero es facil ver que en esta situacion no
siempre se tiene una solucién. Sin embargo, Nash en un articulo de dos paginas [6] muestra que
siempre es posible encontrar una solucién a dichos juegos si se consideran estrategias mixtas, como
habfa hecho Borel algunas décadas antes. Dichas soluciones ahora se conocen como equilibrios
de Nash. A partir de esto, la teorfa de juegos se considerd util e importante para estudiar, ya que,
entre muchas otras aplicaciones, es utilizada ampliamente en la Economia, pues permite estudiar
situaciones donde se tienen algunas empresas que estan compitiendo, muy a la Cournot o a la
Bertrand.

La teorfa de juegos cldsica que naci6 a partir del resultado de Nash es la que se ha trabajado
mayormente en la dltima mitad del siglo xx. Sin embargo, algunos afios después se observaria que
el concepto de equilibrio de Nash es un tanto restrictivo e impone que cualesquiera dos jugadores
deben razonar acerca de un tercer jugador de exactamente la misma forma, cosa que puede sonar
un tanto irreal, por lo que se empez6 a estudiar la posibilidad de definir soluciones para un juego
de otra forma, y es aqui donde nace la teorfa de juegos epistémica. Los conceptos fundamentales
que revisaremos en este taller aparecen en el articulo de Tan y Werlang [13], aunque anteriormente
Bernheim [1] y Pearce [9] dan algunas ideas de este razonamiento bajo hipétesis que después se
pudieron eliminar. Dado que esta variante de la teorfa de juegos es muy reciente, gran parte de
lo que se ha desarrollado se encuentra en articulos. El libro de Perea [10] es actualmente el tnico
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publicado, y el que se utiliza como referencia principal de esta monografia. Otro libro de Perea [11]
que esta en proceso de publicacion se enfoca mas en otros conceptos desarrollados considerando
solamente la creencia comun en racionalidad, pero es otra referencia para entrar a la teorfa de
juegos epistémica. Algunos otros libros se encuentran en proceso de escritura y publicacién por
otros autores, pero a la fecha del coloquio no se pueden consultar.

Esta monografia se escribi6 con la intencién de que més personas conozcan la existencia de la
teorfa de juegos, y mas aun, la existencia de la teoria de juegos epistémica, que por su novedad
todavia no se ha dado a conocer a un pablico mas general. Espero que sea de utilidad hacia este
fin y que lleve a que muchas personas usen estas herramientas para mejorar su razonamiento en la
vida cotidiana, o incluso se interesen a estudiar problemas relacionados con la teorfa de juegos.

Rubén Becerril Borja
ruben@xanum.uam.mx
Departamento de Matematicas
UAM-Iztapalapa
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Capitulo 1

Creencia comun en racionalidad

En muchas situaciones de la vida cotidiana necesitamos tomar decisiones, y en algunos casos el
resultado que se obtiene no depende solamente de nuestra decision, sino también de las decisiones
que toman otras personas. En la mayoria de dichas situaciones, no es posible hacer que los demas
elijan de forma que sea conveniente para nosotros, dado que ellos también desean realizar su
eleccion para obtener un resultado favorable para ellos.

Matematicamente, una situacion de este tipo es un juego, mientras que los individuos involucra-
dos se llaman jugadores. La razén de esta terminologfa se debe a que muchos ejemplos utilizados
cuando se empezo6 a desarrollar la teorfa de juegos eran juegos lidicos: piedra, papel o tijeras;
ajedrez; gato, etcétera, para los cuales se puede observar que hay individuos que toman decisiones
que afectan el curso del juego y su resultado final, y que en este caso, cuando un individuo gana, el
otro pierde, por lo que sus decisiones se oponen entre si. Esto dltimo no es necesario, ya que es
posible tener situaciones donde los individuos buscan cooperar, pero por alguna razén no pueden
ponerse de acuerdo de antemano para tomar las decisiones.

1.1
Juegos y equilibrios

DEFINICION 1.1. Un juego consiste al menos de una tripleta (1, (C;)ier, (#;)ier) donde
» /={1,2,...,N} es un conjunto finito de jugadores.
» Para cada jugador i € I, C; es el conjunto de decisiones o elecciones del jugador i.

= Para cada jugador i € I, u;: x| C; — R es la funcién de utilidad del jugador i, que
considera las elecciones de todos los jugadores para determinar la ganancia del jugador i.

Dentro de dichos juegos la manera en la que los jugadores toman decisiones es al considerar
que hacen los otros jugadores y a partir de esto, tratar de maximizar la utilidad que pueden alcanzar.
Dado que cada jugador solamente puede modificar directamente la decisién que toma, todos los
jugadores estarfan satisfechos si una vez que todos han tomado una decision, ninguno de ellos
preferiria cambiar de decisién suponiendo que los demas no cambian su decisién. Por ejemplo,
tenemos el siguiente juego.
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EjempPLO 1.2. Dos amigos quieren decidir entre ir a ver una obra teatral o una pelicula. Andrés
prefiere ir al teatro y Barbara prefiere ir al cine. Sin embargo, ambos detestan ir solos a cualquiera
de los dos lugares, ya que prefieren estar acompanados. Para no discutir, deciden que a las 5 de la
tarde cada uno ird a alguno de los dos lugares.

En este caso tenemos que el juego tiene dos jugadores, cada uno de los cuales tiene las posibles
decisiones “ir al cine” o “ir al teatro”.

Debido a las preferencias que tienen Andrés y Barbara, consideraremos que cada jugador
obtiene 2 unidades de utilidad si van a su lugar preferido acompanados, 1 unidad de utilidad si
van al lugar que no prefieren acompanados, y 0 unidades de utilidad si van a cualquier lugar sin
compaiifa. Estas seran sus funciones de utilidad.

Sin embargo, aunque podriamos describirlas enlistando las posibles parejas de decisiones, por
ejemplo:

UAndrés (TeatrOAndrés ) TeatroBérbara)

=2
uAndrés(TeatrOAndréSa CineBérbara) =0
en muchas ocasiones serd mas til describirlas mediante tablas (o mediante matrices como se hace
en la teorfa de juegos clasica, aunque ese enfoque no nos da una ventaja para la manipulacién de
estas utilidades), como se muestra a continuacion:

Upandres Teatro  Cine
Teatro 2 0
Cine 0 1

UBirbara 1eatro Cine
Teatro 1 0
Cine 0 2

donde en la esquina superior izquierda se denota a que jugador corresponde la tabla, en los
renglones se ponen las decisiones del jugador correspondiente y en las columnas las decisiones del
otro jugador.

Si razonamos un poco acerca de las posibles parejas de decisiones que se pueden formar
observamos que las parejas (Teatroapdres, T€atroparbara) Y (Cineandrés, Cineparbara) son tales que
ningtn jugador prefiere cambiar su decision suponiendo que el otro jugador se mantiene en la
misma decisién. Por ejemplo, para la primera pareja, Andrés recibe 2 unidad de utilidad, que son
més que las 0 unidades que recibirfa si cambiara su decision a Cine. Por otra parte, Barbara recibe
1 unidad de utilidad, y aunque ella preferiria que tanto ella como Andrés cambiaran a Cine, dado
que ella solamente puede controlar su decision, no le conviene cambiarla a Cine, ya que recibirfa 0
unidades de utilidad. Algo similar ocurre para la otra pareja.

Por otro lado, si consideramos las otras dos parejas

(TeatrOAndréS s CineBérbara ) Y (CineAndréS ) TeatroBérbara )

los jugadores tienen incentivos a cambiar de decision.

Esercicio 1. Justifica el que los jugadores prefieran cambiar de decisién si se encuentran en las
parejas de decisiones (Teatroandres, Cineparbara) Y (Cineandres, T€atroparbara )-
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OBSERVACION 1.3. Las unidades que se asignaron en el ejemplo anterior para la utilidad son
arbitrarias. Dependiendo de la situacién que se esté modelando esto puede o no afectar el estudio
de la situacién, por lo que se tiene que tener cuidado al considerar las funciones de utilidad que se
utilizan, o bien, al interpretar los resultados que se obtienen.

En caso de que todos los jugadores prefieran quedarse en las decisiones que tomaron en vez
de cambiar de decision, diremos que esa pareja es un equilibrio, dado que ningtin jugador tiene
incentivos de modificar la situacién en la que se encuentran. Por completez, enunciaremos lo
anterior de forma matematica, aunque en general lo pensaremos como hemos hecho anteriormente.

DEFINICION 1.4. Dado un juego con N jugadores, diremos que la N-ada ¢* = (c7,¢5,...,cx) con
c; € C; para todo i € I es un equilibrio si para cada i € 1

ui(c”) > ui((cj,c”y))

para cualquier otra ¢; € C;, donde entendemos por (c},c* ;) a la N-ada obtenida al considerar ¢*
y sustituir la decision ¢} del jugador i por la decisién ¢; manteniendo las decisiones de los otros
jugadores.

Dichos equilibrios son las soluciones que se buscan en la teorfa de juegos clésica. Sin embargo,
es bien sabido que no todos los juegos tienen equilibrios, como se puede observar si pensamos en
el siguiente juego que todos hemos jugado alguna vez.

EJempPLO 1.5. Andrés y Barbara deciden jugar piedra, papel o tijeras y apostar 1 peso, de forma
que el que gane se lleva un peso, mientras que si es un empate, ninguno tiene que pagar.

En este caso, si razonamos un poco, podemos ver que sin importar en cual de las parejas
comencemos, siempre alguno de los jugadores prefiere cambiar de decisién. Por lo tanto, no existe
un equilibrio como se defini6 anteriormente para este juego.

EJErcicio 2. Muestra que si empezamos en las parejas

(PiedraAndréS ) PapelBérbara ) Y (TU €raSpndréss TIJ €raSp4rhara )

hay al menos un jugador que prefiere cambiar de decision. Ademas muestra que aun si permitiéramos
al jugador en desacuerdo cambiar su decision y formar una nueva pareja de decisiones, en esta
nueva pareja hay al menos un jugador que prefiere cambiar su decision, y que este proceso se
puede continuar realizando sin fin.

Debido a esto, en la teorfa de juegos clasica se introduce el concepto de estrategias mixtas y se
modifica la definicién de equilibrio para incluir dichas estrategias mixtas. En nuestro caso, esto no
es necesario, ya que razonamos de una forma diferente en la teorfa de juegos epistémica.
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1.2
Creencia en la racionalidad del oponente

Para realizar este razonamiento, consideraremos que cada jugador i tiene un conjunto de tipos
T; que son versiones de dicho jugador, las cuales razonan de diferente manera. En el ejemplo 1.2,
podriamos considerar un tipo para Andrés que decide ir al Teatro y otro tipo para Andrés que
decide ir al Cine, mientras que podemos tener también tipos correspondientes para Barbara.

No necesariamente debe haber tipos para cada jugador que correspondan a cada una de sus
posibles decisiones. Mas adelante veremos que en muchas ocasiones podemos obviar algunos ya
que no afectan el andlisis que se realice de los juegos.

Es util pensar en tipos para cada jugador debido a la forma en la que cada jugador razonara
acerca de los otros jugadores, y la forma en la que esto justificara si una decisién se puede tomar o
no. Para explicar esto, utilizaremos el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.6. Andrés y Barbara irdn a una fiesta, para lo cual deben decidir de qué color se vestiran.
Andrés prefiere azul a verde, verde a rojo y rojo a amarillo, pero detesta vestirse del mismo color
que Bérbara.

Por otra parte, Barbara prefiere rojo a amarillo, amarillo a azul y azul a verde, y también detesta
vestirse del mismo color que Andrés.

En este caso, para modelar el problema, asignaremos utilidad 4 a la eleccién més preferida y 0
a la menos preferida.

/Cémo podemos justificar la decisién de Andrés de elegir alguno de los colores en particular?
Observemos primero que la tnica situacién donde no se viste de color azul es si considera posible
que Barbara se vista de azul. Aqui es donde es ttil la existencia de los tipos, ya que si Andrés
cree que Bérbara es del tipo que elegirfa vestirse de amarillo, entonces esto justifica que él decida
vestirse de azul. Notemos que si Andrés cree que Barbara es del tipo que elegirfa vestirse de verde,
o de rojo, también es justificacién suficiente para su eleccion.

;Puede Andrés justificar elegir vestirse de verde? Si, ya que si Andrés considera que Barbara es
del tipo que elegirfa vestirse de azul, entonces €él definitivamente no quiere usar azul, y su mejor
opcidn en este caso es usar verde.

La forma de describir este comportamiento por parte de Andrés es considerar que tiene una
creencia, la cual a cada eleccién y tipo posible de Andrés le asigna una eleccion y tipo posible de
Bérbara.

DEFINICION 1.7. Dado un juego, para cada jugador i y cada tipo t; € T;, podemos definir una
creencia como una funcién b;: T, — A(C_; x T_;), donde en la imagen estamos considerando
todas las posibles distribuciones de probabilidad con soporte en C—_; x T__;.

La razén por la que en la imagen no solamente se consideran elecciones y tipos de los oponentes,
sino distribuciones de probabilidad, es debido a que necesitamos flexibilidad adicional en la forma
de razonar acerca de los oponentes ya que no tenemos la certeza de que los oponentes decidiran
exactamente una de sus posibles decisiones, pues podrian estar pensando en dos o mas de ellas.
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DeriniciON 1.8. Dado un juego, decimos que 7; es una decision o eleccion aleatorizada de i si
ri € AC;.

El que los jugadores puedan considerar que sus oponentes hacen elecciones aleatorizadas nos
permite justificar que Andrés también puede ir a la fiesta vestido de rojo. Las cuatro posibilidades
para Barbara ya se utilizaron en la justificacién de azul y verde para Andrés, por lo que no
funcionarfan para justificar rojo. Sin embargo, si creemos que Barbara con probabilidad 0.6 elegira
ir de azul y con probabilidad 0.4 elegird ir de verde (es decir, Barbara realiza una eleccién aleatorizada),
entonces

» Si Andrés decide ir de color rojo, dado que cree que Barbara no elige ir de rojo, obtendria
una utilidad de 2.

= Si Andrés decide ir de color azul, entonces con probabilidad 0.6 elige el mismo color que
Bérbara, por lo que en ese caso obtendria utilidad 0, mientras que con probabilidad 0.4 elige
un color diferente a Barbara y obtendria utilidad 4. Por lo tanto, su utilidad esperada es

0.6(0) +0.4(4) = 1.6

» Si Andrés decide ir de color verde, entonces con probabilidad 0.6 elige un color diferente a
Bérbara y obtiene utilidad 3, mientras que con probabilidad 0.4 elige el mismo color que
Bérbara por lo que obtiene utilidad 0. Asf su utilidad esperada es

0.6(3)+0.4(0) = 1.8

» Finalmente, si Andrés elige ir de color amarillo, en ningtin caso elige el mismo color que
Bérbara por lo que obtiene utilidad 1.

Dado que elegir rojo nos da la mayor utilidad esperada, entonces Andrés puede justificar ir
vestido de rojo a la fiesta.

Notemos que estamos considerando el concepto de utilidad esperada el cual, como una esperanza,
multiplica la utilidad obtenida por la probabilidad de que se elija cierta combinacion de elecciones
para todos los jugadores.

DEFINICION 1.9. La utilidad esperada del jugador i dado que elige ¢;, es del tipo ¢ y tiene la
creencia b; estd dada por

Ui(ci,ti,bi) = Y ui(cisc—i)bi(ti)(c—ist—i)
(c—it—i)€C_ixT_;

Por tltimo, notaremos que no es posible para Andrés justificar el uso de amarillo. Una forma
de hacer eso es considerar dos casos. Si Andrés creyera que Barbara elige azul con probabilidad
menor a 0.5, entonces incluso si Andrés eligiera azul, obtendrfa una utilidad esperada de al menos

0.5(4) =2

mientras que si Andrés eligiera amarillo, a lo mas podria obtener una utilidad esperada de 1. Por
otra parte, si Andrés creyera que Béarbara elige azul con probabilidad mayor a 0.5, entonces Andrés
podria elegir verde y obtener una utilidad esperada de al menos

0.53)=1.5
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que es mayor a la utilidad esperada que obtendria de elegir amarillo, que a lo més es 1.

Esta serfa la forma en la que razona Andrés, y esto nos daré la pauta para definir aquellas
decisiones que se pueden justificar.

DEFINICION 1.10. Dado un juego y una creencia b; para el jugador i que es del tipo #;, diremos que
una decisién ¢} es 6ptima si

Ui(cf 1, bi) > Ui(ci,ti, by)

para cualquier otra ¢; € C;.

Por otra parte, diremos que ¢; es racional para el jugador i si existe alguna creencia b; para la
cual ¢; es optima.

La diferencia entre si ¢} es 6ptima o racional es que en el primer caso ya conocemos la creencia
b; para la cual se maximiza la utilidad esperada, mientras que en el segundo caso solamente
sabemos que existe dicha creencia, pero no la hemos fijado. En muchos casos se utilizan ambos
términos de forma intercambiable, pero hacemos notar esta diferencia.

Podemos analizar la situacién de Barbara de forma similar y observar que en su caso, las
elecciones rojo, amarillo y azul son racionales, mientras que verde no lo es.

EyErcicio 3. Muestra que las elecciones rojo, amarillo y azul son racionales para Barbara y que la
eleccion verde no es racional.

Regresando a la forma en la que razoné Andrés para justificar su eleccién de azul, dijimos que
una posibilidad era si el crefa que Barbara era del tipo que elegfa ir vestida de verde. Al menos en
la mente de Andrés, esto tiene sentido, sin embargo, si él razona a un nivel mayor de profundidad y
se pone en los zapatos de Béarbara, se dara cuenta de que Barbara jamas elegirfa ir vestida de verde
ya que no es una eleccién racional. Por lo tanto, Andrés no puede justificar su decisién creyendo
que Bérbara elegirfa verde.

Ahora notamos que no basta solamente con justificar la decisiéon de cada individuo, sino que
también debemos razonar acerca de las elecciones que justifican la decisién de cada individuo. Mas
atn, también debemos razonar acerca de las decisiones que justifican las elecciones que justifican la
decisién de cada individuo. Y asf sucesivamente una infinidad de niveles. Ademas de esto, notemos
que en cada uno de los niveles en los que se razona debemos considerar solamente elecciones que
sean racionales, de otra forma, sabemos que el jugador correspondiente no tomaria esa decision.
Esto nos lleva a la siguiente definicién, que serd central en nuestra discusion.

DEFINICION 1.11. Dado un juego, y una creencia b; para el jugador i que es del tipo #;, decimos que
t; cree en la racionalidad de los oponentes si b;(t;)(c—;,t—;) > 0 solamente cuando c_; consiste
de elecciones racionales para cada uno de los oponentes de i cuando son del tipo correspondiente en
t_;. En este caso, también decimos que b; expresa creencia en la racionalidad de los oponentes.
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1.3
Modelos epistémicos

Como podemos observar, la interaccién entre creencias y tipos es muy importante, pero no es
parte de lo que define al juego, sino de lo que nos permite analizarlo. Dado que el marco en el que
analizamos el juego puede cambiar y darnos diferentes perspectivas, codificamos este concepto.

DEFINICION 1.12. Dado un juego, definimos un modelo epistémico como la pareja ((7;)icz, (bi)icr)
de clases de tipos y creencias.

De esta forma, dependiendo del modelo epistémico sera el comportamiento del juego. Este
modelo epistémico ademas permite describir de forma compacta la manera en la que interactidan
las diferentes creencias para justificar algunas de las elecciones que realizan los jugadores.

Para el ejemplo que hemos trabajado, un posible modelo epistémico serfa

__ [sazul verde
Tandrés = {tAndrés7 TAndrés

__ ,r0jo amarillo
TBérbara - {tBérbara’ tBérbara

| : j
bAndrés (t er;ldrés ) = (rO] 0, t]g(e)i]r(;:)ara )

verde \ __ amarillo
bAndrés (tAndrés) - (aZUlﬂtBérbara)

rojo _ azul
bBérbara (tBérbara) - (aZUI’tAndrés)

amarilloy __ verde
DBsrbara (tBérbara ) - (Verdev tAndrés)

Observamos varias cosas. Primero, no necesariamente en nuestro modelo epistémico se tienen
que considerar tipos para todas las posibles elecciones de cada jugador. Segundo, al escribir por
ejemplo

azul _ . _rojo
bAndréS (tAndrés) - (rOJOatBérbara)
estamos diciendo que para justificar que Andrés elija el color azul, dado que Andrés es del tipo que
elegirfa azul, €l cree que Barbara eligira rojo y es del tipo que elegiria el color rojo con probabilidad
1. En otras palabras, serfa mas correcto escribir

azul . rojo _
b Andrés (Andrés) (10jo, tBérbara) =1

pero la notacién utilizada tendra ventajas cuando consideremos creencias donde las probabilidades
no sean 1, y también tiene ventajas cuando se definen otros conceptos de razonamiento en la teorfa
de juegos epistémica (éstos no se definirdn en esta monografia, pero si se trabajan en la bibliografia
que se tiene al final).

Tercero, notemos que una creencia dentro de un modelo epistémico no necesariamente debe
creer que un oponente elige la opcion que serfa dptima para su tipo. Por ejemplo, tenemos que

verde \ __ amarillo
bAndrés(tAndrés) - (aZULtBérbara)
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donde Andrés cree que Barbara elige azul y es del tipo que elegirfa amarillo. Claro estd, aunque
esto no causa problemas con la definicion de un modelo epistémico, esta diciendo que Andrés
justifica su eleccién verde pensando en que Barbara elegira azul a pesar de que ella es del tipo para
el que amarillo es la eleccion 6ptima. Esto llevara a que Andrés no pueda justificar su eleccién
cuando razona acerca de la eleccién de Barbara, por lo que el modelo epistémico que nos sirva
para razonar acerca de un juego, deberd considerar solamente parejas de elecciones y tipos en las
que la eleccion sea optima para el tipo correspondiente.

Cuarto, en el modelo presentado, también tenemos que podriamos tener creencias que no
justifican adecuadamente una eleccion para un jugador, como

amarilloy __ verde
bBérbara (tBérbara ) - (VerdevtAndréS)

la cual no funciona para justificar que Barbara elija amarillo. Aunque estas creencias son posibles,
tampoco son adecuadas para el modelo epistémico que nos permita estudiar el juego. De esta
manera, ya tenemos algunas ideas de lo que no deberia de aparecer en nuestro modelo epistémico.

Ahora bien, construir dicho modelo epistémico no es necesariamente tan facil. De hecho,
utilizaremos un método grafico para ayudarnos a traducir lo que podemos observar en el juego a
dicho modelo epistémico. Para ello, dado que sabemos que solamente consideraremos modelos
donde la eleccion sea dptima para el tipo que elegirfa dicha eleccion, podemos pensar solamente en
términos de elecciones. Luego, dibujamos las siguientes columnas, correspondientes a cada una de
las elecciones posibles para cada jugador.

(azul, fﬁzﬁgrés) (azul, z Egﬂ)ara> (azul, t/a\zgldlrés)
(verde,7}ere ) (verde, fygrie. ) (verde, 7{5ii)
(r0jo, % ) (r0jo, gt ) (r0j0, Ly nires)

amarillo )

(amarillo, A ndrés amarﬂlo)

(amarillo, # Birbara amarillo )

(amarillo, ¢ Andrés

Luego dibujaremos flechas las cuales partirdn de cada eleccién que se puede justificar para
cada jugador hacia la eleccién del oponente que justifica dicha eleccién. Por ejemplo, la eleccién
verde de Andrés se puede justificar si Barbara elige azul. Por lo cual tendrfamos
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azul )

(aZUL tAndrés pl )

(azul, t Bérbara ol )

(aZUL tAndrés

(verde, 1} ) (verde, g, (verde, £{{i{i%)
(I‘Oj 0, tlr%(ggrés) (I‘OjO, tlg?r%ara) (I‘Oj o, t/r\(g?irés)

amarillo )

; amarillo
(amarillo, £t )

; amarillo
(amarillo, 5o )

(amarillo, £{mgr

Y hacemos lo mismo para las otras justificaciones que encontramos anteriormente. Notemos
que por ejemplo, para la eleccion azul de Andrés, habian varias elecciones de Bérbara que la
justificaban. Aunque podrfamos dibujar todas, basta solamente con dibujar una. Observaremos mas
adelante que es importante saber cuél dibujar para obtener el modelo epistémico deseado, pero por
el momento no nos preocuparemos por eso, ya que tendremos un algoritmo que nos diga cudl se
dibujara. Por lo tanto, podriamos tener un modelo epistémico como el siguiente

(aZUl7 t/izr:lérés ) (azul ! E?’llrlll)ara ) (aZUI’ tgzﬁlérés )
(verde, tXiféir%s) (verde, tggf,ggra) (verde, tX%lr%S)
(I‘Oj 0, tlr%(ﬂgrés) (I‘OjO, t]g?r%ara) (I‘Oj 0, t/r\(ggrés)

amarillo )

i i ill
(amarillo, £ (amarillo, £gar )

amarillo )
Bérbara

(amarillo, £{mir

En el caso de la eleccién rojo de Andrés, habfamos visto que se necesitaba una creencia donde
asignabamos probabilidad positiva a mas de una eleccién de Barbara, y lo mismo ocurre para
justificar la eleccion azul de Barbara. En estos casos, la forma de dibujar estas flechas es al dividirlas
y notar la probabilidad que asighamos a cada eleccién en la creencia.
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(aZUI7 t/izr}grés ) (azul ’ tﬁglrlll)ara ) (aZUL t/izrilérés )
(verde, £{5ri%,) (verde, f§éioe, ) (verde, 7§57,
(I‘OjO, t/r%(ﬂgrés) (I‘OjO, tlg?r?aara) i (I‘OjO, t:ﬂ?irés)

amarillo)

; amarillo
(amarillo, £{mgr )

; amarillo
(amarillo, fgm )

(amarillo, £

De esta manera, tenemos una forma grafica de representar las elecciones y las justificaciones
correspondientes. Claro est4, la representacion anterior no es tinica ya que para algunas elecciones
de ambos jugadores existen otras flechas que se pueden dibujar.

Creencia comun en racionalidad

Hay mas de lo que se ve a primera vista en esta representacion, J por esto es que es extre-
madamente ttil. Recordemos que al final queremos justificar en cada nivel de razonamiento las
elecciones realizadas por cada individuo. Esto lo podemos enunciar formalmente de la siguiente
manera.

DEFINICION 1.13. Dado un modelo epistémico ((7;)icz, (bi)ier):

= Decimos que un tipo #; expresa creencia en racionalidad al nivel 1 si # cree en la
racionalidad de los oponentes.

= Decimos que un tipo #; expresa creencia en racionalidad al nivel 2 si #; asigna probabilidad
positiva en la creencia b; solamente a tipos de los oponentes que expresan creencia en
racionalidad al nivel 1.

= Decimos que un tipo #; expresa creencia en racionalidad al nivel 3 si #; asigna probabilidad
positiva en la creencia b; solamente a tipos de los oponentes que expresan creencia en
racionalidad al nivel 2.

= En general, decimos que un tipo #; expresa creencia en racionalidad al nivel & si #; asigna
probabilidad positiva en la creencia b; solamente a tipos de los oponentes que expresan
creencia en racionalidad al nivel kK — 1.

DEFINICION 1.14. Dado un modelo epistémico ((7;)ies, (b;)ier) decimos que #; expresa creencia
comun en racionalidad si expresa creencia en racionalidad al nivel k para toda k € N.
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OBSERVACION 1.15. Hemos de notar que si un tipo #; expresa creencia en racionalidad al nivel &
esto no implica que necesariamente exprese creencia en racionalidad a todos los niveles menores
que k. De hecho observaremos que esto ocurre para algunos tipos en el ejemplo que hemos estado
trabajando, por lo que para que un tipo exprese creencia comin en racionalidad, debemos mostrar
claramente que expresa creencia en racionalidad para cada nivel.

El concepto de creencia comtn en racionalidad sera el concepto de razonamiento que
utilizaremos, y a partir de éste podemos definir lo que consideraremos como una solucién para un
juego.

DEFINICION 1.16. Dado un juego, una eleccion ¢; € C; para el jugador i es una eleccion que se puede
hacer racionalmente bajo creencia comtn en racionalidad si existe algin modelo epistémico
((T)ier, (bi)ier) tal que existe un tipo #; que expresa creencia comun en racionalidad y para el
cual ¢; es Optima.

De esta forma, para cada jugador las soluciones posibles de un juego consistiran precisamente
de aquellas elecciones que se pueden hacer racionalmente bajo creencia comtn en racionalidad.

La utilidad del modelo grafico para encontrar dichas soluciones es debido a que, suponiendo
que elegimos las flechas de manera adecuada, podemos observar de una sola vez todos los niveles
en que tenemos que razonar J ver si podemos justificar alguna eleccién. Regresando a la grafica
final de nuestro ejemplo:

(azul, tﬁﬂﬁr <) (azul, tﬁg‘ﬁ)ara) (azul, tﬁzﬁﬁr <)
(verde, txfr’lrélr%s) (verde, %giggra) (verde, txgﬁir'és)
(I“Oj 0, tj\cggrés) (roj 0, tlgzjr%ara) i (I“Oj 0, t/r\?igrés)
(amarillo, tﬁ?llgrrgslo) (amarillo, tﬁgigig)) (amarillo, tﬁfggslo)

tenemos por ejemplo que podemos empezar en la eleccion azul para Andrés, la cual se justifica
pensando que Barbara elegira rojo.

Posteriormente tenemos que la eleccion rojo de Barbara se justifica pensando que Bérbara cree
que Andrés elegira verde. Asi, el tipo de Andrés tﬁﬁrés expresa creencia en racionalidad al nivel 1.

A continuacion, tenemos que la eleccién verde de Andrés se justifica si Andrés cree que Barbara
elegira azul. Por lo tanto, el tipo t&ﬂgrés expresa creencia en racionalidad al nivel 2.

Luego, tenemos que la eleccién azul de Barbara se justifica si Barbara cree que Andrés elegira
rojo con probabilidad 0.6 y amarillo con probabilidad 0.4. Por lo tanto, el tipo tﬁﬁgrés expresa

creencia en racionalidad al nivel 3.
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Sin embargo, aunque podemos justificar la eleccién rojo para Andrés, no es posible justificar la
eleccion amarillo para Andrés, por lo que tjiznuérés no expresa creencia en racionalidad al nivel 4.

Ahora si, por ejemplo, justificairamos incorrectamente la eleccién amarillo de Andrés cuando
Barbara elige rojo (por decir algo, con lo cual imaginamos que existe una flecha desde amarillo de
Andrés a rojo de Barbara), entonces tﬁﬁgrés expresaria creencia en racionalidad al nivel 5, a pesar

de que sigue sin expresar creencia en racionalidad al nivel 4.

EJErcicio 4. Muestra que para esta grafica, ninguna de las elecciones expresa creencia comun en
racionalidad.

De hecho, tenemos que la grafica que elegimos no era la més adecuada. Deberfamos de haber
dibujado la siguiente grafica

(aZUI, tgﬁlérés) (aZl'ﬂ? tﬁg‘:i)ara) (aZUL t/izrllérés)
(verde, i1, (verde, s, (verde, 255,

rojo

And ) i (I‘Oj 0, tAndrés)

(I‘Oj 0, tAndrés Bart )

(I‘O] 0,1 Barbara

amarillo )

; amarillo
(amarillo, #{M40 )

; amarillo
(amarillo, 52" )

(amarillo, r{M40

en la cual tendriamos que la eleccién azul de Andrés expresa creencia comun en racionalidad,
mientras que la eleccién rojo de Barbara también expresa creencia comun en racionalidad.

EjempLO 1.17. Supongamos que ahora Andrés quiere ir a otra fiesta con Carlos. Andrés sigue
teniendo la misma funcién de utilidad, mientras que Carlos prefiere rojo a amarillo, amarillo a azul
y azul a verde, pero lo que prefiere sobre todo es ir del mismo color que Andrés, con lo cual esto
tltimo le dard una utilidad de 5, mientras que si no coincide, entonces los colores dan utilidades de
4 a 1, respectivamente.

Para este ejemplo, el razonamiento de Andrés para justificar sus elecciones es exactamente
el mismo que con Barbara, pero ahora vemos que Carlos puede justificar todas sus elecciones si
cree que Andrés elegira el mismo color que €él. De esta forma, una grafica correspondiente a este
ejemplo seria
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azul )

(aZUL tAndrés o )

(aZUI’ ! Carlos ol )

(aZUL tAndrés

(verde, 1} ) (verde, i&5ris.) ———— (verde, {51,
<P
(rojo, %9 ) (r0j0, mios) (r0j0, £ ndres)

amarillo )

(amarillo, £t amarillo amarillo)

(amarillo, 875" ®) ——————— (amarillo, £yt

En este caso, podemos observar que Andrés puede elegir azul, verde y rojo bajo creencia comtin
en racionalidad. Carlos por su parte, también puede elegir azul, verde y rojo bajo creencia comtn
en racionalidad.

EjErcicio 5. Muestra que la eleccién azul de Andrés expresa creencia en racionalidad para todos
los niveles k.

1.5
Algoritmos

Una forma de observar la creencia comtn en racionalidad mediante la gréfica es al observar que
estamos en un ciclo, lo cual ocurre si empezamos en las elecciones azul o verde de Andrés (lo mismo
para Carlos). Si en cambio, empezamos en la eleccién rojo de Andrés, vemos que jamés regresamos
de nuevo a dicha eleccién, pero eso no es importante. Lo que importa es que eventualmente, las
elecciones que se utilizan para justificar deben estar dentro de algdn ciclo (no necesariamente el
mismo), y que en ningdn momento llegamos a una eleccién que no tenga flechas de salida.

Sin embargo, la pregunta natural es: ;cémo encontramos estos diagramas?, j jc6mo sabemos
que no hay algtin otro diagrama para el cuél alguna otra eleccién se pueda realizar bajo creencia
comun en racionalidad? Para ello, tenemos dos resultados que enunciaremos.

TeOREMA 1.18. Consideremos un juego con una cantidad finita de jugadores y una cantidad
finita de elecciones para cada jugador, entonces siempre es posible construir un modelo epistémico
no vacio para dicho juego tal que todo tipo del modelo exprese creencia comtin en racionalidad
y donde toda creencia del modelo asigne probabilidad positiva solamente a tipos que aparecen
en el modelo epistémico (y a sus correspondientes elecciones).

Antes de enunciar el segundo resultado, definimos lo que es una eleccién estrictamente domi-
nada.
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DEFINICION 1.19. Dado un juego, decimos que una eleccion ¢; € C; del jugador i esta estrictamente
dominada por otra eleccién aleatorizada r; € AC; si tenemos que

ui(ri,c—i) > ui(ci,c—;)

para cualquier combinacién de elecciones c_; de los oponentes de i.

Observemos que estamos considerando elecciones aleatorizadas para dominar a la eleccion c;,
pero cualquier eleccion ¢; es una eleccién aleatorizada en la cudl se asigna probabilidad 1 a ¢;, por
lo que estamos considerando también dominar estrictamente mediante elecciones sin aleatorizar.
Ahora si podemos enunciar el algoritmo que se utilizara para obtener las elecciones que se pueden
realizar bajo creencia comun en racionalidad.

TeoremA 1.20 (Algoritmo de eliminacién iterada de elecciones estrictamente dominadas).

1. Dado el juego original, para cada jugador se eliminan las elecciones que son estrictamente
dominadas, con lo cual obtenemos un juego reducido donde los conjuntos de elecciones
para cada jugador i ahora son C! C C;. Las elecciones en cada conjunto C} son aquellas
que son racionales para el jugador i.

2. Dado el juego reducido del paso anterior, para cada jugador se eliminan las elecciones
que son estrictamente dominadas, con lo cual obtenemos un nuevo juego reducido donde
los conjuntos de elecciones para cada jugador i ahora son C? C C}. Las elecciones en
cada conjunto C? son aquellas que expresan creencia en racionalidad al nivel 1.

3. Dado el juego reducido del paso anterior, para cada jugador se eliminan las elecciones
que son estrictamente dominadas, con lo cual obtenemos un nuevo juego reducido donde
los conjuntos de elecciones para cada jugador i ahora son C; C C?. Las elecciones en
cada conjunto C? con aquellas que expresan creencia en racionalidad al nivel 2.

El proceso contintia hasta que ya no hay elecciones estrictamente dominadas para ningtin
jugador. Las elecciones que sobreviven en cada uno de los conjuntos del juego reducido final
son exactamente aquellas que se pueden realizar bajo creencia comiin en racionalidad.

Aunque no demostraremos estos resultados, podemos observar que el algoritmo siempre da al
menos una eleccion para cada jugador, y esto es debido a que nunca podemos eliminar todas las
elecciones, ya que si en algin momento queda exactamente una eleccion, ya no tenemos forma
de dominarla estrictamente mediante otra eleccién; y en cualquier momento que tengamos més
de una eleccién no podemos eliminar todas, ya que esto implicarfa que en algin momento alguna
eleccién dominé y fue dominada estrictamente por otra eleccion, lo cual no es posible.

Ahora aplicaremos el algoritmo a los ejemplos 1.6 y 1.17. Empezamos por el ejemplo 1.6, donde
las utilidades de Andrés en forma de tabla son

Upndrés azul verde rojo amarillo

azul 0 4 4 4
verde 3 0 3 3
rojo 2 2 0 2
amarillo 1 1 1 0
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y las utilidades de Barbara son

UBsrbara azul verde rojo amarillo

azul 0 2 2 2
verde 1 0 1 1
rojo 4 4 0 4
amarillo 3 3 3 0

Si aplicamos el algoritmo, observamos que la eleccion amarillo de Andrés estd estrictamente
dominada por ejemplo por la eleccion aleatorizada donde con probabilidad 0.5 Andrés elige azul y
con probabilidad 0.5 elige verde. De forma similar, para Barbara la eleccién verde esta estrictamente
dominada por la eleccién aleatorizada donde con probabilidad 0.5 elige rojo y con probabilidad 0.5
elige amarillo. De esta forma, el juego se reduce a las siguientes tablas para cada jugador

UAndrés azul rojo amarillo

azul 0 4 4
verde 3 3 3
rojo 2 0 2

UBibara azul verde rojo
azul 0 2 2
rojo 4 4 0

amarillo 3 3 3

En el segundo paso, la eleccion rojo de Andrés estd estrictamente dominada por su eleccién
verde, mientras que para Barbara la eleccion azul esta estrictamente dominada por su eleccién
amarillo. Eliminando las elecciones estrictamente dominadas tenemos las siguientes tablas reducidas

Upndrés TOjo amarillo
azul 4 4
verde 3 3

UBirbara azul verde
rojo 4 4
amarillo 3 3

Por tltimo, observamos que para Andrés la eleccion verde estd estrictamente dominada por la
eleccion azul, y para Barbara la eleccion amarillo esta estrictamente dominada por la eleccion rojo.
Las tablas finales para cada jugador son

UAndrés I‘OjO
azul 4

UB4rbara azul
rojo 4

Por lo tanto, Andrés solamente puede elegir azul y Barbara solamente puede elegir rojo bajo
creencia comun en racionalidad. A partir de estas tablas es que se construye la grafica y mediante
la gréfica se construye el modelo epistémico. De hecho, dado que solamente hay una eleccion para
cada jugador, basta con que la grafica sea la siguiente
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z‘azul rojo )

. azul
(aZUI’ Andrés) (I‘O]O, tBérbara !

(aZUI’ Andrés)

de la cual podemos obtener el siguiente modelo epistémico

azul
Tandrés = {tAZerrés}
rojo

TRérbara = {tBérbara}

azul _ . rojo
b Andres (tAndrés) - (rOJOBérbara’tBérbara)
rojo _ 1
bBérbara(tBérbara) = (aZUlAndrésJ/iﬁldrés)
el cual es suficiente para nuestros propdsitos.
Ahora para el ejemplo 1.17, las utilidades de Andrés son exactamente las mismas

Upandrés azul verde rojo amarillo

azul 0 4 4 4
verde 3 0 3 3
rojo 2 2 0 2
amarillo 1 1 1 0

mientras que las de Carlos son

UCarlos azul verde rojo amarillo

azul 5 2 2 2
verde 1 5 1 1
rojo 4 4 5 4
amarillo 3 3 3 5

Al igual que en el ejemplo anterior, amarillo esté estrictamente dominado para Andrés por la
eleccién aleatorizada donde con probabilidad 0.5 elige azul y con probabilidad 0.5 elige verde.

Para Carlos, sin embargo, ninguna de las elecciones estd estrictamente dominada. Asf, las tablas
del juego reducido después del paso 1 del algoritmo son

Upandrés azul verde rojo amarillo

azul 0 4 4 4
verde 3 0 3 3
rojo 2 2 0 2

UCalos azul verde rojo
azul 5 2 2
verde 1 5 1
rojo 4 4 5
amarillo 3 3 3

En el segundo paso, Andrés no tiene elecciones estrictamente dominadas. Para Carlos la eleccion
amarillo esta estrictamente dominada por la eleccion rojo. Por lo tanto, las tablas del juego reducido

son
UAndrés azul verde rojo

azul 0 4 4
verde 3 0 3
rojo 2 2 0
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UCarlos azul verde rojo
azul 5 2 2

verde 1 5 1
rojo 4 4 5

Ya no hay mas elecciones estrictamente dominadas, por lo que el algoritmo termina. Asi, Andrés
puede elegir azul, verde y rojo bajo creencia comin en racionalidad, mientras que Carlos también
puede elegir azul, verde y rojo bajo creencia comun en racionalidad.

La grafica que nos sirve para describir lo obtenido anteriormente es

1 | 1
(aZUIv tgzﬁldrés) (aZUI’ ! ézalilos) (aZUI’ t/izrildrés)
©
N
( d tverde ) ( d tverde) ( d tverde )
VErde, I andrés VErde, Icarlos VErde, I andrés
. rojo . rojo . rojo
(I‘OJ 0, tAndrés) (I‘O]O, tCarlos) (I‘O] 0, ZLAndlrés)
y el modelo epistémico relacionado serfa
__ r.azul verde ,Trojo
TAndrés - {tAndrés7tAndrés7tAndrés}

__ ygazul verde I0jo
Tcarios = {tCarlosv ICarlos Carlos}

azul o verde
bAndrés (tAndrés) - (Verde7tCarlos)

DAndrés (ﬂiﬁ%s) = (aZUIatéglﬁos)

rojo _ azul verde
bAndrés (tAndréS) - O~6(HZUI7 tCarlos) + 0'4(Verde7 tCarlos)

bCarlos (téélﬁos) = (azuhtgzr}lc%rés)
bCarlos (tégrr?oes) - (Verde7tXiI§r%s)
bcarlos (fé?ﬁos) = (rOjOJ/errizrés)

1.6

Ejercicios adicionales

EJercicio 6. Ahora Andrés quiere ir a otra fiesta, pero esta vez con Diana. Andrés sigue teniendo
las mismas utilidades que antes, y Diana tiene exactamente las mismas utilidades que Andrés. ;Qué
elecciones pueden realizar Andrés y Diana bajo creencia comtn en racionalidad?

EJercicio 7. Supongamos que estudias piano, y en dos semanas tienes un examen importante, para
el cual te pueden pedir que toques alguna de tres posibles piezas: una pieza facil de Mozart, una
pieza moderadamente dificil de Chopin y una pieza muy dificil de Rajmaninov. Durante el examen,
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el jurado seleccionara dos de esas piezas para que las interpretes, pero no sabes cudles. Tras darte
una calificacién por cada una de las piezas que te pidan tocar, tu calificacion sera el promedio de lo
que obtuviste en ambas.

Dado que solamente te quedan dos semanas, decides que cada semana te enfocaras en una de
las piezas. De esta forma, podrias practicar dos de las piezas, una en cada semana, o bien, solamente
una pieza durante las dos semanas. Supongamos que la calificacion que obtienes por la pieza de
Mozart al dedicarle x semanas es

443/x

minetras que la calificacion que obtienes por la pieza de Chopin al dedicarle x semanas es
44-2.5x

y por ultimo, la calificacién que obtienes por la pieza de Rajmaninov al dedicarle x semanas es
4+1.5x%

Tu utilidad es exactamente la calificacion que obtienes.

Ademas, sabes que el jurado prefiere ofr a Chopin que a Rajmaninov y Rajmaninov a Mozart, por
lo que sus utilidades al escuchar esas piezas (las interpretes bien o mal) son 3, 2 y I respectivamente.
Sin embargo, el jurado obviamente también obtiene una utilidad dependiendo de qué tan bien
toques cada pieza, que es exactamente igual a la calificacién que obtienes en tu examen.

1. Escribe en forma de tabla las posibles utilidades que obtendrias y que obtendria el jurado.

2. ;Cuéles elecciones son racionales para ti? Para cada eleccién racional, encuentra una creencia
para la que dicha eleccién sea dptima. Para cada eleccién irracional, encuentra una eleccion
que la domine estrictamente.

3. ;Cuéles elecciones son racionales para el jurado? Para cada eleccién racional, encuentra una
creencia para la que dicha eleccién sea optima. Para cada eleccion irracional, encuentra una
eleccion que la domine estrictamente.

4. Construye la gréfica correspondiente que muestra las creencias que encontraste en el inciso
anterior.

5. Utiliza el algoritmo de eliminacion iterada de elecciones estrictamente dominadas para
encontrar las elecciones que tanto td como el jurado pueden realizar bajo creencia comtn en
racionalidad.

6. Construye el modelo epistémico correspondiente para el cual existe un tipo para cada eleccién
Optima, el cual exprese creencia comun en racionalidad.



Capitulo 2

Jerarquias de creencias simples

Las soluciones que se obtienen mediante creencia comun en racionalidad estan relacionadas
con las soluciones que se encuentran como equilibrios en la teorfa de juegos clasica. De hecho, se
puede observar que nosotros consideramos mas soluciones como posibles, ya que las hipétesis que
se piden para un equilibrio son mas restrictivas.

2.1

Jerarquias de creencias

Como vimos anteriormente, las graficas que obtenemos tienen mucha mas informacién de la
que se ve a primera vista. De hecho, nos dan lo que se conoce como la jerarquia de creencias,
que nos dice la forma en la que los jugadores razonan acerca de los oponentes en cada nivel. Si
regresamos a la grafica del ejemplo 1.6

(azul, tgzggrés) (azul, tﬁg‘ﬂ)ara) (azul, tﬁzglérés)
(verde, tﬁrélr%s) (verde, tggiggra) > (verde, txgﬁr%s)
(I‘Oj 0, t/r\(ggrés) (roj 0, tlg(zijr?)ara) i (I‘Oj 0, t/r\(ﬁgrés)
(amarillo, rgmarillo) > (amarillo, ggmarillo) (amarillo, rgmarillo)

y nos fijamos en el tipo de Andrés tﬁzggrés podemos observar que

1. Andrés cree que Barbara elegira rojo.

2. Andrés cree que Bérbara cree que Andrés elegira azul.

19
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3. Andrés cree que Bérbara cree que Andrés cree que Barbara elegira rojo.

4. Andrés cree que Barbara cree que Andrés cree que Barbara cree que Andrés elegira azul.

y asl sucesivamente.
Por otra parte, si nos fijamos en el tipo tX%ireés tenemos que

1. Andrés cree que Barbara elegira azul.

2. Andrés cree que Barbara cree que Andrés elegira con probabilidad 0.6 rojo y con probabilidad
0.4 amarillo.

3. Andrés cree que Barbara cree con probabilidad 0.6 que Andrés cree que Bérbara elegira con
probabilidad 0.6 azul y con probabilidad 0.4 verde, y con probabilidad 0.4 que Andrés cree
que Bérbara elegira amarillo.

4. Andrés cree que Barbara cree con probabilidad 0.6 que Andrés cree con probabilidad 0.6 que
Bérbara cree que Andrés elegira con probabilidad 0.6 rojo y con probabilidad 0.4 amarillo, y
con probabilidad 0.4 que Barbara cree que Andrés elegira verde, y con probabilidad 0.4 que
Andrés cree que Béarbara cree que Andrés elegira rojo.

y asl sucesivamente.

Lo que obtuvimos anteriormente son las jerarquias de creencias de los tipos t/"f‘\zriﬁrés Y t/‘{flr(i%s,
respectivamente. Sin embargo, hay una gran diferencia entre las dos jerarquias obtenidas. En
el primer caso, podemos notar que sin importar a que nivel estemos, Andrés siempre cree que
Bérbara elegira rojo, y Barbara siempre cree que Andrés elegird azul. En el segundo caso, Andrés
originalmente cree que Bérbara elegird azul, pero dos niveles mas adelante, Andrés cree que con
probabilidad (0.6)(0.6) = 0.36 Barbara elegira azul, con probabilidad (0.6)(0.4) = 0.24 Barbara
elegira verde y con probabilidad 0.4 elegira amarillo. De igual forma, Barbara no cree lo mismo
acerca de Andrés en el segundo y el cuarto nivel.

Cuando se tienen las mismas creencias para todos los jugadores involucrados sin importar el
nivel en el que nos encontremos, decimos que la jerarquia de creencias que se tiene es simple. En
el primer caso la jerarquia si es simple, mientras que en el segundo caso no lo es.

Regresando al ejemplo 1.17, y considerando ahora la siguiente grafica

azul azul azul
(azul, tAndrés) (aZUI’ tCarIos) (aZUI’ tAndrés)
»
a
d d verde
(verde,\oC ) (verde, 7} c) (verde,z{Sr% )
P

(rojo, tggrés) (rojo, 110 )

rojo
Carlos )

(I‘Oj 0, ZLAndlrés

(amarillo, £§marilo) (amarillo, z&marillo

amarillo )
Carlos

) — (amarillo, 7 Amdrés
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donde tenemos que los tipos tX%ir%S Y t/r;ggrés de Andrés creen ambos que con probabilidad 2/3

Carlos elegira azul y con probabilidad 1/3 elegira verde; mientras que los tipos téfi‘ﬁos y t(‘fgﬁlcf"s
creen ambos que con probabilidad 1/2 Andrés elegira verde y con probabilidad 1/2 elegiré rojo.
La jerarquia que se obtiene para el tipo tXfféir%s es
1. Andrés cree con probabilidad 2/3 que Carlos elegiré azul y con probabilidad 1/3 que Carlos

elegira verde.

2. Andrés cree con probabilidad 2/3 que Carlos cree con probabilidad 1/2 que Andrés elegira
verde y con probabilidad 1/2 que Andrés elegira rojo, y con probabilidad 1/3 que Carlos
cree con probabilidad 1/2 que Andrés elegird verde y con probabilidad 1/2 que Andrés
elegira rojo.

3. Andrés cree con probabilidad 2/3 que Carlos cree con probabilidad 1/2 que Andrés cree
con probabilidad 2/3 que Carlos elegird azul y con probabilidad 1/3 que Carlos elegira
verde, y con probabilidad 1/2 que Andrés cree con probabilidad 2/3 que Carlos elegira
azul y con probabilidad 1/3 que Carlos elegira verde, y con probabilidad 1/3 que Carlos
cree con probabilidad 1/2 que Andrés cree con probabilidad 2/3 que Carlos elegira azul y
con probabilidad 1/3 que Carlos elegird verde, y con probabilidad 1/2 que Andrés cree con
probabilidad 2 /3 que Carlos elegira azul y con probabilidad 1/3 que Carlos elegira verde.

y asi sucesivamente. Como se puede ver, se complica mucho el seguir todos los caminos en el tercer
nivel, y no intentaremos escribir el cuarto nivel de la jerarquia. Sin embargo, podemos ver que en
el primer nivel Andrés cree que Carlos elige azul con probabilidad 2/3 y verde con probabilidad
1/3. Para el tercer nivel, Andrés cree que Carlos cree que Andrés cree que Carlos elegira azul con

probabilidad

(2/3)(1/2)(2/3)+(2/3)(1/2)(2/3) +(1/3)(1/2)(2/3) + (1/3)(1/2)(2/3) = 2/3
y verde con probabilidad

(2/3)(1/2)(1/3) +(2/3)(1/2)(1/3) + (1/3)(1/2)(1/3) + (1/3)(1/2)(1/3) = 1/3

Es decir, tanto el primer nivel como el tercero tienen la misma creencia. Algo similar se puede ver
en el caso de Carlos para el segundo y cuarto nivel. Por lo tanto, la jerarquia obtenida para tXflr(?r%S

es simple.
EJyercicio 8. Muestra que el segundo y cuarto nivel de Carlos son generados por la misma creencia.

EjempLO 2.1. Supongamos que hoy viernes Eduardo estéd en su clase de Biologfa, y su profesor le
dice que realizard un examen sorpresa algin dia de la proxima semana. Eduardo sabe que necesita
estudiar al menos dos dias para poder pasar el examen, y que, una vez que empiece a estudiar, no
dejard de hacerlo hasta que ocurra el examen, si no se le olvidara lo que ya estudié. Por ello, debe
decidir cudl dia empezard a estudiar.

Supongamos que la funcién de utilidad de Eduardo se incrementa en 5 unidades si pasa el
examen, mientras que cada dfa adicional que estudia decrece su utilidad en 1 unidad. Ademas, si
estudia 6 dias 0 mas en total, recibe 4 unidades adicionales de utilidad ya que obtendria un examen
perfecto. Por otra parte el profesor recibe 5 unidades de utilidad si Eduardo reprueba el examen y
por cada dia adicional que estudia Eduardo, recibe 1 unidad adicional.
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Las utilidades para cada uno de los individuos son

UEduardo Lun Mar Mié Jue Vie
Séab 3 2 1 0 3
Dom -1 3 2 1
Lun 0 -1 3 2
Mar 0 0 -1 3
Mié 0 0 0 -1

W - O

Uprofesor Sab Dom Lun Mar Mié
Lun 2 6 5 5 5

Mar 3 2 6 5 5
Mié 4 3 2 6 5
Jue 5 4 3 2 6
Vie 6 5 4 3 2
A partir de esto, podemos generar el sicuiente diagrama
p P g g g
/1. +Sab Lun 1 +Séb
(Sab, tEduardo) (Lun7 tProfesor) (Sab’ t Eduardo)
Dom Mar Dom
(Dom, tEduardo) (Mar7 tprofesor) (Dom7 tEduardo)
Lun .. Mié Lun
(LUH, t Eduardo) (Mle? tProfesor) (Lun’ tEduardo)
Mar Jue Mar
(Mar? tEduardo) (‘]ue’ tProfesor) (Mar’ tEduardo)
.. . Mié . <Vie i& ¢ Mié
(Mle’ tEduardo) (V1€7 tProfesor) <Mle’ tEduardO)
En este caso, podemos observar que la jerarquia correspondiente a los tipos tg?lgardo Y tngesor

es simple.

En el caso de este tltimo ejemplo, podemos ver que no es posible eliminar ninguna de las
elecciones mediante creencia comdn en racionalidad, por lo que todas las elecciones se pueden
realizar tanto para Eduardo como para el profesor bajo este concepto de razonamiento.

Jerarquias de creencias simples y equilibrios

Como pga hemos dicho anteriormente, solamente aquellas elecciones cuyos tipos asociados
tengan una jerarquia de creencias simples son aquellas que forman equilibrios en la teorfa de juegos
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clasica. Por ello, para poder asegurar que los tipos anteriormente mencionados son los tnicos a los
que les corresponde una jerarquia de creencias simples, suponiendo que cada tipo solamente cree
en una eleccion del otro jugador, utilizaremos algunas herramientas de la teorfa clasica.

DEFINICION 2.2. Dado un juego, decimos que una eleccion ¢; € C; esta débilmente dominada por
otra eleccion ¢} € C; si

ui(chyc—i) > ui(ciyc—i)

para toda c_; € C_; y al menos existe un c_; tal que la desigualdad es estricta.

TeoremA 2.3 (Algoritmo de eliminacién de elecciones débilmente dominadas).

1. Dado el juego original, para cada jugador se eliminan las elecciones débilmente dominadas,
con lo cual tenemos un juego reducido.

2. Dado el juego reducido del paso anterior, para cada jugador se eliminan las elecciones
débilmente dominadas, con lo cual obtenemos un nuevo juego reducido.

3. Dado el juego reducido del paso anterior, para cada jugador se eliminan las elecciones
débilmente dominadas, con lo cual obtenemos un nuevo juego reducido.

El proceso contintia hasta que ya no se pueden eliminar elecciones. Aquellas elecciones que
sobreviven son algunas de las que forman equilibrios.

Notemos dos cosas: primero, el algoritmo descrito anteriormente es muy dependiente de la
forma en la que se eliminan las elecciones, por lo que puede llevar a diferentes juegos reducidos
finales. Cada uno de estos juegos finales puede mostrar diferentes equilibrios, lo cual esta bien.
Segundo, como se menciona, no todos los equilibrios aparecen mediante este algoritmo, por lo
que hay que tener cuidado de revisar si es que algunos otros equilibrios se omitieron si la meta es
encontrar todos los equilibrios.

En el caso de nuestro ejemplo, tenemos que Miércoles esta débilmente dominada por Sdbado
para Eduardo, por lo que la podemos eliminar en ambas tablas. Asi, el primer juego reducido es

UEduardo Lun Mar Mié Jue Vie
Séab 3 2 1 0 3
Dom -1 3 2 1
Lun 0 -1 3 2
Mar 0 0O -1 3

o = O

Uprofesor Sab  Dom Lun Mar
Lun 2 6 5 5

Mar 3 2 6 5
Mié 4 3 2 6
Jue 5 4 3 2
Vie 6 5 4 3
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En este juego reducido podemos observar que Jueves estd estrictamente dominada por Viernes
para el profesor, por lo que la eliminamos en ambas tablas. El segundo juego reducido es

UEduardo Lun Mar Mié Vie
Sab 3 2 1 3
Dom -1 3 2 0
Lun 0 -1 3 1
Mar 0 o -1 2

UProfesor Sab Dom Lun Mar
Lun 2 6 5 5
Mar 3 2 6 5
Mié 4 3 2 6
Vie 6 5 4 3

En este juego reducido podemos ver que Martes esta estrictamente dominada por Sabado para
Eduardo, por lo que el tercer juego reducido es

UEduardo Lun Mar Mié Vie
Sab 3 2 1 3
Dom —1 3 2 0
Lun 0o -1 3 1

Uprofesor  Sab Dom  Lun
Lun 2 6 5
Mar 3 2 6
Mié 4 3 2
Vie 6 5 4
Ahora tenemos que Miércoles esta estrictamente dominada por Viernes para el profesor, por lo
que el cuarto juego reducido es

UEduardo Lun Mar Vie
Sab 3 2 3
Dom -1 3 0
Lun 0o -1 1

Uprofesor  Sab  Dom  Lun
Lun 2 6 5
Mar 3 2 6
Vie 6 5 4

Luego tenemos que Lunes esté estrictamente dominada por Sdbado para Eduardo, por lo que

el quinto juego reducido es
UFduardo Lun Mar Vie
Sab 3 2 3
Dom -1 3 0

Uprofesor  Sab  Dom
Lun 2 6
Mar 3 2
Vie 6 5
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Dado este juego reducido, observamos que Martes esté estrictamente dominada por Viernes
para el profesor, por lo que el sexto juego reducido es

UEduardo Lun Vie
Sab 3 3

Dom -1 0

UProfesor Sab Dom
Lun 2 6
Vie 6 5

Ya casi terminamos, puesto que en este juego reducido, observamos que Domingo esta estricta-
mente dominada por Sabado para Eduardo, por lo que el séptimo juego reducido es

UEduardo Lun  Vie

Sab 3 3
UProfesor Sab
Lun 2
Vie 6

Por dltimo, en este juego reducido observamos que Lunes esta estrictamente dominada por
Viernes para el profesor, por lo que el octavo y tltimo juego reducido es

UEduardo Vi€
S4b 3

UProfesor Sab
Vie 6

Por lo tanto, uno de los posibles equilibrios para este juego ocurre cuando Eduardo elige
empezar a estudiar el sabado y el profesor decide aplicar el examen el viernes, que coincide con
los tipos que tenian jerarquia de creencia simple.

Hemos de observar que ese no es el dnico equilibrio del juego, pero para encontrar los otros
equilibrios necesitamos dos resultados de la teorfa clésica.

TeOREMA 2.4. Dado un juego, si un equilibrio estd formado por elecciones aleatorizadas
(r],...,rx), entonces para todo jugador i se cumple que
Ui(ri,re;) = Ui(ci, rsy)

—i

para toda c; € C; tal que en la eleccion aleatorizada r} se elige c; con probabilidad positiva.

CoroLARIO 2.5. Dado un juego, si un equilibrio estd formado por elecciones aleatorizadas
(r{,...,ry), entonces para todo jugador i se cumple que

Ui(ciyrty) = Ui(ci, re))

donde tanto ¢; como ¢} son elecciones que se eligen con probabilidad positiva en la eleccion
aleatorizada r;.
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En otras palabras, dado un equilibrio formado por elecciones aleatorizadas, cada jugador es
indiferente a reemplazar su eleccién aleatorizada por cualquiera de las elecciones que aparece con
probabilidad positiva dentro de la misma. Nétese que no estamos diciendo que esta nueva eleccién
forma parte de un equilibrio, solamente que da la misma utilidad que el equilibrio.

A partir del resultado anterior podemos encontrar los otros equilibrios, observando que para
Eduardo, las tnicas elecciones que tiene sentido considerar con probabilidad positiva son Sabado y
Miércoles, ya que en caso de que el profesor elija Viernes, serfa indiferente entre ambas, y le dan
mayor utilidad que las otras elecciones posibles.

Por una parte, veamos que para cualquier otra aleatorizacién que pudiera elegir Eduardo, él no
serfa indiferente sin importar lo que elija el profesor.

Por otra parte, para que esta aleatorizacion tenga oportunidad de ser equilibrio del juego,
necesitamos que el profesor elija Viernes. Supongamos que Eduardo asigna probabilidad p a elegir
Sabado y probabilidad 1 — p a elegir Miércoles. Entonces dado esto, el profesor obtendria las
siguientes utilidades esperadas para cada una de sus posibles elecciones:

2p+5(1—p)
3p+5(1—p)
4p+5(1—p)
5p+6(1—p)
6p+2(1—p)

donde la ultima corresponde a que el profesor elija Viernes, y esta debe ser mayor que las demas,
por lo que se deben cumplir las desigualdades

6p+2(1—p)>2p+5(1—p)
6p+2(1—p)>3p+5(1—p)
6p+2(1—p)>4p+5(1—p)
6p+2(1—p)>5p+6(1—p)

4
las cuales se cumplen si p > 3 De esta forma, todos los equilibrios ocurren cuando Eduardo

4
aleatoriza entre Sabado y Miércoles con probabilidad p y 1 — p donde 3 < p <1y el profesor

elige Viernes.

Para cada uno de estos equilibrios, la gréfica que se utilizarfa es
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(Sab, ERoardo) (Lun, 5hcor) (Sab, fEfoardo)

(Dom, £igfi o) (Mar, £35fcor) (Dom, £igfi )

(Lun, £ 46) (Mi€, fPrbecor) (Lun, £ 46)

(Mar, 11, 0) (Jue, Biecor) (Mar, 11t 40)
]

(Mig, iMi€ ) (Vie,¥ie )

4 +Mié
Profesor 1-p (Mle’ tEduardo)

2.3

Ejercicios adicionales

EyErcicio q. Fernando y Gabriela irdn a una fiesta, a la cual no saben si asistir o no, y en caso de
asistir, no saben qué color de vestimenta utilizar. Supongamos que tanto Fernando como Gabriela
solamente pueden elegir entre blanco y negro, y que Fernando detesta ir del mismo color que
Gabriela, pero Gabriela prefiere sobre todo ir del mismo color que Fernando. Ademas, tanto
Fernando como Gabriela solamente se divertiran en la fiesta si ambos estan ahi.

Por lo tanto, las utilidades de Fernando son: quedarse en casa le da una utilidad de 2 unidades;
si va a la fiesta y Gabriela llega utilizando un color diferente, obtiene 3 unidades de utilidad; y en
cualquier otro caso su utilidad es 0.

Las utilidades de Gabriela son similares: quedarse en casa le da una utilidad de 2 unidades; si
va a la fiesta y Fernando llega utilizando el mismo color que ella, obtiene 3 unidades de utilidad; y
en cualquier otro caso su utilidad es 0.

1. Modela la situacién, escribiendo las utilidades para Fernando y Gabriela en forma de tabla.

2. Encuentra las elecciones que pueden realizar Fernando y Gabriela bajo creencia comtn en
racionalidad y dibuja la gréafica correspondiente.

3. ;Cuéles de los tipos que se encuentran en tu grafica tienen una jerarquia de creencias simple?
;Cuales son los equilibrios de este juego?

EyErcicio to. Supongamos que habrd una reunién de la preparatoria a la cual asistiran 30 ex-
alumnos. Para no tener que nombrarlos a todos, los enumeramos del 1 al 30. Cada uno de los
estudiantes i tenfa una persona favorita que es i+ 1 y una persona odiada que es i — 1, y suponemos
que esto es ciclico, por lo que la persona favorita de 30 es 1, y la persona odiada de 1 es 30.
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Para cada alumno, la utilidad que obtiene aumenta en 3 unidades si asiste su persona favorita y
decrece en 3 unidades si asiste su persona odiada. La asistencia de los otros alumnos no le afecta.

Cada alumno puede decidir entre asistir a la fiesta o quedarse en casa. Si algin alumno se
queda en casa, su utilidad obtenida es de 2 unidades.

1. Explica por qué asistir o quedarse en casa se pueden elegir bajo creencia comtin en raciona-
lidad para todos los alumnos.

2. ;Qué pasarfa si alguno de los alumnos no tuviera una persona favorita?
3. Supongamos que tienes el siguiente modelo epistémico

T, = {tAsistir’ tQuedarse}

l i

bi(£1r) = ((Asistir, £ASS00) (Quedarse, tgu; darse), ..+, (Quedarse, tguze;i )

Quedarse Quedarse Quedarse
bi(t; )= ((Quedarse,tiH Yyeees (Quedarse,ti+29 )
/Cuéles tipos de este modelo tienen una jerarquia de creencia simples? ;Cuales son los
equilibrios de este juego?
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