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UNA NOTA SOBRE ARBOLES BIPLANARES

ELSA PATRICIA OMANA PULIDO Y EDUARDO RIVERA CAMPO

RESUMEN. Estudiamos una variante de la grafica de arboles biplanares definida
por Figueroa y Fresan-Figueroa [Boletin de la Sociedad Matemé&tica Mexicana 26
(2020)] y damos demostraciones elementales de que la gréfica de drboles biplanares
es conexa y de que el didmetro y el radio de ésta es 2n—5 y n—2, respectivamente,
en donde n > 3 es el nimero de vértices.

1. INTRODUCCION

Dado un conjunto de puntos P en el plano, una grdfica topoldgica G con conjunto
de vértices P es una grafica simple dibujada en el plano en la que las aristas son
curvas simples con extremos en P. En una gréafica topoldgica cualquier par de aristas
se intersectan en a lo méas un punto que es un vértice en comun, o un punto en el que
las dos aristas se cruzan. Dos gréficas topolégicas G 'y H son debilmente isomorfas si
G y H son isomorfas como graficas abstractas, y son tales que dos aristas uv y xy se
cruzan en G si y solo si las aristas correspondientes se cruzan en H.

Una grafica topolégica H es subgréfica topolégica (o simplemente subgréfica) de
una grafica topolégica G si H se obtiene del dibujo de G borrando las aristas y los
vértices de G que no pertenecen a H. Un drbol generador de una grafica G es una
subgréfica H de G conexa, sin ciclos y que contiene a todos los vértices de G.

Una grdfica geométrica es una grafica topolégica GG en la que sus aristas son
segmentos de recta. Una grafica geométrica es grdfica conveza si su conjunto de vértices
P es el conjunto de vértices de un poligono convexo.

Claramente todas las graficas convexas completas con el mismo ntimero de vértices
son debilmente isomorfas entre si. Esto nos permite pensar en cualquier grafica convexa
completa con n vértices como la grafica G,, cuyos n vértices vi,vs,...,v, son los
vértices de un poligono regular y que estan ordenados ciclicamente como en la figura
1.

Vg W A
W o U’s
v [

Ficura 1. Gs

La gréafica G, tiene el maximo nimero posible de cruces (g), entre todas las gréficas

topoldgicas con n vértices. Otra familia de gréficas topoldgicas con esa propiedad
(ahora llamadas grdficas torcidas) fue descubierta por Harborth y Mengersen [2]. Una
grafica topoldgica completa G con n > 3 vértices vy, vs, ..., v, es grdfica torcida si
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26 ELSA PATRICIA OMANA PULIDO Y EDUARDO RIVERA CAMPO
dos aristas v;v; y vsvy (con i < jy s <t)secruzansiysblosii <s<t<jo
s<i<j<t.

Denotamos por T;, a la grafica torcida con vértices vy, vs, ..., v, sobre una recta
horizontal en la que las aristas estan dibujadas como en la figura 2.

FIGURA 2. La gréafica torcida Tg.

También es claro que toda grafica torcida con n > 3 vértices es debilmente isomorfa
a la grafica T,,.

El estudio de las graficas torcidas y su relacién con las graficas convexas surgioé con
el siguiente resultado de Pach et al. [3].

TEOREMA 1. Ezxiste una constante c tal que toda grdfica topoldgica completa con n
vértices contiene una subgrdfica con m = clog/®n vértices que es debilmente isomorfa
aCp 0aTy,.

Sea n > 3 un entero. De acuerdo a Figueroa y Fresdn-Figueroa [1], un drbol
abstracto R con n vértices vi,vs,...,v, €s drbol biplanar si los correspondientes
arboles generadores R’ y R” de G,, y T, respectivamente, son arboles planos. Ver
figura 3.

FIGURA 3. Arbol biplanar R.

Para cada entero n > 3 sea F;, la grafica topoldgica con vértices vy, va, ..., v, sobre
una linea horizontal en la que las aristas estan dibujadas como en la figura 4.

Decimos que dos aristas e = v;v; y f = vsv; de F), estdn anidadas sii <s <t <j
05 <1i<j<t, ver figura 5 (derecha). Notemos que dos aristas e = v;v; y f = vsvy
de F,; secruzansii < s<j<tos<i<t<j.

Sea G una subgrafica de G,,. La subgrafica correspondiente G’ de F), es tal que dos
aristas v;v; y vsv; se cruzan en G siy sélo si las correspondientes aristas se cruzan en
G'. Asimismo si H es subgrafica de T},, entonces la subgrafica correspondiente H' de
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Yy v V. v v, v

FIGURA 5. ey f se cruzan en H (izquierda) y estdn anidadas en H' (derecha).

F), es tal que dos aristas v;v; y vsv; se cruzan en H si y sélo si las correspondientes
aristas estdn anidadas en H'. Ver figura 5.

De esta forma los arboles biplanares corresponden a los arboles generadores de F,
que no tienen pares de aristas que se cruzan y no tienen pares de aristas anidadas.
Figueroa y Fresdn-Figueroa [1] dieron una caracterizacién geométrica de los drboles
biplanares con n > 3 vértices. Ver seccion 2.

En el mismo trabajo Figueroa y Fresdn-Figueroa definieron la grdfica de drboles
biplanares B, como la gréfica abstracta en la que los vértices son los arboles biplanares
con n vértices y en la que dos arboles R y S son adyacentes si existen aristas r de R
y s de S tales que S = (R —r) + s, ver figura 6.

r s
R M — e e e e —e S
\ v, \Y \Y
1 2 3 4 Vg 1 vy Vg v, Vg

FiGura 6. R y S son adyacentes en Bs.

Figueroa y Fresan-Figueroa demostraron que ,, siempre es conexa, que tiene radio
igual a n — 2 y didmetro igual a 2n — 5.

En su definicién de adyacencia en B,,, Figueroa y Fresdn-Figueroa permiten que las
dos aristas r y s que se intercambian para obtener S de R se crucen o estén anidadas
en F,,. Por ejemplo: las aristas r y s de la figura 6 se cruzan en F5. En este trabajo
consideramos la subgrafica B,, de B,, en la que dos drboles R y S son adyacentes si S
se obtiene de R sustituyendo una arista r de R por una arista s de .S, en donde las
aristas r y s no se cruzan ni estan anidadas en F,,. El propdsito de este trabajo es dar
demostraciones elementales de que B,, es conexa y de que el radio y el didmetro de B,,
también son iguales n — 2 y a 2n — 5, respectivamente.

2. CONEXIDAD DE B,, Y COTAS SUPERIORES PARA RADIO Y DIAMETRO DE B,

La siguiente caracterizacién de los drboles biplanares fue dada por Figueroa y
Fresan-Figueroa [1]. Nosotros basamos nuestras demostraciones en esa caracterizacion.

Sea R una arbol biplanar con n > 3 vértices vy, vs,...,v,. Como R es un arbol,
existe una tnica trayectoria v; = wg, ws,...,w; = v, (llamada cuerpo de R) que une
v, con v, en R.

Ya que el arbol R no tiene pares de aristas anidadas en Fj,, entonces para t =
0,1,...,1 =1, R no tiene aristas v;v; con v; y v; entre wy y wiy1.
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Por otro lado R no tiene pares de aristas que se cruzan en G, por lo que para

t=0,1,...,1—1, todo vértice v;, entre w; y w11 unicamente es adyacente en R a w
O a Wty1-

Por lo anterior para t = 1,2,...,[, existen enteros no negativos a; y by ta-
les que los vértices vy41,Vry2,...,Urtq, son adyacentes a w; en R y los vértices
Vs—by, Us—(b;—1), - - -  Us—1 Son adyacentes a w41 en R, en donde wy = v, y wiy1 = vs.
Ver figura 7

w, w
—— ——~ o < ) 5
a
a, b 2 by a b,

FIGURA 7. Arbol biplanar

Para n > 3 sea P, el arbol biplanar con aristas vyve, vovs, . .., v,_10,. Ver figura 8.

V1 V2 V3 Vn-1 Vn

FIGUuraA 8. P,.

Para cualquier par de drboles biplanares R y S denotamos por d(R, S) la distancia
de Ra S enB,.

Sea R un arbol biplanar con n > 3 vértices. Denotamos por k(R) al nimero de
vértices en el cuerpo de R y por m(R) al entero no negativo n — k(R).

LEMA 2. Para todo drbol biplanar R con n > 3 vértices, d(R, P,) < m(R).

Demostracion. Si m(R) = 0, entonces k(r) = n lo cual implica R = P,,. Continuamos
la demostracién por induccién matematica en m(R) suponiendo que para cierto entero
I > 0 se cumple d(Q, P,) < m(Q) si Q es drbol biplanar con n vértices tal que

m(Q) = L.

Sea R un arbol biplanar con n vértices tal que m(R) = I + 1. Sea v; =
Wo, W1, ..., We(R)—1 = VUn el cuerpo de R. Como k(R) = n — m(R) < n podemos
escoger t tal que el nimero de vértices a; + by, entre w; y wey1, €8 mayor que cero.
Sin perder generalidad suponemos a; > 0.

Sea Q = (R — wiwiy1) + Upiq,Wit1, en donde wy; = v,.. Ver figura 9 para el caso
b; = 0 y figura 10 para el caso b; > 0.

R
Q
V=W, v m
ro vt r+1 r+2 v w, -
r+ap Tt v =W Vg Vo w

Ficura 9. Caso b; =0
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v .
r+a; v w,
+

Vret r+b. t+1

Figura 10. Caso b; > 0.

En ambos casos @ es un arbol biplanar pues satisface las condiciones en la carac-
terizacién de éstos. Notemos que @ tiene n vértices y es tal que m(Q) = m(R)—1 =1
pues las aristas w¢Vrya, Y Urta,Wi+1 €stdn en el cuerpo de Q. Por la hipétesis de
induccién d(Q, P,) < m(Q).

Las aristas intercambiadas wiwiy1 y Ur4q,Wit1 tienen un vértice en comun por lo
que ni se cruzan ni estan anidadas en F,,. Por lo tanto R y @) son adyacentes en B,,.
Entonces:

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente teorema:

TEOREMA 3. Para todo enteron > 3, la grdfica B, es conexa y tiene radio Rad(B,,)
alo mds n — 2.

Demostracion. Por el lema 2, para todo darbol biplanar R con n vértices, existe una
trayectoria en B,, que une R con P,. Esto implica que B,, es conexa. Sea R un arbol
biplanar con n > 3 vértices. Como k(R) > 2, necesariamente m(r) < n — 2. Por el

lema 2, d(R, P,) < n — 2 por lo que Rad(B,) <n —2. O

Sean Ry S arboles biplanares con vértices vy, va, ... v,, n > 3. Entonces

d(R,S) <d(R,P,) + d(P,,S)
< m(R) 4+ m(S)
<(n-2+(n-2)
=2n—-4

Supongamos d(R,S) = 2n — 4. Por lo anterior m(R) =n—2y m(S) =n — 2, de
donde k(R) = 2y k(S) = 2; esto implica que el cuerpo de R y de S consta de la arista
v1V,. Entonces existen enteros 1 <r <ny 1 < s < n tales que R contiene a las aristas
viv; con i =2,3,...,7y a las aristas v;u, con j =r+1,r+2,...n—1y S contiene
a las aristas viv; con ¢ =2,3,...,5y a las aristas v;u, con j =s+1,5+2,...n— 1.
Sin perder generalidad suponemos r < s. Ver figura 11.

Una pareja a la vez, intercambiamos primero la arista v,4iv, y la arista viv,41;
posterormente, si s > r + 1, intercambiamos la arista v,4ov, y la arista viv,12 y asi
sucesivamente hasta intercambiar la arista vsv, y la arista vivs. Aqui también cada
par de aristas intercambiadas tienen un vértice en comun lo cual implica que no se
cruzan ni estan anidadas.

De esta manera obtenemos una sucesién de arboles biplanares R = Qq, @1, ..., Qs—r =
S tal que Q;41 es adyacente a Q; en B, parai=0,1,...,5 —r — 1. Ver figura 12.
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Figura 12. R=Q,Q1,...,Qs—r = S.
Por lo tanto

d(R7 S) = d(Q07 str)
<s—r
<n-—-2
lo cual contradice d(R, S) = 2n — 4 pues n > 3. Por lo tanto d(R, S) < 2n — 5.

Con el argumento anterior hemos probado el siguiente teorema:

TEOREMA 4. Para todo entero n > 3, el didmetro Diam(B,,) de B, es a lo mds
2n — 5.

3. COTAS INFERIORES PARA Rad(B,) Y Diam(B5,)
Sean S} y S2 las estrellas con n vértices con centro en vy y vg, respectivamente.

Como P, y S}L solamente tienen en comun a la arista vivs, necesariamente
d(S}t, P,) > n —2. Por lo tanto Rad(B,) >n — 2.

Sea S} = Ry, Ry, Ra,...Rq = S? una trayectoria de longitud d = d(S},S?) que
une S} con S% en B, y sea t el menor subindice tal que R; contiene una arista de la
forma vov; con j > 3.

Notemos que:

1. La arista vov; de R; forma un ciclo en F;, con las aristas vivy y viv; de 5711- Ver
figura 13.

Como R; no tiene ciclos, al menos una de las aristas vivz o v1v; de S}L no es arista
de Rt.
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F1GURA 13. Las aristas vav;,v1v2 ¥ v1v; forman un ciclo.

2.5ij > 3, entonces la arista vov; de R, cruza en F, a las aristas v1vs, v1v4, . . ., V1051
de S}. Ver figura 14.

V. . V.
Vv, V. f
1 ) V3 V4 V5 /_1 I
FIGURA 14. La arista vyv; cruza a las aristas v1v3, v14, ..., V105-1.

Como R; no tiene aristas que se cruzan en Fj,, necesariamente las j — 3 aristas
V103, V104, . . ., V1Vj—1 de Sl no son aristas de R;.

3.5ij < n, entonces la arista vovj de R; estd anidada con las aristas v1vj41, V1Vj42, - . . V10n
de S!. Ver figura 15.

T % Y3 ‘? Vet ‘?’+2 n

FIGURA 15. La arista vov; estd anidada con cada una de las aristas
V1Vj+1,V1Vj42,...0V1Un.

Como R; no tiene aristas anidadas, necesariamente las n — j aristas v1v;41, V1042,
..., V10, de S} no son aristas de R,

Por 1, 2 y 3, el &rbol R; no tiene al menos 14 (j — 3) + (n — j) = n — 2 aristas de
S}: esto implica t > n — 2.

Finalmente, por la eleccién de t, el drbol R; tiene a lo més dos aristas (vav1 y
e = vov;) de S2 por lo que se requieren al menos n — 3 intercambios de aristas para
obtener el 4rbol S2 a partir del 4rbol R;. Entonces d —t > n — 3, lo cual implica
d(St,82) =d>t+ (n—3)>2n—5. Por lo tanto Diam(B,,) > 2n — 5.

Como las cotas superiores e inferiores de Rad(B,,) y Diam(B,,) coinciden, tenemos
el siguiente teorema:

TEOREMA 5. Para todo entero n >3, Rad(B,) = n — 2 y Diam(B,) = 2n — 5.
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