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LA GEOMETRIA DE LA MECANICA CLASICA. EL
FORMALISMO GEOMETRICO CON UN ENFOQUE FISICO

RAFAEL LEONARDO AZUAJE HIDALGO
ADRIAN MAURICIO ESCOBAR RUIZ

RESUMEN. El propésito de estas notas de clase es exponer el formalismo geométri-
co de la Mecénica Clésica de manera accesible, pero sin comprometer la corres-
pondiente rigurosidad matematica. Estan dirigidas a estudiantes de posgrado y
de los 1ltimos anos de nivel licenciatura en ciencias fisico-matemaéticas, asi como
a profesores e investigadores que busquen una introduccién concisa a este forma-
lismo. Para su comprensién, se requiere un conocimiento bésico de algebra lineal,
cédlculo vectorial y ecuaciones diferenciales. Estas notas son el resultado de los cur-
sos (¢) Mecdnica y Caos (posgrado) y (i¢) Temas Selectos de Mecédnica Analitica
(posgrado y licenciatura), impartidos por los autores en multiples ocasiones du-
rante el periodo 2023-2025, en la Licenciatura y Posgrado en Fisica de la UAM-I.
El material incluye numerosos ejemplos desarrollados de forma explicita, asi co-
mo referencias que contribuyen a una exposicién clara y completa. Se incluyen
algunos resultados originales.

INTRODUCCION

La Mecéanica Cléasica se centra en la descripciéon de la evolucion temporal de
sistemas fisicos cuyo estado futuro y pasado estd completamente determinado por sus
condiciones iniciales, es decir, por las posiciones y velocidades iniciales de todos los
puntos del sistema. A estos sistemas se les denomina sistemas mecénicos (cldsicos).
El espacio fase de un sistema mecanico es el conjunto de todas las configuraciones
posibles de posiciones y velocidades del sistema [1]. Poincaré fue quien introdujo la
visién de un sistema mecédnico como un campo de vectores en el espacio fase, donde
cada trayectoria es una curva diferenciable cuyo vector de velocidad en cada punto
coincide con el vector asignado por el campo. Esta formulacién lo llevé a la nocion
de variedad diferencial como estructura del espacio fase en Mecédnica Clésica [2]. El
enfoque geométrico de la Mecanica Clésica tiene una extensa trayectoria, iniciando
con los trabajos de Arnold [3] y de Abraham y Marsden [2], y sigue siendo un drea de
investigacion activa.

Los sistemas Hamiltonianos constituyen una clase particular de sistemas mecénicos
en variedades diferenciales, donde la dindmica esta gobernada por un campo vectorial
Hamiltoniano. En este contexto, la funcién Hamiltoniana del sistema representa su
energia mecdnica total, y la evolucion del sistema estd determinada por la estructura
geométrica del espacio fase. Estos campos vectoriales Hamiltonianos se construyen a
partir de una estructura geométrica adicional en la variedad diferencial. En efecto,
las estructuras geométricas en Mecanica Clasica se definen mediante herramientas
tensoriales, aunque también pueden describirse en términos algebraicos a través de
paréntesis o corchetes (operaciones algebraicas no asociativas en espacios vectoriales
o médulos) en el espacio de funciones diferenciables. En particular, las estructuras de
Poisson, y especialmente aquellas inducidas por formas simplécticas, proporcionan el
marco geométrico natural para el espacio fase en Mecénica Clasica.

A lo largo de la historia, la fisica y la geometria han evolucionado de manera inter-
dependiente. Desde la formulacién de la mecdnica newtoniana, el formalismo vectorial
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de la geometria euclidiana ha sido una herramienta esencial para la descripcion de
sistemas fisicos. En su desarrollo moderno, la Mecanica Clésica adopta el lenguaje
de la geometria diferencial, en particular de la geometria simpléctica. En la fisica re-
lativista, muchos objetos fisicos se representan mateméticamente mediante tensores,
y los fenémenos que los involucran se describen a través de operaciones tensoriales.
Los tensores juegan un papel fundamental en la teoria de la relatividad general de
Einstein, donde el campo gravitatorio se modela geométricamente mediante una va-
riedad pseudoriemanniana con una métrica definida por el tensor métrico, lo que da
lugar a la nocién de espacio-tiempo. Asimismo, la Mecdnica Cuédntica ha desarrollado
formulaciones geométricas basadas en la geometria simpléctica. Debido a la relevan-
cia geométrica del tema abordado, estas notas incluyen una introduccién concisa a
los principales objetos de la geometria diferencial aplicados a la Mecanica Clasica,
tales como variedades diferenciales, vectores tangentes, campos vectoriales, tensores y
formas diferenciales.

La estructura de estas notas es la siguiente: en la primera seccién (1), se presenta un
repaso de algebra lineal y cédlculo vectorial con el propésito de refrescar los conceptos
clave y establecer la notacién utilizada. Desde la seccién 2 hasta la seccién 7, se ofrece
una revision rigurosa de los principales objetos de la geometria diferencial, sin incluir
demostraciones de resultados bien establecidos. A lo largo de este desarrollo, se desta-
ca la profunda relacion entre la fisica y la geometria diferencial, ilustrando mediante
ejemplos y comentarios como la geometria diferencial encuentra aplicaciones en la fisi-
ca, y como la fisica ha influido en el desarrollo de la geometria diferencial. Un lector
con conocimientos previos en geometria diferencial puede omitir estas secciones y di-
rigirse directamente a la seccién 8, donde se introduce el formalismo geométrico de la
Mecénica Clasica Hamiltoniana. No obstante, en la subseccién 3.5 se incluye una breve
introduccién al formalismo geométrico de la Mecanica Lagrangiana, en la subseccién
5.3 se presentan formalmente los sistemas mecanicos en variedades diferenciales, y en la
subseccion 6.3 se ofrece una introduccién a las estructuras geométricas de Poisson. En
la seccién 9, se estudian las transformaciones candnicas desde el enfoque geométrico,
estableciendo la conexién con la descripcién local en coordenadas, marco frecuente-
mente adoptado en la comunidad fisica. Finalmente, en la seccién 10, se introduce de
manera informal algunos formalismos geométricos més generales en Mecanica Clasica,
que permiten la descripcion geométrica de sistemas no auténomos o disipativos. Entre
ellos, se incluyen las estructuras de Poisson definidas por estructuras cosimplécticas,
las cuales constituyen un caso particular de las estructuras presimplécticas (de rango
no méximo), asi como las estructuras de Jacobi, que no satisfacen la regla de Leib-
niz. También en esta ultima seccién se da una breve introduccién a la formulacién
geométrica de la Mecanica Cuéntica.

Estas notas constituyen una herramienta educativa valiosa para estudiantes, docen-
tes e investigadores en Mecanica Clasica. En general, los textos de geometria diferencial
tienden a omitir los aspectos fisicos, mientras que los libros de Mecédnica Clasica ra-
ra vez presentan el formalismo geométrico de manera accesible para estudiantes de
licenciatura. Por ejemplo, aunque el texto cldsico de Arnold [3] es una referencia fun-
damental, su nivel de abstraccion lo hace dificil de seguir sin una sélida preparacién
matematica. Ademads, en estas notas se incluyen desarrollos de investigaciones moder-
nas, tal es el caso de las secciones 9 y 10. En la primera de estas secciones se ofrece
una exposicién unificada del enfoque geométrico y de la descripcion en coordenadas de
las transformaciones canénicas, proporcionando una visién integral tanto de los aspec-
tos locales como globales de estas estructuras; y en la ultima seccién se presentan de
manera breve formalismos geométricos para estudios avanzados en Mecanica Clésica,
dichos formalismos son objetos centrales en muchas investigaciones recientes.
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1. PRELIMINARES

En esta primera seccién se ofrece un repaso conciso de los conceptos y técnicas
fundamentales del dlgebra lineal y el calculo vectorial. Estos elementos son esenciales
para el estudio de la geometria diferencial y constituyen la base para el desarrollo del
formalismo geométrico en Mecdnica Clasica. Los lectores con un conocimiento sélido
en estas areas pueden omitir esta seccion y dirigirse directamente a la seccién 2, donde
se introducen los principales objetos de la geometria diferencial.

1.1. Repaso de algebra lineal.

Definicién 1. Espacio vectorial: Un espacio vectorial (real) es un conjunto V'
equipado con dos operaciones + : V xV — V y .- : R xV — V que satisfacen
las mismas propiedades que la suma vectorial y producto por un escalar en el espacio
Euclidiano n-dimensional R™.

Ejemplo 1. Ejemplos de espacios vectoriales:

= El propio espacio Euclidiano n-dimensional (R™, 4, -) con las operaciones suma
de vectores y producto por un escalar.

» El espacio de matrices con m renglones y n columnas (M,,xn,+,:) con las
operaciones suma de matrices y producto por un escalar.

s El espacio de polinomios de grado n en una variable con coeficientes reales
(Py,+,-) con las operaciones suma de polinomios y producto por un escalar.

= El espacio de funciones diferenciables en R (C*°(R),+,-) con las operaciones
suma de funciones y producto por un escalar.

Sea V' un espacio vectorial.

Definicion 2. Combinacién lineal: Un vector v en V es combinacion lineal de los

vectores vy, ...,v; € V si existen escalares al,...,a* € R, tales que'
(1) v = a'v;.

Definiciéon 3. Independencia lineal: Se dice que el conjunto S = wvy,...,v, C
V es linealmente independiente (li) si la tnica solucién de la ecuacién vectorial
a1v1 + -+ agvr = 0, es la solucién trivial (o = -+ = a = 0). O equivalentemente,

ningin vector es combinacion lineal de los otros.

Definicién 4. Base: Un conjunto S = vy,...,v C V es base de V si todo vector
en V' es combinacién lineal de los vectores en S (V = Gen(S)) y S es linealmente
independiente.

Cualquier base de V tiene el mismo numero de elementos, lo que denomina
dimension de V.

Ejemplo 2. Bases de espacio vectoriales:

= El conjunto formado por los vectores ey, ..., e,, donde e; es el vector de R™ con
todas las componentes nulas excepto la i-ésima la cual es igual a 1, es una base
de R™ llamada la base estdndar o base canénica. La dimensién de R" es n.

= El conjunto formado por las matrices A1, ..., A7, ..., AL ... A" donde A es
la matriz de orden m X n cuyas entradas son todas nulas excepto la entrada en
la fila ¢ y la columna j la cual es igual a 1, es una base de M,,«, llamada la
base estandar o base candnica. La dimension de M,,,«, es mn.

» El conjunto formado por los polinomios 1,z,22,...,2™ es una base de P,
llamada la base estandar o base canénica. La dimensién de P, es n + 1.

IEn este texto se usa la convencién de suma de Einstein, es decir, se asume la operacién de
suma sobre indices repetidos. Por ejemplo, la suma de productos a'b; + a2bg + - - - + a™b, se escribe
simplemente como a’ b; entendiendo que el indice ¢ varia desde 1 hasta n.
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= El conjunto formado por los polinomios 1,z,z2,...,2",... es una base de

C*(R) llamada la base estandar o base candnica. C°°(R) es un espacio vectorial
de dimensién infinita.

Definicién 5. Transformacién lineal: Sean V' y W dos espacios vectoriales. Una
transformacion lineal de V' en W es una funciéon T : V. — W tal que

(2) Tu+v)=T(u)+Tw) y T(ou)=aT(u), Vu,v € VyaeR.

Ejemplo 3. Ejemplos de transformaciones lineales:
» T:R® — R2% T(x,y,2) = (sin(r)r +y,z — 3x).
w T: My, — R, T(M)=traza(M).
» T:C®(R) — C®(R), T(f) = f"
« T:C®R) — R, T(f) = [ f(x)dx.
Sea T : R® — R™ una transformacién lineal. Su representacién matricial es una
matriz A € My, », tal que, T'(v) = Av.

Ejemplo 4. Ejemplos de representaciones matriciales:
» T(z,y,2) = (sin(r/3)x — y,x + 3y + z), la representacién matricial de T es

3) A2X3:(sin(f/3) —31 (1)>

Para obtener dicha matriz, se evalia T en los vectores de la base candnica de
R3: T(1,0,0) = (sin(w/3),1), T(0,1,0) = (-=1,3) y T(0,0,1) = (0,1). Estas
imégenes constituyen las columnas de la matriz de T', de modo que

[T]<sin(ir/3) —31 (1))

la cual coincide con la expresiéon dada en (3). Nétese que cada columna
representa la imagen de un vector base de R?, y por tanto aplicar esta matriz
a un vector (z,y, z)! reproduce la accién de T

s T : R? — R? es la rotacién en sentido antihorario por un dngulo 6. La
representacién matricial de T es

cosf —sinf
(4) A= (51110 cos 6 ) ’
Para més detalles ver [4, 5, 6] y [7] (Appendix B).

1.2. Repaso de cdlculo vectorial. Sea U C R" un conjunto abierto U = B,.(z() =
{z € R™ : d(z,20) < 7} o U = [[i—(ai,b;). Sea f : U — R una funcién de varias

variables z!, ..., ",

Definicién 6. Derivadas parciales: Para cada a € U la derivada parcial de f en a
con respecto de z* se define por:

of . [flathé)— f(a)
) gar @) = 1 h ’
donde {é1,...,é,} es la base candnica de R™.

Para efectos practicos, la derivada parcial de f en a con respecto de z’ se calcula
considerando a la funcién f como una funcién solo de la variable z* (las demds variables
son constantes), se deriva como una funcién de una sola variable y se avalia en x = a.

Si 68; (a) existe para todo a € U entonces ga{i : U — R es una funcién de varias
variables.

Definicién 7. Funcién escalar diferenciable: Se dice que f : U — R es diferenciable
de clase C1(U) si sus derivadas parciales existen y son continuas.
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Si f es diferenciable de clase C' podemos definir las derivadas parciales de segundo
orden

2f o (of
(©) xidxi — dxt (81‘]) ’

Si las derivadas parciales de segundo orden existen podemos definir derivadas parciales
de tercer orden y asi podriamos definir derivadas parciales de orden superior.

Definiciéon 8. Funcion infinitamente diferenciable: Se dice que f : U — R es
diferenciable de clase C*°(U) o infinitamente diferenciable si sus derivadas parciales
de todos los ordenes existen y son continuas.

Observacion: En Mecanica Clésica, los observables se representan mediante fun-
ciones infinitamente diferenciables. Es comin, especialmente en textos con enfoque
fisico, referirse a estas funciones simplemente como diferenciables. Siguiendo esta con-
vencion, en estas notas utilizaremos el término funcién diferenciable para referirnos
exclusivamente a funciones infinitamente diferenciables. Cabe destacar que todas las
funciones elementales, como las constantes, polinomiales, trigonométricas, exponen-
ciales y sus inversas, pertenecen a esta categoria.

Definiciéon 9. Funcién vectorial diferenciable: Sea F' : U — R™. Se denota
Fzl,.. . 2" = (FY(2b, ... 2"), ..., F™(2t,...,2") y F* : U — R se llaman las
funciones componentes de F'. Se dice que F es diferenciable si cada funcién componente
F? es diferenciable.

Sea I': U — R™ diferenciable.

Definicion 10. Derivada total: La derivada total de F en a € U es la transforma-
cién lineal DF(a) : R™ — R™ cuya representacién matricial es:

OF?
@ 1= (55@).
Ejemplo 5. Ejemplo de derivada total: Sea F(x,y,z) = (sinz + 23, /22 + y?).

Tenemos F! = sinxz 4+ 23 y F?2 = /22 4+ y2. La derivada total de F en el punto
p=(m,1,1) estd dada por:

®) 4 cosT 0 322 < 1 0 3)
= T Yy = T 1 .
Ve Ve V) \vEm v O

Definicién 11. Difeomorfismos: Sean U, V' subconjuntos abiertos de R™. Un difeo-
morfismo es una funcién F': U — V diferenciable invertible con inversa diferenciable.

Para mads detalles ver [8, 9] y [7] (Appendix C).

2.  VARIEDADES DIFERENCIALES

En esta seccion se introducen de manera concisa los conceptos fundamentales de
la geometria diferencial necesarios para la formulaciéon geométrica de la Mecdnica
Clasica. Quienes deseen pasar directamente a dicha formulacién pueden consultar
la seccién 8. No obstante, puede resultar 1util revisar la subseccién 3.5, donde se
ofrece una introduccién al formalismo geométrico de la Mecdnica Lagrangiana, asi
como la subseccién 5.3, en la que se presentan formalmente los sistemas mecédnicos
en variedades diferenciales. Adicionalmente, en la subseccién 6.3 se proporciona una
visién general de las estructuras geométricas de Poisson.

De manera intuitiva, una variedad diferencial (smooth manifold) es un conjunto que,
localmente, se asemeja a un abierto de R™, permitiendo asi el desarrollo de céalculo
diferencial e integral en su entorno. Para una exposicién méas detallada, se recomienda
consultar [7, 10, 11].
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Los ejemplos mas familiares de variedades son R"™, curvas diferenciables y superficies
en R" tales como esferas y toros. Las superficies son objetos dentro de un espacio
ambiente, a saber R", las variedades son superficies abstractas en las cuales no existe
necesariamente un espacio ambiente.

2.1. Estructuras diferenciales. Sea M un conjunto no vacio.

Definicién 12. Carta coordenada: Una carta coordenada en M es un par (U, ¢)
con U C My p:U — R" una funcién inyectiva tal que ¢(U) = U en un abierto de
R™. Dado p € U, denotamos

(9) e(p) = (' (p),...,z"(p)) ,

y llamamos a (z%,...,2") coordenadas en U.
De manera intuitiva podriamos entender una carta coordenada como el pegado de

un abierto de R™ en un conjunto M, o dicho de otra forma, una carta coordenada
dota de manera local de coordenadas (las de R™) al conjunto M (ver figura 1).

P

A N
ppe—;

4 \

II R
i )
\ II

\\ /

\\\_—‘//
_—t>

F1GURA 1. Una carta coordenada en un conjunto M es una funcién
inyectiva ¢ definida en un subconjunto U de M a valores vectoriales
tal que su imagen U es un abierto del espacio Euclidiano.

Definicién 13. Cartas compatibles: Dos cartas coordenadas (U, ) y (V,v) tales
que U NV # (), son compatibles si (U NV) y ¥(U NV) son abiertos, y la funcién
Yo lipUNV)—=¢(UNV) es un difeomorfismo (ver figura 2).

La idea la compatibilidad de las cartas es que los célculos en las variedades
diferenciales sean independientes de la eleccién de la carta (o de la eleccién de
coordenadas). La condicién de compatibilidad garantiza que el cambio de coordenadas
sea invertible y diferenciable.

Definicién 14. Variedad diferencial: Una variedad diferencial de dimensién n es
un conjunto M equipado con una coleccién de cartas compatibles ¢ : U — R™ que
cubren M.

A la familia de cartas compatibles que cubren una variedad diferencial se le llama
una estructura diferencial.

Por convenio, una variedad de dimension 0 se define como un conjunto con un tnico
elemento (un punto).

Formalmente, una variedad diferencial es un espacio topolégico dotado de una
estructura diferencial, donde las cartas estan definidas en conjuntos abiertos. En estas
notas, omitiremos los aspectos topolégicos de las variedades diferenciales, tanto por
su complejidad como por su poca relevancia dentro del enfoque fisico que adoptamos.

Ejemplo 6. Algunos ejemplos de variedades diferenciales:
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FiGURA 2. Dos cartas coordenadas ¢ y ¥, cuyos dominios tienen
una interseccidon no vacia, se dicen compatibles si las imégenes de
esta interseccién bajo cada carta son conjuntos abiertos y la funcién
de transicién v o ¢!, definida en la imagen de la interseccién bajo
v, es un difeomorfismo cuya imagen es precisamente la imagen de la
interseccién bajo 1.

R™ y cualquier abierto de R™ es una variedad diferencial de dimensiéon n. La
carta coordenada global es el mapeo identidad.

Cualquier conjunto abierto de una variedad diferencial es una variedad diferen-
cial de la misma dimensién. Este tipo de variedades se llaman subvariedades
abiertas. Las cartas en la subvariedad abierta son la restriccién de las cartas de
la variedad original al subconjunto.

El conjunto de matrices de orden m x n, denotado por My, ,, es una variedad
diferencial de dimensién mn. Podemos definir una carta coordenada para, por
ejemplo m =2 y n = 3, por

a b c
(30 5)@beden.
En general, cualquier espacio vectorial V' de dimensiéon n es una variedad
diferencial de dimensién n. Siempre es posible considerar la carta coordenada
global ¢ : V. — R™ definida por

plater +---+ae,) = (a1,...,0p),

donde e, ..., e, es una base (cualquiera) de V.

GL(n,R) ={A € M, : A es invertible}, llamado el grupo (grupo de Lie) lineal
general, es una variedad diferencial de dimensién n?. GL(n,R) es un conjunto
abierto de la variedad diferencial M,, (matrices de orden n) por lo tanto es una
subvariedad abierta de la misma.

La grafica de una funcién diferenciable f : U € R®™ — R es una variedad
diferencial de dimensién n. Podemos definir una carta coordenada global por

o(z, f(z)) = z.
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= La n-esfera s” = {z € R"™! :[|z]| = 1} es una variedad diferencial de dimen-
sién n. Para la estructura diferenciable de la n esfera ver [7, 10].

s Sean My, ... My variedades diferenciales de dimensiones my, ..., my respecti-
vamente. Consideremos el producto cartesiano
(13) M = M; x -+ X M.

M es una variedad diferencial de dimensién m = mq+- - -+my,. Las cartas coor-
denadas son definidas como productos de cartas de cada una de las variedades
M; (para detalles ver [7, 10]).

= El toro n-dimensional es una variedad diferencial de dimensién n, a saber

(14) T =S x ... x S (producto n veces) .
Ver més ejemplos en [7, 10].

2.2. Funciones y mapeos diferenciables. Sea M una variedad diferencial de
dimension n.

Definicién 15. Funcién diferenciable: Una funcién f : M — R* se dice diferen-
ciable si para cada punto p € M existe una carta (U, ) tal que p € U y la composicién
fop t:pU)=U — R* es una funcién diferenciable (ver figura 3).

v

FicUurA 3. Una funcién en una variedad diferencial a valores vecto-
riales es diferenciable si su expresién en coordenadas para cada punto
es una funcién (vectorial a valores vectoriales) diferenciable.

El conjunto de funciones f : M — R diferenciables en M se denota por C*°(M).

Definicién 16. Mapeo diferenciable: Sea N una variedad diferencial. Una funcién
F : M — N es un mapeo diferenciable (es usual llamar mapeos a las funciones entre
variedades diferenciales) si para cada p € M existe una carta (U, ¢) que contiene a p y
una carta (V, 1)) que contiene a F(p) tales que F(U) C V y la composicién 9o F o ™1
es diferenciable (ver figura 4).
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FiGURA 4. Un mapeo entre variedades diferenciales es diferenciable
si su expresion en coordenadas para cada punto del dominio y para su
imagen en el codominio, es una funcién (vectorial a valores vectoriales)
diferenciable.

2.3. Subvariedades. En esta subseccién se presentan de manera breve las llamadas
subvariedades encajadas (embedded submanifolds), las cuales aparecen principalmente
como conjuntos de nivel. En Mecanica Clasica, son fundamentales para entender la
integrabilidad desde el punto de vista geométrico. En estas notas llamaremos a las
subvariedades encajadas simplemente subvariedades.

Definicién 17. Subvariedad: Una subvariedad diferencial de M es un conjunto
W C M que también es una variedad diferencial con la estructura diferencial heredada
de la variedad ambiente M.

El siguiente teorema nos dice como construir subvariedades como conjuntos de nivel.

TEOREMA 18. Teorema del conjunto de nivel [7]: Sea F : M — RF un mapeo
diferenciable. Consideramos el conjunto de mivel.
(15) My={x€M:F(z)=acR}.

Si para cada p € My, VF(p),...,VF¥(p) son linealmente independientes, entonces
M, es una subvariedad de M de dimension n — k.

En el Teorema 18, el gradiente VF(p) de la funcién F* : M — R en un punto
p € M C R” se entiende como

VFi(p) = @51 (), ..., gf:(p)) :

esto es, la fila i-ésima de la matriz jacobiana DF(p).

Ejemplo 7. SL(n,R) ={A € M, : det(A) =1} (el grupo de Lie especial lineal)
es una subvariedad de M, , de dimensién n? — 1. En efecto, consideremos F =
M,,n, — R definida por F(A) = det(A), tenemos que F es diferenciable y SL(n,R)
es el subconjunto de nivel F(A) = 1.

PROPOSICION 19. Restriccién de un mapeo diferenciable a una subvariedad: Si
F: M — N es un mapeo diferenciable y S es una subvariedad diferencial de M
entonces Flg : S — N es un mapeo diferenciable.
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3. VECTORES TANGENTES
3.1. Vectores tangentes en el espacio Euclidiano.

Definicién 20. Vector tangente en R™: Un vector tangente a un punto a € R"
es el vector velocidad v, de una curva v : (—€,¢) — R™ tal que v(0) = a. Si
(x',...,2™) son coordenadas en R" y y(t) = (z'(t),...,2"(t)) entonces v, = Z—Z(O) =
(#(0), .., #"(0)).

Sea f € C*°(R™), la derivada direccional de f en la direccién de v, es:

Dvaf = vf(a’) * Vg

16
1o :a'cl(())%(a)+~~+:b"(0)§7];(a).

3.2. Vectores tangentes en una variedad diferencial. Sea M una variedad
diferencial de dimensién n.

Definicién 21. Vector tangente: Un vector tangente a p € M es una funcion lineal
vp : C°(M) — R que satisface la regla de Leibniz:

(17) vp(fg) = f(p)vpg + g(p)vpf.
Sean (z!,...,2") coordenadas alrededor de p € M. Las funciones 52|, : C*°(M) —
R definidas por
0 of
1 - =
(18) D i =L,

son vectores tangentes a p € M.
Todo vector tangente a p € M es (localmente) combinacién lineal de los vectores

o
Oz |P*
0 0 .0
_ 1 n _ 4
(19) vp_vp8x1|l7+"'+vpamn|;ﬂ_Up@‘lh
convzl),...,vge]R.

Definicién 22. Espacio Tangente: El conjunto de todos los vectores tangentes a
p € M es un espacio vectorial de dimensién n cuya base local es (521 |, - . ., 52 |p)- Se
llama espacio tangente a p en M y se denota por T, M.

Si (z!,...,Z") son nuevas coordenadas alrededor de p € M, podemos pasar de unas
coordenadas viejas a unas nuevas mediante:

0 oz 0

Ejemplo 8. Sea M = R? dotada de su estructura diferenciable estdndar y consi-
deremos coordenadas polares (r,6) alrededor del punto p = (2, 5) € M.
Las bases locales del espacio tangente en p son

0 0
ol og
Pasamos de coordenadas polares a cartesianas con:

r=rcosf y=rsind.
Asi tenemos:
0 or 0 y 0
a\p = E(P)%h} + &(P)afth
Sustituyendo la transformacién de coordenadas se obtiene:
m™ 0 w0 0

= COS = —=— sin —— |, = = |p.
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Realizamos el mismo procedimiento para la parcial de 6:

o, Ox 0 dy 0
%|p—%@)%|p+%@)§y|p,

obteniendo:
.m0 T 0 0
= —2sin - 57 |p +2cos - 20y lp —2%|p.
Consideremos
0 0
=5—|p, —3=,.
vP 87" ‘P 89 |P
en coordenadas polares, ahora la expresién para coordenadas cartesianas es
0
= 5 6—
Up = |p + or |

Tomando f(z,y) = 22 + y? o en coordenadas polares como f(r,6) = r? obtenemos:

up(f) = 5(2r)2,r/2) = 20.
y ahora para cartesianas
vp(f) =5(2y) + 6(2z) = 20.
Notemos que se llega al mismo resultado.
PROPOSICION 23. Espacio tangente a una subvariedad [7]: Sea S una subvariedad

diferencial de M y p € S. El espacio tangente a p en S es un subespacio vectorial de
T,M caracterizado por

(21) T, ={veT,M : vf =0Yf € C®(M) tal que f|s = 0}.

TEOREMA 24. Vector tangente a una subvariedad de nivel [7]: Sea S una subvarie-
dad de nivel definida por F : M — RF, F(x) = a. Un vector tangente vp € T,M es
un vector tangente a p en S si y solo si v, F* = 0 para cada funcién componente F*
de F.

3.3. Vector velocidad de una curva. Dada una curva y(t) = (z'(t),...,2"(t))
en M con v(0) = p se tiene que
o0
22 ¥(0) = 2*(0)=—
(22) $(0) = #(0) 2y

es un vector tangente a p € M

Ejemplo 9. Tomemos nuevamente la variedad M = R? del ejemplo anterior. Sea
la curva

y(t) = (t* — 5t + 2, g cost),

con
T
0)=(2,=
7(0) = (2, 3)
Por lo que:
0 T 0
7'(0) = (2t 5)|05\p - *Smt|089|
cuyo resultado es:
0
= —5—
8T|p’

que es el vector velocidad de la curva () dada en la parte de arriba.
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3.4. Fibrado tangente y la diferencial de un mapeo diferenciable.

Definicién 25. Fibrado tangente: El fibrado tangente de M es la unién de todos
los espacios tangentes, se denota por T M,

(23) TM = Upe]ijp(M) R
es una variedad diferencial de dimension 2n.

Si (z!,...,2™) son coordenadas alrededor de p € M entonces (x!,... 2", @t ... ")
son coordenadas alrededor de (p,v,) € TM.

Definicién 26. Diferencial de un mapeo diferenciable: Sea F' : M — N un mapeo
diferenciable. Para cada p € M la diferencial de F' en p es la transformacién lineal
DF, : T,M — Tp) N definida por DFy,(v,)(g) = vp(F o g) para todo v, € T,M y
para toda g € C*°(N).

Sean (x!,...,2") coordenadas alrededor de p € M
(24) F(z',...,2") = (F'(z),..., F"(x)).

La representaciéon matricial de DF), es:

(25) o5 = [550]

Ejemplo 10. dim(M) =3y dim(N) =2
F(z,y,2) = (32 — bayz, 2°).
Esta matriz es de 2 x 3 en p = (1,0,—1)
_ (6x —5yz —bzz —bxy\ (6 5 0
[DF] = ( 0 0 322 ) o (O 0 3)
En el punto p = (1,0, —1) se considera el vector tangente

0 0 0
+

"ozl Tyl T2 02

vp = .
P
Los coeficientes que acompanan a las derivadas parciales son escogidos de manera
arbitraria y corresponden a las coordenadas de v,, en la base natural {@| 2 @| }

p ox p’ ay p’ oz P
del espacio tangente T, M. De este modo, la representacién de v, en dicha base es
simplemente

Up = (717 47 2)7

lo que permite tratarlo como un vector de R3 y aplicar el diferencial DF, para
determinar su imagen en Tp,) V.
La accién del diferencial se obtiene mediante el producto matricial

DEy(u) = DFIlnl = (5§ 3) _;1 (5)-

lo cual muestra que en coordenadas locales (u, w) de N el vector tangente resultante
se expresa como DFy(vy) = 140u|pp) + 6 Owlpp) € Trp N, con F(p) = (3, —1). Este
resultado coincide con la interpretacién geométrica de DF),(v,) como la derivada de
la curva F oy en t = 0, para cualquier curva -y con y(0) =p y 7'(0) = vp.
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3.5. Sistemas Lagrangianos. Un sistema Lagrangiano es un par (M, L) con M
una variedad diferencial de dimensién n y L : TM — R una funcién diferenciable. M
se llama el espacio configuracién, L la funcién Lagrangiana y n el nimero de grados
de libertad del sistema (ver més detalles en el libro de Arnold [3] capitulo 4).

Una curva v : I € R — M es una trayectoria del sistema si su expresién en
coordenadas v(t) = (¢'(t),...,q"(t)) satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L oL
2 — - | = -
2 7 (a7) = o

donde (q¢%,...,¢", ¢',...,4") son coordenadas en TM. En el lenguaje fisico las coor-
denadas (q!,...,q") en M se llaman coordenadas generalizadas y se obtienen a par-
tir de las constricciones holonémicas del sistema fisico (constricciones de la forma
flri,7a,...,t) = 0 donde r1,79, ... son los vectores de posicién de las particulas del
sistema); las coordenadas ¢!, ..., ¢" se llaman velocidades generalizadas.

El calculo variacional de funcionales constituye el marco matematico que funda-
menta la dindmica de la Mecanica Lagrangiana. En efecto, las trayectorias fisicas
corresponden a los puntos criticos del funcional de accién

(27) ®W)=(/1LWU%%0¢MM

to
donde L es la funcién Lagrangiana del sistema [3].
El principio de minima accién de Hamilton [3, 12] establece que la evolucién de un

sistema mecanico estd determinada por aquellas curvas v : [to, t1] — @ tales que
(28) 5D () = 0,
lo cual conduce a las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (0L OL
29 — - | —— =0 b =1,...,n.
(29) i (55) - ge=0 =t

En particular, para un sistema mecénico con energia cinética Ty energia potencial
U, la funcién Lagrangiana estda dada por

(30) L=T-U.

En coordenadas generalizadas (¢!, ..., ¢") se tiene
n
. . 1 . . .
(31) L(q17""qn7q17"'7qn7t) = Z§m1 (qz)Q - U(qla"'aqnaqla"'aqnat)'
i=1

A continuacién presentamos ejemplos de espacios configuracién (variedades dife-
renciales) de sistemas fisicos.

Particula libre: La particula libre es el ejemplo més sencillo. Lo interesante de
ello, es que para una particula que no se somete a ningin potencial viajando en 3
dimensiones (incluso puede ser en n dimensiones), su espacio configuracién serd de
una dimensién.

Péndulo simple: El espacio de configuraciones del péndulo simple de dos dimen-
siones tan solo es S, pues a pesar que se mueve en 2 dimensiones, lo hace con una
constriccién, por lo que sus grados de libertad tan solo es uno, la dimensién del es-
pacio configuracién. Notar que el movimiento del péndulo simple solo describe una
circulo maximo de radio [, por lo que no es tan dificil ver el espacio configuracién esté
caracterizado por una coordenada, que es el angulo polar 6.

Péndulo esférico: Es facil argumentar luego del péndulo simple que el espacio
configuracién del péndulo esférico es S2, pues solo hay dos grados de libertad. Y
pueden ser expresadas esos dos grados de libertad, en coordenadas esféricas por los
angulos azimutal ¢ y polar 6.

Péndulo doble: Dejemos por sentado que el péndulo doble solo se movera en 2D,
por lo tanto su espacio configuracion serd el producto de cada una de los péndulos
simples en 2D, es decir S* @ S! = T2, que es precisamente el toro 2-dimensional.
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Péndulo doble esférico: El caso anterior, el péndulo doble solo se mueve en dos
dimensiones. pero si le damos la libertad de que lo haga en 3 dimensiones fisicas,
entonces el péndulo tendrd el espacio configuracién S?, y el espacio configuracién del
péndulo doble esférico S? @ S? = T* sera el toro 4-dimensional.

4. GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE

Las nociones de grupo de Lie y dlgebra de Lie fueron introducidas por el matematico
noruego Marius Sophus Lie (1842-1899), quien desarroll6 estas nociones en un intento
para resolver, o al menos simplificar ecuaciones diferenciales ordinarias. Al principio
Lie basé su trabajo en analogias con la teoria de grupo desarrollada por Evariste Galois
(1811-1832) para resolver ecuaciones algebraicas que fueran cuadriticas, cibicas o
cudrticas [13]. Las dlgebras de Lie son la linealizacién de los grupos de Lie.

Los grupos de Lie son variedades diferenciales que tienen estructura de grupo
compatible con la estructura diferencial [7, 14]. Los grupos de Lie se encuentran en
Mecédnica Cldsica como grupos de simetrias [11, 15, 16]. Es bien sabido que la existencia
de simetrias para un sistema mecédnico, permite la reduccién del sistema, o en otras
palabras, permite una simplificacién de las ecuaciones de movimiento, lo que facilita su
solucién. El célebre teorema de Noether relaciona simetrias de un sistema mecanico con
cantidades conservadas (o constantes de movimiento) [7, 17, 18, 19]; una generalizacién
de éste, relacionada con la nocién de mapeo de momento, es una de las principales
aplicaciones de los grupos de Lie en la Mecanica Clasica. El mapeo de momento
es una generalizacion del momento lineal o angular, éste aparece cuando se tiene
un grupo de Lie de simetrias actuando sobre un sistema mecanico. Varios teoremas
de conservacién, entre ellos el del momento lineal o angular, son casos particulares
el teorema de conservacién del mapeo de momento [15, 13, 16]. Por otro lado, las
algebras de Lie también juegan un rol importante en la Mecanica Clasica como queda
en evidencia en el teorema de Lie sobre la integrabilidad de sistemas mecanicos; en
este teorema la existencia de un dlgebra de Lie soluble (o en particular Abeliana)
de simetrias de un sistema mecanico permite encontrar trayectorias por cuadraturas

[17, 20, 21].
4.1. Grupos de Lie.

Definicién 27. Grupo: Un grupo es un conjunto no vacio G equipado con una
operacién binaria asociativa - : G x G — G llama multiplicacién, tal que existe un
elemento identidad e, i.e., g-e = g Vg € G, y cada g € G tiene un elemento inverso

denotado por g~!, es decir, para cada g € G existe g~ € G tal que g- g~ ! =e.

Definicién 28. Grupo de Lie: Un grupo de Lie es una variedad diferencial G que
también es un grupo, con la propiedad de que la multiplicacién G x G — G y la
inversion G — G son mapeos diferenciables.

En Mecénica Clasica los grupos de Lie mas relevantes son los grupos de Lie de
matrices. A continuacién veremos algunos de ellos.

Ejemplo 11. Algunos grupos de Lie de matrices con entradas reales:

» El grupo lineal general: GL(n, R) es el conjunto de matrices invertibles de orden
n. Es un grupo de Lie con la operaciéon multiplicacién de matrices. Este grupo
representa el grupo de todas las transformaciones invertibles en R™.

= El grupo lineal especial: SL(n,R) es el conjunto de todas las matrices de
orden n con determinante igual a uno. Es un grupo de Lie con la operacién
multiplicaciéon de matrices.

= El circulo S' es un grupo de Lie con la operacién multiplicacién de nimeros
complejos.

s El grupo ortogonal: O(n,R) es el conjunto de todas las matrices ortogonales
de orden n, i.e., matrices cuya transpuesta es igual a su inversa. Este grupo
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representa al grupo de las transformaciones invertibles en R™ que preservan la
distancia Euclidiana.

» El grupo especial ortogonal: SO(n,R) es el conjunto de todas las matrices orto-
gonales con determinante igual a uno. Este grupo es particularmente relevante
en Mecanica Clésica ya que representa al grupo de rotaciones en R”™ .

Definicion 29. Accién de un grupo sobre una variedad: Sea M una variedad
diferencial y G un grupo de Lie. Una accién izquierda (diferenciable) de G en M
es un mapeo diferenciable L : G x M — M, denotado por L(g,p) — ¢ - p, tal que

* g1-92-p=(9192) P, Y
me-p=0p.

Si L:Gx M — M es una accién izquierda de G en M, entonces cada g € G
induce un difeomorfismo L, en M definido por

(32) Ly(p) = L(g,p) = g - p-

La inversa de Ly es Lg-1.
De manera andloga se puede definir una accién derecha. En estas notas trabajaremos
con acciones izquierdas y las llamaremos simplemente acciones.

Ejemplo 12. Acciones de grupos de Lie:

= Cualquier grupo de Lie G actia de manera trivial sobre cualquier variedad
diferencial M. L(g,p) = pVg € GVp € M es la accién trivial.

» GL(n,R) actia de manera natural en R™ por la accién L(A,z) = Az (multi-
plicacién de la matriz A por el vector x).

» SL(n) actia sobre R™ por la misma accién L(A,z) = Ax.

s Consideremos un cuerpo rigido rotando alrededor de su centro de masa sin la
influencia de fuerzas externas. Tenemos que las trayectorias del sistema son
invariantes bajo la accién del grupo de Lie SO(3), es decir, SO(3) es el grupo
de simetrias de dicho sistema, lo que nos lleva a la conservacién del momento
angular.

En Mecéanica Lagrangiana, el Teorema de Noether establece que a cada grupo uno-
paramétrico de difeomorfismos del espacio configuracién de un sistema Lagrangiano
que preserve la funcion Lagrangiana, lo cual representa la accién de un grupo de Lie
en el espacio configuracién, le corresponde una cantidad conservada [3]. Veamos los
detalles de este resultado. Sea (M, L) un sistema Lagrangiano.

Definicién 30. Se dice que el sistema Lagrangiano (M, L) admite un mapeo
h: M — M si

(33) L(Dhyv,) = L(vy), Yv, € T,M.
Ejemplo 13. Sea (M, L) un sistema Lagrangiano con 3 grados de libertad con

coordenadas generalizadas (x,y,z) v L(x,y, 2, %,9, %) = %(mQ +92+2%) - V(y,2). El
sistema admite el mapeo h(x,y, z) = (x+s,y, z) (traslacién en la primera coordenada).

TEOREMA 31. Teorema de Noether [3]: Si el sistema (M, L) admite el grupo uno-
paramétrico de difeomorfismos hg : M — M entonces
oL 6713) dhs(q",...,q")
agt’ " Ogn ds

es una cantidad conservada, donde - denota el producto escalar en R™.

(34) I(ql,.'.quL’ql?.“?q'n) = ( ‘s:O;

Todo campo vectorial diferenciable genera un grupo uno-paramétrico de difeomor-
fismos, llamado el flujo del campo vectorial (ver la seccién de campos vectoriales). Si
un sistema Lagrangiano admite el grupo uno-paramétrico de difeomorfismos generado
por un campo vectorial diferenciable se dice que el campo vectorial es una simetria
(infinitesimal) del sistema.



LA GEOMETRIA DE LA MECANICA CLASICA 305

En términos locales un difeomorfismo puede ser visto como un cambio de coorde-
nadas, asi que el teorema de Noether puede ser planteado desde el punto de vista
local de la siguiente manera: Si las ecuaciones de Lagrange son invariantes bajo un
grupo uno-paramétrico de cambios de coordenadas entonces una cantidad conservada
estd asociada a dicha invarianza. En particular, si la Lagrangiana es invariante bajo
un grupo uno-paramétrico de cambios de coordenadas, entonces se tiene una cantidad
conservada asociada a tal invarianza.

Ejemplo 14. = Supongamos que tenemos un sistema Lagrangiano con tres
grados de libertad, coordenadas generalizadas (z,y,z) y potencial V(z,y, 2)
invariante por traslaciones en la primera variable, es decir, traslaciones de la
forma hs(z,y,2) = (x + s,y, 2). Tenemos que

(el momento lineal en x) es una cantidad conservada. De manera andloga con
traslaciones en las otras variables se obtiene la conservacion de los respectivos
momentos lineales.

= Supongamos ahora que tenemos un sistema Lagrangiano con tres grados de
libertad, coordenadas generalizadas (x,y,z) y potencial V(z,y,z) invarian-
te por rotaciones en la tercera variable, es decir, rotaciones de la forma
hs(z,y,z) = (x coss —y sin s,z sins + y cos s, z) donde s es el dngulo de rota-
cion. Tenemos que

(36) I(l‘,y,Z) = (ma:,my,mz) ' (—y,x,O) :mxy_myia
(la componente z del momento angular) es una cantidad conservada.

4.2. Algebras de Lie. Ahora repasaremos el concepto de algebra de Lie y mencio-
naremos sus propiedades y aplicaciones mas importantes.

Definicién 32. Algebra de Lie: Un 4lgebra de Lie es un espacio vectorial (real) g
equipado con una transformacién llamada corchete de Lie (Lie bracket) y denotada
por [,]: g xg — g, que es bilineal (lineal en cada argumento), antisimétrica [X,Y] =
—[Y, X] y satisface la identidad de Jacobi [X,[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Definicién 33. Subalgebra de Lie: Una subélgebra de Lie de un dlgebra de Lie es
un subespacio vectorial que es cerrado bajo el corchete de Lie.

Definicién 34. Algebra de Lie de un grupo de Lie: A cada grupo de Lie se le
asocia un algebra de Lie la cual representa la linealizacion del grupo. El dlgebra de
Lie de un grupo de Lie es el espacio tangente al elemento identidad.

La linealizacién de los grupos de Lie en una vecindad del elemento identidad captura
la estructura local de los grupos y permite una simplificacién en el estudio de los
mismos.

Para construir el dlgebra de Lie de un grupo de Lie debemos parametrizar el grupo
de Lie (variedad diferencial) y encontrar los vectores tangentes bases en el elemento
identidad. El algebra de Lie de un grupo de Lie de matrices es un algebra de Lie
de matrices. Veamos la construccién del dlgebra de Lie del grupo SL(2,R). Primero
parametrizamos el grupo.

(37) SL(2,R) = {[ Lta b

1+bc :| : U,,b,CGR}-
1+a

El elemento identidad de SL(2,R) es la matriz identidad, cuyos pardmetros son
(0,0,0), Asf que los vectores tangentes base en el elemento identidad son

0 1+4+a b 1 0
(38) vl—aa|a—b—c—o[ c 114:15}—[0 _1}7
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0 14+a b 0 1
e ][0
0 l1+a b 0 0
(40) V3 = %L},:b:c:o [ ¢ 11_:1:; :| = [ 0 1 :| .
(41) 5l(2,R) = {a1v1 + agve + agvs : a; € R} = {[ Z; _021 } : a; €R},

Por lo tanto el dlgebra de Lie de SL(2,R) es es conjunto de matrices de orden dos con
traza cero. En general tenemos lo siguiente:

Ejemplo 15. Algebras de Lie de grupos de Lie de matrices:

» gl(n,R) es el dlgebra de todas las matrices reales de orden n.
= sl(n,R) es el dlgebra de matrices reales de orden n con traza cero.
s s50(n,R) es el dlgebra de matrices reales antisimétricas de orden n.

Es posible reconstruir, al menos localmente, un grupo de Lie a partir de su algebra
de Lie mediante el mapeo exponencial. En general, la definicién de este mapeo puede
ser algo compleja; sin embargo, en el caso de los grupos de Lie de matrices, su
formulacion resulta maés intuitiva y accesible.

Definiciéon 35. Mapeo exponencial: Sea G un grupo de Lie de matrices y g su
algebra de Lie. El mapeo exponencial exp : g — G esta dado por

(42) exp(X) = Z % .

=0

5. CAMPOS VECTORIALES

Sea M una variedad diferencial de dimensién n.

5.1. Campos vectoriales diferenciables.

Definicién 36. Campo vectorial: Un campo vectorial diferenciable (smooth vector
field) en M es un mapeo diferenciable V' : M — T'M tal que para cada punto p € M
se tiene que V(p) = v, € T, M, es decir, un campo vectorial asigna a cada p € M un
vector tangente a p en M (ver figura 5).

o)

Y Oxm™

Sean (z!,...,2") coordenadas alrededor de p € M. Los mapeos %,...

definidos por

0 0

(43) 5P = gle

son campos vectoriales diferenciales en M llamados los campos vectoriales coordenados
y se tiene que cada campo vectorial diferenciable V' en M se escribe localmente como

.0
44 V =V'—
( ) ozt ’
con Vie C=(U C M), luego

, 0
45 Vv =V |
(45) ®) = VD) oily
El conjunto de todos los campos vectoriales diferenciables en M se denota por X(M).
Si (z!,...,2") son nuevas coordenadas alrededor de p € M, podemos pasar de unas
coordenadas viejas a unas nuevas mediante:

0 ort 0

(46) = =

Oxd — dad 9zt
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FicurA 5. Un campo vectorial asigna a cada punto un vector tan-
gente a dicho punto.

TEOREMA 37. Derivacidn [7]: Todo campo vectorial diferenciable V. en M es una
derivacion en M, es decir, es una transformacion lineal V : C*°(M) — C*°(M) que
satisface la regla de Leibniz

(47) V(fg) = fVig) +9V(f),
para todas f,g € C°(M).
Dada f € C®(M)yV € X(M),con V = V* a?ﬂ- en coordenadas locales, tenemos

(48) V(f) = Vigj; € C™(M).
(19) VW) = Vi) () = ().

Definicién 38. Conmutador: Sean V,W € X(M). El corchete de Lie de V .y W
definido por

(50) V,W]=VW - WV,

es también un campo vectorial diferenciable en M. (X(M),[,]) es un élgebra de Lie.

Para coordenadas (x!,...,2") en M se tiene que
) o,
51 V = V'— W = Wl —
(51) oxt Y Oxd’
luego
OWI OVIN 0
2 = v . - v . ..
(52) [V, W] (V o’ W oz’ > oxI

5.2. Curvas integrales. Sea V € X(M).

Definicién 39. Curva integral: Una curva integral de V' es una curva v : I C
R — M, tal que v'(t) = V,4), donde I es un intervalo abierto (—¢, €) que contiene al
cero. Es decir, en cada punto sobre la curva el campo vectorial es el vector velocidad
(ver figura 6).
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P
-

F1GURA 6. Una curva integral de un campo vectorial diferenciable
es una curva cuyo vector velocidad en cada punto coincide en dicho
punto con el vector tangente asignado por el campo vectorial.

Ejemplo 16. Sean (z,y) coordenadas en M. V = xa% — ya%. Una curva integral
de V es una curva y(t) = (z(t),y(t)) tal que & = —y y y = x, as{ que ~(t) =

(acos(t) — bsen(t),a sen(t) + bcos(t)) donde a,b son constantes que se obtienen con
las condiciones iniciales.

Definicién 40. Flujo: Un flujo diferenciable (o solo flujo) en M es un mapeo
diferenciable ¥ : I x M — M con I un intervalo abierto que contiene al cero, tal que

(s, (V(t,p)) =¥Y(s+t,p)y ¥(0,p) =p

Dado un flujo ¥ en M, para cada p € M podemos considerar la curva diferenciable
UP : I — M definida por UP(s) = U(s,p), y el vector tangente v, € T,,M dado por
vy = %\Iﬂ’ (s)|s=0; tenemos que el mapeo p — v, es un campo vectorial diferenciable
V en M llamado el generador infinitesimal del flujo. El siguiente teorema nos da una
version reciproca de este resultado.

TEOREMA 41. Teorema fundamental en flujos [7]: Dado V € X(M), existe
un unico flujo W : I x M — M tal que para cada p € M se tiene que la funcion
VP : ] C R— M definida por UP(s) = U(s,p) es una curva integral de' V' y la funcion
Uy : M — M definida por Us(p) = V(s,p) es un (posiblemente local) difeomorfismo.

Ejemplo 17. Ejemplos de flujos de campos vectoriales:
» El flujo de V = 2 en R? es el mapeo ¥ : R x R? — R? dado por

(53) (s, z,y,) = (2 +5,9).
» El flujode W = xﬁ% — ya% en R? es el mapeo ¥ : R x R? — R? dado por
(54) U(s,z,y,) = (x cos(s) — y sin(s), z sin(s) + y cos(s)).

Definiciéon 42. Pushforward: Dado F': M — N un difeomorfismo entre varieda-
des diferenciales. El pushforward de V' por F, denotado por F,V es el tnico campo
vectorial diferenciable en IV tal que

(55) F*’Up(p) = Dvap.

Definicién 43. Derivada de Lie: Sea W € X(M). La derivada de Lie de W con
respecto de V' es el campo vectorial diferenciable en M definido por

d
56 LyW = — =0V W,
(56) v 75 ls=0
donde ¥ es el flujo de V.

La derivada de Lie mide el cambio de W a lo largo del flujo del campo vectorial V.
Si Ly W = 0 se dice que W es invariante bajo el flujo de V.



LA GEOMETRIA DE LA MECANICA CLASICA 309

TEOREMA 44. Se tiene que [7]
(57) LyW = [V, W].

5.3. Sistemas mecanicos. La Mecanica Clasica se centra en describir la evolucion
temporal de sistemas fisicos cuyo movimiento futuro y pasado estdn completamente
determinados por sus condiciones iniciales, es decir, las posiciones y velocidades ini-
ciales de todas sus particulas. A estos sistemas se les conoce como sistemas mecanicos

(cldsicos).
El espacio fase de un sistema mecanico es el conjunto formado por todas las con-
figuraciones posibles de posiciones y velocidades de sus particulas [1]. Henri Poincaré

introdujo la idea de visualizar un sistema mecédnico como un campo de vectores en el
espacio fase, donde una trayectoria es una curva diferenciable cuya velocidad en cada
punto coincide con el vector asignado por dicho campo. Esta concepcién condujo a
Poincaré a la nocién de variedad diferencial como el marco geométrico natural para
describir el espacio fase en Mecédnica Clésica [2].

V € X(M) define un sistema mecanico (cldsico) en M cuyas trayectorias son las

curvas integrales de V [10]. Sean (z!,--- ,2™) coordenadas locales en M, la expresién
local de V es V = Vi(zl, - ,x")%7 y las curvas integrales v(t) = (z!(¢),--- ,2"(t))
de V satisfacen el sistema de ecuaciones

il = Vi, -, 2),
(58) :

@ =Vn(xt, .- 2.

Consideremos un sistema mecanico (M, V), M es el espacio fase del sistema y V es
el campo vectorial dindmico. El sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden (58) es el sistema de ecuaciones (locales) de movimiento (el movimiento
en Mecdnica Clésica se describe usando ecuaciones diferenciales ordinarias [1]). La
evolucién de una funcién f € C°°(M) (un observable fisico) a lo largo de las
trayectorias del sistema esta dado por

(9)  I0) = dyn (A1) = Cor()() = Vo () = (VA (D),

asi que la evolucién temporal de f queda determinada por

(60) f=V/

Una funcién f € C°°(M) se llama una constante de movimiento (o una integral de
movimiento) del sistema mecéanico (M, V) si f es constante a lo largo de las trayectorias
del sistema (fisicamente representa una cantidad conservada), lo cual es equivalente
a Vf = 0. La existencia de constantes de movimiento permite construir un sistema
mecanico cuya dindmica esta contenida en la dindmica del sistema dindmico original, es
decir, es posible construir un sistema reducido tal que sus trayectorias son trayectorias
del sistema original. En términos de las ecuaciones de movimiento, la existencia de una
constante de movimiento permite buscar trayectorias del sistema que son soluciones
de un sistema de ecuaciones diferenciales reducido; en efecto, supongamos que f es
una constante de movimiento de (M, V), se tiene que el conjunto de nivel

My = {zeM: f(z) =c ceR},

es una subvariedad diferencial de M de codimensién 1 para valores regulares de f [7]
y, es cerrada bajo la dindmica de V, es decir, si v : I — M es una curva integral
de V tal que v(to) € My para algin t, € I entonces y(t) € My para cada t € I. La
ultima afirmacién puede ser probada como sigue: suponga que v : I — M es una
curva integral de V' tal que v(tg) € My para algin ¢y € I, entonces f(y(to)) =cy, ya
que f es constante a lo largo de la trayectoria, es decir, f(v(t)) = ¢ para cada t € I, se
concluye que y(t) € My para cada t € I. As es posible buscar trayectorias de (M, V)
que viven en My. Es importante resaltar que las trayectorias de (M,V) que viven
en My no son todas las trayectorias del sistema, pero ellas pueden ser encontradas
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resolviendo un sistema de ecuaciones reducido; en efecto, si f es una constante
de movimiento de (M, V) las curvas integrales de V' que viven en My son curvas
integrales de la restriccion V[, del campo vectorial V' a My, asf si (yt, -y
son coordenadas locales en M; entonces tales curvas integrales son soluciones de la
ecuaciones diferencial vectorial Y = Via, (Y), donde Y = (y',--- 4" 1), la cual es
equivalente a un sistema de n — 1 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

La nocién de integrabilidad para sistemas Hamiltonianos es bien conocida por la
comunidad fisica, a saber, el famoso teorema de Liouville establece que el conocimiento
de una cantidad suficiente de funcionalmente independiente constantes de movimiento
en involucién, permite resolver las ecuaciones de Hamilton por cuadraturas [17, 22,

, 20], es decir, realizando un nimero finito de operaciones algebraicas y calculando
integrales de funciones conocidas. Una nocién de integrabilidad local ha sido estudiada
en [23], ahi la nocién de integral de movimiento (constante de movimiento) ha sido
generalizada a integral particular. Para sistemas mecanicos generales, Lie estableci6
un marco que permite resolver las ecuaciones de movimiento por cuadraturas, en cuyo
caso se dice que el sistema es integrable por cuadraturas. Para esto Lie introdujo
la nocién de algebra de Lie soluble de una manera andloga a la nocién de grupo
soluble empleada por Galois para resolver ecuaciones algebraicas; el resultado principal
de ese trabajo es conocido como el teorema de Lie en integrabilidad de ecuaciones
diferenciales vectoriales, el cual se detalla, con un lenguaje moderno, a continuacion.

Definicion 45. Se dice que un campo vectorial W en M es una simetria del campo
vectorial V' si [W, V] = 0, donde [,] es el conmutador de campos vectoriales.

Sea W un campo vectorial diferenciable en M. Se sigue del teorema de rectificacion
(Straightening Out Theorem) [10, 1] que existen coordenadas locales (y!,...,y™) en
M tales que W (y) = 8%"' Observe que si W es una simetria de V, esto es [W, V] = 0,

. —1 —n , .
entonces las funciones componentes V ,...,V de V en términos de los campos

vectoriales coordenados %i no dependen de la coordenada y”, en efecto,

) ia}_avia

(61) 0=vi= [ay o) = oy oy

7
oy
de ecuaciones de movimiento del sistema dado por V es equivalente al siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias

por lo tanto 22 =0, ie. V' = V' (y!,...,y""!) parai=1,...,n. Asf que el sistema

o1

—1 _
gr=V (...

)

(62) I

yrt=vooh oy
gr=V"(y, ..y h).
Esto quiere decir que el problema de resolver el sistema de ecuaciones de movimiento
se reduce a resolver el siguiente sistema de n — 1 ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden

n—l)

)

—1 -~
gr=V(y,...yh,
(63)
cn— —n—1 n—
e A (N
y luego integrar la ecuacién diferencial ordinaria
(64) gr=V" . Y.

Observe que si fuera posible realizar el proceso anterior al sistema de ecuaciones
diferenciales (63) entonces se tendria un sistema de m — 2 ecuaciones diferenciales
ordinarias y dos ecuaciones diferenciales integrables. Lo anterior es posible si se tiene
otra simetria Z de V tal que [Z, W] = AW con A un escalar real no nulo; en efecto,
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suponga que se tiene una segunda simetria Z de V satisfaciendo [Z, W] = AW, se ve
que las funciones componentes de Z no dependen de la coordenada y™, en efecto

AW = [Z,W] = AL = [zi 0 9 }

oy Oyt Oy™
1o} 0zZ" o
(65) = A= — .
oy™ oy™ Oyt
YA .
ayﬂ:o, Vie{l,...,n—1},
asf que Z' = Zi(y',...,y" ) parai=1,...,n—1; por lo tanto el campo vectorial di-
ferenciable Z1! 8%1 +ogznl ayf_l es una simetria del campo vectorial diferenciable

v 8%1 + -+ Vnilﬁg,l y es posible aplicar el procedimiento previo para reducir el
sistema (63) a un sistema de n — 2 ecuaciones diferenciales ordinarias y una ecuaciones
diferencial ordinaria integrable, lo que lleva a un sistema de n — 2 ecuaciones diferen-
ciales ordinarias y dos ecuaciones diferenciales ordinarias integrables. Repitiendo este
proceso un numero suficiente de veces, se obtendrian las soluciones del sistema de
ecuaciones de movimiento original solo integrando ecuaciones diferenciales ordinarias
y haciendo algunas operaciones algebraicas (cambios de coordenadas); esto es posible
si se tiene un algebra de Lie soluble de simetrias.

Definicién 46. Algebra de Lie soluble: Sea g un algebra de Lie.

» Una subdlgebra de Lie de g es un subespacio vectorial L de g tal que [X,Y] € L
VX, Y e L.

» Un subespacio vectorial I de g se llama un ideal de g si [X,Y] € IVX €1y
VY € g. Observe que todo ideal es también una subdlgebra de Lie.

= Se dice que g es un algebra de Lie soluble si existe una sucesién finita de
subdlgebras de Lie de g, digamos Lq,...,L, con n = dim(g), tal que {0} =
LycLyC---CLy1 CL,=gy L; es un ideal de L;y; de codimension 1
parat=0,1,...,n— 1.

Ejemplo 18. = Toda &lgebra de Lie Abeliana, es decir, donde todos sus
elementos conmutan, es trivialmente un algebra de Lie soluble.
s Kl algebra de Lie formada por los campos vectoriales V; = a% + a%, Vo =

Za% —&-wa%, Vs = xa% +y8% — z% —w% € X(R*) es un algebra de Lie soluble.

Tenemos el teorema de Lie a continuacion.

TEOREMA 47. Teorema de Lie [17]: Sean Wi,...W,, campos vectoriales diferen-
ciales linealmente independientes en M. Si W1y, ..., W, son simetrias de V' y generan
un dlgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie [,] de campos vectoriales, entonces el
sistema definido por V. en M es integrable por cuadraturas.

En la practica buscamos simetrias que formen un dlgebra de Lie Abeliana, es decir,
simetrias que conmuten entre ellas. Para un ejemplo no trivial de un dlgebra de Lie
soluble no Abeliana de simetrias de un sistema mecanico ver [20].

La integrabilidad de un campo vectorial V' es usualmente estudiada en matematicas
por medio de sus estructuras geométricas compatibles [24]. Estructuras geométricas
son definidas por campos tensoriales, y se dice que son compatibles cuando son
invariantes bajo el flujo del campo vectorial [25]. Como un caso particular se tiene el
de una funcién invariante bajo el flujo de un campo vectorial, es decir, una constante
de movimiento. En la siguiente seccién se estudian los campos tensoriales.

6. TENSORES

En el lenguaje matemaéatico moderno, los tensores se definen como objetos abstrac-
tos, independientes de coordenadas o indices. No obstante, al trabajar en un siste-
ma de referencia especifico, los tensores adquieren una representacion en términos de
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componentes. Aunque los tensores en si no dependen del sistema de referencia, sus
componentes si lo hacen y varian en funcién de este.

En diversos textos, especialmente en la literatura fisica, los tensores suelen presen-
tarse desde un enfoque basado en coordenadas, describiéndolos como un conjunto de
cantidades (sus componentes) que dependen de las coordenadas de un espacio dado
(una variedad diferencial) y que se transforman de manera bien definida bajo cambios
de coordenadas [26, 27]. Este enfoque tiene la ventaja de requerir menos formalismo
matematico, permitiendo una introduccion mas accesible a la manipulacién de ten-
sores. Sin embargo, al centrarse en la estructura local y en coordenadas, se pierden
ciertos aspectos geométricos y conceptuales que emergen en una formulacién global y
libre de coordenadas.

En estas notas, adoptamos inicialmente una perspectiva abstracta y global para
introducir los tensores, enfatizando su independencia de coordenadas. Posteriormente,
desarrollamos su descripcion local a partir de esta formulacién abstracta, integrando
ambos enfoques de manera coherente [7, 10, 15].

6.1. Tensores en un espacio vectorial.

Definicién 48. Transformacion multilineal: Sean Vi, ..., Vi, W espacios vectoriales.
Una transformaciéon T': V3 x---x Vi, — W se dice k-lineal (o simplemente multilineal)
si es lineal en cada argumento, es decir,

(66) T(vi,...,v;+av),...,v) =T(viy... iy vk) +aT (V1. 0.0 V),
para todo (vq,...,vg) €: Vi x -+ x V}, y para todo a € R.

Si k = 1 se dice que la transformacién es lineal y si £k = 2 se dice que la
transformacién es bilineal.

Ejemplo 19. Ejemplos de funciones multilineales:

= El producto punto en R™ es una funcion bilineal de dos vectores a valores reales.

» El producto cruz en R3 es una funcién bilineal de dos vectores a valores
vectoriales.

s El determinante de una matriz cuadrada es una funcién multilineal de vectores
a valores reales.

Definicion 49. Producto tensorial: Sean Vi, ..., Vi, W1, ..., W} espacios vectoriales.
Sean F': V] X ... x Vi — R una transformacién k-lineal y G : Wi X ... x W; — R una
transformacién [-lineal. El producto tensorial de F' y G es la transformacién (k + 1)-
lineal F @ G : Vi X ... x Vi x Wy x ... x W; — R definida por

(67) F® Gy, .., v, w1, ..., wy) = Fvg, ...y 05)G (w1, ..., wy).
Sea V un espacio vectorial.

Definicion 50. Covector: Un covector en V es una transformacion lineal o : V- —
R.

El conjunto de todos los covectores en V es un espacio vectorial de la misma
dimensién que V, se llama espacio dual de V' y se denota por V*.

Definicion 51. Tensores covariantes y contravariantes:

s Un k-tensor covariante en V es un transformacion k-lineal T: V x ... xV — R.
= Un k-tensor contravariante en V es un transformacion k-lineal T : V* x ... x
V* — R.

Ejemplo 20. Ejemplos de tensores covariantes:

s Cada funcién lineal T : V' — R es un 1-tensor covariante, es decir, un covector.
= El producto punto en R” es un 2-tensor covariante.
= El determinante de de n vectores es un n-tensor covariante.

Un O-tensor en V es un ntmero real.
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Definicién 52. Tensor mixto: Un tensor mixto en V de tipo (k,l) es una trans-
formacién multilineal T : V* x -+ - V* x V x --- x V — R, donde hay k copias de V*
y [ copias de V.

En el resto de esta seccién nos enfocaremos principalmente en tensores covariantes.

Definicién 53. Tensores simétricos y antisimétricos:
s Un k-tensor covariante o en V se dice simétrico si su valor no cambia al
intercambiar dos de sus argumentos, es decir,
(68) Q(V1, ooy Uy ey Vjy ooy V) = (V1,5 000, Ujy ooy Vg ooy V).

» Un k-tensor covariante o en V se dice antisimétrico o alternante (skew-
symmetric) si su valor cambia de signo al intercambiar dos de sus argumentos,
es decir,

(69) (U1, ey Vg ey Vg ooy Uk) = — (V15 ooy Ugy oy Uy oeny V).

6.2. Campos tensoriales en una variedad. Sea M una variedad diferencial de
dimension n.

Definicién 54. Covector tangente: Sea p € M. Un covector tangente a p en M es
una transformacién lineal oy, : T,M — R, es decir, un covector tangente a p en M
es un elemento del espacio vectorial 7,y M que se llama espacio cotangente a p en M.

Sean (z!,...,2™) coordenadas alrededor de p € M. Las funciones dz’|, : T,(M) —
R definidas por
(70) dmi|p(vp) = vli, ,

— ,1_0 n_0o — i O
donde v, = vy 57|y + .. + V) 52w |p = Uy 557 |ps SON covectores tangentes a p en M.

Todo covector tangente a, a p € M es (localmente) combinacién lineal de los
covectores dz'(,,

(71) ap = apdrt|, + ..+ anpds”|,
Con Uip, ..., 0np € R.

Definicién 55. Fibrado cotangente: El fibrado cotangente de M es la unién de
todos los espacios cotangentes, se denota por T M,
(72) T"M = UpenyTy M,
es una variedad diferencial de dimensién 2n.
1

Si(«!,...,2") son coordenadas alrededor de p € M entonces (z
son coordenadas alrededor de (p, ) € T*M.

n
e X0, Q)

Definicién 56. Campo de covectores tangentes: Un campo diferencial de covec-
tores tangentes en M es un mapeo diferenciable o : M — T* M tal que para cada
punto p € M se tiene que a(p) = o, € Ty M, es decir, un campo de covectores asigna
a cada p € M un covector tangente a p en M.

En coordenadas (x!,...,2") alrededor de p € M,
(73) Qap = ai(p)dﬂfi|p,
donde «;(p) € R. Asi que
(74) a = ozl-dxi,

con a; € C*°(U C M) y da® son campos de covectores coordenados que funcionan
como bases. El conjunto de todos los campos de covectores en M se denota por Q' (M).

Si (z!,...,2") son nuevas coordenadas alrededor del punto p en la variedad M,
podemos pasar de unas coordenadas viejas a unas nuevas mediante:
S Ozt
(75) dr! = —dz".
1

o0z
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Definiciéon 57. Diferencial de una funcién diferenciable: Sea f : M — R una
funcién diferenciable, es decir, f € C°°(M). Para cada p € M la diferencial de f en
p es la transformacién lineal df, : T,M — R definida por df,(v,) = v,(f) para todo
vy, € T, M.

Entonces, la diferencial de una funcién diferenciable es un campo diferencial de
covectores tangentes.

En coordenadas (x!,...,2") alrededor de p € M, se tiene que
of . i
(76) df = pr dz*
asi que
of i
(77) dfy, = e (p)dz'|,.

Definicién 58. Campo de tensores: Un campo diferencial de k-tensores (smooth
k-tensor field) covariantes (o contravariantes o mixtos) en M es un mapeo diferenciable
A que asigna a cada p € M un k-tensor covariante (o contravariante o mixto) en T,M,
es decir, A(p) es un k-tensor covariante (o contravariante o mixto) en T, M.

Un campo diferencial de O-tensores en M (o solo un O-tensor) es una funcién
diferenciable f € C*°(M).
En coordenadas (z?,...,2") alrededor de p € M se tiene:

= Si A es un campo diferencial de k-tensores covariantes (o solo un k-tensor
covariante) en M entonces

(78) A=A 5 de" @ @ dz'™,

con A;, . i, € C°(M) las funciones componentes de A.

» Si A es un campo diferencial de k-tensores contravariantes (o solo un k-tensor
contravariante) en M entonces

0 0

Oxh O Oxix’
con Al € C°(M) las funciones componentes de A.

= Si A es un campo diferencial de tensores mixtos de tipo (k,) (o solo un (k,1)-
tensor) en M entonces

(79) A= Al

) , A
— Ji---Jk 2 )
(80) A=A 3 gm ® ® g ®di" @ @da”,
con A{;;;;ﬁf € C*°(M) las funciones componentes de A.

Sea A un k-tensor covariante en M, en coordenadas locales (x!,...,2™) se tiene
A =4, ;dz'" ®- - ®dx*. Sitenemos un cambio de coordenadas (x',...,2") a
nuevas (Z!,...,Z"), podemos escribir el tensor A en las nuevas coordenadas, tenemos
(81) A=A; 4, di" @ ®dz".

Se sabe que dz’ = 92-dz7, asf que

) . Oz oz’ . ,
(82) A=A 4 di" @ - @dr"™ = A, oen | pp 2 ® - @dzh,
Por lo tanto
oz Oxtr

( ) J1---Jk 1.2k 8:‘011 afjk

La ecuacién (83) es la regla general para la transformaciéon de las componentes de
un tensor covariante bajo un cambio de coordenadas. En el enfoque en coordenadas,
los tensores covariantes son definidos como cantidades dependientes de coordenadas
que se transforman de acuerdo a la ecuacién 83 bajo un cambio de coordenadas [26].
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Para un tensor contravariante A = A% ®...® %, la regla para el cambio de
coordenadas es

Loz 9z
Oxit Oxir’

Ejemplo 21. Tensores en relatividad general:

(84) Adrdk — gt

= En relatividad general es espacio-tiempo estd modelado matematicamente por
una variedad Riemanniana [20], es decir, una variedad diferencial M equipada
con un tensor métrico g, éste es un 2-tensor covariante simétrico. En coordena-

das locales (2%, ...,2™) el tensor métrico tiene la forma

(85) g = gijdz'da’.

= En relatividad general la curvatura del espacio-tiempo estd determinada ma-
tematicamente por el tensor de curvatura de Riemann, el cual es un tensor mixto
1-vez contravariante y 3-veces covariante cuyas componentes locales Rl K son
definidas por medio del tensor métrico (ver detalles en [20]).

En Mecénica Clasica los tensores suelen aparecer como estructuras geométricas,
las més conocidas son estructuras de Poisson, definidas por tensores de Poisson, y en
particular las estructuras simplécticas, definidas por formas diferenciales simplécticas.
Las estructuras de Poisson fueron introducidas por Lichnerowicz [28] (para una breve
historia en las variedades de Poisson ver [15]). Por otro lado, los llamados tensores de
Nijenhuis y tensores de Haantjes, los cuales son tensores mixtos, han sido estudiados
en relacién con la integrabilidad de sistemas Hamiltonianos |

) ) ) ) ) ]

6.3. Estructuras de Poisson. Sea M una variedad diferencial.

Definiciéon 59. Tensor de Poisson: Un tensor de Poisson en M es un 2-tensor
contravariante antisimétrico P tal que [P, Plsy = 0, donde [,]sny es el corchete de
Schouten—Nijenhuis [32, 15]. Si P es un tensor de Poisson en M se dice que (M, P) es
una variedad de Poisson.

Definicién 60. Paréntesis de Poisson: Un paréntesis de Poisson en M es un
corchete de Lie en C*°(M), denotado por {,} (bilineal, antisimétrico y satisface la
identidad de Jacobi), que satisface la regla de Leibniz

(86) {fg.h} = flg,h} + g{f, n}.
Varios ejemplos de paréntesis de Poisson son presentados en [15].

TEOREMA 61. Estructura de Poisson [15]:

n Si P es un tensor de Poisson en M entonces P define un paréntesis de Poisson
en M por

(87) {f,9} = P(df,dg).
» Si{,} es un paréntesis de Poisson en M entonces existe un tensor de Poisson

que lo define.
En cualquier caso se dice que se tiene una estructura de Poisson en M.

Para més detalles en estructuras de Poisson ver [35].
Sea (M, P) una variedad de Poisson de dimensién m. en coordenadas locales
(x',...,2™) en M se tiene que

;i i, 0 0
— i
(88) P E {z*,27} = A ek

1<i<j<m

y para f,g € C°(M)
- i i 0f 9g
(89) {fig}= 2 o al}g5om,

1,j=1
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donde {, } es el paréntesis de Poisson definido por P.
Cada 2-tensor contravariante ) es una variedad diferencial M define un homomor-
fismo de fibrados Qf : T*M — TM dado para cada x € M por

(90) O‘m(Qggﬂz) = Qu (v, Be);

también se puede hacer referencia al mapeo inducido Q% : Q' (M) — X(M) definido
por

(91) a(Q4(8)) = Q(a, B).

El rango de @ en el punto x € M es el rango de la transformacién lineal Qi. Se dice
que @ es de rango constante si tiene el mismo rango para todo x € M. El rango de
un tensor de Poisson P en cualquier punto en M es par [35].

El siguiente teorema debido a Weinstein describe la estructura local de una variedad
de Poisson.

TEOREMA 62. Weinstein’s splitting theorem [36, 37]: Sea (M, P) una variedad de
Poisson. Sea x € M con rango 2r. Eziste una carta coordenada en un abierto U de x
con coordenadas (q*,...,q",pt,...,p", 2, ..., 2°) tales que

9 0 0 0
) P = i i kl v o
o St T oo

1<k<i<s

donde las funciones ©*' son funciones diferenciables en U que dependen solo de
las coordenadas z = (z',...,2%) y se anulan cuando z = 0; las coordenadas
(%, ...,q",pty...,p", 2, ..., 2%) se llaman coordenadas de divisién en x € M. En
particular, si P es localmente de rango constante, entonces existen coordenadas loca-
les (g%, ...,q",pt,...,p", 24, ..., 2%) tales que

T
0 0
93 P= - N\ —;
(98) > w55
en este caso las coordenadas (q*,...,q",p%,...,p", 2%, ..., 2°%) se llaman coordenadas

de Darbouz.

La existencia de una estructura de Poisson en una variedad diferencial permite
la construccién de campos vectoriales Hamiltonianos, los cuales definen dindamica
Hamiltoniana en tal variedad. Sea (M, P) una variedad de Poisson.

TEOREMA 63. Campo vectorial Hamiltoniano [15]: Para cada f € C°(M) existe
uno y solo un campo vectorial X¢ en M tal que
(94) {9.f} = X9 VgeC*(M),

donde {, } es el paréntesis de Poisson definido por P. En términos del mapeo inducido
Pt se tiene

(95) Xy = PH(df).
Xy se llama el campo vectorial Hamiltoniano para f.

PROPOSICION 64. » La asignacion f— X es un antihomomorfismo de dlge-
bras de Lie entre las dlgebras de Lie (C(M),{,}) y (X(M),[,]), en efecto se
tiene que X ¢ 0 = —[Xy, X,

n g € C®(M) es constante a lo largo de las curvas integrales de Xy, es decir
Lx,9=0, siysolosi{f,g}=0.

» Los flujos Hamiltonianos preservan la estructura de Poisson, es decir, Lx, P =
0 para toda f € C>*(M).

w Si f,g € C(M) son constantes a lo largo de las curvas integrales de Xp
entonces también lo es {f, g}.
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Para la prueba de esta proposicién y para la prueba del teorema 63 ver [15, 35]. En
coordenadas de divisién (¢',...,q",pt,...,p", 2L, ..., 2%) para (M, P) se tiene
" /(Of O of 0 v, Of O e, Of O
96) X; = 4 C 9L 9 e
90) X, =3 (Ghar— Grom )t X MOfiar- 3 ek
i=1 1<k<I<s 1<k<I<s

o en una forma mas compacta

_N~(9f 0 9f 0 —~ k) O O
(97) Xr= Z (8pi oqt  Oq' 3pi) + kzl::;j) (2) 02! 9k’

i=1

donded* (z) = ¢ (2) para k < I, ¢F'(z) = —¢¥!(2) para k < Iy $*(z) = 0 para k = L.
Para mas detalles en estructuras de Poisson y Mecanica Hamiltoniana en variedades
de Poisson ver [15, 35, 38].

Cada variedad de Poisson es de manera natural la unién disjunta de subvariedades
inmersas (subvariedades que pueden tener una topologia diferente a la topologia
de subespacio, para detalles en este tipo de subvariedades ver [7]), cuyos espacios
tangentes son generados por los campos vectoriales Hamiltonianos. La estructura de
Poisson restringida a cada una de estas subvariedades es una estructura de Poisson de
rango maximo par, es decir, una estructura simpléctica, por lo que estas subvariedades
se llaman hojas simplécticas de la estructura de Poisson (estas hojas forman una
estructura geométrica llama foliacién, en particular forman la foliacién simpléctica).
Para cada x € M la hoja simpléctica que contiene a x estd dada

(98) L,(M) = {2z’ € M|3 un camino Hamiltoniano a trozos en M de x a x'}.

Las hojas simplécticas son cerradas bajo la dindmica de cualquier campo vectorial
Hamiltoniano. En la seccién 8 se presentan las estructuras simplécticas con detalle.

7. FORMAS DIFERENCIALES

En la seccién anterior fueron presentados dos tipos de tensores covariantes, los
simétricos y los antisimétricos (o alternantes). Un tipo especial de tensores simétricos
son las métricas Riemannianas. En esta seccion se revisa la teoria de las formas
diferenciales (differential forms), las cuales son campos tensoriales alternantes.

Sea M una variedad diferencial de dimension n.

7.1. O-formas.

Definicion 65. 0-forma: Una O-forma diferencial en M es una funcién diferenciable

fe o= (M).

En mecénica, una funcién de estado termodindmico, un Lagrangiano y un Hamilto-
niano son ejemplos de O-formas definidos sobre un espacio de configuracién o espacio
fase, respectivamente (en general, un observable es una 0-forma).

Definicién 66. Derivada de una O-forma: Sea f € C°°(M). Para cada p € M
la diferencial de f en p es la transformacién lineal df, : T,M — R definida por
dfp(vp) = vp(f) para todo v, € T,M.

Sean (z1,...,2") coordenadas alrededor de p en M, se tiene que
0 0
df, = —fl(p)dxwp +.+ —fn(p)da:"\p
oz Ox
(99)
= O ()
T o P
donde

i 3 i 1,SZl:j
(100) daly (ay‘"’) —5j‘{ 0, sii#)
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Si vy, es un vector tangente a p en M, entonces

(101) Up = UP%|Z7’
donde vf, € R. Luego
(102) da’|p(vy) = vl € R.
Ejemplo 22. Sean (z,y, z) coordenadas alrededor del punto p = (1,0,-2) € M y
la funcién f(z,y,z) = 2%y —2x23. Calcular df,, y df,(v,) con v, = 5%’ —28% -2l
P P P

v dfy,

_of of of
dfy = 5 (P)dw| + 5 (P)dy| + 5= (P)dz]
_ _ 9.3 2 - 2
= (2oy — 22 )’(1,0,—2)dx‘(1,0,—2) ‘(1,0,—2)dy‘(1,0,—2) ‘(1,0,—2)dz‘(1,0,—2)
- 16dx’ + dy’ . 24dz‘ .
(1,0,—2) (1,0,—2) (1,0,—2)
= dfy(v)
_of of of
Ay(vy) = 5, ()| (v) + 5 )y () + 52 (P)dz] (1)
O ver 4 O v 1 2L e
- am (p)vp + ay (p)vp + az (p)vp
= (16)(5) + (1)(=2) = (24)(-1)
=102.

7.2. 1-formas.

Definicion 67. 1-forma: Una 1-forma diferencial en M es un campo de covectores
tangentes en M, es decir, un mapeo diferenciable 6 : M — T*M tal que para cada
peMO(p)=06,:T,M — R es una transformacién lineal.

El conjunto de 1-formas diferenciales en M se denota igual que el conjunto de
campos de covectores tangentes en M, a saber, Q'(M). En coordenadas (z,...,2™)
alrededor de p € M, tenemos que dx!,...,dz" son 1-formas diferenciales en M,
llamadas las 1-formas coordenadas. Cualquier 1-forma diferencial 6§ en M se escribe
como

(103) 0 = 0;dx"

con 0; € C*°(M). Evaluada en p, la expresién (103) queda como
(104) 0, = 0;(p)dx’|, .

Asi que si v, = vé% es un vector tangente a p en M, entonces
(105) 0, (vy) = O:(p)u.

Ejemplo 23. Sean las coordenadas (z,y, z) alrededor del punto p = (0,1,—1) en
M. Calcular 6, (v,) donde 6 = (z—y)dz+ (2% +32% 4+ 4y*)dy — 2 cos xdz es una 1-forma

— 6@’ es un vector tangente a p en M.
“lp

yop =52 —22
P Ylp
Sol: De la expresién (104), evaluamos la 1-forma 6 en el punto p = (0,1, —1):

0y = 0;(p)dz’

(106) b
= —dx‘ 7dy‘ —2dz .

(0,1,—1) (0,1,—1) (0,1,—1)



LA GEOMETRIA DE LA MECANICA CLASICA 319

Op(vp) = (=1)(5) + (71)(=2) + (=2)(=1)

(107) =—-5—-14+2
=-17.
Si (z,...,2") son nuevas coordenadas alrededor del punto p en la variedad M, la
regla de transformacién para las 1-formas coordenadas dx’ es
R LA
108 dr) = —dz*.
( ) -z ai-z x

Ejemplo 24. Cambio de coordenadas cartesianas a polares.
Buscando hacer el cambio

(z,y) = (r,0),
partimos de las expresiones de las coordenadas cartesianas en términos de las coorde-
nadas polares:

(109) x =rcosb y=rsinf,
y basdndonos en la regla de transformacion, tenemos
ox ox

(110) dx:Eerr%dQ

= cos fdr — rsin 6dé ,
y

_ Oy oy
(111) dy—gdr—kaadﬂ

= sin Odr + r cos 0d6 .

La derivada de una 0O-forma (la diferencial de una funcién diferenciable) es una
1-forma diferencial.

7.3. 2-formas.

Definicién 68. 2-forma: Una 2-forma diferencial w en M es un mapeo diferenciable

w que asigna a cada punto p € M una transformacién bilineal antisimétrica. w(p) = wp:
ToM xT,M — R

Recordemos que una transformacion es bilineal (o en general multilineal) si es lineal
en cada argumento T'(vy + ave, w) = T'(v1,w) + aT'(v2, w) para todo vi,ve,w € T,M
y para todo a € R (lo mismo en el segundo argumento). Y es antisimétrica si al
intercambiar dos argumentos obtenemos un signo negativo (T'(v,w) = =T (w,v)).

Definicién 69. Producto Wedge: Sean 6 y a 1-formas diferenciales en M, el
producto Wedge (también llamado producto cuna) se denota por 8 A« es una 2-forma
diferencial en M definida en cada p € M por

Op(vp)  Op(0y)

(112) (GAa)‘p(Upaﬁp) = -
ap(vp)  ap(Dp)
Sean (x!,...,2") coordenadas alrededor de p € M, dx' A dz? son las 2-formas
coordenadas. Toda 2-forma diferencial w en M se escribe como:
(113) w = wydzt Ada?

con w;; € C>°(M). Las 2-formas coordenadas siguen las siguientes propiedades:

(114) dz' A da? = —dx? Adat,

(115) de' ANdx' = 0.
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Ejemplo 25. Sean (z,y, z) coordenadas alrededor del punto p = (1,2,3) € M y la
2-forma w = /2?2 + y? + 22dzx A dy — 4dx A dz + 2zydy A dz . Caleular wy(vy, Up), en
—22| +52 2

» P

Y0z
P
Solucién: Primero, evaluando la 2-forma w en p = (1,2, 3):

el que v, = a@

5 — 9
T Y Up = 5
P

+ 4(dy N dz)

116 = V14(dz A d ‘ —A(dz Ad
(116)  w, = VI(de A dy) @nas)| s

(1,2,3)

Ahora, para calcular wy,(v,, Up), utilizamos la definicién del producto Wedge 112 para
cada componente de la 2-forma:

v; 17; 1 1
17 dendy| @5) =] |= , o= VO - am =2
vy oyl 11
(118) da;/\dz‘p(vp,@p): . 7L — (1)(=3) — (1)(5) = —8.
vg 1712) -2 0
(119) @Awu%%ﬁ:33=5 = 2D - 06 =

Sustituyendo las tltimas tres expresiones en (116), obtenemos finalmente:
(120) wp(Vp, Tp) = 2V14 + 32+ 24 = 2v/14 4 56.

Definicién 70. Derivada de una 1-forma: Sea 6 = 6,dz’ una 1-forma diferencial
en M. Su derivada es una 2-forma diferencial en M dada por

(121) do = do; A dx' = D 4 Adxt.
oxd

Ejemplo 26. Sea la 1-forma 6 = z%ydx + (22 + y? + 22)dy — 4dz, calcule df.
Solucién:

(122)
2 2
a0 = 259 g poaw 4+ 2EY g 5
or dy
2 2 2 2 2 2 2 2 2
GO Ay ) gy QA ) gy YA )

ox dy
Utilizando las propiedades (114) y (115):

df = 2*(—dz A dy) + 2zdx A dy + 22(—dy A dz)
=2z —2%)dz Ndy —2zdy Ndz.

0z

(123)

7.4. k-formas. En general, una k-forma diferencial (differential k-form) a en M
asigna a cada punto p en M una transformacién multilineal o), : T, M x...xT, M — R
(T, M k veces) alternante.

El producto Wedge de k 1-formas coordenadas dz',...,dz"* es una k-forma dife-
rencial definida por

dz(vy) . . . dz'(v))

(124) dxl/\~--/\dxk|p(v11),...,v£):

dzF(ul) . . . daF(vf)
Toda k-forma diferencial en M es (localmente) combinacién lineal, con funciones

diferenciables como escalares, de las k-formas coordenadas dz®* A- - -Adz® . El conjunto
de las k-formas diferenciales en M se denota por QF(M).
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Definicién 71. Derivada de una k-forma diferencial: Si o = o, i), dz A« Ndzie
es una k-forma diferencial, entonces la derivada es una (k + 1)-forma diferencial dada
por

(125) da =d(a;, . 4,) N dz™ A« Adx'* .

Ejemplo 27. Sean (x,y, z,w) coordenadas en M (cuya dimensién es 4).
= Obtener una 3-forma a partir de la 2-forma w = 5222%dx A dy — 4w?dy A dw +
(22 + 9% + 22 + w?)dz A dw.
Solucién: Andlogamente al ejemplo anterior, sabemos que podemos descartar los
términos con producto Wedge entre la misma variable. Asi, tenemos:
o(5 2,2
dw = 2672 1 n e ndy +
0z
(126) o(z? + y* + 2% + w?)
+
dy
= (10222)dx A dy A dz + (2x)dx A dz A dw + (2y)dy A dz A dw

(2?4 y? + 2% + w?)

I dr Ndz N dw

dy ANdz N\ dw

» Obtener una 4-forma a partir de la 3-forma o = zyzdx A dy A dz — zzw*dx A
dy N dw.

Solucién: Una vez mas, al considerar la derivacién en los términos con respecto a las
variables que no aparecen en el producto Wedge que los acompana, obtenemos:

4
da = —@dz/\dx/\dy/\dw
(127) = —zw(—dx A dz) Ady A dw
= —zwtdr Ady A dz A dw.
TEOREMA 72. Propiedades de la derivada de formas diferenciales [7]: Sean o y 3

k-formas y a € R:

1. d(ac + B) = ada + df
2. d(da) =0
3. (d)Y(V)=VfeC>®(M), con feC®(M)yV eX(M).

7.5. Producto interior. También llamado contraccion.

1. Sea 6 una 1-forma diferencial en M y V € X(M), el producto interior entre 6
y V es una O-forma diferencial (funcién diferenciable) dada por

(128) (Vaf)p = 0p(Vp)-
También se denota por iy 6.

Ejemplo 28. Sean (x,y,z,w) coordenadas en M, § = zydzx + sin(z + y +

z)dx — dz una 1-formay V = \/x — y% + a% + x2y2% un campo vectorial.
Calcule V6.
Solucién: Visto en términos de componentes:
, .0
129 0 = 0;dz" V=vV'—,
(129) r ox*
(130)
se obtiene que:
(131) Vi =0,V".
Por lo que el producto interior estd dado por
Va0 =0V + 0,V + 63V
(132)

= zyv/T —y +sin(z +y + 2) — 2%9°.
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2. Sea w una 2-forma diferencial en M y V € X(M), el producto interior entre w
y V es una 1-forma diferencial dada por

(133) (Vaw)p(Wp) = wp(Vy, Wp)
para todo W € X(M). También se denota por iy w.

Ejemplo 29. Dada la 2-forma w = zydx Ady+sin(x+y+2)dyAdz. Calcular
el producto interior con el campo vectorial V' utilizado en el ejemplo anterior.
Solucién: Visto en términos de componentes:

(134) w = wi;dz’ A d? V=V aii ,

tenemos que el producto interior entre una 2-forma y el campo vectorial es:
(135) Vow = w;Vida! .

Asi, considerando que w es antisimétrica (w;; = —wj;):
(136)

Vaw = wiaVidy + w1 V2dz 4+ wasV2dz + wsaV3dy
= 2yv/z — ydy + (—2y)(1)dz + sin(z + y + 2)(1)dz + (—sin(z + y + 2))(zry®)dy
= —aydr + (vy/z — y — 2%y sin(z 4+ y + 2))dy + sin(z +y + 2)dz.

3. En general el producto interior entre una k-forma diferencial y un campo
vectorial diferencial es una (k-1)-forma diferencial.

7.6. Derivada de Lie. Sean M y N variedades diferenciales, y ' : M — N una
mapeo diferenciable.

Definicion 73. Pullback: Para una k-forma diferencial a en IV, el pullback de a
por F' es la k-forma diferencial F*« en M definida por

(137) (F*a)p(v;, e ,vg) = Qap(p) (DFPU;, _ 7Dfpv;,f) ,
para todo v, -+, vk € T,M.

TEOREMA T4. Propiedades del Pullback [7]: Para «, 8 formas diferenciales en N,
f€C*®(N) yceR se tiene lo siguiente:
s *f=foF.
» F*(fa) = F*fF*a.
» F*(ca+ p) = cF*a+ F*0.
» F*(aAB) = F*a N F*p.
» F*da=dF*a.

Definicién 75. Derivada de Lie: Sea o una k-forma diferencial en M y V € X(M).
La derivada de Lie de a con respecto de V' es la k-forma diferencial en M definida por

d
138 Lva=—| W',
( ) ve dsls=0 s

donde ¥ es el flujo de V.

La derivada de Lie mide el cambio de la forma diferencial a lo largo del flujo del
campo vectorial. Si Ly a = 0 se dice que « es invariante bajo el flujo de V.

TEOREMA 76. Propiedades de la derivada de Lie [7]: Sean f € C*°(M), a, B formas
diferenciales en M y V. W € X(M):

- Lyf=V/.

» Ly(fa) = (Lvfla+ fLva.

» Lyda =d(Lya).

Ly(anp)=(Lva) ANB+aAn (Lyp).

» Lya=V.ida+d(Via) (Férmula de Cartan).
[V, Wlia = Ly (Waa) — Wi(Lya).
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8. MECANICA HAMILTONIANA

La Mecénica Clésica inicia con el trabajo de Sir Isaac Newton (1642-1727) en su céle-
bre libro Philosophiz naturalis principia mathematica. Existen dos reformulaciones de
la Mecéanica Clésica de Newton, a saber, la formulacién Lagrangiana y la formulacién
Hamiltoniana. La formulacién Lagrangiana puede considerarse méas fundamental en la
medida en que se deriva de principios variacionales, proporcionando un marco general
para la deduccién de las ecuaciones de movimiento a partir de una funcién escalar. Por
su parte, la formulacién Hamiltoniana se fundamenta directamente en el concepto de
energia, lo que permite una descripciéon maés estructurada en términos de coordenadas
canonicas y facilita el analisis de propiedades como la conservacién y las simetrias. En
la mayoria de los casos de interés fisico, ambas formulaciones son mateméaticamente
equivalentes [15].

Recordemos que para un sistema Lagrangiano la funcién Lagrangiana esta definida
en el espacio tangente T'Q) (localmente ésta depende de las coordenadas generali-
zadas y de las velocidades generalizadas) de una variedad diferencial @ llamada el
espacio configuracién (ver subseccién 3.5). Consideremos un sistema Lagrangiano con
espacio configuracién @Q, coordenadas generalizadas (¢?, ...,q") y funcién Lagrangia-
na L = L(¢%,...,q",¢",...,4",t). Se definen los llamados momentos generalizados (o

2
conjugados) por p; = B—L Si la Lagrangiana es regular, es decir, det () #0,
9q° 0G'0¢7
se tiene que las variables (¢, ..., ¢", p1, ..., pn) son coordenadas locales independientes
para T*Q. Es posible definir una nueva funcién H en T*Q (el fibrado cotangente)
como la transformacion de Legendre de la Lagrangiana con respecto a las variables
(¢4, ...,q"™). Las transformaciones de Legendre son una herramienta matemdtica muy
util, de hecho, éstas transforman funciones en un espacio vectorial a funciones en el
espacio dual, a saber, para una funcién convexa f(z?,...,2") definida en un espacio

82
vectorial E con coordenadas (z!,...,2™) (convexa significa que det ( 5 aij) £ 0),

la transformacién de Legendre es una funcién g(ps, ..., pn) = en el espacio dual E* de
E con coordenadas (pi, ..., pn) definidas por p; = %. La transformacién de Legendre
es involutiva, es decir, g es la transformacién de Legendre de f si y solo si f es la
transformacién de Legendre de g (para detalles ver [3]). Se define H en T*@Q con las
nuevas coordenadas (¢!, ..., ", p1, ..., pn) por

(139) H(q,p,t) = p;¢’ — L(g,4,1),
se tiene que las ecuaciones de Lagrange
d (0L oL
(140) ( ):
dt \ 0¢* aq"
son equivalentes a las ecuaciones
1 _ 9H
4 = 5pp
§" = OH
(141) S omy
b1 = — 51>
Pn = ~ggr-

El sistema de ecuaciones (141) se llama sistema de ecuaciones de Hamilton para la
Hamiltoniana H [3, 39, 12].
Para un sistema fisico, la funcién Lagrangiana tiene la forma en coordenadas

(142) L=>Y"

i=1

m(ql)2 - U(q17 Y qn7 qu e qn’t)7

| —
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ésta es la d1ferenc1a entre la energfa cinética T =Y | m(¢")? y la energfa potencial
U=U(q,....,q" ¢, ...,¢",t). Cuando la funcién de energia potencial U tiene la forma
U =U(q",...,q",t) entonces la funcién de energia cinética es T = >, 2m( )2y la
funcién Hamiltoniana es la energfa total del sistema H =T +U = Y. | 7 (p)? +

Ulg's . q"st).
Ejemplo 30. Ejemplos de funcién Hamiltoniana de sistemas fisicos relevantes:

1
» La particula libre: n =1, U =0, H = —p?.
2m

» El oscilador arménico n-dimensional: U = 2(kig} + -+ + k,g?2) con k; € R. La
funcién Hamiltoniana es H(q,p) = 5 (p? + - +p2) + 2 (k1¢i + - + kng?). El
caso especial k; = -+ = k, = k corresponde al oscilador armonico isotrépico.

= El problema de fuerza central: U = U(r) con r = y/x2 + y2 + 22, (z,y, z) son
coordenadas cartesianas en R3. La parte radial del sistema est4 descrita por el
Hamiltoniano H = 5-p? + + U(r). Aqui L es una constante (momento
angular del sistema).

» El problema de Kepler (el movimiento relativo de dos cuerpos con interaccién

k
gravitacional Newtoniana): H = ﬁ(pi—f—pi +p?)— —————donde k >0

/1.2 +y2 + 22
es una constante.

= El problema de N cuerpos: consideremos N particulas con masas m;, i =
1,2,..., N, moviéndose en R3 con un potencial dependiendo solo de las dis-
tancias relativas de las particulas r;; = |r; —r;|. U = U({ry}), H
N 1
Zi:l 2m;
= El oscilador arménico dependiente del tiempo (n = 1): U = w?(t)¢?* (frecuencia
angular dependiente del tiempo), H = ﬁpz + w?(t)¢?. Dicho sistema aparece
en muchos problemas fisicos [40, 41].

2mr?

pi|> + U({r;;}) donde p; es el momento canénico asociado a r;.

Los sistemas Hamiltonianos son sistemas mecanicos en variedades diferenciales
donde las ecuaciones de movimiento son las ecuaciones de movimiento de Hamilton.
Se ha visto que en algunos casos las ecuaciones de Euler-Lagrange son equivalentes
a las ecuaciones de Hamilton, lo que significa que es posible pasar de la descripcién
Lagrangiana de un sistema dindmico a una descripcion Hamiltoniana equivalente;
para esto la funcion Hamiltoniana es definida para cada punto fijo en el espacio
configuraciéon como la transformaciéon de Legendre de la funcién Lagrangiana regular
(convexa con respecto a las velocidades generalizadas) considerando esta tltima como
una funcién en el espacio tangente del punto fijo en el espacio configuracion, entonces la
Hamiltoniana es una funcién definida en el espacio cotangente del espacio configuracién
3, 39, 12].

Para un sistemas Hamiltoniano el campo vectorial dindmico es un campo vectorial
Hamiltoniano para una funcién distinguida llamada la Hamiltoniana del sistema.
Los campos vectoriales Hamiltonianos en un variedad diferencial son construidos por
medio de una estructura geométrica adiciona sobre dicha variedad, usualmente ésta
es una estructura de Poisson (ver subseccién 6.3) definida por una forma simpléctica.
En este contexto, el problema de Hamiltonizacién de un sistema mecédnico (M, V)
consiste en determinar las condiciones bajo las cuales existe una estructura geométrica,
en particular una estructura de Poisson, en M tal que V sea un campo vectorial
Hamiltoniano [42, 43, 44]. La geometria simpléctica, el estudio de las estructuras
simplécticas, es considerada el formalismo geométrico natural donde la teoria de la
Mecédnica Hamiltoniana se desarrolla. A continuacién se presenta un breve repaso de
la geometria simpléctica y la formulaciéon geométrica de la Mecanica Hamiltoniana
(para detalles ver [2, 45, 11, 7, 15]).

8.1. Geometria simpléctica. Sea M una variedad diferencial.

Definicion 77. Sea w una 2-forma diferencial en M.
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= Se dice que w es cerrada si dw = 0.
= Se dice que w es no degenerada si para cada 1-forma o en M existe uno y solo
un campo vectorial X en M tal que X w = a.

Una estructura simpléctica en M es una 2-forma diferencial cerrada y no degenerada
(también llamada forma simpléctica).

Si w es una estructura simpléctica en M se dice que (M,w) es una variedad
simpléctica.

TEOREMA 78. Teorema de Darbouz [16]: Si (M,w) es una variedad simpléctica
entonces M es de dimensiéon par, digamos dim(M) = 2n, y alrededor de cada punto
p € M emisten coordenadas locales (q¢*, - ,q",p1," - ,Pn), llamadas coordenadas de
Darboux o coordenadas candnicas, tales que
(143) w = dq" A dp;.

Ejemplo 31. Ejemplos de variedades simplécticas:

» (M = R?,w) es una variedad simpléctica con estructura simpléctica w dada en
coordenadas cartesianas (x,y) por w = dx A dy.

» El toro T2 es una variedad simpléctica con estructura simpléctica w dada en
coordenadas periddicas (6, ) por w = df A dp.

s El fibrado cotangente T*(@Q) de una variedad diferencial @) tiene estructura
simpléctica natural dada en coordenadas locales (z!,...,2", a1, ..., ) por w =
dz® A da;. El fibrado cotangente una variedad diferencial es el espacio fase
natural en Mecénica Hamiltoniana.

8.2. Campos vectoriales Hamiltonianos y el paréntesis de Poisson. Sea
(M, w) una variedad simpléctica de dimensién 2n.

Para cada f € C*° (M) es asignado uno y solo un campo vectorial diferenciable X ¢
en M, llamado el campo vectorial Hamiltoniano para f, de acuerdo a

(144) Xrw = df .

La estructura simpléctica w induce un mapeo invertible b : X(M) — QY(M)

(algunas veces denotado por @) definido por b(X) = X_Q [17, 2, 7, 15]. Se tie-
ne que b(Xy) = df o equivalentemente X; = b~'df. En coordenadas canénicas
(qla e 7qn7p17 e 7pn)7 Xf tiene la forma

of 0o of 0
(145) _ o /

7" op.od o opi
La asignacién f — X es lineal

(146) Xfreg = XpteXy,

Vf,g € C®(M)yVeeR.

PROPOSICION 79. Loa flujos Hamiltonianos preservan la estructura simpléctica, en
efecto, Lx,w = 0 para toda f € C*(M).

La estructura simpléctica w en M define una estructura de Poisson P en M ((M, P)
es una variedad de Poisson) por

(147) P(a,B) =wbta,b7 1) Va, B € QH(M).
Asi dadas f,g € C°°(M), su paréntesis de Poisson satisface
{f.9} = P(df,dg)
=wbtdf,b" dg)
(148) = w(Xy, Xy)
= df(Xg)
= X,f.
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En coordenadas candnicas se tiene que

af 0g af 0Og
9q* dp;  Op; 9q
PROPOSICION 80. » La asignacion f— X es un antithomomorfismo de dlge-
bras de Lie entre las dlgebras de Lie (C(M),{,}) y (X(M),[,]) [7], en efecto,
(150) Xy = — Xy, Xg).

n g € C®(M) es constante a lo largo de las curvas integrales de Xy, es decir
Lx,9=0, siysolosi{f,g}=0.

» Si f,g € C®(M) son constantes a lo largo de las curvas integrales de Xp
entonces también lo es {f,g}.

8.3. Sistemas Hamiltonianos independientes del tiempo. La teoria de los sis-
temas Hamiltonianos (conservativos) independientes del tiempo se desarrolla de ma-
nera natural dentro del formalismo de la geometria simpléctica. Dada H € C°°(M),
el sistema mecanico definido por Xy en M es un sistema Hamiltoniano, denota-
do por (M,w,H), con (M,w) el espacio fase y H la funcién Hamiltoniana. En

coordenadas canénicas (¢*, - ,q",p1, - ,pn) en M, la expresién local (t) =
(g (), ,q™(t),p1(t), -+ ,pn(t)) de las trayectorias del sistema satisface las ecua-
ciones de movimiento de Hamilton

- OH OH
(151) g = i = . i=1,23,...,n.

- apz ’ Pi - 8ql )
n es el numero de grados de libertad del sistema.

La evolucién (evolucién temporal) de una funcién f € C*° (M) (un observable fisico)
a lo largo de las trayectorias del sistema esta dado por

(152) f=Xuf={fH}.

Se dice que f es una constante de movimiento del sistema si es constante a lo largo
de las trayectorias del sistema (una constante de movimiento representa una cantidad
fisica conservada), es decir, si Xgf = 0 (equivalentemente {f, H} = 0). Es claro que
la funcién Hamiltoniana es una constante de movimiento; ésta representa la energia
mecdnica total del sistema (energia cinética mas energia potencial).

8.4. Sistemas Hamiltonianos dependientes del tiempo. El espacio fase de un
sistema Hamiltoniano dependiente del tiempo es geométricamente identificado con el
espacio fase extendido M x R [18, 2, 11], con M una variedad simpléctica (el espacio
fase natural para sistemas Hamiltonianos fisicos dependiente del tiempo es T*@Q x R,
donde @ es el espacio configuracién de la descripcién Lagrangiana). El espacio fase
extendido M x R tiene estructura natural de variedad cosimpléctica (para un breve

repaso del formalismo de la geometria cosimpléctica ver [19, 50] y para exposicién méds
detallada ver [51, 17]). Sea 2 una estructura simpléctica en M, entonces localmente
se tiene

(153) Q = dq* A dp;

para algtin conjunto de coordenadas canénicas. El campo vectorial Hamiltoniano X
para f € C™(M x R) (f puede depender de manera explicita del tiempo) estd dado
por

0

(154) Xr Q) =df — af{dt y Xeadt = 0,

donde t es la coordenada global en R. En coordenadas candnicas se tiene que
_of 0 af o

(155)

T op; g~ oq' dp;”
El campo vectorial Hamiltoniano luce exactamente igual que en el caso simpléctico,
la tnica diferencia es que las funciones componentes de tal campo vectorial pueden
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depender (de manera explicita) de la coordenada ¢, que en existencia de dindmica
representa el tiempo.

El paréntesis de Poisson es definido de la misma manera que en el caso simpléctico
y tiene la misma forma local.

La dindmica Hamiltoniana es definida por el llamado campo vectorial evolucion
Ey = Xpg + % para la funcion H € C*°(M x R) dependiente de la coordenada ¢
que representa el tiempo. Como en el caso independiente del tiempo, las ecuaciones
de movimiento son las ecuaciones de Hamilton. La evolucién de una funciéon f €
C*>®(M x R) alo largo de las trayectorias del sistema estd dada por

(156) f=Buf=xuf+ =gy 9

t ot
Asi que f es una constante de movimiento si y solo si {f, H} + % = 0. Se observa
que la funcién Hamiltoniana, que representa la energia total del sistema, no es una
constante de movimiento cuando ésta depende del tiempo, a saber H= %—f.
8.5. Sistemas integrables. Integrabilidad por cuadraturas de un sistema mecani-
co significa encontrar las soluciones de las ecuaciones de movimiento realizando un
nimero finito de operaciones algebraicas (incluyendo tomar inversas) y calculando
integrales de funciones conocidas [17]. Lie establecié un marco préctico-tedrico para
determinar la integrabilidad por cuadraturas de un sistema mecanico, el resultado
principal de tal marco se conoce como el teorema de Lie en integrabilidad por cuadra-
tura [17, 20, 52].

TEOREMA 81. Teorema de Lie [17]: Sean uq,...u, campos vectoriales diferencia-
bles linealmente independientes en R™. Siuq, ..., u, son simetrias del campo vectorial
diferenciable v y general un dlgebra de Lie soluble bajo el corchete de Lie [,] de campos
vectoriales, entonces las soluciones ecuaciones de movimiento & = v(x) del sistema
mecdnico definido por v pueden ser encontradas por cuadraturas, es decir, el sistema
es integrable por cuadraturas.

Para sistemas Hamiltonianos, el célebre teorema de Noether relaciona simetrias
con constantes de movimiento (ver seccién 9), y es bien sabido que la existencia
de simetrias para un sistema mecdnico permite una reduccién del sistema, o en
otras palabras, permite una simplificacién del problema de resolver las ecuaciones de
movimiento (ver subseccién 5.3). Asi que para sistemas Hamiltonianos, la existencia
de constantes de movimiento estd relacionada con la simplificacién de las ecuaciones de
movimiento. De hecho, el famoso teorema de Liouville establece que para un sistema
Hamiltoniano con n grados de libertad, el conocimiento de n constantes de movimiento
funcionalmente independientes y en involucién permite encontrar las soluciones de las
ecuaciones de movimiento de Hamilton por cuadraturas [2, 17, 39, 22, 45, 53, 54, 32].
En consecuencia, se dice que un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad
es integrable (en el sentido de Liouville) si se pueden encontrar n constantes de
movimiento funcionalmente independientes y en involucién. En involucién significa
que el paréntesis de Poisson de cualesquiera dos constantes de movimiento es cero, o
equivalentemente, las constantes de movimiento forman un &lgebra de Lie Abeliana
(conmutativa) bajo el paréntesis de Poisson, lo cual a su vez es equivalente al hecho
de que los correspondientes campos vectoriales Hamiltonianos de las constantes de
movimiento forman un dlgebra de Lie Abeliana de simetrias del campo Hamiltoniano
dindmico. Veamos un breve repaso de la nocién de integrabilidad segin Liouville.

Definicién 82. = Se dice que las funciones fi,---, fr en una variedad di-
ferencial son funcionalmente independientes si sus derivadas dfy,--- ,dfr son
linealmente independientes.

= Se dice que las funciones f, g estan en involucién con respecto del paréntesis de

Poisson {, } si {f,g} =0.
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= Un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad se dice integrable si éste tiene
n constantes de movimiento funcionalmente independientes y en involucién.

TEOREMA 83. Teorema de Liouville: Las ecuaciones de movimiento de un sistema
integrable pueden ser resueltas por cuadraturas.

Para la demostracién ver [23, 2, 17, 39, 22, 45, 53, 54, 32].

Ejemplo 32. = La funciéon Hamiltoniana para el oscilador armoénico dos di-
mensional es H(q1, g2, p1,p2) = (03 +p3+w?q? +w3iq3). Se tiene que f1 = H y
fo= %(p%-i—w%q%) son constantes de movimiento funcionalmente independientes
y en involucién, asi que el sistema es integrable.

= La funcién Hamiltoniana para el problema de Kepler de dos cuerpos es
H(q1,q2, 43, p1,p2,p3) = 3(p7 + 3 + p3) + \/ﬁﬂ' Se tiene que f1 = H,

fo = L. = qipa — qep1 y L = L2 4+ L? + L2 son constantes de movimien-
to funcionalmente independientes y en involucién. Por lo tanto, el sistema es
integrable.

s La funciéon Hamiltoniana para el oscilador arménico uno dimensional con
frecuencia angular dependiente del tiempo (sistema dependiente del tiempo)
es H(q,p,t) = %(p2 + w?(t)g?). Se tiene que f = %(oz_2q2 + (ap — aq)?), con
a = aft) tal que &+w?(t)a—a 3 = 0, es una constante de movimiento [55, 50],
asi que el sistema es integrable. Otros sistemas integrables dependientes del
tiempo han sido estudiados en [47].

Existe un marco para la integrabilidad por cuadraturas para sistemas Hamiltonia-
nos mas general que la integrabilidad de Liouville, a saber, la integrabilidad de Lie,
basada en la existencia de un &lgebra de Lie soluble de constantes de movimiento;
dicho marco incluye la integrabilidad de Lie en el caso particular en el que el dlgebra
es Abeliana, en efecto, toda dlgebra Abeliana es soluble, pero existen algebras solubles
que no son Abelianas [20]. Sin embargo, el marco de integrabilidad de Liouville resulta
ser mucho mads 1til en la practica ya que se han encontrado dlgebras Abelianas para
muchos sistemas y resulta complicado encontrar dlgebras solubles, de ahi que el marco
de Liouville sea tan conocido, al contrario que el marco tedricamente mas general de
Lie. Veamos el teorema de Lie para la integrabilidad por cuadraturas de un sistema
Hamiltoniano (para més detalles ver [57, 17, 52]).

TEOREMA 84. Se se conocen n constantes de movimiento f1,..., fn para un siste-
mas Hamiltoniano con n grados de libertad, tales que

1. {fi,fi} = cfjfk, con cfj eR,

2. el dlgebra de Lie generada por f1, ..., fn es soluble bajo el paréntesis de Poisson,

3. en el conjunto de nivel My = {z € M : fi(z) = ay,0; € R} las funciones
f1,-.., fn son funcionalmente independientes vy,

4. cfjak =0parai,j=1,...,n,

entonces My es una subvariedad diferencial de M de dimension n, y las soluciones de
las ecuaciones de Hamilton que viven en My pueden ser encontradas por cuadraturas

[58]-

La independencia funcional de las funciones f1,..., f, en My garantiza que M; sea
una subvariedad de M de dimensiéon 2n — n = n, en efecto, en general si las funciones
fiso+  fx con k < dim(N) son funcionalmente independientes en el punto p € N
entonces las derivadas dfi|p,...,dfx|, son linealmente independientes; ésto significa
que p es un punto regular de la funcién diferenciable F : N — R* definida por
F = (f1, f2,..., fx). Considere ahora el conjunto Ny = {z € N : f;(z) = a;,a; € R},
y suponga que f1, fo,..., fr son funcionalmente independientes, entonces del teorema
del conjunto de nivel regular (regular level set theorem [7]) se tiene que Ny es una
subvariedad diferencial de N de dimensién dim(N) — k.
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9. TRANSFORMACIONES CANONICAS Y SIMETRIAS

En la Mecéanica Clasica Hamiltoniana, las transformaciones canénicas desempenan
un papel fundamental por diversas razones. En primer lugar, preservan la forma de las
ecuaciones de movimiento de Hamilton. Mds atn, resultan esenciales para la resolucién
de dichas ecuaciones, ya que constituyen el ntcleo del formalismo de la teoria de
Hamilton-Jacobi. De hecho, la evolucion de las variables dindmicas candnicas durante
el movimiento del sistema puede interpretarse como una sucesion de transformaciones
canénicas [59)].

En los libros de texto clésicos de Mecénica dirigidos a estudiantes de licenciatura
(ver, por ejemplo, [59, 39, 12]), las transformaciones candnicas suelen definirse me-
diante el llamado formalismo en coordenadas, el cual permite una descripcién local.
En este enfoque, las coordenadas candnicas se introducen de manera explicita y el
paréntesis de Poisson se expresa en términos de derivadas respecto a estas variables.
Por otro lado, el formalismo geométrico ofrece una descripcion global del sistema.

En esta seccién, se presentan las transformaciones canénicas desde ambos enfoques:
el formalismo en coordenadas y el enfoque geométrico. Para méds detalles, véase [60].

9.1. Transformaciones candnicas: descripcion clasica en coordenadas. En
esta subseccion se presenta un breve repaso de la teoria de las transformaciones
candnicas desde el enfoque en coordenadas, como es presentada en libros de texto
cldsicos como [12, 39, 59].

Considere un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad cuyas ecuacio-
nes de movimiento son dadas en un conjunto de coordenadas candnicas (g, p)
(¢%,...,q", p1,...,pn) en el espacio fase con una funcién Hamiltoniana H = H(q, p,t)
posiblemente dependiente del tiempo t; las ecuaciones de movimiento son

-1 OH

4 = apr>

. OH

qn = Opn’

(157)

. OH
b1 = 51>
. OH
Pn = “oqm

El paréntesis de Poisson de dos funciones f = f(q,p,t) y g = g(q, p,t) en coordenadas
canénicas (g, p) tiene la forma

af dg df dg

dq' dp;  Op; Oq*

(158) {f:9Yan =

Definicién 85. Una transformacién de coordenadas (cambio de coordenadas)
(¢,p) — (Q(g,p,t), P(q,p,t)) es una transformacién canénica si el nuevo conjunto
de coordenadas (@, P) forma un conjunto de coordenadas canénicas.

Es bien sabido que un conjunto de coordenadas (Q*,...,Q", Pi,..., P,) forma un
conjunto de coordenadas candnicas si y solo si

(159) {Qiypj}q,p:‘%" y {inQj}qm:{Pian}qm:Ov th,j=12...,n,

donde 6; es la delta de Kronecker; esto muestra que las transformaciones candnicas son
independientes de la funcién Hamiltoniana. Las transformaciones candénicas preservan
la forma de las ecuaciones de Hamilton, es decir, si (q,p) — (Q(q,p,t), P(q,p,t)) es
una transformacién candénica entonces existe una nueva funciéon K = K(Q, P,t) tal



330 R. AZUAJE Y A. M. ESCOBAR-RUIZ

que
31 _ 0K
Q - 9Py
o= gE,

160

(160) o
1 — QT
S . oK
Pn—_W.

Dada una transformacién canénica (q,p) — (Q, P) existe una funcién F' posible-
mente dependiente del tiempo, definida en el espacio fase, tal que

(161) pidg' — Hdt — (P,dQ" — Kdt) = dF .

F se llama funciéon generatriz de la transformacién canénica. En este caso se tienen 4n
coordenadas (q¢',...,¢",p1,...,pn, @', ..., Q" Py,..., P,) en el espacio fase; resulta
que 2n coordenadas son independientes y las otras 2n son dependientes. Asi que es
conveniente considerar transformaciones canénicas que consistan de n coordenadas
viejas mas n coordenadas nuevas, todas ellas independientes. Existen cuatro tipos
bésicos de transformaciones candénicas descritas por conjunto de la forma (g, @),
(¢, P), (p,Q) o (p, P), respectivamente. Si las coordenadas (g, @) son independientes,
entonces la funcién F' puede ser escrita como F' = F(q, Q, t) satisfaciendo la condicién

det(%) # 0, y de (161) se tienen las siguientes relaciones
6F1 (9F1 aFl
162 i ==, P=—-——= K-H=——.
(162) pi ag’ i a0 y ot

En este caso se dice que F' = Fi(q, @, t) es una funcién generatriz de tipo 1. Para la
transformacién identidad (¢ = @Q,p = P), la cual juega un papel importante en las
siguientes subsecciones, las coordenadas (g, Q)) son independientes; Asi, en esta caso
particular se pueden tomar las variables (¢, P) como coordenadas independientes, y
construir, por medio de la transformacién de Legendre apropiada, la funcién generatriz
Fy(q, P) = F1 + Q'P;. De (161) se tiene que

(163) pidq' — Hdt + Q'dP; + Kdt = dF;, ,
luego

8F2 ; 8F2 a}72
164 = — Q'= K—H=-"2.
(164) Pi = 5 Q op, ¥ o

En este caso se dice que Fy(q, P,t) es una funcién generatriz de tipo 2. En particular,
la funcion generatriz

(165) Fra(q,P) = ¢'P; ,
da como resultado la transformacién identidad.
Definicion 86. Una transformacion candnica infinitesimal es una transformacion

canodnica “cercana” a la transformacion identidad, es decir, una transformacién canéni-
ca de la forma

(166) Q' =q +€eAd'(¢,p,t), Pi=pi+elpi(qpt),
donde € es un pardmetro infinitesimal (el cambio desde (q,p) hasta (Q, P) es “pe-

queiio”), y Aq'(q,p,t) y Api(q,p,t) son ciertas funciones indeterminadas.

Las transformaciones canénicas infinitesimales son generadas por funciones “cerca-
nas” a la funcién generatriz Fr4(q, P) de la transformacién identidad; dichas funciones
pueden ser escritas como

(167) FQ(q7P7t) = q1Pl + EG(q7P?t)7
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aqui G(q, P,t) es cualquier funcién. En efecto, la transformacién canénica generada
por (167) tiene la forma

; ; 0G(q, P, t) 0G(q, P,t)
168 = ¢ — d P =p — e—"+.
(168) Q q + ¢ 0P, an D € oF
Observe que es posible sustituir P, = p; en e%q’ip’t) y en 6% yva que los

términos cuadréticos y de orden superior en ¢ deben ser despreciados; asi que se
obtiene la forma explicita de la transformacién candnica infinitesimal
9G(q,p,t 9G(q,p,t
Gt g op =, 29t
Opi g’
De (166) y (169) se pueden hacer las identificaciones Aq'(q,p,t) = %p’_p’t) y Ap; =
_ 9G(g;pst)

(169) Q" =4q¢ +

. En este caso, la funciéon G = G(g,p,t) en (169) se llama la funcién
generaicriz de la transformacion candnica infinitesimal.

Dada una transformacién canénica (g, p) — (Q(q,p,t), P(q,p,t)) con funcién gene-
ratriz F' (de cualquier tipo), la nueva funcién Hamiltoniana K es

oF

Para una transformacion canénica independiente del tiempo, la nueva funcién Hamil-
toniana puede ser tomada igual a la vieja.

Se dice que la funcién Hamiltoniana es invariante bajo una trasformacién canénica,
o que la transformacién candnica deja invariante la Hamiltoniana, cuando la nueva
Hamiltoniana es igual a la vieja Hamiltoniana en las nuevas coordenadas, es decir,

(171) K(q,p,t) = H(Q, P,1),

o de manera equivalente,
oF
Para una transformacién candnica independiente del tiempo se tiene que la Hamilto-

niana es invariante si y solo si H(Q, P,t) = H(q, p,t).
Bajo la transformacién canénica infinitesimal (169), la Hamiltoniana es invariante

si y solo si
9G(q,p,1) 9G(q,p,1)
e L P — €t
Ipi oq

Expandiendo H(q* + e%}f’”mi - e%q’f’t), t) alrededor del punto (g, p,t) se tiene

OH 0G Eé)H oG
dq" Opi Ipi O¢’
luego eliminando términos de alto grado O(e?) en € se tiene

(175) %—f +{G,H} =0,

asi, G es una constante de movimiento. En resumen, la funcién generatriz de una trans-
formacion candnica infinitesimal que deja la Hamiltoniana invariante, es una constante
de movimiento, y de manera reciproca, la transformacién candnica infinitesimal gene-
rada por una constante de movimiento, deja la Hamiltoniana invariante.

oG
7t) = H(qapvt) + e -

a3)  H(G+ a

oG
+ O(&) = H(gp,t) + e—-

174 H(qg,p,t
(174) (¢,p,t) + € 5

9.2. Transformaciones candnicas: descripcion geométrica. Comencemos con
el formalismo independiente del tiempo. Sea (M,w,H) un sistema Hamiltoniano
independiente del tiempo.

Definicién 87. Sea (N,n) una variedad simpléctica. Un difeomorfismo ® : M —
N tal que ®*n = w se llama simplectomorfismo.
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En el formalismo geométrico de la Mecéanica Clasica Hamiltoniana independiente
del tiempo, las transformaciones canénicas son definidas como simplectomorfismos en
el espacio fase [(1, 49, 50, 48, 62]; formalmente

Definicién 88. Una transformacién canénica para (M,w, H) es un difeomorfismo
® en M tal que ®*w = w.

Observe que tal y como ocurre en el formalismo en coordenadas, las transformacio-
nes canonicas son independientes de la funcién Hamiltoniana. En efecto, en el forma-
lismo geométrico, solo la geometria del espacio fase queda involucrada en la nocién de
transformacién candnica.

Dado un difeomorfismo ® : M — M, se sabe que ®*w es una forma simpléctica
en M, asi que alrededor de cualquier punto p € M existen coordenadas locales
QL,---,Q", Py,---, P,) tales que

(176) d*w = dQ' N dP;.

Considere el paréntesis de Poisson definido por ®*w, denotado por ﬁ, se tiene que
(177) {f.9} =X,f,

donde Yg es el campo vectorial Hamiltoniano definido por ®*w para g € C*(M)
(X,0P*w = dg); en coordenadas canénicas (Q',---,Q", Py, -+, P,) éste tiene la
forma

— O0f 0 of o0

Si ® es una transformacién canénica entonces X, = X, asi que

(179) {f9} ={f.9},

es decir, las transformaciones candnicas preservan el paréntesis de Poisson [62], por lo
tanto, se tiene

(180)

{Q, Q7 ={Q"Q'} =0, {P,F}={P,P}=0 y {Q, F}={Q" P} =dj
Si pensamos en ® localmente como una transformacién de coordenadas
(¢4 - g% p1, - ,pn) — (QY,---,Q", Py,---,P,), entonces ésta es canénica en
el sentido del formalismo en coordenadas. Algunas veces agregaremos el adjetivo
“geométrica” a las transformaciones candnicas definidas en el sentido geométrico con
el objetivo de evitar confusiones.

Ahora veamos el caso dependiente del tiempo. Sea (M xR, Q, H) un sistema Hamil-
toniano dependiente del tiempo, es decir, H € C*°(M X R). Para cada transformacién
(difeomorfismo) ® en M x R se requiere que el pardmetro temporal ¢ sea preservado,
lo cual implica que uno puede considerar el mapeo ®; : M — M para cada valor fijo
de t, y éste es una transformacién en M. La siguiente definicién de transformacién
canodnica en el formalismo de la Mecanica Hamiltoniana dependiente del tiempo se
presenta en [60)].

Definicién 89. Una transformacién canénica en (M xR, Q, H) es un difeomorfismo
® en M x R tal que

(181) QN — Q =d(H — K) Adt,
para alguna funcién K € C*°(M x R).

La definicién anterior es mds general que la presentada previamente en [50] bajo
el formalismo de la geometria cosimpléctica. Uno puede pensar que la definicion 89
de transformacién canodnica no es independiente de la funcién Hamiltoniana H. Sin
embargo, la ecuacién (181) solo nos indica la relacién entre dos funciones Hamiltonia-
nas H y K. De hecho podemos reescribir dicha definicién sin considerar un sistema
Hamiltoniano del todo, solo es necesario un espacio fase de la forma (M x R, ). Una
definicién equivalente a la definicién 89 puede ser dada de la siguiente manera: una



LA GEOMETRIA DE LA MECANICA CLASICA 333

transformacién canénica en (M x R, Q) es un difeomorfismo ® en M x R (preservando
t) tal que

(182) Q0 —Q=dJ Adt,

para alguna funcién J € C*°(M x R). Para una Hamiltoniana dada H, la nueva
Hamiltoniana K satisface d(H — K) = dJ.
Podemos observar que la ecuacién (181) localmente tiene la forma

(183) dQ' NdP; — dq' A dp; = d(H — K) A dt,

la cual es la condicion general para una transformacién de coordenadas candénica con
nueva Hamiltoniana K [12, 53].

En lo que sigue de esta subseccién M puede ser una variedad simpléctica o M x R,
a menos que se indique de manera explicita.

Definicién 90. Un grupo uno-paramétrico local de transformaciones en M es una
familia de difeomorfismos {¥s}ser en M con I un intervalo abierto que contiene al
cero, tal que para cada s, ¥y = Idy (la funcién identidad), Us o U, = ¥y, (la
propiedad de grupo) y el mapeo ¥ : I x M — M definido por ¥(s,p) = ¥4(p) es un
mapeo diferenciable.

La definicién 90 puede ser reescrita diciendo solamente que un grupo uno-paramétri-
co local de transformaciones {¥s}scr en M es un flujo local ¥ : Ix M — M en M [7].
Elintervalo I para el pardametro s puede ser el conjunto completo de los niimeros reales,
en este caso se dice que la familia de transformaciones es un grupo uno-paramétrico
global de transformaciones y el mapeo ¥ : R x M — M es un flujo global.

Dado un flujo ¥ (local o global) en M, para cada p € M podemos considerar la
curva diferenciable U? : | — M definida por ¥P(s) = ¥(s,p), y el vector tangente
v, € T,M dado por v, = d—ds\llp(s)|szo; se tiene que la asignacién p — v, es un
campo vectorial diferenciable V' en M llamado el generador infinitesimal del flujo. El
teorema fundamental en flujos establece (en pocas palabras) que cada campo vectorial
diferenciable V' en M es el generador infinitesimal de un flujo (posiblemente local) ¥
tal que Uy : M — M es un difeomorfismo (posiblemente local) y ¥? : I — M es una
curva integral de V' [7]. Se puede hacer referencia de manera indistinta al flujo ¥ o al
grupo uno-paramétrico de transformaciones {¥}.cr ya que hay una correspondencia
uno a uno entre dichos objetos.

Definicién 91. Un grupo uno-paramétrico de transformaciones en M se dice un
grupo uno-paramétrico de transformaciones canodnicas si cada transformaciones es
candnica.

El siguiente teorema establece que los generadores infinitesimales de grupos uno-
paramétricos de transformaciones candnicas son campos vectoriales Hamiltonianos

[62, 60].

TEOREMA 92. Sea {U;}ser un grupo uno-paramétrico de transformaciones en M
yV € X(M) su generador infinitesimal. {Us}ser es un grupo uno-paramétrico de
transformaciones canonicas si y solo si V' es un campo vectorial Hamiltoniano.

Para un grupo uno-paramétrico de transformaciones candnicas con generador in-
finitesimal V' = Xy se dice que f es el generador de tal grupo uno-paramétrico de
transformaciones candnicas.

Se ha visto que las transformaciones canénicas (geométricas) ¥ pueden ser vis-
tas localmente como transformaciones de coordenadas (q',---,q", p1, -+ ,pn) —
QY- ,Q", Py,---,P,), asi que un grupo uno-paramétrico de transformaciones
candnicas puede ser visto localmente como una familia de transformaciones de coorde-
nadas canénicas de la forma {(Qs(q,p,t), Ps(q,p,t))}ser. Grupos uno-paramétrico de
transformaciones de coordenadas canénicas de la forma {(Qs(q,p,t), Ps(q,p,t))}ser
son estudiadas en [53], ahf el autor usa la notacién (Q(q,p,t,s), P(q,p,t,s)) para la
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familia {(Qs(q, p,t), Ps(q,p,t)) }ser, y se muestra que si (Q(¢,p, t, s), P(q,p,t,s)) es un
grupo uno-paramétrico de transformaciones de coordenadas candnicas entonces existe
una funcién diferenciable f(g,p,t) (una funcién local en M x R) tal que

Q! of Q! of
184 40 = d 4—0 = ———.
(184) Js ls=o0 Ip; a Js ls=0 aq*
Reciprocamente, en [53] se muestra también que cualquier funcién diferenciable

f(q,p,t) define un grupo uno-paramétrico de transformaciones de coordenadas canéni-
cas de la forma (Q(q, p, t, s), P(¢,p,t, s)) por medio de las ecuaciones (184). Es facil ver
que si se tiene un grupo uno-paramétrico de transformaciones candnicas (geométricas)
¥ generado por una funcién f € C>°(M x R) (el generador infinitesimal es el campo
vectorial X ) entonces el generador del grupo uno-paramétrico de transformaciones
de coordenadas canénicas (Q(q,p,t, s), P(q,p,t, s)) definido localmente por ¥ (¥ vis-
to como un flujo es una funcién vectorial posiblemente dependiente del tiempo en los
puntos (q,p) € M y el pardmetro s) es f(q,p,t). De hecho las ecuaciones (184) son
las ecuaciones de movimiento de Hamilton para el campo vectorial Xy, asi que las
soluciones de tales ecuaciones son las curvas integrales de Xy las cuales juntas definen
el flujo ¥ de Xj.

Abajo se presenta un ejemplo simple para ilustrar las ideas discutidas previamente.

Ejemplo 33. Considere un grupo uno-paramétrico de transformaciones de coor-
denadas canénicas dadas por

t
(185) Q = qe® — —p(es —e™ %), P=pe”.

m
En [53] se muestra que este grupo uno-paramétrico de transformaciones de coor-
denadas candnicas es generado por f(q,p,t) = gp — %, es decir, las ecuaciones
(184) se satisfacen. Primero observe que el flujo de Xy estd dado localmente por
U(q,p,t,s) = (ge® — %(es — e ®),pe”®). En efecto, las ecuaciones para las curvas
integrales W(s) = (g(s),p(s)) de Xy son

. 2tp .
(186) Gg=q——, p=-p,
m

con solucién general dada por

e’ —e °)t
(187) as) = e~ TN e = e

las constantes ¢y, ¢y son determinadas por ¢(0) = ¢,p(0) = p, es decir, se tiene ¢; = ¢
y c2 = p. Asi que el flujo de X estd dado localmente por
. tp

(188) ‘;[f(q,p,t78) = (q e’ — E(
Se sigue el el grupo uno-paramétrico de transformaciones de coordenadas candnicas
(Q(gq,p,t,s) = qge® — %’(es — e %), P(q,p,t,s) = pe”*®) es la expresién local para el
grupo uno-paramétrico de transformaciones candnicas (geométricas) ¥ con generador
infinitesimal X; (o generador f).

Se puede verificar de manera explicita que ¥ es un grupo uno-paramétrico de
transformaciones de candnicas, en efecto

(189)
dQ NdP —dq N dp

e’ —e™?%), pe”?).

t
(e®dq — E(es —e *)dp — %( S —e7®)dt) A (e"%dp) — dg Ndp

= —%(es —e *)dt Ndp

= £( S — e %)dp A dt.
m

Asi se concluye que ¥ es un grupo uno-paramétrico de transformaciones candnicas.
Observe que hasta ahora no hemos considerado ninguna funcién Hamiltoniana, lo
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cual es compatible con el hecho de que las transformaciones candénicas son indepen-
dientes de la Hamiltoniana, o en otras palabras, las transformaciones candénicas son
independientes de la dindmica. Ahora, dada una funcién Hamiltoniana H, la nueva
Hamiltoniana K tiene la forma K(q,p,t,s) = H — Z(e® —e™%) + g(t, s), donde g(t, s)
es cualquier funcién de ¢ y s.

También se puede verificar que para cada valor fijo de ¢ se tiene que ¥y [ = Q. En
efecto,

Ui Q=dQ NdP = (e°dg — %(eS —e *)dp) Ne *dp
(190) =dgAdp

donde las derivadas son tomadas en M, asi que las variables t, s son tratadas como
pardmetros (constantes).

Las transformaciones candnicas infinitesimales son la versién infinitesimal de gru-
pos uno-paramétricos de transformaciones de coordenadas candnicas de la forma
(Q(q,p,t,s), P(q,p,t,s)); Expandiendo alrededor de s = 0 y despreciando términos
de orden cuadrado y superior en s se obtiene la version infinitesimal de un grupo uno-
paramétrico de transformaciones de coordenadas candnicas (se toma € = s como el
pardmetro infinitesimal). La versién infinitesimal del grupo uno-paramétrico de trans-
formaciones de coordenadas candnicas (Q(q,p,t,s) = ge® — %’(es —e~ %), P(q,p,t,s) =
pe*) se presenta en [53], ésta es

2t
(191) Q:q+qepre, P=p—pe

Es claro que la funcién generatriz de una transformacién canodnica infinitesimal es la
misma funcién generatriz del grupo uno-paramétrico de transformaciones de coorde-
nadas candnicas que la define. Para la transformacién candnica infinitesimal (191) la

funcién generatriz es G(q,p,t) = qp — %, la cual coincide con la funcién generatriz
f(g,p,t) del grupo uno-paramétrico de transformaciones de coordenadas candnicas
(185). En general se tiene que la transformacién candnica infinitesimal generada por
una funcién dada es la version infinitesimal del grupo uno-paramétrico de transforma-
ciones de coordenadas candnicas generado por dicha funcién.

9.3. Simetrias y grupos de transformaciones de invarianza. Es bien sabido
que asociado con cada transformacion de invarianza infinitesimal existe una constante
de movimiento, la cual es la generatriz de dicha transformacién [12]. Ademds, en
[53] se muestra que si un grupo uno-paramétrico de transformaciones de coordenadas
candnicas deja la Hamiltoniana invariante, entonces su funciéon generatriz es una
constante de movimiento; y de manera reciproca, cualquier constante de movimiento
genera un grupo uno-paramétrico de transformaciones de coordenadas candnicas que
deja la Hamiltoniana invariante. Se dice que una funcién Hamiltoniana H(q,p,t) es
invariante bajo una transformacién de coordenadas canénicas (Q(q, p,t), P(p,q,t)) (o
que la transformacién de coordenadas candnicas deja la Hamiltoniana invariante) si
la nueva Hamiltoniana es

(192) K(g,p,t) = H(Q(q,p,t), P(p,q,t), t) .

Si la transformacion de coordenadas canodnicas es independiente del tiempo, es decir,
Q = Q(q,p), P = P(q,p), entonces la nueva Hamiltoniana puede ser tomada como
la vieja Hamiltoniana, es decir, podemos tomar K(q,p,t) = H(q,p,t). As{ que una
transformacién de coordenadas canénicas independiente del tiempo (Q(q,p), P(q,p))
deja la Hamiltoniana H(q,p,t) invariante si H(Q, P,t) = H(q,p,t).

Veamos la nocién de invarianza desde el punto de vista geométrico [60].

Considere primero el caso independiente del tiempo.
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Definicion 93. Se dice que la transformacién canénica independiente del tiempo
® : M — M deja la Hamiltoniana (independiente del tiempo) H invariante si
®*H = H (o equivalentemente H o ® = H).

En el caso de un grupo uno-paramétrico de transformaciones canénicas (geométri-
cas) {U}, se dice que éste deja la Hamiltoniana H invariante si ésta es invariante
bajo cada transformacién canénica Uy, es decir, ¥V:H = H.

Es claro que el generador infinitesimal de un grupo uno-paramétrico de transfor-
maciones canénicas que deja invariante la Hamiltoniana H es una campo vectorial
Hamiltoniano Xy tal que Lx,w = Lx,H = 0. Un campo vectorial X que satisface

(193) Lxw=LxH=0,

se llama simetria infinitesimal del sistema Hamiltoniano (M,w, H) [7]. Una de las
consecuencias de la existencia de simetrias en Mecédnica Clésica es su asociacién con
constantes de movimiento, éste es el resultado del celebrado teorema de Noether.
Hay una versién del teorema de Noether en Mecdnica Lagrangiana [3, 18], as{ como
también en Mecdnica Hamiltoniana [53], dichas formulaciones sin el uso del formalismo
geométrico. Por supuesto también se tiene la version desde el formalismo geométrico
[7, 50, 19], ésta es la siguiente:

TEOREMA 94. i) Si f es una constante de movimiento de (M,w, H), entonces
su campo vectorial Hamiltoniano X es una simetria infinitesimal de (M, w, H).
De manera reciproca,

it) si V es una simetria infinitesimal de (M,w, H), entonces existe una funcidén f
(posiblemente local) tal que V = Xy y f es una constante de movimiento.

En términos de grupos de transformaciones, se resume que: si un grupo uno-
paramétrico de transformaciones canénicas independientes del tiempo dejan la Hamil-
toniana invariante, entonces su funcién generatriz es una constante de movimiento; y de
manera reciproca, cualquier constante de movimiento genera un grupo uno-paramétri-
co de transformaciones candnicas que dejan la Hamiltoniana invariante.

Ahora veamos la nocién de invarianza para transformaciones candnicas dependien-
tes del tiempo [60]. Sea (M xR, Q, H) un sistema Hamiltoniano dependiente del tiem-

po.

Definicion 95. Se dice que la transformacion canénica ® : M x R — M x R deja
la Hamiltoniana invariante si

(194) O*(Q+dH Ndt) =Q+ dH Adt.
La ecuacién (194) es equivalente a

(195) QA+ d(O*H)ANdt =Q+dH A dt,

la cual puede ser reescrita como

(196) "0 —Q=d(H — 9"H) Adt;

esta ultima ecuacién implica que la nueva Hamiltoniana (determinada hasta una
funcién aditiva dependiente solo de t) puede ser tomada como

(197) K=®H=Hod.
Localmente tiene la forma
(198) K(g,p,t) = H(Q, P,t),

la cual es la condicién general para que una transformacién de coordenadas canénicas
(independiente o dependiente del tiempo) sea una transformacién de invarianza [12].

Se dice que la Hamiltoniana es invariante bajo un grupo uno-paramétrico de
transformaciones canénicas {U;}, si cada transformacién ¥y deja la Hamiltoniana
invariante, es decir,

(199) Ur(QY+dH Adt) =Q+dH AN dt
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para cada s.

Se observa que el generador infinitesimal de un grupo uno-paramétrico de transfor-
maciones canénicas que deja invariante la Hamiltoniana es un campo vectorial Hamil-
toniano Xy tal que Ly, (Q + dH A dt) = 0. Un campo vectorial X que satisface

(200) Lx(Q+dHANdt)=0

se llama simetria infinitesimal del sistema Hamiltoniano (M x R,Q, H) [60]. A con-
tinuacién se presenta la versiéon geométrica del teorema de Noether para grupos uno-
paramétricos de transformaciones canodnicas dependientes del tiempo que dejan la
Hamiltoniana invariante.

TEOREMA 96. i) Si f es una constante de movimiento (posiblemente depen-
diente del tiempo) de (M xR, Q, H), entonces su campo vectorial Hamiltoniano
Xy es una simetria infinitesimal de (M x R,Q, H).

De manera reciproca,

ii) stV es una simetria infinitesimal de (M xR, ), H), entonces existe una funcion
| (posiblemente local) tal que V.= X y f es una constante de movimiento
(posiblemente dependiente del tiempo).

Para la prueba ver [60].

9.3.1.  Un grupo uno-paramétrico de transformaciones candnicas para el oscilador
armdnico isotrdpico. Considere el sistema fisico del oscilador arménico en dos dimen-
siones. La funcién Hamiltoniana en coordenadas Cartesianas canénicas (z,y, Dz, py)
es

1 muw?(z? + y?)
201 H=—(p? 2 _—
(201) 5 (Pt ry) + 5 ;
m es la masa y w la frecuencia angular. Es bien sabido que el momento angular
(202) f=xpy—yps,

es una constante de movimiento, por lo tanto su campo vectorial Hamiltoniano Xy es
una simetria infinitesimal del sistema, en efecto,

0 0 0 0
2 Xt =—y——
209 PT Vor oy, oy oy,

LXfw = d(XfJXf)
= d((dx A dpy + dy N dpy) Xy)
=d

(204) (—ydpy + pydz + xzdpy — pLdy)
= —dy Ndpy + dpy A dx + dx A dpy — dp, N\ dy
:0,

y

(205) LXfH:Xsz—ymw2x—py%+xmw2y+pw%:0,

Ya que Xy es una simetria infinitesimal entonces su flujo es un grupo uno-paramétrico
de transformaciones canodnicas que dejan la Hamiltoniana invariante. En efecto, las
curvas integrales de X ; satisfacen las ecuaciones de Hamilton para f, a saber

of . of . of . of .
2 _— = —D.. _— = = _— = _—
(206) i L v O ral kS it
es decir,
Py = _P.:E
Pz = Dy
(207) Y= i

r=19.
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La solucién general del sistema (207) es

Yy =c1C08S+ cosins
T = —c18ins+ cycoss
(208)

Dy = €3COS S + 480 8

Py = —C38inSs+ cqco8S ,

con ci, ¢, c3,cq4 constantes de integracién. Ya que el flujo ¥(p,s) de Xy obedece la
condicién ¥(p,0) = p, se tiene que

(209)

U(x,y, Pz, Py, §) = (—ysin s+xz cos s, ycos stz sins, p, cos s—p, sin s, py cos s+p, sin s).

Asi se puede ver de manera explicita que

Viw = Vi (dx Adpy + dy A dpy)

= d(—ysins + xcoss) A d(ps coss — p, sin s)

(210) +d(ycoss+ xzsins) Ad(p, coss+ pgsins)
=dx A dp, + dy A dp,
—w,
y
(211)
U H = Ho,

= H(—ysins+ zcoss,ycoss + xsins, p, coss — p, sin s, p, cos s + pg sin s)

1
= T((pz cos s — py sin s)? + (p, cos s + p, sin s)?)

m
mw?((—ysins + x cos s)* + (y cos s + wsin s)?)

2
mw' (@ +y7)
2

_|_

1
= ﬁ(pi +p§) +
H.

9.3.2.  Un grupo uno-paramétrico de transformaciones candnicas para el sistema
Smorodinsky- Winternitz. En este caso se considera el sistema superintegrable de
Smorodinsky-Winternitz [63, 64]. La funcién Hamiltoniana en coordenadas Cartesia-
nas canénicas estd dada por

(2 + ) c

(212) =PI e gy

k, c son constantes reales. La funcién
2 2
(213) T = p,+2ky”,

es una constante de movimiento (es la responsable de la separacién de variables en
coordenadas Cartesianas). Se tiene que el campo vectorial Hamiltoniano

0 0

es una simetria infinitesimal del sistema, y su flujo
(215)

U(z,y, per Dy, S) = <CU, pysu\l(ﬁfks) + ycos(\/@s),px,py cos(\/@s) - \/ﬁysin(\/@s)> ,
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es un grupo uno-paramétrico de transformaciones canénicas que dejan la Hamiltoniana
invariante. En efecto, de manera geométrica explicita se ve que

UHw == (sin(\/\;:ks)dpy + cos(VSTcs)dy) A

<cos(@s)dpy — V2E sin(V 8k:s)dy) + dz A dpy,

(216) = (—sin®(V8ks)dp, A dy + cos®(V8ks)dy A dp, )+
+dz A dp,
=dx A dp, + dy A dp,
= W s
y
1 2
= H(Y(z,y,pz,Dy,8)) = 3 ( 24 (py cos(V8ks) — \/Qkysin(\/Sks)) > +
2
in(v/8ks) ¢

k(22 4 [ PuSin(V8Es) V8k <

(217) e +< vk TyeostVBRS) | s
(pi + pi) 2 2 C
=l kE )+
= H(‘T7y7pwapy)
9.3.3.  Un grupo uno-paramétrico de transformaciones canonicas dependientes del
tiempo. En [53] se muestra que la Hamiltoniana dependiente del tiempo
2
p

218 H=— — Fkt
(218) o a,

con k una constante real, es invariante bajo el grupo uno-paramétrico de transforma-
ciones de coordenadas candnicas generado por la siguiente constante de movimiento

tp 3
21 —g— £
(219) g=a- k.
Se verifica que X, es una simetria infinitesimal, en efecto
t 0 0
22 X =——-=- _ =
( 0) g maq 6p7
asi que
LXg (Q +dH A dt) (QJX +dH ANdtaX )
t 0 0 t 0 0
=d(ldgNdps(———— — =—) —ktdg Ndts(—— — — —
(dg A dp( m g 3) q A dt( m g 3p)
t 0 0
221 -z =
(221) + dp/\dt_n( - ap))

= d(——dp +dg + k—dt + —dt)
m m m

=0.
Por otro lado, el flujo ¥ de X, esta dado por
ts
el cual coincide con la expresion del grupo uno—paramétrico de transformaciones de
coordenadas canénicas generado por g presentado en [53] (de acuerdo a la ecuacién

(184)) por

(223) Q=q-—, P=p-s
m
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9.8.4. Una simetria infinitesimal para el oscilador arménico dependiente el tiempo.
El oscilador armoénico dependiente el tiempo aparece en diversos marcos de estudio,
el caso N-dimensional fue analizado en [56]. Para N = 1, la funcién Hamiltoniana es

(224) Hgp.0) = 50 + (1) )

con frecuencia angular w(t) dependiente del tiempo. La funcién

(225) f =3¢+ (ap—aa)),

con o = at) satisfaciendo & +w?(t)a — a2 = 0, es una constante de movimiento, asf
que el campo vectorial Hamiltoniano X es una simetria infinitesimal del sistema, en
efecto,

0 0
_ 2 _ . - . . 2 _ _2 .
(226) X¢ = (a"p — adq) 94 + (adp — &g — a™?q) oy’

se tiene que
Lx,(Q+dH ANdt) = d(wiXy +dH ANdtaXy)
d((a®p — acq)dp + (&%q + a~2q — aip)dq
+ (adp® — a%pg — a”?pg + W (t)a’pg — w?(t)adg®)dt)
= (& 4+ w?(t)a — a ) (ap — 2aq)dq A dt
+ (@ 4+ w?(t)a — a~3)agdp A dt

(227)

En el dltimo pase en la ecuacién (227) se ha usado que & + w?(t)a — a=2 = 0.

10. OTROS FORMALISMOS GEOMETRICOS EN MECANICA CLASICA Y LA
FORMULACION GEOMETRICA DE LA MECANICA CUANTICA

El objetivo de esta seccion final es ofrecer una vision general de algunos temas que
pueden servir como base para estudios méas avanzados. En particular, se presenta
de manera introductoria e informal ciertos formalismos geométricos que permiten
extender la formulacién de la Mecédnica Clasica para incluir la descripcién de sistemas
disipativos. Ademads, se ofrece una breve exposicién sobre la formulacién geométrica
de la Mecénica Cuantica.

10.1. Variedades de Jacobi y variedades de contacto. Las estructuras de Pois-
son y de Jacobi fueron introducidas por Lichnerowicz (1915-1998) como estructuras
tensoriales que definen dindmica Hamiltoniana [28, (5], a saber, permiten asignar a
cada funcién diferenciable un campo vectorial diferenciable llamado el campo vectorial
Hamiltoniano para dicha funcién. Por otro lado, las llamadas estructuras casi-Poisson
se han estudiado como las estructuras subyacentes para la mecdnica no-holénoma [66]

Definiciéon 97. Una variedad de Jacobi es una variedad diferencial M equipada
con un par (A, E), con A un campo de 2-tensores contravariantes antisimétricos y
FE un campo vectorial, que nuevamente satisfacen una condicién de compatibilidad
establecida también por medio del corchete de Schouten-Nijenhuis.

Cada variedad de Poisson (M, P) es una variedad de Jacobi con A =Py E = 0.

Si (M, A, E) es una variedad de Jacobi, entonces la estructura (A, F) induce un
corchete de Lie en el espacio de funciones diferenciables en M, llamado paréntesis
de Jacobi, que satisface la llamada regla débil de Leibniz, a saber, supp({f,g}) C
supp(f) Nsupp(g). Todo paréntesis de Jacobi esta definido por una variedad de Jacobi
[67, 6]

Dada una variedad de Jacobi (M, A, E), es posible asignar a cada funcién diferen-
ciable f en M uno y solo un campo vectorial, llamado el campo vectorial Hamiltoniano
para f (de forma similar al caso Poisson). La dindmica definida por cualquier campo
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vectorial Hamiltoniano (en una variedad de Jacobi) describe un sistema disipativo.
Dos casos particulares, pero relevantes de variedades de Jacobi, son las variedades de
contacto y las variedades simplécticas localmente conformes, de hecho, cada variedad
de Jacobi se descompone de manera natural en subvariedades disjuntas que son o
variedades de contacto o variedades simplécticas localmente conformes, cada una de
estas variedades es cerrada bajo cualquier dindmica Hamiltoniana. Para detalles en
mecdnica Hamiltoniana en variedades de Jacobi ver [69, 70, 67, 68, 71, 72].

El caso especial de los formalismos tanto Hamiltoniano como Lagrangiano en
variedades de contacto se ha convertido en el principal objeto de estudio de muchos
articulos de investigacién publicados durante la dltima década [73, 47,

, 78,49, 79], ésta es un drea de investigacién activa.

Una variedad de contacto es una variedad de Jacobi en la que la estructura de Jacobi
esta definida por medio de una 1-forma diferencial llamada forma de contacto. Toda
variedad de contacto es de dimensién impar. El espacio fase natural para sistemas
Hamiltonianos disipativos es el producto R x T*@Q [74], el cual es una variedad de
contacto con la forma de contacto dada localmente por 6 = dz — o'dz?, donde z es la
coordenada global en R y (z!,...,2™, a1, ..., ;) son coordenadas locales en T*Q).

En general para una variedad de contacto de dimensién 2n + 1, alrededor de cada
punto z € M, existen coordenadas locales (llamadas coordenadas de Darboux o

) ) ) )

coordenadas canénicas) (¢, ...,q", p1,...,pn, ) tales que la forma de contacto tiene
la expresion local
(228) 0 = dz — pidq";
El campo vectorial Hamiltoniano Xy para una funcién f tiene la expresién local
aof 0 af af\ 0 af 0
229 Xr= — - = i —=— i—— — —.
(229) f Op; 0q* <8qz TP 0z ) Op; T\ op; / 0z

Si (M, ) es una variedad de contacto, entonces el campo vectorial Hamiltoniano
Xy para una funciéon H define un sistema Hamiltoniano de contacto. Las expresiones
locales de las trayectorias del sistema 1(t) = (¢*(t),...,q"(t),p1(t),...,pa(t), 2(t))
satisfacen las llamadas ecuaciones disipativas de Hamilton [73, 47,

OH ) OH OH . OH

~opi’ a¢ P oz

La evolucién de una funcién f € C*°(M) a lo largo de las trayectorias del sistema estd
dada por

(231) f=trmy -2

Asi se ve que si la funcién H (la Hamiltoniana del sistema) depende de la coordenada
z entonces ésta no es una constante de movimiento, a saber

(230) ¢

i

: 0H
232 H=-H—.
(232) P
Un sistema fisico de interés modelado matematicamente por un sistema Hamiltoniano
de contacto es el oscilador arménico amortiguado [74], en efecto, considere el sistema

Hamiltoniano de contacto con Hamiltoniana H = 5-y% + ’”T“’Q:z:2 + 7vz; se nota que
H # 0. Las ecuaciones disipativas de Hamilton son
1
(233) T = ﬁ’ § = —mw?z — vy, s= 4 e - vz.
m 2m 2
Se tiene que

(234) G+74+w’qg=0,

la cual es la ecuacién de Newton para el oscilador arménico amortiguado.
El oscilador arménico amortiguado es tipicamente analizado mediante el formalis-
mo de Lagrange—d’Alembert, introduciendo una funcién de disipacion de Rayleigh,
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o bien a través de extensiones Hamiltonianas dependientes del tiempo (como el Ha-
miltoniano de Caldirola—Kanai). Sin embargo, en estos esquemas el sistema no es
verdaderamente Hamiltoniano auténomo, pues la disipaciéon destruye la estructura
simpléctica estandar. Recientemente, se ha mostrado que este sistema puede reformu-
larse en términos de una dindmica de cuarto orden, construida a partir de un principio
variacional basado en los llamados residuales de la ecuacién de Newton. Este enfoque
fue introducido en [30] y posteriormente extendido a sistemas con rigidez compleja
mediante un modelo de doble oscilador [31].

Més atin, en [32] se ha mostrado que cada formulacién dindmica de orden superior
par, posee una estructura variacional intrinseca, lo cual permite una descripcién Ha-
miltoniana candnica auténoma, con Hamiltoniano conservado y ecuaciéon de Hamilton—
Jacobi asociada, de sistemas disipativos o no holénomos. Este proceso se lleva a cabo
al extender el espacio fase permitiendo derivadas de orden superior, creando asi un
espacio de mayor dimensién donde surgen naturalmente estructuras simplécticas. Di-
cha dindmica extendida no es equivalente por si sola al sistema mecénico original, sino
que requiere imponer condiciones auxiliares sobre el residual y su derivada, obtenien-
do la dindmica original en la subvariedad definida por dichas condiciones [33]. Cabe
remarcar que este iltimo aspecto de la formulaciéon de la mecanica clasica por medio
de dindmica de orden superior, representa una diferencia fundamental con el forma-
lismo de la dinamica Hamiltoniana de contacto, donde la dindmica en la variedad de
contacto es equivalente a la dindmica original.

10.2. La formulacién geométrica de la Mecanica Cuantica. En la descripciéon
matematica rigurosa de la Mecdnica Cuéntica el espacio fase es un espacio de Hilbert
complejo (de manera estdndar en fisica, el espacio fase es el conjunto de funciones
complejas segundo integrables en el espacio Euclideo R™, y los estados son llamados
funciones de onda [84]) llamado espacio de Hilbert cudntico; y los observables son
operadores lineales autoadjuntos (operadores diferenciales en la descripcién fisica
estdndar [34]). A diferencia de la Mecénica Clésica, la cual es una teorfa determinista,
la Mecénica Cuantica tiene una naturaleza probabilistica, a saber, solo probabilidades
pueden ser medidas, concretamente, el valor esperado de un observable @ en el estado
1 € H es el ndmero (Q)y = (¥, Q), donde (,) es el producto interno en H [35].

Dado un sistema cudntico en el espacio de Hilbert complejo (H, (,)) con operador
Hamiltoniano H, la evolucién de una trayectoria ¢ (t) en el espacio de Hilbert cudntico
estd determinada por la ecuacién de Schrédinger (por simplicidad se toman unidades
donde 7 es igual a 1)

dy

(235) iy = H.

Un observable @ (un operador autoadjunto) es una constante de movimiento si
(Q)y(+) es constante a lo largo de cualquier trayectoria ¢(t) del sistema, es decir, @

Q) w1
dt

es una constante de movimiento si = 0. El conocido teorema de Ehrenfest

establece que

d 0
(236) % = %QQ»H]M@) + <87(;2>¢(t>v

donde [,] es el conmutador de operadores. Para méds detalles ver [85]. También puede
consultar las notas [306], en ellas se exponen con detalle y de manera autocontenida las
herramientas bésicas de la teoria de los espacios de Hilbert complejos de dimensién
infinita, adema&s de una introduccién axiomatica a la Mecdnica Cudntica.

El espacio de Hilbert cuédntico (H, (,)) puede ser visto como una variedad simplécti-
ca con la forma simpléctica definida por w(v, @) = 2Im(i, ¢) [87, 88, 89]. Todo obser-
vable F' define una funcién real f por f(¢) = (F)¢ y el campo vectorial Hamiltoniano
Xy para f, definido por medio de la forma simpléctica w (en el sentido df = Xy_w)
en H (como variedad simpléctica), coincide con el operador —iF'; por lo tanto, las
curvas integrales de X}, con h la funcién real definida por el operador Hamiltoniano



LA GEOMETRIA DE LA MECANICA CLASICA 343

H, satisfacen la ecuacién de de Schrodinger % = —iH71), es decir, las curvas integrales
de X}, son trayectorias del sistema cuéntico (H, (,), H) [37, 88, 89].
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