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PERTURBACION UNIDIMENSIONAL DE RELACIONES
AUTOADJUNTAS

JOSUE 1. RIOS-CANGAS

RESUMEN. En la teoria de transformaciones lineales que se aborda en los cur-
sos clasicos del dlgebra lineal, siempre consideran equivalente las nociones de ser
simétrica y autoadjunta. Sin embargo, esta equivalencia no sucede si el dominio
de la transformacién no es todo el espacio vectorial. Este tipo de transforma-
ciones siempre tienen extensiones autoadjuntas que son transformaciones lineales
multivaluadas o también conocidas como relaciones. Mediante la teoria de pertur-
bacién de transformaciones lineales multivaluadas autoadjuntas, en este trabajo
analizamos las extensiones autoadjuntas de transformaciones lineales multivalua-
das simétricas, y en particular, de transformaciones lineales cuyo dominio no ne-
cesariamente es todo el espacio vectorial.

1. INTRODUCCION

Con frecuencia encontramos que los problemas del andlisis, la geometria diferencial,
el andlisis funcional, los sistemas dinamicos, la fisica tedrica, entre otras importantes
teorias, se pueden reducir a un problema de matrices. Este comportamiento es de
interés en las ramas de la matematica aplicada, debido a que resulta mas factible
resolver un problema de matrices que el problema de origen. Horn - Johnson [9], [10] y
Bhatia [3, 2] desarrollaron una teorfa exhaustiva del andlisis matricial, en donde incluye
resultados modernos con numerosas pruebas simplificadas de resultados clasicos,
basados en publicaciones o al aporte de alumnos, ayudantes y profesores de todos
los cursos del dlgebra lineal y temas afines.

Una parte que resalta en la teoria de matrices es la teoria de transformaciones
lineales (u operadores lineales) es espacios vectoriales de dimensién finita. Recordemos
que una transformacion lineal T: H — H, donde H en un espacio vectorial sobre el
campo de los complejos C, es una aplicacién que satisface

(1) T(af + Bg) =aTf+ g, paratodo «o,f€Cy figeH.

Las matrices y las transformaciones lineales estan estrechamente relacionadas. De
hecho, si dimH = n entonces la transformacién se puede representar como una
matriz en M, (C) (espacio de matrices complejas de tamano n x n). Inversamente,
toda matriz A en M, (C) se puede ver como una transformacién lineal A: C* — C™.

En los cursos clasicos del algebra lineal usualmente se considera el dominio de
las transformaciones lineales como todo el espacio vectorial y se deja este andlisis
de dominio en cursos mas avanzados de licenciatura o de posgrado como los cursos
del analisis funcional, teoria de operadores lineales o teoria espectral de operadores
(por mencionar algunos), en donde el dominio del operador lineal actiia en espacios
vectoriales de dimensién infinita. Sin embargo, existen ejemplos de transformaciones
lineales que no pueden ser analizados con la teoria clasica del dlgebra lineal. Por
ejemplo, si consideramos a C,[z] como el espacio de los polinomios de grado menor
o igual a n € N en variable la z y el operador de multiplicacién por la variable
independiente J: D(J) C C,[z] — C,[z] dado por

(2) JIp(x) = zp(x),
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uno puede calcular de manera simple que J es una transformacion lineal. Note que
hemos hecho énfasis en el dominio de J debido a lo siguiente: como {1,...,2"} es una
base para C,,[z], se tiene de que

Jl=z, Jr=2%,..., Jz" '=2a", peroJz" no estd definido

ya que 2" ¢ C,[z] y D(J) = span{1,...,2" 1} # C,[z]. Ademds, si equipamos a
Cp[z] con un producto interno (-, -), es decir, si lo convertimos en un espacio de Hilbert,
podemos construir una base ortonormal {e;(x)}7_, para C,[z] mediante el proceso
de Gram-Schmidt aplicado a {7 }?:0. De esto se sigue que el dominio de satisface
D(J) = span {e;(x) ;-L;Ol y de manera sencilla se verifica que (p(x), Jp(z)) € R, para
todo p(z) € D(J), es decir J es una transformacién lineal simétrica. Por otra parte,
existen a; € R y b; > 0 tales que (ver proposicién [L5[de la seccién

J@j(fﬂ) :bj6j+1(17)+aj6j(17)+bj_1€j_1(1')7 j:O,...,n—l. (b_l == )

De esta manera, uno puede calcular la representacién matricial de J, dada por

ap bo 0 0 *
bo a1 by ... 0

(3)
0 0 0 ... ap_1 *
0 0 0 ... b1 =«

En los cursos de algebra lineal nos ensenan que una transformacion lineal simétrica es
autoadjunta, pero esto no sucede con la transformacién , ya que su representacion
no es autoadjunta. De hecho, ni siquiera tiene sentido la adjunta de J en teoria
clasica del dlgebra lineal (incluso ni en teorfa de operadores lineales).

Lo anterior es un ejemplo de transformacién lineal con dominio no densamente defi-
nido en el espacio vectorial y este tipo de transformaciones motivaron a von Neumann
a introducir la teorfa de transformaciones multivaluadas (o también conocidas como
relaciones lineales). Esto por la necesidad de trabajar con la adjunta de una trans-
formacién lineal no densamente definida. Es increible que Neumann no solamente fue
el pionero de la teoria de extensiones de operadores simétricos, mas también de la
teoria de transformaciones multivaluadas iniciada en su trabajo [13], y posteriormente
desarrollada en [I1, 6] [7].

Hoy en dia encontramos numerosos trabajos sobre transformaciones multivaluadas,
la cual busca dar solucién a problemas lineales y de extension que son dificiles o imposi-
bles de resolver con la teoria clasica de operadores lineales. En este trabajo abordamos
la teoria de extensién de transformaciones lineales simétricas multivaluadas a través
de la teorfa de perturbacién unidimensional (ver seccién , ya que estas transfor-
maciones siempre tiene extensiones autoadjuntas [I2), prop.4.10]. Para lograr esto, en
la seccidn [2] damos una serie de conceptos y resultados bésicos sobre transformacio-
nes multivaluadas, mientras que la seccién [3| un poco de teoria de transformaciones
simétricas multivaluadas. La tdltima seccién la dedicamos en mostrar las extensiones
autoadjuntas del operador 0 equivalente a encontrar las matrices autoadjuntas que
contengan a la matriz (3)).

2. TRANSFORMACIONES LINEALES MULTIVALUADAS

Sea (H,(-,-)) un espacio vectorial finito-dimensional sobre el campo de los nimeros
complejos C, siendo el producto interno (-, -) anti-lineal en su primera entrada.

Para trabajar con transformaciones lineales multivaluadas es necesario trabajar en
el espacio vectorial que es copia de H consigo mismo (c.f. [4] sec. 2.3]),

H@H:z{(];):f,ge?t}, con <(§),(z)>::<f,u>+(g,v>.
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Es facil verificar que el producto anterior de H®H es un producto interno y por
consiguiente induce una norma que es equivalente a la norma H (5) H = |If]l+1lgll- Asi,

la convergencia en H®H implica la convergencia en cada una de sus entradas.

Definicién 1. Una transformacion lineal multivaluada (o también llamada rela-
ci6n) T en H es un conjunto lineal de HHH, donde

D(T)::{fGH:@)GT}, R(T)::{gEH:(g)GT},
N(T)::{fe%:({;)eT}, M(T)::{ge’H:(S)eT},

representan el dominio, rango, nicleo y multivaluado de T', respectivamente, los cuales
son conjuntos lineales de .

De esta manera, al hablar de una relacién en H nos estamos refiriendo a un conjunto
lineal de HHH.

Ejemplo 1. Abusando un poco de la notacién, si identificamos a la transformacién
lineal con su grafica en H®H (cf. [4, cap. 3]), tenemos que

(4) J = {(gf}fé})) . p(x) € span {2’ ?:_01} C Cylz] ® Cy[z].
zq(x)
() +8entn) = eleni Balon) < 7

Por lo tanto, J es una relacién en C,[z] @ C,[z].

Entonces, para (flfé))), (q(r) ) e Jya,peC, sesigue que

Observacidon 1. El ejemplo[I]se cumple de manera general, i.e., toda transformacién
lineal T: D(T) C H — H identificada con su grifica es una relacién en H.

El inverso de la observacién anterior no se cumple, pues es simple ver que para
f € H distinto de cero, span {(?)} es una relacién en H que no representa la grafica

de una transformacién lineal. De hecho se cumple la siguiente caracterizacion.

Observacion 2. Una relaciéon T en H es grafica de una transformacién lineal si y
solo si M(T) = {0} [5l prop. 3.2.1].

A partir de aqui, las transformaciones lineales seran identificadas con su gréfica
para tratarlas como relaciones. Diremos que una relacién no es transformacién lineal
si no es la grafica de una transformacién lineal.

Ejemplo 2. El conjunto T' de C2 @ C? dado por

T={(05 ) wvoech.

es una relacién que no es transformacion lineal. En efecto, si ((x(fr’g) a)) , ((r(i ?b)) eT
y a, B € C, entonces
(z,y) (rys) '\ _ (ax + Br, oy + Bs)
a((my,a)) +5((r+s,b>) - (<az+5r+ay+5s,aa+5b>) €T
Sin embargo, para o # 0 se sigue que (((g’g))) €T, o bien, M(T) # {(0,0)}.

Para dos relaciones T', S 'y ¢ € C, consideremos las operaciones suma, multiplicacion
por escalar, composicion e inversa de relaciones dadas por

rese{(L): @en (esh a={(Z): ()er)
st {(@) s (er @esh e {() @) e},
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respectivamente, las cuales son relaciones en H. Es directo ver que
DT =R(T), N(T')=M(T),
R(I™H=D(T),  M(TH)=N(T).

La relacion T'[¢ es la relaciéon T con dominio restringido a un conjunto lineal
C D).

(5)

Definicién 2. Para dos relaciones T, .5, decimos que S es extensién de T', escribi-
mos T'C S, si Slpry =1T.

Ejemplo 3 (continuacién del ejemplo . Teniendo en cuenta la representacion
matricial (@), considere Jy: C,[z] — Cy,[z] con representacién matricial

ap bo 0 ce 0 0
b a1 b1 ... 0 0
0 O O eee Ap—1 bn—l
0 0 0 ... by 0

el cual siendo identificado con su grafica en H@®H se sigue que Jy es extension de J
dado en (), debido a que Jo|p(s) = J.

Dos relaciones Ty S son linealmente independientes si TN .S = {(8) } De esto,

podemos asumir que los simbolos L, +, @, y © representan la notacién estdndar en
HDH, es decir,

= () emor: (1) () =0 v() ey

ris={(Jth)enan : ()er (})esyrns={(0)}}.

T®&S=T+S,conTcCSt,
TeS=TnS+,
los cuales se vuelven conjuntos lineales en H®H, o bien, relaciones en H. Hablando
de manera estricta, el simbolo @ en este contexto difiere de la expresion HBH. Esto
no deberia causar confusién al usar el mismo simbolo.
En el contexto de relaciones, se denota la adjunta de una relacién T como la relacion
en H dada por

(6) T* = {(’,;) e HoH : (h,g) = (k. f), v(g) € T} .

Este concepto extiende al usual en transformaciones lineales, e incluso al de operadores
lineales en donde es necesario la densidad del dominio [5] sec. 3.4].

Observacion 3. La adjunta de T satisface T* = (fT*I)L. Ademsds, para dos
relaciones T, S y 0 # « € C, se tiene lo siguiente [11 teo.3 y cor. 4]:

T =T, (T+8)=T"+8",
(T*)~' =(T7Y*, ScT=T"cCS*,
(aT)" =aT~, N(T*) = R(T)™.

Las propiedades de la inversa y la dltima igualdad de la observacién [3| implican
(7) D(A) =R(A™H c N(AHE = m(A")*+.

En la observacién [2] mencionamos que el multivaluado de una relacién determina
si la relacién es o no una transformacion lineal. Uno se pregunta si una relacion
contiene una parte que sea transformacién lineal, la respuesta incide en la siguiente
descomposicién.
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Definicién 3. Para una relacion T, considere
(8) Tm::{(2>eT} v To:=TST,
de donde se consigue la descomposicién T' =T, & Ty, .

Es claro que T, es una transformacién lineal y es llamada la parte operador de
T, mientras que 7Ty, es una relacién puramente multivaluada y es llamada la parte
multivaluada de T. Ademas,

7?’(To) 1 R(Tm) = M(T) y D(T) = D(To)'

La descomposicién de una relaciéon es sus partes operador y multivaluada
simplifica el analisis de su espectro debido a la siguiente observacién.

Observacion 4. Si T es una relacién tal que D(T) € M(T)*, entonces tanto el
dominio como el rango de T}, estdn contenidos en M (T)*. Asi, para el espacio vectorial
copia de M(T)* consigo mismo,

9) M(T)" & M(T)*,
se sigue que la relacién Tr en el espacio @ dada por
Tr:=TN(MT)"asMD)*') =T,,
es decir, Tp es equivalente a T, en el espacio @ y por consiguiente es una transfor-
macién lineal. Con esta construccién se puede afirmar que los espectros de Ty de T
son los mismos [I7, teo. 9].
3. TRANSFORMACIONES MULTIVALUADAS SIMETRICAS

Abordamos en esta secciéon un poco de la teoria de transformaciones lineales multiva-
luadas que son simétricas, i.e., relaciones simétricas. Esto para extender la nociéon de
transformaciones lineales simétricas que no necesariamente son autoadjuntas (ver por
ejemplo el operador (2)) que se vio en la seccién .

Definicién 4. Se dice que una relaciéon A en H es simétrica si
(10) (f,g) €R, para todo (]gc) cA.
La nocién de ser simétrica se caracteriza de la siguiente manera (cf. [I1 prop. 10]):

(11)  Aessimétrica & (f,k) = (g,h) v(g),(g)eA o AcC A

PROPOSICION 5. Una relacion simétrica A satisface D(A) C M(A)L y, por lo
tanto, cumple las condiciones de la observacion [}

Demostracion. Se sigue de la dltima implicacién de que M(A) C M(A*). Por lo
tanto, de (7)) y tomando complemento ortogonal, D(A) = M(A*)+ c M(A)*. O

Lo siguiente muestra una propiedad del adjunto de una relacién simétrica.

PROPOSICION 6. Si A es una relacién simétrica en H, entonces

(12) R(A*—¢I)=H, (eC\R.

Demostracion. Como A es simétrica, si (g) € (A — (I) entonces (fo> € Ay

Z||f||2 = (f,¢f) € R, lo que implica f = 0, es decir, N(A — {I) = {0}. Por lo
tanto, de la tltima implicacién de la observacién [3] se sigue (12). O

Diremos que una relaciéon A es autoadjunta si A = A*. Es claro que toda relacién
autoadjunta es simétrica, pero el sentido inverso no necesariamente se cumple. Por
ejemplo, la transformacion que se mostro en la seccién [1| es simétrica no autoad-
junta, debido a que su representacién matricial no es autoadjunta.
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COROLARIO 7. Una relacion simétrica con dominio todo el espacio vectorial es una
transformacion lineal autoadjunta.
Demostracion. Como D(A) = H, se sigue de (7)) que M(A*) = {0} y por consiguiente

A* es una transformacién lineal. Ahora bien, implica que si (Z) € A* entonces
existe (Z) € A C A*, de donde se sigue que (kﬂg) = (Z’) — (;L) € A* jobien, k=g
y A* C A. Por lo tanto, A = A*.

Para trabajar con la teoria de extensién de relaciones simétricas consideramos el
espacio defecto de una relacion T' dado por

N¢(T) := {(CJ}) eT} , ¢e€C,

el cual es una transformacién lineal contenida en 7' con D(N¢(T)) = N (T — ¢I).
El espacio defecto es 1itil en la caracterizacién de la adjunta de una relacién simétrica
A, viz. (cf. [12] teo.4.6])

(13) A" = AEN(A) F NL(A"), (e C\R,

donde la suma en se vuelve ortogonal si ( € {i,—i}. Cabe mencionar que la
ecuacion se le conoce como la primera formula de von Neumann para relaciones
lineales.

Debido a que el espacio defecto esta involucrado en la caracterizacién de la adjunta
de una relacion, es conveniente considerar el indice de defecto de una relacion simétrica
A, el cual viene dado por

(14) ne(A) :=dimN¢(A*), (e C\R.
este indice permanece constante sobre C\R [I2] sec. 3].

PROPOSICION 8. Una relacién simétrica A es autoadjunta si y solo sinc(A) = 0.

Demostracion. El indice n¢(A) es cero si y solo si N¢(A4*) = {(8)}, para todo
¢ € C\R, esto si y solo si A= A*, debido a .
Observacion 5. La proposicién [§] proporciona una manera de determinar si una

relacién simétrica es autoadjunta o no. Ademds, en [I2, prop. 4.10] nos aseguran que
una relacién simétrica no autoadjunta siempre tiene extensiones autoadjuntas.

Surge el interés de describir las extensiones autoadjuntas de una relacién simétrica
y una manera de hacerlo es mediante la llamada sequnda férmula de von Neumann
para relaciones [12] teo. 4.7]. Otra manera de describir estas extensiones es a través de
la teorfa de perturbacion la cual se aborda en la siguiente seccion.

4. PERTURBACION UNIDIMENSIONAL DE RELACIONES AUTOADJUNTAS

Iniciamos esta secciéon con la siguiente igualdad entre relaciones que serd de gran
utilidad en la secuela. Recalcamos que dos relaciones son linealmente independientes
si solo coinciden en el elemento cero.

LEMA 9. Si T y S son relaciones linealmente independientes, entonces
(15) T+S=(T*NS*".
Demostracion. Mostremos primero por contencién que
(16) T+S= (T nst)".

Sia € T+ NS+, entonces es simple ver que (a,b) = 0, para todo b € T + S, es decir,
ae(T+ S)J‘ y se cumple T+ N S+ c (T + S)J‘. Ahora, es claro que T,S C T+ S, o
bien, (T + S)J‘ C T+, 8+, es decir, (T + S)J‘ C T+ NSt y por consiguiente iguales,
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que tomando complemento ortogonal se llega a . Por lo tanto, las propiedades de
la observacién |3| y implican
T+ S = (_T*fl)J_ + (_S*fl)J_ _ _(T*J_ + S*J_)*l
(]‘7) 1 -1 1\ L *
——(@nsyt) = (=rrnsH™) =@ sy,
como se queria. O
Hemos usado libremente en la conmutacién de las operaciones multiplicacién

por menos, inversa y complemento ortogonal de una relacién (cf. [I1] prop. 2]).
Para una relaciéon A y ¢ € D(A) de norma uno, consideremos las relaciones

Sa = Alpyee A, :=span {(g)} .

LEMA 10. Las relaciones A*, A, son linealmente independientes. Ademds,
(a) Sa= Aﬂ.A:;.
(b) Sh=A"+A,.
(c) M(S}) = M(A") & span {¢}.

Demostracion. Teniendo en cuenta , se sigue que ¢ L M(A*), lo que implica
A, NA* = (8) y se cumple la primera parte de la afirmacién.
@: Es sencillo calcular que (g) € 5S4 C Asiysolosi(f,p) = (g,0), esto si y

solo si (g) €A, NA.

(b)): Se sigue del punto anterior y de la ecuacién .

(c): Se mostré en la primera parte de la afirmacién que span{¢} L M(A*) y
del punto (b)) se tiene que M(A*) & span {¢} C M(S%). Para la otra contencién, si
g € M(S%) se sigue de (b)) que existe h € M(A*) y a € C tales que

g=h+ap e M(A") @ span {p},
o bien, M(S5%) C M(A*) & span {¢}. O
Lo siguiente describe las partes de S%.

COROLARIO 11. Las partes operador y multivaluada de la adjunta de Sa cumplen
(18) (S = A0 4 So={(,_ L go) (1) e}

Demostracion. La primera igualdad de (18] es directo de . Ahora, definamos el
lado derecho de la segunda igualdad de (18) como 7" para mostrar que (S%), = 7.
De (]ED se sigue que 7' C S v es sencillo ver que T es transformacién lineal, pues

(A*), lo es, lo que implica T C (5%),. Para la otra contencién, si (ﬁ) € (S%), € Si

; M\ — f f *
entonces se tiene nuevamente de @ que (h) = (ngcw), con (g) ceA*yaeC.
Note que f = 0 implica 0 = h = g + a, o bien, g = ap = 0, pues A" y A, son

linealmente independientes. Asi, (f; ) € (A%), y de se cumple que h L ¢,
0={(p.h) =(p,g+ap)=(p,9) +a,
es decir, h = g — {p, g) v. Por lo tanto, ({) €Ty ((Sy),CT. O

Note que la relacién S4 C A es simétrica si A lo es, ya que S4 C A C A* C 5.

TEOREMA 12. Si A es una relacion simétrica, entonces:
(a) dimN¢(S%) = dimN¢(A*) +1, con ¢ € C\R.
(b) dim]S/Sa] = [A*/A] +2.
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Demostracion. Para o € C, de (12]) existe (g) € A* tal que —ap = g — (f, o

bien, (Cffaw) € A*. Ademss, si (CJ;) € N¢(5%) C S% entonces de (]ED existen

(ch) € A* y a € C tales que (CJ}) = (g +fow), viz. (Cf fmp) € A*. De esto podemos
f

considerar D = {(Cf L o) € A* s a€ (C} C A*, el cual es un conjunto lineal con

dimD = dimN¢(A*) + 1, debido a que A* y A, son linealmente independientes.
Definamos la aplicacién

7: Ne(S4) = D

(cj}) ~ (Cf ! aw) '

Observe que 7(8) = (72@) implica o = 0, debido a independencia lineal de A* y

A,. Ademas, es sencillo ver que kery = {(8)} y para (Cffacp) € D se tiene que

(CJ}) = (Cf fmp) + (ao(p) € 5%, e, (CJ}) € N¢(5%)- Por lo tanto, v es un isomorfismo

y se cumple @) Ademds, uno calcula de ([13) que
dim[S7% /Sa] = 2dim N¢(S}) =2dim N (A*) +2 = [A"/A] + 2,
de donde se sigue (]ED ([
El punto (]ED es equivalente a decir que el indice (ver ) de S4 es
(19) nc(Sa) =nc(A)+1, ¢eC\R.

En lo siguiente caracterizamos todas las extensiones autoadjuntas de S4 cuando A es
relacién autoadjunta.

TEOREMA 13. Si A es una relacion autoadjunta, entonces n:(Sa) = 1. Ademds,
todas las extensiones autoadjuntas de S, estdn en correspondencia uno-a-uno con
7 € RU {0}, las cuales vienen dadas por

(20) AT:{(MT{%W) : (g)eA}, T # 00,
mientras que
(21) A =84+ A,.

Demostracion. De la proposicién y se sigue la primera parte de la afirmacién.
Ahora, es sencillo verificar de la definicién que las extensiones y son
simétricas. Ademés, para 7 € R se tiene que D(A,) =D(A) y

Sa, = Arlpayee = Alp(a)op = Sa -

De esto y de se cumple que 7¢(A;) =n¢(Sa)—1 =0, es decir, A, es autoadjunta.
Por otra parte, como Sa C A, se cumple de los lemas[9]y [T0]que S4 y A, son lineamente

independientes y A%, = S NAZ. Asi, si (g}) € AL, C A}, S}, con ( € C\R, entonces
(fip) =(Cf,0)=0yde (]ED, (CJ;) = (g +fag0), con (g) € Ay a € C. Entonces,
C<f>f> = <f’g+a90> = <fag> ER,

lo que implica f = 0y 1¢(Ax) = 0, i.e, Ax es autoadjunta. Falta mostrar que cualquier
extension autoadjunta tiene la estructura o . Si A es extension autoadjunta
de S4 entonces A C S%. Asi, para ({L) € Ase cumple de (10 @ que

(22) (ﬁ) = (g +fap) , con (];) €A acC.
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Si f L ¢ entonces (;) €Say ({L) € As. Por lo tanto, A C Ay e iguales, debido a

que son autoadjuntas. Para el caso (g, f) # 0, hacemos T = a/ (¢, f) en (22, por lo
que h=g+7{p, f)p y como A, A son autoadjuntas, (f,h),(f,g) €Ry

(f.hy = (f,9) +7 (o, ) {(f.0) = (f.9) + T {0, /)7,

de donde se sigue T € Ry A C A,. Porlo tanto, A = A, ya que son autoadjuntas. O

Observacion 6. En [8, props. 1.3y 1.4] se menciona que una transformacién lineal
simétrica S con D(S) # H e indice n¢(S) = 1, tiene una extensién autoadjunta A con
D(A) = H, que del corolario [7] se cumple que A es una transformacién lineal.

COROLARIO 14. Si S es una transformacion lineal con D(S) # H y nc(S) = 1,
entonces existe una transformacion lineal autoadjunta A tal que

(23) S* = A+ (7).
Ademds, dimD(S)* = dim M(S*) = 1, que haciendo D(S)* = span {p} se llega a
(24) S = Aoy, -

Por lo tanto, S4 = S y todas sus extensiones autoadjuntas vienen dadas por l)
del teorema[13, las cuales son todas transformaciones lineales a excepcion de Ax.

Demostracion. De la observacién [l se tiene la existencia de una transformacion lineal
autoadjunta A tal que S C Ay D(A) = H. Ademds, es directo ver que A y (S*),,
son linealmente independientes y como A C S*, entonces A + (S*), C S*. Por otra

parte, como D(A) = H, si (g) € S* entonces existe ({L) € A C 5* lo que implica

(ggh) €Sy (Jgf) = (i) + (gfh) € A+ (S%),,, es decir, S* C A+ (5*),,, de

donde se sigue (23). Ahora bien, debido al indice de S se tiene que dimN¢(S*) =1y
de (13), 2 = dim[S*/S] > dim[A/S] > 0 de donde se tiene dim[A/S] =1y de (23),

1 = dim[S*/A] = dim (57),, = dim M(S5™).
Note de @ que dim D(S)+ = 1. Por lo tanto, , @ y implican . O

La condicién de que S sea una transformacién lineal en el corolario [14] no se puede
relajar para que tenga codimensiéon del dominio igual a uno. En efecto, pues para
la relacién autoadjunta (21)), el mismo teorema [13| nos marca que S4_ tiene indice
N¢(Sa.) =1, pero la codimensién de su dominio es mayor o igual que dos.

5. EJEMPLO

En esta seccién abordamos el problema de encontrar las extensiones autoadjuntas de la
transformacion lineal (2)) que se inicié en la seccién[I} Recordamos que (C,[z], (-, -)) es
el espacio de Hilbert de los polinomios de grado menor o igual a n € N en la variable x
y que el operador de multiplicacién por la variable independiente es la transformacién

lineal simétrica

J: span{e;(2)}"} = C, [z
o) pan {e;(2)}}=4 = Cala
p(z) = zp(x),

donde {e;(z)}}_, es la base ortonormal para C,[r] construida mediante el proceso de

Gram-Schmidt aplicado a {z’ };L:O, cuyos elementos satisfacen

(26) e;j(r) = aj;j2’ + orden menor, a;; >0, para j =0,...,n.
PROPOSICION 15 (Relacién de recurrencia). Ezisten a; € R y b; > 0 tales que

(27) J@j(fﬂ) :bj6j+1(l‘)+aj6j(l‘)+bj_1€j_1(£17)7 ] :0,...,7171. (b_1 = )
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Demostracion. Como Je;j(x) € C,[z] es un polinomio de grado j + 1, entonces se

cumple que Je;(z) = iié ¢jrer(x), con ¢ € C. Asi, para s =0,...,j — 2,
s+1

cjs = (es(@), Jej () = (Jes(x),e5(z)) = Y Ta (er(), e5(x)) = 0,
k=0

lo que implica Je;(z) = bjeji1(x) + aje;(x) + dje;_1(x), donde b; = cj(j41), aj = cjj
y dj = cj(j—1). Ademds, a; = (e;(z), Je;(z)) € R mientras que de (26),

;27! + orden menor = ze;(z) = Je;(z) = bja(ji1yj+12’ ' + orden menor,
lo cual implica b; > 0. Més atin,
dj = (ej1(x), Je;(x)) = (Jej1(x), €;(x)) = bj1,

como se queria. (I

Teniendo en cuenta la relacién de recurrencia (27)), definamos la transformacién
lineal Jp: C,lz] — Cplz] que actia como

) = boel(.’lﬁ) + aoeo(l‘) y
) =bjeji1(z) + ajej(x) + bj_1ej_1(z), j=1,...,n—1,

Joeo(
(28) Joe;(
(

Joen () = bp_1en-1(x).

x
x

Es directo calcular que Jy es simétrica y por ende autoadjunta, debido al corolario [7]

Observe que Jolc, (z]ce,(z) = J ¥ si identificamos a los operadores J y Jo con su
gréfica (ver ejemplo , entonces el lema [10] teorema [12] y corolario [11] implican que
el operador de multiplicacién tiene indice n¢(J) = 1 y adjunta

J* = Jy + span {(en(zm))} ,

cuyas partes operador y multivaluada son (J*) = span {(en x))} y

(29) (J*)o = (Jop(x) — bi(_zl)pn_len(x)) : p(ac) = Zop"e"(x) €C, [(E]
j=

Ciertamente, pues se tiene de (28) que (e, (z), Jop(z)) = (Joen(x), p(x)) = bp_1Pn—1,
por lo que el lado derecho de (|18)) implica .

Ademés, se sigue del teorema [I3] que todas las extensiones autoadjuntas de .J estén
en correspondencia univoca con 7 € CU {oo} y estéds vienen dadas por

(30)  J, = ( o) ﬁ(fimen(m) :p(z) = > puen(r) €Cylz] p, T ER,
=0

las cuales son transformaciones lineales, mientras que

o {(.)

es una relacién que no es transformacién lineal.

Observacion 7. El dominio de las transformaciones lineales y es Cplz] y
estas actian de la siguiente manera:
(J*)Op(;v) = JOp((E) - bnflpnflen(x) ;

(31) J‘rp(l‘) = Jop(x) + Tpnen(x) ) (T € R)
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lo que implica que son perturbaciones unidimensionales de Jy. Adem4s, las represen-
taciones matriciales de (31)) son

(32)

ap bo 0 [N 0 0 ag bo 0 e 0 0
bo ai b1 e 0 0 bo al b1 e 0 0
0 0 0 e Ap—1 bn—l 0 0 0 .o Ap—1 bn—l
0 0 0o ... 0 0 0 0 0 ... bp_: T

respectivamente. Es claro que la matriz derecha de (que representa a J, ) extiende
la representaciéon matricial de J mostrada en .
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