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LA CURVA DE FARGUES-FONTAINE:
UNA MOTIVACION AL ESTUDIO DE LA TEORIA DE
REPRESENTACIONES DE GALOIS p-ADICAS

JORGE ALBERTO ROBLES HERNANDEZ
J.R. PEREZ-BUENDIA

REsuMEN. Este articulo proporciona una revisiéon comprensiva sobre la curva
de Fargues-Fontaine, una pieza central en la teoria de Hodge p-adica, y su papel
crucial en la clasificaciéon de las representaciones de Galois p-adicas. Nos enfocamos
en sintetizar los desarrollos fundamentales en torno a esta curva, subrayando
como conecta conceptos avanzados de geometria aritmética con la teoria practica
de representaciones. Analizamos en detalle los anillos de periodos de Fontaine
(Beris, Bst, Bar), abordando sus propiedades algebraicas y aritméticas esenciales,
y cémo estos anillos contribuyen a la construcciéon y definicién de la curva.
Ademas, exploramos la teoria de las representaciones de Galois p-adicas admisibles
y discutimos cémo, una vez definida la curva, esta se relaciona con la teoria de
Harder-Narasimhan. Este trabajo no solo destaca la importancia de la curva de
Fargues-Fontaine en el contexto contemporéaneo, sino que también pone de relieve
su papel en la formacion académica y en investigaciones futuras en el ambito de
la geometria aritmética en México y Latinoamérica.

1. INTRODUCCION

La geometria aritmética ha experimentado un notable auge en los ultimos anos,
en gran parte gracias al empleo de métodos p-adicos. En este contexto, la curva de
Fargues—Fontaine se destaca como una entidad de profundo interés. En este articulo,
abordamos una introduccién a esta fascinante curva, que se puede entender como
un analogo en geometria aritmética p-adica de la esfera de Riemann, lo que abre un
abanico de nuevas perspectivas y temas de investigacion.

La curva de Fargues—Fontaine, descubierta en 2009 por los matematicos franceses
Laurent Fargues y Jean-Marc Fontaine, surgié de un intercambio de correos electré-
nicos y una serie de conferencias en Trieste, Italia. Pierre Colmez documenta este
emocionante proceso en [14]. El descubrimiento se inici6 con una discusiéon sobre un
articulo de Berger [13], que afirmaba que el anillo de periodos B, (definido més ade-
lante) era un anillo de Bézout. Fontaine, escéptico ante esta afirmacion, profundizo
en la investigacion y lleg6 a la sorprendente conclusién de que era un anillo de ideales
principales. Esta revelacion marco el inicio de una serie de preguntas formuladas por
Fontaine a Colmez y Fargues, cuyas respuestas dieron lugar a una inesperada cone-
xi6n con la teoria de filtraciones de Harder-Narasimhan en el contexto p-adico. Esta
relacion fundamental condujo al descubrimiento de la curva de Fargues—Fontaine, reve-
lando una conexién crucial con la teoria de Harder-Narasimhan y las representaciones
de Galois p-adicas.

El proposito de este articulo es proporcionar una base para futuros estudios en
este emocionante campo matematico. Entre las investigaciones relevantes se incluyen
aquellas sobre superficies K3 p-adicas, realizadas por diversos grupos de investigacion
en Meéxico [9] y [10], asi como la tesis doctoral del segundo autor [8]. Como parte de
nuestro compromiso con la educacién en esta area y nuestro interés en fortalecer el
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grupo de trabajo en Geometria Aritmética en México y Latinoamérica, hemos impar-
tido cursos de posgrado y escuelas CIMPA [1], asi como supervisado investigaciones
de tesis, incluyendo la actual del primer autor de este articulo. Mas informacién sobre
estos cursos se encuentra en la pagina web del segundo autor [11].

La intencién de este articulo es la de servir como una revision introductoria y sentar
las bases para futuros estudios. Nos centramos en una revisiéon de la construccién de la
curva de Fargues—Fontaine y su conexion con las representaciones de Galois y la teoria
de Harder-Narasimhan, un paso fundamental en la comprension de este fascinante
objeto matematico.

La estructura del articulo es la siguiente: En la seccién 2, presentamos la notacion y
la informacion preliminar que se utilizara a lo largo del texto. En la seccion 3, ofrecemos
una introduccién a la idea de Fontaine sobre la clasificaciéon de representaciones de
Galois p-adicas. La seccién 4 se dedica a la definiciéon de los anillos de periodos y
destaca sus propiedades algebraicas y aritméticas clave. En la seccién 5, profundizamos
en el papel de los anillos de periodos en la clasificacion de las representaciones
de Galois p-ddicas. La seccién 6 aborda la construccion de la curva de Fargues-
Fontaine, utilizando analogias con las ideas de construccion de la esfera de Riemann.
En la seccién 7, describimos la conexién entre las fibras vectoriales de la curva de
Fargues-Fontaine y las representaciones de Galois p-adicas a través del teorema de
Harder-Narasimhan. Finalmente, el Epilogo propone una reflexion sintética sobre la
arquitectura de los anillos de periodos y su funcién como puentes entre la aritmética,
la geometria y el analisis p-addico. Asimismo, se esbozan posibles direcciones de
investigacion futura, como el estudio de sistemas dinamicos racionales sobre la curva
de Fargues-Fontaine.

2. NOTACION Y PRELIMINARES

Sea p un primo fijo. El campo de los nimeros p-adicos (denotado como Q,) se puede
definir como sigue: Para a € Z, a # 0, sea v,(a) la maxima potencia de p que divide
al entero a. Extendiendo esto a Q\ {0} definimos v,(§) = vp(a) —v,(b). Asi podemos
definir una norma en Q como

a| __ 1 —

|E|p - mv |0|p =0.
Dicha norma induce una distancia en Q la cual no es completa (no toda sucesion de
Cauchy converge). Al completar Q con respecto a esta distancia se obtiene el campo
Qp, también llamado el campo de los nimeros racionales p-adicos.

Denotamos por K a una extensién finita de Q,, Ok su anillo de enteros, mg su
tunico ideal maximal y &k := Ok /mg su campo residual. Denotamos por Ky = K naQy"
a la maxima extension no ramificada [7] de Q, dentro de K. Fijamos una cerradura
algebraica K de K y sea G = Gal(K /K) su grupo de Galois absoluto. Notar que K es
también una cerradura algebraica de Q. Sea K" la extension maximal no ramificada
de Ky en K. Analogamente definimos a K™ C K. Como K| es no ramificado sobre
Q,, KJ" es la extension maxima no ramificada de Q, en K y por lo tanto también es
independiente de K.

Denotemos por C,, a la completaciéon p—adica de K y por Oc, asu anillo de enteros.
Fijamos m € mg al parametro uniformizador de K, es decir, un generador del ideal
principal mg.

Se dira que un campo K de caracteristica p es perfecto si el morfismo de Frobenius
es un isomorfismo.

3. LA IDEA DE FONTAINE.

Desde finales de la década de 1970, J.M. Fontaine desarroll un programa destinado
a clasificar y describir las Q,-representaciones del grupo de Galois absoluto, Gk, de
una extensiéon finita de los racionales p-adicos Q,, i.e., los Q,-espacios vectoriales de
dimension finita dotados de una accién Q,—lineal continua de Gk [19].
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La estrategia de Fontaine parte de la siguiente observacion: si tenemos un anillo
topoldgico B, dotado de una accién continua de G y estructuras adicionales estables
bajo la accién de Gk, podemos asociar a cualquier representacion V de Gg un
invariante Dg(V) := (B®@ V)95 de B V.

Entonces Dg (V) es un BSx_moédulo equipado con estructuras adicionales hereda-
das de B, y que es a menudo més facil de describir que la representacion V de la
que partimos. El anillo B permite descomponer la subcategoria de B-representaciones
admisibles (aquellas para los cuales B ® V es trivial, i.e., isomorfa a B4™Y como
G k-representacion). Tales anillos topologicos B son los llamados anillos de periodos
de Fontaine. A continuacion presentamos la construccién de dichos anillos asi como
de algunas de sus propiedades.

4. TEORIA DE HODGE p-ADICA

La teorfa de Hodge p-adica, como lo describe [22], puede verse desde dos puntos de
vista: el aritmético y el geométrico.

Desde el punto de vista aritmético, es el estudio de las representaciones de Galois
p-adicas, es decir, representaciones continuas Gx — Gl,,(Q,) donde K es extension
finita de Q. Especificamente, esta teoria busca construir un diccionario que relacione
buenas categorias de representaciones de G con categorias de objetos algebraicos
semilineales. Un ejemplo de esto es el estudio de los modulos de Tate de una curva
eliptica sobre K (que son representaciones de Gx) con buena reduccion junto con los
llamados isocristales (es decir, Q,-espacios vectoriales de dimension finita equipados
con un automorfismo de Frobenius semilineal).

Desde el punto de vista geométrico, la teoria de Hodge p-adica es el estudio de la
geometria de una variedad (suave) X sobre un campo p-adico K. En particular estamos
interesados en varias teorias de cohomologia relacionadas a X como la cohomologia
étale (H,(X%,Qp)), la cohomologia de De Rham (H}(X,K)) y la cohomologia
cristalina (HZ.,.(X, K)). Uno de los resultados mas relevantes de esta teoria es derivado

del caso clasico en C sobre la descomposicién de Hodge de una variedad suave Y':

H"(Y(C),Q) @ C= (P H'(Y,%).
i+j=n
Tate observd que existia una descomposiciéon analoga para la cohomologia étale de una
variedad abeliana sobre K con buena reduccion, lo que lo llevo a conjeturar (y tiempo
después Faltings lo demostraria) la descomposiciéon de Hodge-Tate [2] :

Hy, (X7, Q) ®g, Cx = @) H(X, 0% ) @K Ci(—)),
i+j=n
donde X es una variedad suave sobre K y es un isomorfismo de representaciones de
Galois p-adicas Repg, (Gk).

En este sentido, Fontaine realiza una serie de conjeturas, ahora teoremas, conocidos
como teoremas de comparacion en donde relaciona a las distintas cohomologias de la
variedad, siendo necesario extender los coeficientes a los llamados anillos de periodos
de Fontaine.

TEOREMA 1. [2] Sea K una extension finita de Q, y X una variedad proyectiva
lisa definida sobre K. Ezisten isomorfismos naturales:
» Hl(X7,Qp) ®q, Beris 2 Hipio(X) ® K Beris-
» H (X5 Qp) ®q, Bst = Hyre(X) @k Byt
» HE (X7 Q) ®q, Bir = Hyp(X) ®k Bar-
que conmutan con las acciones de G, Frobenius, N (monodromia) y respectivas
filtraciones. Aqui Hi; e denota la cohomologia de Hyodo-Kato.

En esta secciéon nos centraremos en estudiar los anillos de periodos, en particular,
mostraremos sus construcciones y las propiedades aritméticas y algebraicas que nos
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serviran para la construcciéon de la curva de Fargues-Fontaine. En el presente texto
no se estudiara la relaciéon con las cohomologias como en el teorema 1. Para el lector
interesado en este aspecto puede consultar [19].

4.1. Anillos de Periodos. En geometria algebraica, la palabra periodo se suele
referir a un nimero complejo que puede ser expresado como integral de una funcién
algebraica sobre un dominio algebraico [18]. Uno de ellos es 2ir = fv 4t donde v
es el circulo unitario en el plano complejo. La teoria de Hodge p-adica nos permite
disenar un analogo p-adico de los periodos, trabajo que realiz6é Fontaine creando anillos
especificos [5, 3, 6, 4], los cuales ademés estén estrechamente relacionados con distintos
tipos de cohomologias. Estos anillos forman parte fundamental en la construccion de
la curva de Fargues-Fontaine y las representaciones de Galois p-adicas.

En esta secciéon se dard una introduccién a los anillos de periodos como en [23], en
particular estudiaremos a los anillos B,;s, Bst ¥ Bar, sus respectivas construcciones
y algunas de sus propiedades algebraicas y analiticas.

4.1.1.  El anillo B:;Lf. Denotemos como ¢ el morfismo de Frobenius x — xP actuando

Oc,
pOc,,
del sistema proyectivo de anillos:

en el cociente y notemos que ¢ es un homomorfismo de anillos. Sea R el limite

OCP d) OCP (z) CEEEEY ¢ OCp DRI
rOc, pOc,, rOc, ’

: . Oc
Especificamente, un elemento de R es una sucesion ((,)n>0 de elementos en po—:,
- “p

que satisfacen la propiedad de compatibilidad ¢ 41 = Cuy Vn > 0. R es un anillo
perfecto de caracteristica p.

El anillo R estd equipado con una valuacién v, que se definird a continuacioén:
Oc

pOc

notemos que si x € \{0}, la valuacién p-adica de # € Oc, no depende del
P

levantamiento z de . La valuacion v, : Oc, — Q induce una funciéon bien definida en
. o
el cociente v, : pOCC” — QU {+0oc}, donde v,(0) = +o00. Asi, para ( = ((u)n>0 en R
P

definimos

() == lm p"up(Cn)-

La condicion de compatibilidad ¢, = ¢, Implica que la sucesion (p™vp,((n))n>0 €s
eventualmente constante y el limite esté bien definido.

A continuacién se hara uso de una estructura algebraica conocida como el anillo de
vectores de Witt y cuya idea es la de construir extensiones no ramificadas.

Definicion 2. Definimos como A;,y = W(R) donde W (—) es el funtor de vectores
de Witt y B;Lf = Ainy [ﬂ =W(R) [1%] , la localizacion de Aj,y en p. !

Para © € R, definimos el representante de Teichmiiller en A;,; como [z] =

(x,0,---,0,---). Dado que R es de valuacién discreta, todo elemento de A;y,; puede
ser escrito de manera tnica como

> G, GeR

i>0

De manera similar, todo elemento de B;;L 7 se puede escribir de manera tnica de la
forma
Z[Ci]]ﬂ G € R,
>
donde ig puede ser negativo y depende de .
Ademas, B;;L 7 cuenta con estructuras adicionales:

+

e véase la Seccion 8.

IPara una breve motivacién sobre el rol de Amsy B
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= B s tiene una accion de Frobenius ¢ dado por:

‘P< i[@]l’i> = i[éﬁ”]p’} G ER, ig €.

i=ig i=io

] B:;l 7 esta equipado con una accién de Gx dado por:

(oo} oo

i=ig i=ig
Fijamos €; una raiz primitiva p—ésima de la unidad en O. Escojamos a €3 como raiz
primitiva p-ésima de €;. Entonces € es raiz primitiva p?-ésima de la unidad. Repitien-
do este proceso, construimos elementos €3, €4, ... € O tales que EZH =€,, Vn > 0.
Sea €, € 1’(?9% la clase de €,,. Por la propiedad de compatibilidad, ¢ = (1,€;,€5,...) € R.
De manera similar, escogemos una sucesion (p,) en O de p™-raices de p, esto es,
Pl =pyph ., = pn paratodon > 1. Asi, definimos en R al elemento p* = (0,py, Dy, -.),

_ _ Ox
donde p; € ﬁ.

A continuacién definiremos una topologia p-adica en B:;L f Primero en A;y, ¢ defini-

mos una topologia débil, donde si

o0 (o]

Tp = Z[Cz,n}pl € Aznf y = Z[Cz]pl S Ainfa

i=0 i=0
se tiene que x, — x si (;, — ¢; para todo indice ¢ € N. Esta topologia en A;;, ¢ induce
en el subconjunto p="A;, ¢ de B;;Lf una topologia para todo v y asi, en B;’;Lf definimos
la topologia dada por B;,,'Lf =U,sop " Aing-

Definicién 3. Para ¢ = (co,c1,...) € R, definimos ¢* = lim,, o, &,¥ , donde &, es
un levantamiento de ¢, en OCP.

La funcién §: R — Oc,, ¢+ ¢ ¥ es inyectiva y multiplicativa. Por las propiedades
de los vectores de Witt, esta funcion se extiende a un homomorfismo inyectivo de
[A(("{’“—élgebras 0 : B;;Lf — C, que conmuta con la accién de Gk . Esta dado por

o0 oo
S Klpt — > ', do€Z, GER.
i=1ig i=1ig

La siguiente proposicion nos dice que el kernel de 6 es principal y nos muestra
explicitamente a un generador del mismo.

PROPOSICION 4 ([23], Lema:3.1.5). Sea z € A;,5 elemento tal que 6(z) =0 y vp(z
(méd p)) = 1. Entonces z genera A,y Nker® como ideal de Any. En particular, el
elemento

satisface las condiciones.

4.1.2.  El anillo Beris. Para definir el anillo B.,;s necesitamos tener la nocién de
:E’Vl,

elementos de la forma 77 y para ello daremos un breve preambulo a las llamadas
potencias divididas. Se considerara 0! = 1.

Definiciéon 5. Sea A un anillo (conmutativo con unidad), I un ideal A. Una
coleccion de aplicaciones v, : I — I, n >0y o :I — A definido como () =1, es
llamado una estructura de potencias divididas en [ si para todosn > 0,m > 0,z,y € I
y a € A se tiene:

1) n(z) =2
2) Y (®)ym(z) =
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3) FYn(a'x) = a"’yn(f).

4) m(r+y) = Z(izo ’;/i(x)'Yn—i(y)'
nm)!

5) Mn(ym(2)) = W%m@)~

Notemos que % = ("‘;m) € Z y ademas, % € Z ya que cuenta el numero

de maneras de dividir un grupo de nm objetos en n grupos de m elementos.

LEMA 6. Sea A un anillo, I un ideal de A. Si vy es una estructura de potencias
divididas en I, entonces nly,(x) = 2™ para todon > 1 yx € I.

Este lema se puede demostrar por induccion. Asi, en el anillo A tendriamos la
nocion de dividir entre n!, cuestion que no siempre es posible si char(A) > 0.

Volviendo a los anillos de periodos, dado = € A;,y = W(R) denotamos como

Ajny () la sub A, p-algebra de B} s generada por los elementos (23]

n:
Definiciéon 7. Definimos A.,;s como la completacion p-adica de A;,7(z), donde z
es un generador de A;,, s Nker 6. Denotamos por B . = Acpis [ﬂ a la localizacion en
p de Acm’s-2

Observacion 1. La construccion de A5 a partir de A;,r(z) mediante potencias
divididas (Definicion 5) y completacion p-adica merece un comentario. Una pregunta
natural es por qué se recurre a las potencias divididas y por qué no se trabaja
directamente con A;,y o se invierte p desde un inicio.

Si bien A;,; es de caracteristica cero, p no es una unidad en este anillo (la
invertibilidad de p se introduce al pasar a Bi";lf = A,-nf[%}, ver Definicion 2). La
estructura de potencias divididas ~,(z) proporciona un analogo formal de z™/n! sin
asumir que n! sea invertible (Lema 6). Esto es crucial porque permite la existencia de
elementos como ¢t = log([¢]) presentada en ecuacion (1) (cuya serie involucra divisiones
por enteros), dentro de un anillo p-adicamente completo y asegura que el endomorfismo
de Frobenius ¢ se extienda de manera controlada desde A;, ;. Esta extension es vital
para las propiedades de A.;s y su rol en la teoria.

Preservar A..;s como un anillo donde p no es invertible es esencial para mantener
una fina estructura p-adica y la conexién con la cohomologia cristalina, fundamental en
los teoremas de comparacion (Teorema 1). Invertir p prematuramente, para trabajar
en Bi";lf, trivializaria aspectos de esta estructura p-adica antes de que A..;s pueda
cumplir su funcién como un puente en la Teoria de Hodge p-adica. Para una discusion
maés profunda sobre estos anillos, se puede consultar [19] o [23].

Como w es un generador de A;,s Nkerd, se tiene que Aeris = /Tmf@)), donde
denota la completacion p-adica. Otro generador de A;, f Nker § también es el elemento
[p°] — p.

El siguiente lema nos da una condicién sobre cudndo cualesquiera dos elementos en
Ajny producen la misma sub A;,r-algebra generada por las potencias divididas.

LEMA 8. Siz,y € Aing, x =y (méd pAing) entonces Aip(x) = Aing(y).

Usando el lema, se tendria que A5 = ﬁm f<[pb]>.

Como A..;s estd definida como completacion p—adica es natural equipar A..;s v
B;is con la topologia p-ddica. Con esta topologia, la inclusion A,y — Acris €s
continua al igual que la inclusién B} e BI...

Frobenius se extiende candnicamente a un endomorfismo Agp;s — Acris, ya que
Ains{[p®]) es estable bajo Frobenius. En efecto,

¢ ( [pj,n) =[PP ( Lpgn > :

+

cris?

2Para una breve motivacién sobre el rol de Acris y B véase la Seccion 8.
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+

Invirtiendo p se obtiene Frobenius para B_ .. Analogamente, Gi extiende la accion

a B:Z,is.
A..;s contiene un periodo para el caracter ciclotémico, i.e., un elemento en el cual
Galois acttia por multiplicaciéon por x, el caracter ciclotémico. Este elemento es
o )
-1 (e - 1)
1 t =log([e]) = 7111([’ .
(1) g(ld) = > (1) -

i=1
Frobenius acttia como [¢] — [e]” y Gk actiia como gle] = [¢]X(9), g € Gk. Tomando

logaritmos, ¢(t) = pt y gt = x(g)t, Vg € Gk. Asi, t es un periodo del caracter
ciclotémico.

4.1.8.  El anillo Byg.

Definicion 9. Definimos B;R como la completacion de B;; 7 respecto a la topologia
(ker §)—adica, es decir

B,
Bl =lim —2
dR
% (ker )™
Como B;[R esta definido como una completacion, la topologia natural en este anillo
es la topologia (ker §)—adica. También podemos extender la funcion 6 a B;{R con la
composiciéon B;R — B;; ¥ /kerf — C, y a esta extension la denotaremos como 84g.
Asi, B}, tiene una filtracion dada por Fil™ B}, = (ker 04r)™.
Una sucesion (z,)n>0 de elementos en B;R converge a x € BjR si y s6lo si para
todo m, la sucesién {x,, (méd Fil™B},)} es eventualmente constante.

Definicion 10. Definimos el anillo Bgr = B:[R[ﬂ.‘?

Como BCJ[R es un anillo de valuacion discreta con uniformizador ¢, se tiene que Bggr
es el campo de fracciones de B;R, es decir, este anillo es de hecho un campo.

La filtracién de De Rham se extiende a Bygr : Fil"™"Bgr = th;R, m € Z. Para
més informacion se recomienda consultar al lector [3], [6], [23].

5. REPRESENTACIONES DE GALOIS p-ADICAS

Una vez que hemos construido los anillos de periodos, regresamos a la idea de
Fontaine para clasificar las representaciones de Galois p-adicas. En esta seccién se
hablara primero de la B-admisibilidad de una representacién para luego dar paso a
un ejemplo concreto: como el anillo de periodos Bggr nos dara mas informaciéon sobre
la representacion. La bibliografia que se seguirad en esta seccion es [19)].

5.1. Representaciones admisibles. Sea F un campo y G un grupo. Sea B una
F—algebra, dominio equipado con una G—accion (como F—algebra) y asuma que la sub
F-algebra F = B es un campo.

No se imponen estructuras topologicas en B, F' o G. El objetivo es usar a B para
construir un funtor de representaciones F-lineales de G de dimension finita a E—
espacios vectoriales de dimensiéon finita equipados con estructuras adicionales que
dependen de B.

Sea C' = Frac(B) y G actia en C' de manera natural, i.e., g(%) = g(a)g(b™1).

Definicion 11. Decimos que B es (F, G)-regular si C¢ = BY(= E) y si para todo
b € B\{0} cuyo espacio generado F-lineal F'b es G—estable se tiene que b es unidad
en B.

Notemos que si B es un campo, entonces es (F, G)-regular.

3Para una breve motivacién sobre el rol de B;R y Bgr, véase la Seccion 8.
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Definicién 12. Si B es un dominio (F, G)-regular y E denota el campo C% = BY,
entonces para cualquier objeto V' € Reppr(G) de G representaciones F-lineales de
dimension finita definimos

Dg(V):= (BerV)°,
es decir, Dg(V') es un E—espacio vectorial equipado con un mapeo canénico.
ay :BgDp(V) > BRr(BerV)=(BB)®@rV - BrV.

Definicién 13. Si se tiene la igualdad dimg Dp(V) = dimp (V) se dira que V es
una representacion B—admisible.

El siguiente teorema nos indica que el E-espacio vectorial Dg(V') es de hecho de
dimension finita y que al restringirnos a las representaciones B-admisibles, se tiene un
funtor exacto y fiel.

TEOREMA 14. Fijamos V' como antes.

i) El mapeo «, es siempre inyectivo y dimg D(V) < dimg V. La igualdad se da
y si solo si ay es un isomorfismo.

ii) Sea RepZ(G) C Repr(G) la subcategoria de representaciones B—admisibles. El
funtor contravariante Dp : RepB(G) — Vecg es exacto y fiel.

En particular, considerando a K un campo p-adico, i.e., extension finita de Q,,
F=Q,, G=Gal(K/K)yV representacién B-admisible, tenemos que:
= Si B = Byg, se dice que la representacion es de De Rham.
= Si B = B..;s, se dice que la representaciéon es cristalina.
s Si B = By, se dice que la representacion es semiestable.

5.2. Representaciones de De Rham. Analizaremos un poco més a detalle las
representaciones de De Rham. Como Byg es (Q,, Gk )-regular con Bféf = K, la
formalizacion general de representaciones admisibles provee de una buena clase de
representaciones p-adicas, los que son Bgg-admisibles.

Definicién 15. Definimos el funtor covariante Dgr : Repg,(Gx) — Veck a la
categoria de K-espacios vectoriales de dimension finita como Dgr(V) = (Bar ®q,

V)¢x . En el caso que dimp,,(V) = dimg,(V) diremos que V es una representacion
de De Rham.

El espacio D4r(V) tiene estructuras K-lineales adicionales (que vienen de la
estructura adicional de la K-algebra Byg), especificamente una filtracion K-lineal que
surge de la filtraciéon K-lineal en el campo de fracciones Byr del anillo de valuacién
discreto completo B;R sobre K.

Concretamente, para V € Repg,(Gx ), el K-espacio vectorial Dgr(V) = (Bar ®q,
V)% ¢ Vecy tiene estructura natural de objeto en Filg : Como Bgg tiene una
filtracion K-lineal, G estable dado por Fil‘(Bgr) = tiB;iFR7 obtenemos una filtracion
K-lineal, Gi—estable {Fil'(Byr) ®q, V} en Byr ®q, V' y este induce una filtracion
en Dyr(V) de elementos G g—invariantes, explicitamente

Fil'(Dar(V)) = (t'Bl; ®g, V).

6. CONSTRUCCION DE LA CURVA DE FARGUES-FONTAINE.

La curva de Fargues—Fontaine es un objeto de la teoria de ntimeros descubierta
en 2009 por Laurent Fargues y Jean Marc—Fontaine, donde en su geometria codifica
mucha informacién sobre la aritmética de los nimeros p—adicos. Se ha convertido
rapidamente en un tema de investigacion en la teoria de Hodge p-adica y el programa
de Langlands.

En esta seccion motivamos la definicion de la curva usando una analogia con la
esfera de Riemann. Luego, construimos la curva desde dos puntos de vista distintos,
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uno desde el punto de vista del algebra conmutativa y otro desde los espacios de Tilts
y Untilts [17, 21].

6.1. La esfera de Riemann. Para motivar la definicion de la curva, analizaremos
una curva mas familiar, la esfera de Riemann ]P)(lc, a la cual le podemos asociar anillos
Clz] € C((2))-
= Primero, el anillo de funciones meromorfas sobre P sin polos fuera del punto
al infinito es el algebra de polinomios C[z], donde z denota el parametro local
habitual en el origen.
= Mirando los desarrollos de Laurent en el punto al infinito de todas las funciones
meromorfas en P{. encontramos el anillo C((1)), donde 1 es un pardmetro local
para el punto al infinito.

C((2)

Clz]
Ficura 1. Esfera de Riemann.

Reciprocamente, podemos reconstruir la esfera de Riemann a partir de los anillos
C[z] € C(()) [17]. Més precisamente, cada punto z de la esfera de Riemann P
puede asociarse univocamente con un subespacio de dimensiéon uno I, (una linea)
dentro del espacio de funciones de grado < 1, que es C @ Cz. Si consideramos la
linea afin C (identificada con ]P’(lC menos un punto), un punto z = zy € C se asocia
con la linea [,, de funciones f(z) = a(z — zp) que se anulan en zy. Para el punto
al infinito, * = oo, la linea [, corresponderia al espacio de funciones constantes
f(z) = a. Toda esta correspondencia puede expresarse de manera mas unificada
utilizando coordenadas homogéneas. Si un punto x € IP’}C se representa por [Xg : X1],
y el espacio de funciones de grado < 1 se ve como el espacio de formas lineales
ClZo, Z1)1 = {aZy+bZy | a,b € C}, entonces I,, es el subespacio de dichas formas que
se anulan en [Xp : X1] (es decir, aXy + bX; = 0). Esta condicién define una linea de
soluciones para (a, b). Asi, tenemos la correspondencia general:

r€PL e 1, CC[Z, Z1)1.

Esta identificacién entre puntos y lineas de funciones es la que se busca replicar
para la curva de Fargues-Fontaine.

Maés atn, si

S=EP{f eClz] | deg f <k},
k>0

entonces Proj(S) = PL.4

Partiendo de esta analogia, la curva de Fargues-Fontaine se construye utilizando
los anillos B, C Byg (donde B, := B?>! denota los puntos fijos bajo la accion de
Frobenius en Be.;s) en el contexto p-adico.

A esta curva la denotaremos como X', Concretamente, Fargues y Fontaine
demostraron que [14]:

4Estrictamente, la construccion Proj se aplica a anillos graduados donde Sp es un campo y S
es generado por S; como Sp-algebra, y Sk son las componentes homogéneas de grado k. La forma
estandar es S = C[Zp, Z1], donde Sy, = C[Zo, Z1]j. El anillo S definido en el texto estéa relacionado
con el anillo de secciones globales S’ = @, ~, H°(PL, O(k)), donde HO(PL, O(k)) es isomorfo a Sk.
Se tiene Proj(S’) = IP%:. Para una referencia general sobre Proj y estos resultados, ver por ejemplo
[24, Capitulo II, Secciones 2 y 7].
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Bar

B,

FIGURA 2. Representacion artistica de la curva de Fargues—Fontaine [17].

TEOREMA 16 (FF). Eziste un esquema regular, noetheriano, conexo, separado de
dimension uno, X¥¥, sobre Qp; tal que tiene un punto al infinito y, el anillo de
funciones meromorfas sin polos fuera del infinito es el anillo B..

En este caso, si S = @,~o{f € Be | degf < k}, entonces la curva de Fargues-
Fontaine se define como X*F = Proj(S).

En esta construccion algebraica via Proj(S) [14, Seccion 10.1], cada punto x de la
curva X corresponde, por definicion, a un cierto ideal primo homogéneo relevante
del anillo graduado S. Este ideal, a su vez, permite identificar un subespacio de
dimension uno, l,, dentro del espacio de funciones de grado 1 en B. (es decir, la
componente S; del anillo graduado). Asi, de manera aniloga al caso de la esfera de
Riemann, se establece una biyeccion fundamental entre los puntos de la curva y estas
lineas de funciones, como se afirma en el Teorema 16:

re X' ww I, ={f€B.|degf <1}

Esta correspondencia nos permite interpretar B, como un anillo de funciones sobre el
objeto geométrico X F'F.

6.2. Otro punto de vista: Tilts y Untilts. A continuaciéon presentamos otra
forma de construir la curva de Fargues-Fontaine mediante lo llamados tilts y untilts.
Esta seccién esta basada en la secciéon 2.1 de [16].

Sea C' un campo algebraicamente cerrado que contiene a Q, y es completo respecto
a un valor absoluto no arquimediano | - |¢ : €' — Rx>( que extiende el valor absoluto
p-adico en Q,. (Un ejemplo es C,,, los complejos p-adicos).

Definicién 17. El tilt ' = C” de C es un campo algebraicamente cerrado que
contiene a IF, y es completo respecto a un valor absoluto no arquimediano no trivial
| . |F B — Rzo.

Como conjunto,
C" ={(ag,a1,...) | e, €C y a¥ =a;_1}

La multiplicacion se define término a término y la suma como (ag, a1, ...)+(bo, b1, ...) =
(co, €1, -..), donde

, n—1i
¢i:= lim (a,+by)? .
i<n—o0

Reciprocamente, sea F' con las hipotesis de la definiciéon de tilt.

Definiciéon 18. Un untilt de F' es un par (C, i), donde C' es un campo algebraica-
mente cerrado que contiene a @, y es completo respecto a un valor absoluto no arqui-
mediano |-|¢ : €' — Rx>¢ que extiende el valor absoluto p-adico en Q, e i : F' — C” es
un isomorfismo de campos valuados.

Decimos que dos untilts (C,4),(C’,4") son equivalentes si existe un isomorfismo
C = (' tal que el isomorfismo inducido entre sus tilts es compatible con 7 y ', es
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decir, si existe 1) : C' — C’ isomorfismo tal que el diagrama conmuta:

b
Cb Y C/b ,

1A

F
donde ¥°(ag, ay,...) = ((ao),¥(a1),...).

Definicién 19. Sea |Yr| el conjunto de clases de equivalencia de untilts de F.

Dado un untilt (C,i) de F' podemos construir nuevos untilts (C,i o ¢™) para todo
m € Z, donde ¢ es el automorfismo de Frobenius.

Definicién 20. Decimos que dos untilts (C,4), (C',i’) son Frobenius equivalentes
si existe m € Z tal que (C,7) y (C',i o ¢™) son equivalentes.

El conjunto de clases de equivalencia de untilts Frobenius equivalentes estd dado
por el cociente

Yl /",
donde el grupo ciclico infinito ¢ acttia en |Yr| via
" - (C1) = (Crio ™).

El siguiente resultado cuya demostracion puede ser consultado en [16] nos da la
relacion entre este conjunto de clase de equivalencia y las curva de Fargues-Fontaine.

TEOREMA 21. Eriste una curva XE¥ cuyos puntos estdn en biyeccion con |Yr|/@?.

7. LA CURVA Y LAS REPRESENTACIONES DE (GALOIS p-ADICAS.

En esta ultima seccién se muestra la relaciéon de la curva de Fargues-Fontaine,
especificamente sus fibrados vectoriales, con las representaciones de Galois p-adicas,
haciendo uso del teorema de Harder-Narasimhan. En los fibrados vectoriales se tiene
lo siguiente:

Definicion 22. Sea X una superficie de Riemann. Para cualquier fibrado vectorial
E de X asociamos dos invariantes:
» Su rango, rk(FE) € N.
» Su grado, deg(E) € Z, definido como el grado de su haz (lineal) determinante.
El grado de un fibrado lineal L se define identificando a L con un divisor de
Weil > ne[7] y definimos deg(L) = > x M-

De los dos invariantes anteriores se define un tercero, su pendiente
deg(E)

= c Q.

m(E) k(E) Q

Se dice que E es semiestable si u(E’) < u(E) para todo E’ subfibrado vectorial de
L.

Enunciaremos ahora el teorema principal de este seccién cuya demostraciéon puede
ser consultada en [16].

TEOREMA 23 (Harder-Narasimhan (H-N)). Sea E un fibrado vectorial de una
superficie de Riemann X. Entonces E tiene una unica filtracion de subfibrados

0=EyCE C---CE,=E,

tales que:

s Fl fibrado cociente es semiestable para todo i = 1,...,m.
i—1

o u(B) > > p(E).




56

JORGE A. ROBLES HDEZ. Y J. ROGELIO PEREZ-BUENDIA.

En general hay otras categorias en las cuales existe un analogo al teorema de H-N.

Mencionaremos algunas de estas.

= Fibrados vectoriales de una curva X.
Sea X una superficie de Riemann. Sea Vect(X) la categoria de fibrados en
X. Equipado con las nociones definidas anteriormente de rango y grado, dicha
categoria satisface el teorema H-N.

» Los pares P'-algebraicos completos. Antes de definir estos objetos necesitaremos
la definicién de una funcion casi euclidiana.

Definicién 24. Una funcién casi euclidiana de un dominio entero B es una
funciéon v : B — NU {—o00} que cumple las siguientes propiedades:
1. v(f) = -0 <= f=0.
2. Para f,g € B — {0} se tiene que v(f) < v(fg).
3. Siv(f) =0, entonces f es unidad.
4. Si f,g € B con v(g) > 1, entonces existen q,r € B tales que f =gq+7ry

v(r) <v(g).

Definicién 25. Un par Pl-algebraico es un par (B,v) que consiste de un
anillo de ideales principales B y una valuacion v : Frac(B) — Z U {co} tal que
—v es una funcién casi euclidiana en B. Decimos que el par es completo si

V() + D ordy(f) =0,
pCB
para todo f € B, donde p corre sobre todos los ideales primos distintos del cero
de B y ord, denota la valuaciéon p-adica asociada en B.

Sea (B, v) un par P!-algebraico completo. Un fibrado vectorial en (B,v) se
define como un par (M, M), donde M es un B—médulo libre de rango finito y
M es un O, —reticulo dentro del espacio vectorial de dimension finita M ®@pk,,
donde k, es la completacion de k = Frac(B) respecto a vy O, es el anillo de
enteros.

e El rango de (M, M) es el rango del moédulo M.

e El grado se calcula como la valuacién v del determinante de la matriz de
cambio de base entre una base de M sobre B, y una base de M, sobre
0,5

Asi, la categorfa de fibrados vectoriales de un par P!-algebraico (B, v) cumple
el teorema H-N.

En particular, para el par P!-algebraico completo (Be,v4r), donde v4r denota
la valuacion en Byg, los (B, v)—pares solo son llamados B-pares. Aqui un fibrado
vectorial es un par (M, Myg) tal que

e M es un B.—mddulo libre de rango finito.

e Mygr es un B:{Rfreticulo dentro de M ®p, Bdg.

La siguiente proposicion relaciona las dos categorias antes mencionadas. Su
demostracion puede ser consultada en [16].

PROPOSICION 26. La categoria de (Be,vqr)—pares se identifica con la cate-
goria Vect(XTF) de fibrados vectoriales de la curva de Fargues—Fontaine.

= Espacios vectoriales con filtraciones.
Dada una extension de campos L/F, sea VectFil, p la categoria de pares
(V, Fil*Vy), donde V es un F-espacio vectorial de dimension finita y Fil® es

5Esta definicién concreta se alinea con la definicién general del grado de un fibrado vectorial como

el grado de su fibrado determinante, que aparece en textos como [24, Ap. A] o [19, §2.2]. En efecto, si M
tiene rango r, entonces det M := A" M es un B.-m6dulo libre de rango 1, y det Moo C det M®p, Bagr
es un reticulo sobre B;R. La valuacion v(det A), donde A es la matriz del cambio de base entre bases
de M y Mx, coincide con la posicién relativa del reticulo det Moo, y por tanto con el grado del
fibrado determinante.
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una filtracién en V, = V ®p L separada y exhaustiva. Se definen el rango y
grado del par como:

o rk(V,Fil*Vy) = dimp V.

o deg(V, Fil*Vy) = >, 5 idimp (g7 VL)

Asi, esta categoria cumple con el teorema H-N.

Isocristales.

Sea K campo perfecto de caracteristica p y Ko = Frac(W(K)). Un isocristal
sobre K es un par (D, ¢p), donde D es un Kp—espacio vectorial de dimension
finita y vp : D — D es un isomorfismo ¢—semilineal (esto es, pp(ad) =
v(a)pp(d) para todo a € Ky y d € D).

e 7k(D,pp) = dimg, D.

e deg(D,¢p) = —deg™ det(D, pp), donde deg™ de un isocristal de rango uno
(L, ¢r) se define escogiendo un elemento basico e € L, luego ¢ (e) = ae
para algin a € Ko y deg®(L,p1) := vp(a), ya que Ky es campo de
valuacion discreta.

Asi, esa categoria cumple con el teorema de H-N. A esta categoria se le suele
denotar como ¢ — Modg, .

d
Sea A = 7 € Q, donde (d,h) = 1y h > 0. Podemos definir un isocristal
(Dx, pa) € ¢ — Modg, como
e D, = K, con elementos bésicos ey, ..., e,.
e ) : Dy — D) como el inico endomorfismo semilineal que satisface:

€it1, st Z.:].,...,hfl,
palei) =
p~ei, si i = h.
El isocristal (Dy, ¢)) tiene rango h, grado d y pendiente A.
LEMA 27. Sea (D,¢p) € ¢ — Modg, isocristal sobre IF,. Entonces el par
((Bc'ris ®Qp D)So:1’ B;I‘FR ®Qp D)

es un fibrado vectorial (Be,var) con rango y grado dado por el rango y grado
del isocristal.

Este lema asocia a un isocristal fibrado un fibrado vectorial en X ¥, deno-
tado por £(D, ¢p). En particular, en el caso del isocristal (Dy,¢x) con A € Q,
escribimos Oxrr(A) := £(Dy, @a). Por el lema, Oxrr(\) tiene rango h, grado

d
d y pendiente A\ si A\ = 7 con (d,h) =1y h>0.

TEOREMA 28 (De clasificacién de fibrados vectoriales en X¥F). Sea E un
fibrado vectorial en X¥F. Entonces existe una tnica sucesion de racionales
AL > - > Ay tales que E es isomorfo a

@ OXFF (Al) = @g(DXm(p/\i)'
=1 =1

La demostracion de este teorema puede ser consultada en [14].

COROLARIO 29.
o El funtor (=) : o — Mody, — Vect(XFF) es esencialmente sobreyectivo.
e Sea E un fibrado vectorial de X*F y X € Q. Entonces E es semiestable de
pendiente \ si y solo si E es isomorfo a Oxrr(AN)™ para algin m > 1.
e La categoria de fibrados vectoriales de X' semiestables y de pendiente cero
equivalente a la categoria de Q,—espacios vectoriales de dimension finita via
VeV Xq, Oxrr.
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» o — ModFilg,k,-

Esta es la categoria de los tripletes (D, ¢p, Fil* D) donde
e D es un Ky—espacio vectorial de dimension finita.
e vp: D — D, isomorfismo ¢-lineal.
e Fil® es una filtraciéon en Dk := D ®k, K separada y exhaustiva.

Es decir, (D,¢) € ¢ — Modg, y (D, Fil*Dg) € VectFilk, . Definimos:
L] ’I“k‘(D, @D, FZI.DK) = dimKO D.
e deg(D,¢p, Fil*Dg) := deg(D, ¢p) + deg(D, Fil* D).

De esta forma, esta categoria cumple con el teorema de H-N.

Como B,;s C Byg, si V es representacion cristalina entonces V es de De Rham y
Dp,,(V)=Dp, ., (V) ®xk, K. Asi el funtor

D pis : Reperis (GK) — P — MOdFilK/KD

es completamente fiel.

Fontaine conjetur6 que todo isocristal filtrado estaba en la imagen esencial de
Reperis(Gr) sty solo si era débilmente admisible [14, Capitulo 8: classification des
fibrés vectoriels: le cas F' algébriquement clos| , que en este caso, es equivalente a pedir
que sea semiestable y de pendiente cero. Esto demuestra que

Deris : Repcris(GK) — P - MOdFil}‘é'/aKO’

donde w.a. denota weakly admissible (débilmente admisible) es una equivalencia
de categorias. También es posible demostrar que la categoria de representaciones
semiestables se puede describir como isocristales filtrados débilmente admisibles con
operador de monodromia [14].

Finalmente, hemos llegado a uno de los objetivos de la teoria de Hodge p-adica,
describir clases de representaciones de Galois p-ddicas en términos de pura algebra
lineal.

8. EPILOGO

El estudio de la curva de Fargues-Fontaine es actualmente un tema de investigacion
muy activo dentro del area de la geometria aritmética. Trabajos como los de Peter
Scholze sobre perfectoides [20] o de Fargues respecto al programa de Langlands [15]
son muestra del actual avance en este topico.

A lo largo de este articulo, hemos presentado la construccion de los anillos de
periodos de Fontaine, culminando en la curva de Fargues-Fontaine. Puede resultar util
reflexionar sobre la arquitectura de esta construccion, como bien lo detalla Colmez [21].
La necesidad de mailtiples anillos (Amf7B;;f,AcriS,BjR,BdR) surge de la delicada
tarea de tender puentes entre mundos aparentemente dispares: la aritmética de Q,,
las representaciones de Galois G, vy la geometria p-ddica, cuyas estructuras formales
guardan ciertos paralelismos con la geometria compleja.

Cada anillo juega un papel especifico:

» Oc, y R: Proporcionan el material base p-adico y su versién perfecta R (el
"tilt"), esencial para manejar Frobenius.

» A5 = W(R): Levanta R a caracteristica cero, introduciendo la estructura de
Witt y permitiendo la aparicion de p. (Ver Definicion 2).

« B s+ Permite la inversion (formal) de p, acercéndose a un campo Q,-vectorial.

s A..is: Introduce la estructura de potencias divididas y la completitud p-adica,
esencial para alojar periodos como ¢ y conectar con la cohomologia cristalina
(ver Observacion 1). Es el puente principal. (Ver Definicion 7).

] B;"m.s: La versiéon de A.,;s con p invertido.

] B;R y Bagr: Incorporan la topologia (ker#)-adica y el periodo ¢, creando el
campo p-adico anélogo a C que permite la comparaciéon con la cohomologia de
De Rham y define la filtracion de Hodge-Tate. (Ver Definicion 10).
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Esta secuencia de anillos, cada uno con sus acciones de Galois y Frobenius, cons-
tituye el ingenioso andamiaje que permite a Fontaine (y Fargues-Fontaine) asociar a
las representaciones p-adicas distintos objetos de dlgebra lineal con estructuras adicio-
nales (accion de Frobenius, filtraciones, conexiones), segtn el contexto. En particular,
permiten traducir la informacion aritmética en términos geométrico-lineales, como
modulos con filtracion (en el caso de Bgr) o con Frobenius (en el caso de Beis)-

Otro punto de vista que particularmente estamos estudiando son los sistemas
dindmicos de funciones racionales sobre la curva: estudiar puntos periodicos o los
conjuntos de Fatou y Julia podrian llevarnos a descubrir atin mas informacion acerca
de este objeto mateméatico tan importante.

Finalmente, conviene recordar que este sistema de anillos no fue disenado para
resolver un unico problema, sino para tejer puentes entre estructuras profundamente
distintas. Como sefiala Colmez [21], la teoria de periodos de Fontaine constituye una
auténtica arquitectura matematica: no se trata solo de construir un anillo universal,
sino de organizar multiples niveles de compatibilidad entre geometria, aritmética
y analisis. Cada anillo juega un papel estructural fundamento, puente, ventana o
terraza en este edificio conceptual. Comprenderlo implica recorrer sus niveles, descifrar
sus relaciones, y reconocer en ellos el lenguaje profundo de la geometria aritmética
contemporanea.
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