MIXBA’ AL,

Revista Metropolitana de Matematicas.

Vol.16, No.1, paginas 235-242.

Recibido 30-05-2025. Aceptado 27-07-2025.
www.doi.org/10.24275/uami/dcbi/mix/v16n1/nardie

COLORACIONES LOCALIZADORAS EN GRAFICAS

NARDA CORDERO-MICHEL, DIEGO GONZALEZ-MORENO

RESUMEN. Las coloraciones localizadoras surgen de la combinacién de dos nociones muy
estudiadas en teoria de las graficas: las coloraciones propias y los conjuntos localizadores.
En una coloracién localizadora, ademés de requerirse que vértices adyacentes reciban colores
distintos, se pide que cada vértice sea identificable de manera tinica a partir de su vector de
distancias a las clases cromdticas. Este articulo presenta una introduccién accesible a este
concepto. Se discuten ejemplos, propiedades basicas y algunas cotas del nimero cromético
localizador, con el objetivo de ilustrar el interés tedrico de esta nocién.

1. INTRODUCCION

Este texto aborda el estudio de las coloraciones localizadoras, un concepto que combina
dos nociones de la teoria de las graficas. Por un lado, la coloracion propia de vértices, en
la que se asignan colores a los vértices de una grafica de forma que vértices adyacentes
reciban colores distintos. Por otro lado, los conjuntos localizadores (también conocidos como
‘resolving sets’), que permiten distinguir los vértices de una grafica a partir de sus distancias
a un subconjunto fijo de vértices.

La idea es la siguiente: se busca una manera de colorear propiamente los vértices de una
grafica, de modo que cada vértice tenga una “huella digital” Gnica. Esta huella esta determinada
por sus distancias a cada clase de color y recibe el nombre de codigo de color. Si ningln par
de vértices comparte el mismo c6digo, entonces es posible identificar univocamente cualquier
vértice a partir de sus distancias a los distintos colores.

Esta forma de codificacion basada en colores y distancias resulta util en diversas aplicacio-
nes. Por ejemplo:

» En el diagnéstico de redes, nos permite detectar la ubicacion de una falla a partir de
sefiales recolectadas en distintos puntos.

» En el disefio de etiquetas o sistemas de localizacion, facilita distinguir ubicaciones de
manera eficiente.

= En contextos como la robédtica o la navegacion autonoma, ayuda a que un agente
determine su posicion sin GPS, solo midiendo distancias a ciertos puntos de referencia.

Considera una grafica G. Una k-coloracion propia de los vértices de G es una funcién
I': V(G) - {1,2,...,k} tal que, si dos vértices u y v son adyacentes, es decir, uv € E(G),
entonces ['(u) # I'(v). En otras palabras, se asignan colores a los vértices de modo que los
vértices adyacentes reciban colores distintos. Al minimo nimero de colores para los cuales G
admite una coloracion propia, se le conoce como el niimero cromatico de G y se denota por
x(G). En una coloracién, a cada color i € {1,2,...,k} le corresponde una clase cromatica
C = I"~(i), que consiste en el conjunto de vértices que reciben el color i. Diremos que una
clase cromatica es singular si contiene exactamente un vértice.

Dada una coloracién I', podemos medir qué tan cerca estd un vértice v € V(G) de cada
clase cromatica. Para ello, definimos la distancia de un vértice v a un conjunto .S C V(G)
como

d(,S)=min{d(v,u): u € S},
donde d(v, u) denota la distancia entre vértices en la grafica.

Si tomamos una ordenacién de las clases cromaticas (Cy, C,, ..., C}), podemos asociar a
cada vértice v un vector de distancias a dichas clases. A este vector lo llamamos el codigo de
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color de v, y lo denotamos por
CF(U) = (d(l), C] )’ d(U7 C2)’ LR d(U7 Ck))

Diremos que I' es una coloracion localizadora de G si I” es una coloracién propia y, para
todo par de vértices distintos u, v € V' (G), se cumple que cr(u) # cp(v).

Obsérvese que una coloracion en la que cada vértice recibe un color distinto es una colora-
cién localizadora, por lo cual siempre se puede dar una coloracion localizadora a una grafica,
sin embargo, es de interés encontrar coloraciones localizadoras que utilicen un niimero menor
de colores. El nimero cromaético localizador de una grifica G, denotado por y; (G), se define
como el minimo ntimero de colores para los cuales se puede dar una coloracion localizadora
de G.

En la figura 1 se muestra una coloracién localizadora del ciclo de longitud 6 que utiliza el
menor nimero posible de colores.

FIGURA 1. Una coloracién localizadora de Cg con 4 colores

Las coloraciones localizadoras fueron introducidas por Chartrand et al. [5] como una
generalizacion del concepto de dimension métrica en graficas.

Este trabajo est4 organizado como sigue: en la seccidn 2 se presentaran las definiciones de
las nociones y los conceptos que se abordaran en este texto, en las seccién 3 se demostraran
algunos resultados generales sobre el nimero cromético localizador y, en la seccién 4, se
encontrard el nlimero cromético localizador para dos familias de gréficas.

2. DEFINICIONES BASICAS

Sea G = (V(G), E(G)) una gréafica simple, conexa y no dirigida, donde V' (G) denota el
conjunto de vértices y E(G) el conjunto de aristas, es decir, pares no ordenados de vértices
adyacentes. El orden de G es el nimero de vértices que contiene, denotado por |V (G)|,
mientras que el tamafio de G es el ntimero de aristas, denotado por | E(G)|.

Una subgrafica de G es una grafica H = (V(H),E(H)) tal que V(H) C V(G)y
E(H) C E(G). Si E(H) contiene todas las aristas de G cuyos extremos estian en V (H),
entonces H se llama una subgrafica inducida de G.

Una trayectoria de longitud  en G es una sucesién de vértices distintos (v, vy, ..., v,) tal
que v;_,v; € E(G)paratodo i = 1, ..., r. La distancia entre dos vértices 1 y v de G, denotada
por d(u, v), es la minima de las longitudes de las trayectorias que los unen. A una trayectoria
de u a v de longitud d(u, v) se le llama uv-geodésica. El diametro de una grafica G, denotado
por didm(G), es la mayor distancia entre pares de vértices de G:

diam(G) = max{d(u, v): u,v € V(G)).

Dada una coloraciéon I' : V(G) — {1,2,...,k} y una clase croméitica C; = -G,
definimos la distancia de un vértice v al conjunto C; como

d(v,C;) = min{d(v,u) : u € C;}.
A cada vértice v € V(G) se le asocia el codigo de color
cr(©) = (d(v, C)),d v, Cy), ..., d(v, Cp)),

donde (C{, C,, ..., Cy) es el orden fijado de las clases cromaticas.
Diremos que I es una coloracién localizadora si c-(1) # c-(v) para todo par de vértices
distintos u, v € V(G).
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El ndimero cromatico localizador de G, denotado por y;(G), es el minimo nimero de
colores que se requieren en una coloracion localizadora de G. Dado que la coloracién que
asigna a cada vértice un color distinto es localizadora, es inmediato que y; (G) < |V(G)].

3. RESULTADOS

En esta seccion se presentan algunas propiedades bésicas del nimero cromético localizador,
asi como cotas generales y resultados que permiten acotarlo en distintas clases de gréficas.
Encontrar el valor exacto de y;(G) puede ser muy dificil, por esto, resulta fitil establecer
cotas, ejemplos representativos y construcciones que nos permitan comprender mejor su
comportamiento.

Como las coloraciones localizadoras son, en particular, coloraciones propias, se tiene que

1(G) <y (G),

para toda grafica G.
También es posible establecer una cota superior en términos del orden y de una subgrafica
inducida de G.

TEOREMA 1. Sea G una grdfica de orden ny sea H una subgrdfica inducida de G. Entonces
x0(G) <n—|V(H)| + y (H).

Demostracion. Sea G una graficade orden n, y H una subgréficainducida de G. Consideremos
una coloracién localizadora de H con y;(H) colores, a la cual denotaremos con ¢. Ahora,
definimos la coloracién I" de V' (G) como sigue:

@(v) siv e V(H),

I'v) =
@ un color nuevo y singular siv € V(G) \ V(H).

Se puede ver que I" utiliza n—|V (H)|+ y; (H) colores. Veamos ahora que I" es un coloracion
localizadora de V (G).

Supongamos por contradiccién que hay dos vértices u y v que tienen el mismo codigo de
color, es decir,

cr(v) = cp(u).

Como los colores de los vértices en G — H son singulares, entonces necesariamente
u,v € H. Pero la coloracién de H es localizadora, por lo que ¢,,(u) # c,,(v). Como I coincide
con @ en H, se sigue que cr(u) # cr(v), lo cual contradice la suposicion. Por lo tanto, I es
una coloracién localizadora de V (G). U

Otra cota superior para el nimero cromatico localizador puede darse en términos del
didmetro y el orden de la grafica.

TEOREMA 2. Sea G un grdfica de orden n'y didmetro d, entonces
x.(G)<n—d+2.

Demostracion. Sea G una grafica con n vértices y didmetro d. Sean u, v € V(G) tales que

dw,v)=dyseaT = (u=uvq,0,,...,Uz,1 = V) una uv-geodésica. Supongamos que V(G) =
{v1, 00, ..., U441, Vg42, .- » U, }. Definimos la siguiente coloracién I'. Dado v; € V(G),

1 sii=1,

2 siiespary2<i<d+1,

') = . p Y .

3 siiesimpary3<i<d+]1,

i siie{d+2,...,n}.
Obsérvese que I" es una coloracién propia y localizadora. (]

TEOREMA 3. Sea G una grdfica conexa de orden n'y diametro d y y; (G) = 3. Entonces,
n<6(d-1)+3.
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Demostracion. Sea G una grafica como en la hip6tesis. Sea I una coloracién localizadora con
3 colores y sean C|, C, y Cj las clases cromiticas de I'. Obsérvese que para todo v € V(G),
el cédigo de color de v tiene exactamente 3 entradas de las cuales exactamente una es 0, hay
al menos un 1 y cada entrada vale a los mas d.

Sea Cr(v) = (x, y, z). Procedemos por casos:

Caso 1. Existen dos entradas con valor 1 en Cr-(v) = (x, y, z). Notese que hay tres vectores
que cumplen la condicién.

Caso 2. Hay exactamente una entrada con valor 1. En este caso, la entrada restante x puede
tomar los valores {2,...,d}. Por cada x € {2,...,d} hay 3! = 6 vectores distintos. En total
hay 6(d — 1) vectores con exactamente un 1.

Uniendo ambos casos, tenemos que en total hay 6(d — 1) + 3 vectores diferentes. Por lo
cual, hay a los més 6(d — 1) + 3 vértices, lo cual concluye la prueba.

4. NUMERO CROMATICO LOCALIZADOR DE DOS FAMILIAS DE GRAFICAS

Como ya se menciond, encontrar el nimero cromatico localizador para una grafica dada G
es una tarea dificil. Sin embargo hay algunas familias de graficas para las cuales es posible
determinar este ntimero. El procedimiento tiene dos etapas: la primera y mas sencilla, es
encontrar una coloracién localizadora con el nimero propuesto de colores, digamos k colores,
lo cual nos dice que k colores son suficientes para dar una coloracién localizadora de G, es
decir, obtenemos una cota superior para el nimero cromético localizador (y;(G) < k); La
segunda etapa y mas laboriosa consiste en demostrar que ninguna coloracién propia de G con
k — 1 colores (o menos) es localizadora, es decir, obtenemos una cota inferior para el niimero
cromatico localizador (y; (G) > k).

Empezaremos por encontrar el nimero cromatico localizador de una gréfica particular, la
gréifica de Petersen, y después veremos cOmo es ese niimero para dos familias de graficas: las
trayectorias y los ciclos.

TEOREMA 4. Si P es la grdfica de Petersen, entonces
xp(P) =4

Demostracién. Primero veamos que y; (P) < 4.

U1

FIGURA 2. Una coloracioén localizadora de la gréafica de Petersen con 4 colores

Observa que, de acuerdo a la coloraciéon I' de P de la figura 2 y el orden de colores
(Cy, C,, C,, C,), el codigo de color de cada vértice es diferente:
= Los vértices azules tienen los siguientes c6digos de color:
CF(Ul) = (05 15 25 1)5 CF(U7) = (07 23 13 1) y CF(US) = (03 13 1, 2)'
= Los vértices rojos tienen los siguientes codigos de color:
cr(vy) = 2,0, 1, D)y ep(vg) = (1,0, 1,2).
= Los vértices verdes tienen los siguientes cddigos de color:
Cr(U3) =(1,1,0,1), Cr(Ug) =(1,1,0,2)y CF(U10) =(1,2,0,1).
= Los vértices amarillos tienen los siguientes cddigos de color:
cr(v,) = (1,2,1,0) y CF(U5) =(1,1,1,0).
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Todos los cddigos de color son distintos, por lo cual y; (P) < 4. Para ver que la grafica de
Petersen no se puede colorear con tres colores utilizamos el teorema 3. Como P tiene didmetro
2,si y;(P) =3, entonces |V (P)| <6(2—-1)+3 =09, lo cual es una contradiccidn. [l

TEOREMA 5. Sea n € N tal que n > 3, entonces yr(T,) = 3.

Demostracion. Sea n > 3y consideremos la trayectoria T, = (vy,0s,...,0,). Primero
veamos que y;(T,) < 3, para ello consideremos la coloracion localizadora con tres colores,
I': v, — {1,2,3}, dada por:

1 sii=1,
I'(v;) =42 siiespar,
3 siiesimparei > 3.

La entrada correspondiente al color 1 de cp(v;) es igual a d(v;, Cy) = d(v;,v) =i — 1 para
cadai € {1,2,...,n}, lacual es diferente para cada vértice de la trayectoria. Por lo tanto, I es
una coloracién localizadora. De donde, y; (G) < 3.

Ahora probemos que y; (T,) > 3. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe
una coloracién localizadora ¢ con dos colores, digamos rojo y azul. Como ¢ es propia,
entonces si v; tiene color rojo, se sigue que @(v;) es rojo siy s6lo sii es impar y @(v;) es azul
siy s6lo si i es par. Entonces, obsérvese que c(p(ui) = (1,0) para todo i par y c(p(ui) =(0,1
para todo i impar. En ese caso, T, tiene a lo mas dos vértices, lo cual contradice la hipétesis
n > 3. Por lo tanto, y; G > 3y, asi, y;(G) = 3.

O
o—0 & 0 0 ¢ o 0 °
FIGURA 3. Una coloracién localizadora de Ty con 3 colores
TEOREMA 6. Sea n € N tal que n > 3, entonces
3 sinesimpar,
x1(Cy) = .
4 sinespar.
Demostraciéon. Sea n > 3 un nimero natural. Supongamos que C,, = (v, Vs, ..., U, Uy).

Procedemos por casos.
Caso 1. Si n es impar, tomemos la siguiente coloracion I' (figura 4 (a)):

1 sii=1,
I'(v;) =42 siiespar,
3 siiesimparei > 3.

Consideremos el orden de colores (Cy, Cy, C3) = (C,, Cq, C,).

El tnico vértice cuya primera entrada es cero es el vértice v, . Para el resto de los vectores, la
primera entradaes d(v;, C;) =i—1para2 <i < ”;—1 yd(v;,C;) = n+1—ipara % <i<n
Por lo cual, dos vértices que tengan el mismo color tienen codigo de color diferentes pues
difieren en la primera entrada.

Ademés, si los cédigos de color de dos vértices distintos tienen su primera entrada igual,
digamos los correspondientes a v; y v; con 2 < i < j < n, entonces d(v;, Cy) = d(v;, Cy). De
donde se tiene que 2 < i < % y % <j<nmporlocuali—-1=d(;,C)) = d(vj,Cl) =
n+1—j.Deeste modo, n+2 =i+ j, porlocual iy jtienen distinta paridad ya que n + 2 es
impar. Asi, v; y v; tienen colores distintos, por lo que sus codigos de color difieren.

Por lo tanto, I es una coloracion localizadora y, asi, y;(C,) < 3 si n es impar. Notemos,
ademas, que como y;(C,) > y(C,)y x(C,) = 3 cuando n es impar, se tiene que y;(C,) =3
cuando n es impar.
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-

(a) Ciclo impar (b) Ciclo par

FIGURA 4. Coloracion distinguida de un ciclo

Caso 2. Si n es par. Tomemos la siguiente coloracion I (figura 4 (b)):

1 sii=1,
() 2 sii=2,
V) =
! 3 siiesimparei >3,
4

siiesparei > 4.

Consideremos el orden de colores (Cy, Cy, C3,Cy) = (C,, C,, Cq, C,).

El tnico vértice cuya primera entrada es cero es el vértice v; y el tinico vértice cuya
segunda entrada es cero es el vértice v,. Para el resto de los vectores, la primera entrada es
d(v,C))=i-1lpara3<i<s+1yd(v;,C))=n+1—iparas+2<i<nylasegunda
entradaes d(v;, Cy) =i —2para3<i<J+1yd(v,C)=n+2—ipara; +2<i<n.

De lo anterior, si los codigos de color de dos vértices distintos son iguales, digamos los
correspondientes a v; y v; con 3 < i < j < n, entonces d(v;, Cy) = d(v;,C)y d(v;, Cy) =
d(vj,Cz).Asi,Z% <i< §+1 y §+2 <j<mnporlocuali—1 =d(v;,C)) = d(vj,Cl) =n+l—j
ei—-2=d(v;,C,) = d(Uj, C,) = n+2—j.Deeste modo, se tiene que n+2 = i+j y n+4 = i+j,
lo cual es imposible. Es decir, no hay dos vértices que tengan el mismo cédigo de color. Por
lo tanto, I" es una coloracién localizadora y y; (C,) < 4 si n es par.

Veamos ahora que y;(C,) > 4. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe
una coloracién localizadora I': V(C,) — {1,2,3}. Por el principio del palomar, existe
una clase cromaética C; con al menos [g] vértices. Supongamos sin perder generalidad que
m =Gyl 2 3]

Consideremos Cy = {v;,,v;,, ..
y sean T} la trayectoria contenida en C, que inicia en v,y termina en Ui, para cada
je{lL2,..,n -1}y Tn1 trayectoria contenida en C, que inicia en v Y termina en
v;, - Tenemos entonces que /(T;) > 2 para cada j € {1,2,...,n;} pues no hay dos vértices
consecutivos en C, que tengan el mismo color. Ademas, s6lo los vértices extremos de 7 tienen
color 1, por lo que los vértices interiores deben estar coloreados con los colores 2 y 3, para
cadaj € {1,2,...,n;}.

Si para algin j € {1,2,...,n;}, la trayectoria T} tiene longitud mayor que 2, entonces el
c6digo de color del segundo vértice de T/ es (1,0, 1) si dicho vértice es de color 2 o (1, 1,0)
si es de color 3. De igual manera, el codigo de color del pendltimo vértice de T; es (1,0, 1) si
dicho vértice es de color 2 o (1, 1,0) si es de color 3. Dado que I es localizadora, tendriamos
que uno de esos vértices es de color 2 y el otro de color 3, y que T tiene longitud impar.
Ademas, ninguna otra trayectoria 7, puede tener longitud /(T;) > 3 pues, con el mismo
razonamiento, habria otro vértice con el cédigo de color (1,0, 1) o el cédigo de color (1, 1,0),
lo cual contradice que I" sea localizadora.

.,Uinl}donde i <lijy paracada j € {1,2,...,n; — 1}
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Asi, I(T}) = 2 paratodo [ € {1,2,...,n;} conl # j. Como C, es un ciclo par y
I(c, = :11 I(T}) = 2(ny — 1) + I(T}), se sigue que [(T}) debe de ser par, de donde, /(T}) no
puede ser mayor que 2, es decir /(T}) = 2.

Dado que /(T;) = 2 paratodo ! € {l,2,...,n}, tenemos que |C;| = g y C
{v;: iespar} o C; = {v;: iesimpar}. Supongamos sin perder generalidad que C; =
{v; : iespar}. Lo cual significa que C,UC; = {v; : i es impar}. Por el principio del palomar,
existe una clase cromatica C;, i € {2,3}, con al menos [g] vértices. Supongamos sin perder
generalidad que n, = |G| > [7].

Como la distancia entre cualesquiera dos vértices en C, es a lo més 5, cualquier vértice en
C, es adyacente a un vértice en C; y la distancia entre dos vértices con indice impar es par, se
tiene que, para cada v € C,, cr(v) = (1,0, a) donde a es un niimeropary 2 < a < g Hay a lo
mas LZJ de este estilo, por lo cual |C,| < [g].Dado que [g] <G| < LZJ, se sigue que n es
un miltiplo de 4, |C,| = g y, también, |C;| = 2.

Observemos que los codigos de color de los vértices en C, son todos los vectores de la

n

forma (1,0,a) donde aes pary 2 < a < 2 los cédigos de color de los vértices en Cj

son todos los vectores de la forma (1,5,0) donde bes pary 2 < b < g De modo que hay
un vértice de color 2 y un vértice de color 3 que estan a distancia 2, digamos a(v;) = 2
y a(v3) = 3. Entonces a(vs) = 3 pues si a(vs) = 2, entonces su cédigo de color es
cr(vs) = (1,0,2) = cp(vy), lo cual es imposible. Siguiendo este razonamiento a(v;) = 3
paracadaiimparcon3 <i < g + 1, que son ﬁ = | G5 vértices. Necesariamente, a(vn3) = 2
lo cual implica que cF(U§ +3) = (1,0,2) = cr(vy). Lo que contradice la hipdtesis de que I' sea
una coloracién localizadora. Por lo tanto, y;(C,) > 4 cuando n es par, lo cual concluye la

prueba.
d
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