


Notas del Primer Capitulo del
Libro Analisis Funcional de W.
Rudin

Alejandra Garcia Garcia

Estas notas son el trabajo desarrollado dentro del seminario de Analisis
que se ha impartido durante los primeros meses de este ano en el Depar-
tamento de Matematicas, UAM-I. Ademas de contener el primer capitulo
del Libro Analisis Funcional de W. Rudin, se agrego algunas propiedades
que son importantes saber dentro del Analisis Funcional.

1 Espacios Vectoriales Topolégicos.

En muchos problemas de Analisis, no sélo se estudia una funciéon o un
operador, sino colecciones de estos. Muchas veces estas colecciones re-
sultan ser espacios vectoriales sobre el campo de los nimeros reales (R)
o complejos (C). Por otro lado, en ocasiones necesitamos que tales espa-
cios esten dotados de alguna topologia para poder hablar continuidad,
acotamiento,etc.; y en otras mas, tenemos que conjuntar las dos ideas
creando asi un espacio vectorial topolégico. En este trabajo consider-
aremos espacios vectoriales sobre el campo K de los niimeros reales R 6
complejos C.

1.1 Espacios Normados.

Definicién 1 Sea X un espacio vectorial, decimos que X es un espacio
normado si existe una funcion

[l - X — [0, 400)

tal que a cada x € X le asocia el nimero real no negativo ||z||, llamado
norma de x, tal que satisface:

(a) z+yll < ll=ll + [lyll para todo x,y € X.

(b) ||lax|| = |a|||z]| para cada x € X y a € K.



(c) ||z|| >0 siz#D0.

Todo espacio normado es un espacio métrico, donde la distancia
d(x,y) entre x y y es ||z —y||. Las propiedades importantes que sat-
isface una métrica d son:

1. 0 <d(x,y) < oo para todo =,y € X.

2. d(z,y) =0siysélosiz=uy.

3. d(z,y) = d(y,z) para todo z,y € X.

4. d(z,y) < d(z,z)+ d(y, z) para todo z,y € X.

Cabe senalar que en cualquier espacio métrico, la bola abierta con
centro en x y radio r > 0 es el conjunto

B, (z) ={y : d(x,y) <r}.
En particular, si X es un espacio normado, los conjuntos
By (0) ={z:|lz]| <1} y Bi(0) = {z:|lz[| < 1}

son las bolas unitarias abierta y cerrada, respectivamente.

Por otro lado, un subconjunto de un espacio métrico es abierto si y
sélo si lo podemos expresar como la union de bolas abiertas, y de esta
forma podemos obtener su topologia.

Definicién 2 Un espacio de Banach es un espacio normado tal que es
completo bajo la métrica definida por la norma, en este sentido toda
sucesion de Cauchy es convergente.

1.2 Espacios Vectoriales.

Uno de los conceptos méas importantes del Analisis Funcional es el de
espacio vectorial que damos a continuacion:

Definicién 3 Por un escalar, definimos a cualquier elemento del campo
K. Un espacio vectorial sobre K es un conjunto X, tal que a sus ele-
mentos los llamamos vectores, y este tiene definidas dos operaciones,

(+) : X xX—-X
(z,y)—z+y
suma de vectores y
() : KxX-=X
(A, ) — Az

producto por un escalar, tal que se cumplen las siguientes propiedades:



1. Para z,y,z € X tenemos

(a) x+y=y+x
(b)) +y+z2)=(x+y)+z

(c) X tienen un tunico elemento 0 (el vector cero) tal que 0+x =
x para todo v € X.

(d) A cada x € X le corresponde un iunico vector —x € X tal que
r+ (—z) = 0.
2. Para cada x,y € X ya,B € K se cumple lo siguiente:

(a) lx =z

(b) a(fr) = (ab)x

(c) a(z+y) =ax+ay
(d) (a+ f)x =ax+ Pz

Asi, decimos que un espacio vectorial es real si K = R; mientras que
es complejo si K = C.

Notacion 4 Dados A,BC X, A€ C yz € X. Denotaremos por:

1. MA:={)la:a € A},

2. A+z:={y+z:y€ A},

3. A—-B:={rx—y:z€ A, ye B}, y
4. A+B:={z+y:x €A yec B}

Observemos que si « € RT, entonces « (A + B) C aA + aB; pues
dado w € a(A+B), w=a(r+y) paraalgunos = € A, y € B,
entonces w = ax + ay € oA+ aB.

Un subconjunto S del espacio vectorial X es linealmente independi-
ente si, para todo subconjunto finito {1, x9, ..., x, } de S y {1, Ag, ..., An}
de C, tenemos \; = ... = \,, = 0 siempre que »_ A\;xz; = 0. En otro caso

=1
diremos que S es linealmente dependiente.



Definicién 5 Un subconjunto Y C X es llamado subespacio vectorial de
X si este es un espacio vectorial, con respecto a las mismas operaciones y
estas son cerradas. Un espacio vectorial X tiene dimension n (dimX =
n) si X tiene una base {vy,...,v,}; es decir, para cada x € X existe una
unica representacion de la forma

r = oV + ... + a,v,
para algunos ayq, ..., a, € K.

Definicién 6 Si dimX = n para algiun n, decimos que X tiene di-
mension finita. Si X = {0}, entonces dimX = 0.

1.3 Espacios Topologicos.

Definicién 7 Un espacio topolégico es una pareja (X, 7) tal que X es
un conjunto y T una coleccion de subconjuntos de X tales que satisfacen

1. g, X e,

2. Ul,...,UnGT:> ﬂUZ’GT,

=1

3. Uyer,Vaoe A= |JU,€erT

a€A

Definicién 8 Sean (X, T) un espacio topologico y A C X. Decimos que
A es cerrado si y sdlo si su complemento A€ es abierto. La cerradura
A de A es la interseccion de todos los cerrados que contiene a A. El
interior A° de A la definimos como la union de todos los subconjuntos
abiertos de A.

Definicién 9 Una vecindad V' de x € X es cualquier abierto que con-
tiene a x. Decimos que (X, T) es un espacio topoldgico de Hausdorff si
para cada dos elementos distintos x,y € X existen dos vecindades ajenas
Uy W dexyy ,respectivamente.

Definicién 10 Una familia de elementos en T es una cubierta abierta
de A C X sila union contiene a A. Un subconjunto K C X es compacto
si toda cubierta abierta de K tiene una subcubierta finita.

Definiciéon 11 Una coleccion 7' C T es una base para T si todo elemento
de T se puede expresar como la union de elementos de 7'. Mientras que
una coleccion v de vecindades de un punto xr € X es una base local de
x si toda vecindad de x contiene un elemento de .



Proposicién 12 Sean (X,7) un espacio topolégico, E C X y o la
coleccion {ENV :V € t}. Entonces, o es una topologia para E. En

este caso decimos que o es la topologia en E heredada o inducida de
(X, 7).

Si una topologia 7 es inducida por una métrica d, decimos que d y 7
son compatibles.

Definicién 13 Un conjunto dirigido (A, <) es un conjunto no vacio A
tal que tiene asociado una relacion = que es refleviva (o < aVa € A),
simétrica, transitiva (es decir, (A, =) es un conjunto parcialmente orde-
nado) y Vo, 5 € Ay € A tal que satisface que o« <y y 3 =< 7.

Definicién 14 Sean X un espacio topoldgico y (za),en C X. Decimos
que (To),en €5 una red en X si A es un congunto dirigido y ¢ : A — X
es una funcion tal que ¢ (o) = x,.

Observemos que si A = N, y N tiene el orden usual de R, obtenemos
una sucesiéon en X. Lo cual significa que las sucesiones son un caso
particular de las redes.

Decimos que E'si A es un conjunto dirigido y (24),co C E. Ademads,
lared (24),cp @ ¢ € E

Definicién 15 Una red (24),cp ( sucesion (Tn,),cy ) en un espacio
topoldgico (X, 1) es T-convergente a v € X (limz, = x o limz, = x,
6%

n—oo

respectivamente ) si y solo si, por definicion, para toda vecindad U, de
x existe a, € A (ng € N suficientemente grande, respectivamente) tal
que z, € Uy, siempre que a > «, (x, € U,Vng <n ).

Nota : Debido a que mas adelante hablaremos de distintas topologias
asociadas a un mismo espacio X, y para especificar la topologia que se
esta utilizando, si no es evidente, en lugar de decir que un subconjunto
V de X es abierto (cerrado, compacto, etc.) con respecto a la topologia
7 dada en X diremos que es T-abierto (7-cerrado, T-compacto, etc.)
en X; o bien, que es abierto (cerrado, compacto, etc.) en (X, 7).

1.4 Espacios Vectoriales Topolégicos.

Al hablar de espacios vectoriales topolégicos consideraremos dos estruc-
turas; una algebraica de espacio vectorial (para hablar de transforma-
ciones lineales) y otra topolégica (para hablar de continuidad). Estas
dos estructuras deben ser compatibles; es decir, se tiene un espacio vec-
torial con una topologia asignada que hace que las operaciones de suma
y producto por escalares sean continuas.



Definicién 16 Un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.) es una pareja
(X,7), donde X es un espacio vectorial sobre los reales (R) o los
complejos (C); T es una topologia en X, tal que la suma de vectores y
la multiplicacion por escalares son funciones continuas, es decir:

(a) +: X xX—-X

(,y) — x4y es continua.
(b)  :CxX—X 0 T RxX — X
(N, x) — Az (N, x) — Az es
continua.

Donde las topologias sobre X x X y Cx X (R x X) son las
topologias producto.

Veremos ahora algunas propiedades de los conjuntos abiertos y cer-

rados, las cuales nos seran de gran utilidad posteriormente.

Lema 17 Sea (X,7) wun espacio vectorial topoldgico. Para z, € X,
V C X abierto (cerrado), N\, € C\{0} y A C X, tenemos las siguientes
propiedades:

1. z,+V es abierto (cerrado).
2. XNV es abierto (cerrado).

3. A+V es abierto.
Demostracion.
1.- Esta afirmacién se debe a que la funcién
fXxX—=X; (z,yy— —z+y
es continua, pero también lo es, para x, € X fijo, la funcion
i X —>XxX
dada por i(z) = (z,, 2), para todo z € X; asf la funcién
foi: X—>X; yr— —x,+vy

es continua y como V es abierto (cerrado), tenemos x, + V =
(f 0i)71(V) es abierto (cerrado).
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2.- Efectivamente, pues la funcion
[ CxX—>X; (Nz)— &
es continua y, por otro lado, la funcién
j: X—->CxX

definida como j(z) = (A, !, z), también es continua, por lo que la
funcién

foj: X—-X
queda definida por (f o j)(z) = A\ 'z, es continua y asi A,V =
(fo7)7Y(V), de donde A,V es abierto (cerrado) si V' lo es.

3.- Probaremos que A4V es abierto si V' es un subconjunto abierto

de E. La razén de esto es que A+V = |J (z+V) y, como se
€A
sabe, unién de conjuntos abiertos es abierto y por (1), x +V es

abierto en (X, 7), asi que también lo es A + V.

]
Notemos que muchos de los espacios de funciones o sucesiones habit-
ualmente manejados en Anadlisis son espacios vectoriales topoldgicos.

1
Ejemplo 18 (a) (C",||-||l,) donde |-||, esla norma usual [H:L‘HQ = (Z \xf) ],
i=1

es un e.v.t. Para probarlo basta utilizar las propiedades de norma.

Estos espacios con cualquier otra norma equivalente a la anterior,
por ejemplo ||z| = max |z;| , son espacios vectoriales topoldgicos.
<i<n

(b) Sea K wun subconjunto compacto y denotemos por
C(K)={f: K — C| [ es continua},

C(K) es un espacio vectorial y le podemos dar la topologia generada
por || f|| = sup|f(t)] . Con la cual C(K) resulta ser un espacio
teK

vectorial topologico normado. Observemos que la norma estd bien
definida pues K es compacto y f es continua, por lo que el
supremo existe.

(¢) Denotemos por (X,Q, u) un espacio de medida. Para 1 <p < o0
consideremos al espacio vectorial sobre C.

Lo(n)={f: X —=>C|f es Q-medible y /|f]pd,u<oo}
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con la seminorma definida por | f||, = (){|f|p du) By Definimos

por L,(p) al espacio cociente obtenido de L,(p) identificando a
las funciones iguales casi dondequiera, fi = fo a.e.(fi(x) # fo(x)
< x € B, y B tiene medida cero). A este conjunto le pode-

mos dar la topologia generada por la norma: HfH = ||fll, (f €
P

[f] = f) inducida por la seminorma anterior. Con esta topologia
normada, L, (1) es un espacio vectorial topoldgico.

(d) L es el espacio de funciones medibles esencialmente acotadas; es
decir, de funciones tales que |f(x)| < X para casi todo x. Consid-
eremos

f:X — 10,400

donde f es medible y denotemos por S al conjunto de nimeros
reales {o € R: pu(f~ (o, +00])) = 0}.

SiS#0D, sea B=infS, ysiS=0, sea 3= +oc. Como

FH((8, +00)) U (m +oo])

y la union numerable de conjuntos de medida cero tiene medida
cero, se tiene que 3 € S. A 8 se le llama el supremo esencial (sup-
es) de f. En L™ daremos la norma definida por | fl|., = sup-

es|f(z)|.
Notemos que, por las observaciones anteriores, |f(z)| < A para
casi todo x € X siy solo si A > || f]|,

Definicién 19 Sea A un subconjunto de X.

(a) Decimos que A es convexo si tA + (1 —t)A C A para todo
0 <t <1 (en otras palabras, pedimos que tx + (1 —t)y € A para
todo par x,y € A y todo t € [0,1]).

(b) A es balanceado si A C A para todo o € C tal que |af <1
(es decir, para todo x € A y «a € C tal que |a| < 1, tenemos
que ax € A).

(c) A es absorbente si para cada x € X existe o > 0 tal que
Ax € A para todo N\ € C con |A <« (de otra manera, Vr € X,
ds >0 tal que Y |t| > s se tiene que x € tA).



(d) Denotaremos por conv(A) (bal(A)) a la envolvente convexa (bal-
anceada) de A, es decir al convexo (balanceado) mds pequeno que
contiene a A.

(e) Por absconv(A) denotaremos al conjunto absolutamente convexo,
es decir balanceado y convexo, mds pequeno que contiene a A y la
llamaremos la envolvente convexa y balanceada de A.

Obsérvese que si tenemos una funcion lineal, esta preserva la convex-
idad y manda conjuntos balanceados en conjuntos balanceados. Note-
mos ademds las siguientes propiedades de los conjuntos convexos y/o
balanceados.

1. X es convexo, balanceado y absorbente.

2. Si A C X es convexo (balanceado) y A € C, entonces AA es
convexo (balanceado).

Es facil ver que estas dos afirmaciones se cumplen.
(a) Si A es convexo, dados z, y € NA existen x1,5; € A tales

que = Ar1 y y = Ayp; por lo que , por la convexidad de
A, para cualquier ¢ € [0,1],

tr+(1—t)y =t(Az1)+(1—1t)(Ay1) = Atz +(1—1t)y1) € NA.

(b) En caso de que A sea balanceado, para cualquier elemento
x de AA existe 1 € A tal que x = A\zq; es asi como para
todo a € C con |af <1, ar =a(Azry) = Max;) € AA.

3. En general A+ A # 2A, por ejemplo si consideramos
A={(z,y) eR*:y=0y -1<2<1,6 2=0y —1<y<1},

obtenemos que A+ A={(z,y) eR?:-1<z<1y -1<y<
1} £ 24,

4. Sin embargo, si A es convexo, se tiene que A+ A = 2A. Mejor
aun, sV +tV = (s +t)V para todo s,t € RT, siempre que V
sea convexo.

La contensién (s +t)V C sV +tV siempre se da. Por otro lado,
si z € sV 4tV entonces existen z,y € V' tales que z = sz +ty;
se sigue que

(s+t)lz=(s+t) (sot+ty)=(s+t) tso+(s+t) HtycV

por ser V convexoy (s-+t)"'s+ (s+t)"'t = 1; por lo tanto
z € (s +t)V. Finalmente concluimos que (s+ )V = sV +tV.

10



d.

10.

11.
12.

Si A y B son convexos, también loson A—B y A+ B. Como
un caso particular, dado que {z} es convexo, para todo z € X,
x4+ B es convexo.

Demostracién. Sean a; by, ax +by € A+ B y t € [0,1].
Entonces t(a;1by)+(1—t)(astbs) = ta;tthy+(1—t)ast(1—t)by =

[tay + (1 —t)ag] £ [thy + (1 —t)by] € A+ B.

De donde A+ B es convexo. m

La cerradura de un conjunto convexo (balanceado) es convexo (bal-
anceado).

Demostracién. Sea B C X convexo (balanceado). Siy,z € B,
t €[0,1] (A€ C tal que |\ < 1) podemos elegir (:1:&”) y
aEA

(x&2)> dos redes en B tales que :1:&1) converge a Yy Y :13&2)
a€EA

converge a z en X. Entonces tz) + (1— t)xg) ()\x((ll), respectiva-
mente) converge a ty+(1—t)z (converge a Ay) por la continuidad
de la multiplicacién por escalares y la suma de vectores. Ademas,

<t:cg) + (1 - t)wg)) K ((Ax&1)> A), esunared en B, por tanto
ae A ag

ty+(1—t)zeB, (\yeB). =

Interseccién de conjuntos balanceados (convexos) también es bal-

anceado (convexo).

Si A C X es absorbente o balanceado, entonces 0 € A.

Demostracién. Esta afirmacion es facil de ver.

Si A es absorbente, como 0 € X existe 0 < a = 2, por ejemplo,
tal que A-0=0€ A siempre que |\ < a.

Si A es balanceado, para todo escalar A tal que |\ < 1,
0=X-0€A =m

Si A es absorbente y z € X, entonces x+ A no necesariamente

es absorbente. Un claro ejemplo en R™ es By(0) = {y € R™:
lyll <1}y ==1(2,2,...,2), x € R", pero 0¢ x+ B;(0).

Este ejemplo también nos sirve para ver que:

Si A es balanceado, para x € X arbitrario, x + A no necesari-
amente es balanceado.

Interseccion finita de conjuntos absorbentes es absorbente.

conv(A)=({BC X:AC B, B convexo}.

11



13. bal(A) =({C Cc X: AcCC,C balanceado}.

Ejemplo 20 Algunos ejemplos de conjuntos balanceados, convexos y/o
absorbentes son:

(a) Todas las bolas abiertas de radio € > 0 con centro en 0, B.(0),
son convexas, absorbentes y balanceadas en X = R", en general
esto es vdlido st X es un espacio normado.

(b) Todas las rectas n en R%* y R® que no pasan por el origen son
convexas, no balanceadas y no absorbentes.

(c) Toda recta en R* y R3® que pasa por el origen es balanceada y
conveza pero no absorbente.

Definicién 21 Decimos que un subconjunto A de un espacio vectorial
topologigo X es acotado si para cada vecindad V' de 0 en X existe s >0
tal que A C tV para todo t > s.

1.4.1 Invarianza

Decimos que una topologia 7 sobre un espacio vectorial X es invariante
bajo traslaciones (homotecias) si todas las traslaciones (homotecias) son
homeomorfismos.

Recordemos que una vecindad de 2 en un e.v.t. (X,7) es un
subconjunto V' de X tal que x € V, y existe U abierto con
x € U C V. Definimos por N, (X,7) o simplemente por N,(X), si
no se presenta confusién, a la familia de vecindades de 0 en X, con
respecto a la topologia 7. Si N, (X, 7) es la familia de vecindades de
cero, ahora la familia de conjuntos a + U, donde U € N, (X, 1), es
la familia de vecindades de a, para cualquier a € X; a esta familia la
denotamos por N, (X) o por N, (X,7) para especificar, si es que es
necesario, con respecto a que topologia estamos trabajando. Con esto
obtenemos que la estructura topologica de X esta determinada por la
base de vecindades del origen o base local. Para el siguiente resultado,
primero observemos que, por el lema 17, si U es una vecindad de 0,y
A € C\{0}, 0 € AU y es también una vecindad de cero.

Teorema 22 Sean X un ev.t., a € X y N, (X) la familia de vecin-
dades de a en X. Entonces:

1. N, (X)=a+ N, (X).
2. VeN,(X) y VCVy, implican Vi € N, (X).
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3. Vi, Vay o Vi €N, (X) = (1 Vi €N, (X).

=1

VeN,=3IWeN,(X) tal que W+ W CV.
V e N, (X) es invariante bajo homotecias.

Toda V € N, (X) es absorbente.

NS G

Eziste un sistema fundamental de vecindades balanceadas del ori-
gen; es decir, para toda 'V € N,(X) existe W € N, (X) bal-
anceada tal que W C V.

Demostracién. 1) Para cada a € X, la traslacién f: X — X dada
por f(z) =x+a esun homeomorfismo vista como funcién de X en si
mismo. Esto se debe a que es continua, y si f(x) = z+ a = y, entonces
f™Yy) =z =y — a; por tanto f es una funcién uno a uno en X y
ademds la funcién f~! es su inversa, la cual es continua.

La contensiéon N, (X) D a+ N, (X) se tiene ya que, dada U €
N, (X), existe U’ € N,(X) abierto tal que U’ C U y por tanto,
a + U’ es abierto, ver el lema 17,y a € a4+ U C a+U. A la
inversa, sea V € N, (X), entonces existe V' € N, (X), abierto, con
VOV =a+(—a+V’'). De donde —a+ V' es abierto y como
a€V', 0=—-a+a€ (—a+V') tenemos que —a+V' e N,(X) y
—a+V'C—a+V =U;asi U eN,(X), porlotanto V =a+U para
algin U € N, (X).

2) Sean V' y V; como en las hipStesis. Entonces existe U € N, (X)
abierto tal que U C V, por tanto U C V3, es decir, V; € N, (X).

3) Como Vi, Vs, ...V, € N, (X), se tienen Uy, Us,...,U, € N, (X)

abiertos tales que U; C V;, para cada 1 < i < n. Entonces [|U; C

=1
n n

N V; v 0 esun punto del abierto () U;. Por lo tanto () V; € N, (X).
Jj=1 i=1 j=1

4) Para todo V € N, (X) podemos encontrar U € N, (X), abierto,
tal que U C V. Ahora, consideremos la funcién continua

+: X xX—=X

definida por (z,y) — z+y. Entonces, (+)7'(U) es abiertoen X x X,
por lo que existen Vj,Va € N, (X) abiertos tales que V; x Vo C
()" (U), esto implica que Vi + Vo € U. Por otro lado, tomemos
W :=1ViNVaen(=V1)N(=V3); 0 € W y W es abierto, ya que cada uno de
los conjuntos que se estan intersectando lo es. Por lo tanto W € N, (X)
y es abierto. Ahora, como W C V;, Vo , W+ W C Vi + Vo C U; ademas
W = —W por construccion.
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5) Efectivamente, (por el lema 17(2)) si U es abiertoy A € C, \U
es abierto y si ademés U € N, (X), \U € N, (X) pues A-0=0€U.

Por tanto, si V' € N, (X), elijamos U € N, (X) abierto tal que
U CV,entonces 0 € \U C AV, donde AV € N, (X).

6) Sea V € N, (X). La funcién

(():CxX—=X, (\z)r— Xz

es continua para todo A € C y z € X.

Sea x € X. Por la continuidad de la funcién (+), se puede considerar
e>0 yUe€N,(X) tales que (-)(B:(0) x U) C V; es decir, A\x € V
siempre que |A| < e. De aqui que V' es absorbente.

7) Sea V € N, (X). Por (4), podemos encontrar W; € N, (X) tal
que W;+ W; C V. Como la multiplicacion por escalares es continua,
existen 6 >0 y Wh € N,(X) tales que aWWy C Wy si |a| < 0.
Tomando a

W= U{aW : |a| <},

se obtiene un conjunto balanceado, ademas W € N, (X) y
Wcwi,cWi+WiCV. m
Podemos ver que el reciproco de este Teorema también es valido. De
esta manera se puede caracterizar a los espacios vectoriales topolégicos
por medio de la base de vecindades de 0, como lo muestra el siguiente
resultado.

Teorema 23 Sea X un espacio vectorial, denotemos por p(X) al con-
junto de partes de X . Supongamos que eziste una funcion

f:X = p(p(X))

donde f(a) = N, (X). Asi, N, (X) es una coleccion de subconjuntos
de X. Supongamos ademds que N, (X) satisface las propiedades 1-7
del Teorema anterior (22). Entonces eziste una tunica topologia tal que
para toda a en X, N, (X) es exactamente la familia de vecindades de
a, y esta topologia hace a X un e.v.t.

Demostracion. Mostremos que en efecto la topologia 7, para la cual
N.(X) es la base de vecindades de a siempre que a € X, hace a X un
espacio vectorial topolégico.

Tomemos N,(X) la base de vecindades de cero. Como valen las
propiedades 1-7 del Teorema 22, NV, (X) = a+N,(X) para todo a € X.

1) +: X xX > X

(x,y) — x +y es continua con la topologia producto:
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Sea (z,,Yy,) € X x X. Para ver que (+) es continua en (z,,y,)
recordemos que cumple (4) del Teorema 22.

Sea V, € Ny, 1y, (X) abierto, esto implica que V, = z, + y, + V
para algin V' € N,(X) abierto. Sea W € N,(X) abierto tal que

W+ W c V. Observemos que si x € z, + W yy € yo+ W,
entonces

r+yer,+y +W+WCx,+y,+V =1V,

con esto (+) ((z, + W) x (yo + W)) C V,; por tanto (+) es con-
tinua en (x,, y,)-

Para demostrar que la multiplicacién por escalares es continua,
sean A un escalar en C y x, € X, es decir (A\,,z,) € C x X.

Sea V, € Ny, (X), entonces existen V, U € N,(X), U balanceada,
tal que V, = A\ox, +V,y U+ U C V. Por ser U absorbente, existe
e >0 tal que (A — X,) 2z, € U si [A — A\,| < e. Asi, tenemos que

Ay € Ao +U C Aoz, +V =1V,

siempre que |\ — \,| < €. Por otro lado, como N, (X) es invariante
bajo homotecias uV € N, (X), para cada p € C tal que 0 < |u| <
1. De modo que, como |A,| + & > 0, podemos elegir n € N tal que

n 1\"
e =l = () 2 e

Notemos que |u|" < 1y |A] = |[Xo] <A = Xo| <&, de donde
Al <&+ o] < lp ™5

por lo que |A||p™] = |Ap™] < 1. 1]

Sea W = p"U € N, (X). Como U es balanceada, si (z — x,) € W
tenemos p~"(x — x,) € U, de [1] tenemos como consecuencia que
Az —x,) € U. Ahora, \x = Az, + (A — Ay)zo + A(z — 2,), por
tanto

A €Nz, +U+UC Az, +V =V,

es decir B.(A) x (z,+ W) C V,. Asi la multiplicacién por escalares
es continua con la topologia producto.

Por lo tanto (X,7) es un espacio vectorial topolégico con la
topologfa 7 generada por {N,(X)}eex-
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Ahora veamos la unicidad. Sea 7" una topologia para la cual N,(X)
es la base de vecindades de a en X. Sea U € 7, entonces para v € U
existe V' € N (X) tal que V. C U por lo que U € 7'y de esta forma
7 < 7/. De manera analoga obtenemos que 7/ < 7. =

En el espacio vectorial topolégico X podemos asociar a cadaa € X y
cada escalar \ # 0 el operador traslacion T, y al operador multiplicacién
por el escalar M), por las férmulas

T, (z) =x+a, M, (z) = \x

para cada x € X. entonces, debido a los resultados anteriores tenemos
la siguiente proposicién:

Proposicién 24 T, y M, son homeomorfismos definidos de X en X.

Una consecuencia de esta proposicién es que todo espacio vectorial
topolégico (X, 7), T es invariante bajo traslaciones: un subconjunto A C
X es abierto si y s6lo si a + A es abierto para todo a € X.

2 Tipos de Espacios Vectoriales Topolégicos.

En esta seccion hablaremos de la clase de espacios vectoriales topologicos
que mas nos interesaran y que ocuparemos mas adelante. En las sigu-
ientes definiciones por X denotamos al espacio vectorial topolégico (X, 7).

1. X es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo (e.v.t.l.c.
o simplemente e.l.c.) si el origen tiene un sistema fundamental
de vecindades convexas (es decir, para toda V € N, (F), existe
UeN,(F),U convexo tal que U C V).

2. X es localmente acotado si 0 tiene una vecindad acotada.

3. X es localmente compacto si 0 tiene una vecindad cuya cerradura
es compacta.

4. X es metrizable si 7 es compatible con alguna métrica d.

5. X es un F'-espacio si su topologia 7 es inducida por una métrica
completa e invariante d (es decir, es invariante bajo traslaciones).

6. X es un espacio de Fréchet si X es un F-espacio localmente con-
Vexo.

7. X es normable si existe una norma definida en X tal que la métrica
inducida por la norma es compatible con 7.
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8. Espacios normados y espacios de Banach se definieron en la seccién
1.

9. X tiene la propiedad de Heine-Borel si todo subconjunto cerrado
y acotado de X es compacto.

Existen algunas relaciones entre estos espacios que demostraremos
mas adelante:

1. Si X es localmente acotado, entonces X tiene una base local nu-
merable.

2. X es metrizable si y sélo si X tiene una base local numerable.

3. X es normable si y sélo si X es localmente convexo y localmente
acotado.

4. X tiene dimension finita si y sélo si X es localmente compacto.

5. Si un espacio localmente acotado X tiene la propiedad de Heine-
Borel, entonces X tiene dimension finita.

3 Propiedades de Separacion.

Observemos que K +V es una unién de las traslaciones abiertas x+V de
V (x € K). Asi, el teorema siguiente implica la existencia de conjuntos
abiertos ajenos que contienen a K y C| respectivamente.

Teorema 25 Sean X un e.v.t., K,C C X tales que K es compacto, C
es cerrado y K N C' = @. Entonces, existe V wvecindad de cero tal que

(K+V)N(C+V)=2.

Demostracion. Si K = &, tenemos que K +V = &, por lo que se
cumple el teorema. Ahora, supongamos que K # & y sea z € K. Como
C es cerrado y ajeno a K, x ¢ C, y dado que la topologia de X es
invariante bajo traslaciones, por (4) del teorema 22 existe U, vecindad
simétrica de cero tal que x+ U, + U, + U, no intersecta a C, y la simetria
de U, implican que

Consideremos las vecindades U, para cada x € K como arriba, y por ser
K un subconjunto compacto y {x + U, : € K} una cubierta abierta
de K, existen un nimero finito de elementos z1,...,z, € K tales que
Kc(x1+U,)U...U(z, +U,,).
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Sea V =U,, N..NU,,. Entonces,

n

K+Vc|J@+U,+V)c @i+ U, +Us,)
=1

=1

Porloque (K +V)N(C+V)=0. =

Recordemos que B es una local de vecindades de cero si para cada
vecindad W de cero existe U € B tal que U C W.

En la demostracion del teorema anterior, como C' + V es abierto,
tenemos que la cerradura de K +V no intersecta a C'+ V'; en particular,
la cerradura de K 4V no intersecta a C' pues V' es una vecindad de cero.

Asi, dada B una base local de cero y K = {0}, el cual es compacto,
tenemos que dada U € B, X — U = (' es cerrado y no contiene al cero.
Entonces, aplicando el Teorema anterior tenemos que existe W vecindad
de cero tal que (K +W)N(C+W)=9. SeaV € B tal que V C W,
entonces

VN X-U+V)=(K+V)N(C+V)=0

yaque K+V C K4+WyC+V C C+W. Ademis, (X-U)nV =CnV
=CN(K+V)=@yconestoV CU. De donde obtenemos:

Teorema 26 Si B es una local de vecindades de cero para X un espacio
vectorial topoldgico, entonces todo elemento en B contiene a la cerradura
de algun elemento en B.

Otra consecuencia del Teorema 25 es la siguiente:
Teorema 27 Todo espacio vectorial topologico es de Hausdortff.

Demostracién. Sean z,y € X con = # y. Es claro que K = {z}
y C' = {y} son conjuntos compacto y cerrado respectivamente. Por
el teorema 25 existe V' vecindad de cero tal que (z4+ V)N (y+V) =
(K+V)N(C+V)=@. Asi que, en efecto X es de Hausdorff. =

Ahora veamos algunas propiedades de la cerradura y el interior en
un espacio vectorial topologico.

Teorema 28 Sea X un espacio vectorial topoldogico. Entonces se cumple
lo siguiente:

1. Si AC X, entonces A=N{A+V :V es vecindad de cero}.
2.8 ACX yBcCX, entonces A+ BC A+ B.

3. SiY es un subespacio de X, también Y lo es.

18



4. Si C es un subconjunto convexo de X, entonces C y C° también
lo son.

5. 8i B C X es balanceado, entonces B es balanceado; y B° es bal-
anceado siempre que 0 € B°.

6. Si B es un subconjunto acotado de X, B también es acotado.

Demostracién.

1.7 € Asiysdlosi (z+ V)N A # @ para cada vecindad V de 0,
pero esto sucede si y solamente si x € A—V para cada V vecindad
de cero. Como —V también es una vecindad de cero tenemos lo
que se pide.

2. Seana € Ayb € B; W una vecindad de a+b. Entonces, existen W,
y W5 vecindades de a y b, respectivamente, tales que W+W, C W.
Ademés, existen t € ANW, yy € BNWypuesa€ Aybe B; lo
cual implica que x +y € (A+ B)NW. Por tanto, a +b € A+ B.

3. Sean « y 3 escalares. Por la proposicién 24 (la multiplicacién por
escalares es un homeomorfismo) aY = aY si o # 0; si @ = 0, estos
dos conjuntos son iguales. Por el inciso anterior se cumple que

oY +fB=aY +3Y CaY + Y CY.

4. La demostracién de que C' es convexo se vid en la seccién de es-
pacios vectoriales topoldgicos. Para ver que C° es convexo, como
C° C C tenemos que

tC°+(1—t)C° C C

para 0 <t < 1. Pero tC° y (1 —t) C° son abiertos, asi que tC° +
(1 —¢) C° también lo es y por tanto tC° + (1 —t) C° C C°.

5. La primera parte también se probé en la secciéon de espacios vecto-
riales topolégicos. Para ver que B C X es balanceado implica que
B° es balanceado siempre que 0 € B°, sea 0 < |a| < 1, entonces
aB°® = (aB)° y como la multiplicacién por escalares es continua
se cumple que aB° C aB C B pues B es balanceado. Pero aB° es
un abierto en B, entonces aB° C B°. Sia =0y 0 € B°, entonces
aB°® C B° y en efecto B° es balanceado.

6. Sea V una vecindad de cero. Por el inciso 7 del teorema 22, existe
W vecindad de cero tal que W C V. Como B es acotado, B C tW
para t suficientemente grande. Para dicha t tenemos que B C
tW C tV como desedbamos.
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Teorema 29 En un espacio vectorial topologico X :

1. Toda vecindad de cero contiene una vecindad balanceada de cero,
Yy

2. Toda vecindad convexa de O contiene una vecindad de 0 balanceada
Y convexa.

Demostracion.
1. Se da por el inciso 7 del teorema 22.

2. Sea U = U una vecindad convexa de cero en X. Definamos
al conjuntoV = N{aU : a es un escalar y |a| = 1}. Dado que se
cumple el inciso anterior, sea W una vecindad balanceada tal que
W Cc U, y como W es balanceada se cumple que o'W = W siem-
pre que « sea un escalar tal que |a| = 1. Por otro lado, W C aU
para cada |a| = 1y asi W C V. Por tanto el interior de V', V° es
una vecindad de cero y V° C U. Como U es convexo, cada aU es
convexo y V° también es convexo. Para ver que V° es balanceado
sean 0 < r <1,y |f] = 1. Entonces,

rgV = ﬂ ral = m ral.

lal=1 la|=1
Como cada aU es convexo que contiene a 0, tenemos que
ralU C aU

es convexo. Ademas, rgV C V

[ |

El Teorema anterior se puede formular en términos de bases locales.
Donde decimos que una base local de vecindades de cero B es balanceada
(conveza) si cada elemento en B es balanceado (convexo ).

Corolario 30 1. Todo espacio vectorial topolégico tiene una base lo-
cal balanceada.

2. Todo espacio localmente convexo tiene una base local conveza.

Recordemos ademas que también se cumple el teorema 26 para este
tipo de bases locales.
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Teorema 31 Sean X un espacio vectorial y V' una vecindad de cero.

1. Si0<ri<ry <..yr, — 0o cuando n — oo, entonces

X = G r,V.
n=1

2. Todo subconjunto compacto K de X es acotado.

38101 >0y > ... yd, — 0 cuando n — oo, y si V es acotada,
entonces la coleccion

{6,V :n=1,23,..}
es una base local para X.

Demostracion.

1. Sea = € X fijo. Como la multiplicacién por escalares o — ax
definida del campo en X es continua, tenemos que el conjunto
de todos los escalares tales que ax € V' es abierto, contiene a 0;
e incluso contiene a % para toda n suficientemente grande. En-

tonces, (%) x € V (es decir, z € r,V) para toda n suficientemente

grande.

2. Sea W una vecindad de cero balanceada tal que W C V. Por (1)
tenemos que

o
K C U nW.
n=1
Como K es compacto, existe un nimero finito de naturales n; <
ng < ... < ny tales que

KcnWunWuU..UnW =nJWV

donde la igualdad se da ya que W es balanceada. Ahora, sit > ng,
se sigue que K C tW C tV como queriamos.

3. Sea U una vecindad de cero en X. Si V es acotada, existe s > 0

tal que V' C tU para todo t > s. Si n es suficientemente grande

1
on

0,V C U para n suficientemente grande. Asi que en efecto la
coleccion {6,V :n =1,2,3,...} es una base local para X.

tal que sd, < 1, tenemos que V C ( )U . Esto implica que
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4 Funciones Lineales.

Definicién 32 Sean X y Y conjuntos no vacios y f : X — Y wuna
funcion definida de X en'Y. Si A C X y B C Y, denotamos como
siempre por f(A) a la imagen de A bajo f, y por f~(B) a la preimagen
de B:

f(A)={f(x):x€ A}, [ (B)={z€X:[f(z) € B}.

Supongamos ahora que X y'Y son espacios vectoriales sobre un mismo
campo de escalares. Decimos que una funcion A : X —'Y es lineal si

Aoz + By) = ol (z) + BA (y)

para todo x,y € X y todo escalar a y 3.
A las funciones lineales definidas de X en su campo de escalares las
llamamos funcionales lineales.

Por ejemplo, los operadores multiplicacién (ver proposicién 24) por
un escalar fijo M) son lineales pero los operadores traslaciéon T, no lo
son, salvo cuando a = 0.

Sean A C X y B C Y, algunas propiedades de las funciones lin-
eales, y cuyas demostraciones son algebraicas y faciles de hacer, son las
siguientes:

1. A(0)=0.
2. Si A es un subespacio de X, entonces A (A) es un subespacio de Y.

3. Si A es un conjunto convexo (balanceado), entonces A (A) también
lo es.

4. Si B es un subespacio de Y, entonces A (B) es un subespacio de

X.

5. Si B es un conjunto convexo (balanceado), entonces A~! (B) también
lo es.

6. En particular, el conjunto
A ({0} ={z € X :A(z) =0} = N(A)
es un subespacio de X, al que llamamos espacio nulo de A.

Ahora, veamos algunas propiedades sobre continuidad de funciones
lineales.
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Teorema 33 Sean X yY e. v. t. St A: X — Y es una funcion lineal
y continua en 0, entonces A es continua. De hecho, A es uniformemente
continua, en el sentido: a cada vecindad de cero W en'Y le corresponde
una vecindad de cero V en X tal que

r—yeV = Ax)—A(y) e W.

Demostracion. Sea W una vecindad de cero en Y. Debido a que A es
continua en cero, existe V' vecindad de cero en X tal que A (V) C W.
Tomemos x —y € V, como A es lineal tenemos que A (z) — A(y) =
A(z —y) € W. Esto dltimo quiere decir que A mapea a la vecindad
x+V de x en la vecindad A (z) + W de A (z), por lo que A también es
continua en . H

Teorema 34 Sea X unewt. Si f:X — C esuna funcional lineal,
no constante cero, entonces son equivalentes:

(a) f es continua.
(b) 3U € N, (X) tal que f(U) es acotado en C.
(¢c) N(f) es cerrado.

d) N(f) no es denso en X.

(
(e) f es continua en 0.

)
)
)
)
)
)

(f) x+—|f(x)| es una seminorma continua.

Demostracién.

(a)=(b). Sea e > 0; de la continuidad de f, existe U € N, (X)
tal que U C f~(B.(0)). De esto concluimos que f(U) C B.(0); asi
que f(U) es acotado en C.

(b)=(e). Sea & > 0. Sabemos que existen M >0 y U € N, (X)
tal que |f(y)| < M paratodo y € U. Entonces |[f(z)] <1 para
todo x € ﬁU. Por tanto, ’f(gx)‘ < § siempre que € %U. Es asi
como f(55U) C B:(0), donde 55U € N,(X). Concluimos que f es
continua en cero.

(e)=(a). Seae >0 y A& C. Veremos que f~'(B.()\)) es abierto
en X. Parael casoen que f~! (B, (\)) = 0, es trivial; por lo que se puede
suponer que f~'(B.(\) # 0. Sea =z € f~'(B.(\)), consideremos
Bs (f(x)) C Be (A) con 6 = minf|f(z) — A|,e—|f(x) — I} si f(z) £ A
y6=¢ sif(x) = A Sabemosque £~ (B (0) = £ (Bs (f(x)) ~ ()
y por ser f continua en cero, existe V € N, (X) abierto tal que
f(y) € Bs(0) siempre que y € V. Definamos al V' := 2+ V. Sea
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z € V' entonces z—x € V' y por tanto f(z2)—f(z) = f(z—x) € Bs(0); es
decir V' C f71(B.(\)), con V' € N, (X) abierto, como se necesitaba.

(a)=(c). Es inmediato, ya que {0} escerradoen C,ycomo f es
continua N(f) = f71({0}) es cerrado en X.

(c)=(d). Como N(f) es cerradoy f mno es la constante cero,
entonces N(f) = N(f) & X. Por lo que N(f) no puede ser denso en
X.

(d)==(b). Como N(f) noesdenso (f # 0), existe z, € X \ N(f),
entonces 0 € —z,+ X \ N(f) el cual es abierto. Por este motivo, existe
U € N, (X) balanceado tal que U C —z, + X \ N(f). De modo que
To+U C X\ N(f); entonces f(z,+y)# 0 paratodo y € U. Ademsds,
como f es lineal

flxo) # = fy) = f(=y).
Afirmamos que |f(z,)| es cota para f(U): Supongamos que no, en-

tonces existe z € U tal que |f(z)] > |f(z,)| > 0; de donde ||J;((xo))\| <L
flzo)

Como U es balanceada, si definimos a = 7 bara y = az se tiene
que

fy) = af(z) = f(z,).

Por lo tanto f(x,) = f(z) para algin z € U, lo que es una con-
tradiccién. Asi concluimos que f(U) es acotada.

(a)<=(f). Claramente se da, como f es lineal y ademds continua,
|f| es una seminorma y también continua, donde la vecindad que nos
sirve para |f| es la misma que para f. De manera andloga, si |f| es
una seminorma continua, f también es continua. m

Corolario 35 Toda funcional lineal f: X — C continua manda aco-
tados en acotados.

Demostracion.
Es inmediata del teorema anterior incisos (a) y (b). =

5 Espacios dimensionalmente finitos.

Recordemos que un espacio de Banach es un espacio normado (X, ||-||)
tal que es completo con respecto a la métrica definida por ||-|| como:

d(z,y) = ||z =yl

para todo =,y € X. Ademas, en espacios métricos, ser completo es
equivalente a que toda sucesiéon d—Cauchy es convergente.

Los espacios de Banach mas simples son R" y C", que son espacios
vectoriales topoldgicos sobre el campo de los niimeros reales 6 complejos
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y de dimension n, ambos dotados con la topologia euclidiana dada por
la norma

1
2 2\ 3
2l = (I + .+ [2a] ) ®

para z = (z1,...,29) € R" 6 2 = (21, ..., 22) € C". Otras normas en estos
espacios son las siguientes

121l = lz2] + -+ |2l

121l = max {Jl}

Estas tres normas definen la misma topologia en R"™ (C").

Si X es un espacio vectorial topolégico sobre C tal que dim(X) = n,
entonces toda base {x1, ..., x,} de X induce un isomorfismo

L : X-=C"

Tir—6;

donde {ey, ...,e,} es la base canénica de C™.

Ahora vamos a probar que esta funciéon también debe ser homeomor-
fismo y en consecuencia la topologia de C™ es la tinica topologia vectorial
que puede tener un espacio vectorial topologico complejo de dimension
n.

Lema 36 Sean X un espacio vectorial topologico complejo y f : C" —
X lineal. Entonces, f es continua.

Demostracién. Sea {ey, ..., e,} la base candénica de C", y consideremos
f(ex) = up para cada k € {1,...,n}. Entonces, f(z) = z1u1 + ... + 2puy,
para todo z € C". Como la multiplicacién por escalares y la suma de
vectores son funciones continuas en X, tenemos que efectivamente, f es
continua. m

Teorema 37 Sean n € N, X un espacio vectorial topolégico y Y un
subespacio de X de dimension n. Entonces

(a) Todo isomorfismo f: C" —Y es homeomorfismo, y

(b) Y es cerrado.

Demostracién.
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(a)

Sea S la esfera de radio 1 en C". Entonces, z € S si y sélo si

n
S |z]* = 1. Por otro lado, recordemos que si B es la bola unitaria
=1
(2 n ,
abierta, z € B siy sélosi > |z]” < 1.
i=1

Sea f : C" — Y un isomorfismo, es decir es lineal y biyectiva.
Definamos K = f(5), por el lema anterior f es continua y por
tanto K es compacto. Como f(0) = 0y f es biyectiva, 0 ¢ K.
Entonces, existe una vecindad balanceada V' de 0 en X tal que no
intersecta a K. Ademds, F = f~1(V) = f~1(VNY) pues f es
isomorfismo y asi EN S = (.

Como f es lineal, F es balanceada y convexa. KEsto implica que
E C B pues 0 € F, y en consecuencia f~'(V NY) C B. Pero
fz) = (fi*(x),..., f(z)), donde cada f;' : Y — C es un

funcional lineal para cada 1 < i < n. Y asi f; ' es acotado en
una vecindad de 0, V NY, para cada 1 < ¢ < n, por lo que
f;! es continua para toda 1 < i < n. Por lo tanto f es un

homeomorfismo.

SeanpecY, f:C" — Y y V como en el inciso anterior. Ya que
V' es absorbente, p € tV para algin t > 0. Entonces, Y NtV C
f(tV) C f(tB), y como tB es compacto tenemos que f(tB) es
cerrado en X. Ahora, p € f(tB) C Y pues f es homeomorfismo
de C" en Y.

Teorema 38 Todo espacio vectorial topologico localmente compacto X
tiene dimension finita.

Demostraciéon. Sabemos que 0 tiene una vecindad V' cuya cerradura
es compacta. Por el Teorema 31 V' y V son acotados y los conjuntos
27"V (n=1,2,3,...) forman una base local para X.

Como V es compacto, existen 1, ..., z,, € X tales que

— 1
VC <x1—i—§V)U...U(xm—|—V).

Sea Y el espacio generado por {zi,...,z,,}. Entonces, dimY < m. Por
el teorema 37, Y es un subespacio cerrado de X.
Dado que V C Y + %V y AY =Y para todo escalar A # 0, se sigue

que

1 1 1 1
- Y4+ V==-[(v+=
SV Y4V 2( +2v>
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y asi

1 1 1
VEY+ VoY +Y+ V=Y+ V.

Procediendo de la misma manera obtenemos lo siguiente:

VC ﬁ(ym—“v).

n=1

Pero {27"V} es una base local, entonces V C Y (ver inciso (1) del
teorema 28), pero Y =Y, por lo que kV C Y para k = 1,2,3, ... Con
esto concluimos que Y = X, por (1) del Teorema 31, y por lo tanto
dmX <m m

Teorema 39 5@ X es un espacio vectorial topolégico localmente acotado
con la propiedad de Heine-Borel, entonces X tiene dimension finita.

Demostracién. Por hipdtesis, el cero tiene una vecindad acotada Vy,
por (6) del Teorema 28, V también es acotado. Como X tiene la
propiedad de Heine-Borel, todo cerrado y acotado es compacto y asi
V es compacto. Por tanto X es localmente compacto y por el resultado
anterior es de dimensién finita. m

5.1 Metrizacion.

Recordemos que una topologia 7 sobre un conjunto X es metrizable si

existe una métrica d en X tal que es compatible con 7. En este caso,

todas las bolas de radio % con centro en x forman una base local para

x. Esto da una condicién necesaria para la metrizabilidad de espacios
vectoriales topoldgicos.

Teorema 40 Si X es un espacio vectorial topologico con una base local
numerable, entonces se puede definir una métrica d en X tal que

1. d es compatible con la topologia de X .
2. las bolas abiertas con centro en 0 son balanceadas, y

3. d es invariante: d(x + z,y + 2) =d(x,y)Vx,y, z € X.

Si, ademdas, X es localmente convexo, entonces a d la podemos
elegir de tal manera que satisface (1), (2), (3) y

4. todas las bolas abiertas son convexas.
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5.2 Sucesiones y redes de Cauchy.

1. Sea d una métrica definida en X un conjunto no vacio. Una
sucesion {r,},.y € X es de Cauchy si Ve > 0 existe N € N
tal que d(zpm, z,) < € Yn,m > N. Si cada sucesiéon de Cauchy en
X converge a un punto de X, entonces decimos que (X, d) es un
espacio métrico completo.

2. Sea T una topologia para el espacio vectorial X. ahora, de igual
manera que el inciso anterior definimos una sucesién y una red de
Cauchy para el espacio vectorial (X, 7). Sea B una base local para
T.

(a) Una sucesién {z,},.y C X es de Cauchy si para todo V € B
existe N € N tal que z,, — x,,, € V siempre que n, m > N.

(b) Generalizando el concepto de sucesién, decimos que una red
{xa}ae; C X es de Cauchy si dado V' € B existe ap € 2 tal
que z, — xg € V siempre que «, 3 > ap.

Usualmente diremos que una sucesion {z,, }, .y C X (unared {xa}aez
X es de d—Cauchy 6 7—Cauchy si lo es para la topologia inducida por
la métrica d 6 para 7, respectivamente.

Observacién 41 Observemos que la definicion de sucesion de Cauchy
la tenemos aun fuera del marco de una métrica, pero para ver en general
que un espacio vectorial topologico es completo no nos basta considerar
solo a las sucesiones. Notemos ademds que, de bases locales distintas
para una misma topologia obtenemos las mismas sucesiones ¢ redes de
Cauchy.

3. Sea X un espacio vectorial topoldgico cuya topologia 7 es compat-
ible con la topologia generada por una métrica invariante d. En-
tonces, tenemos que d(x,, Tm,) = d(x, — Tm,0) y como las d-bolas
con centro en el origen forman una base local para 7, entonces :
Una sucesion {n}, .y C X es d—Cauchy si solo si es T-Cauchy.

En consecuencia, cualesquiera dos métricas invariantes en X, tales
que son equivalentes con 7, tienen las mismas sucesiones de Cauchy
y las mismas sucesiones convergentes. Asi que tenemos lo siguiente:

Afirmacion 42 Sea X un espacio vectorial topolégico. Si dy y ds son
métricas invariantes tales que inducen la misma topologia en X, en-
tonces:
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(a) dy y ds tienen las mismas sucesiones de Cauchy;

(b) dy es completa si y sélo si dy es completa.

Es importante notar que la condicion de ser invariante es necesaria,
como lo veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 43 Consideremos a R el conjunto de nimeros reales y defi-
namos las siguientes dos métricas:

di(z,y) =le—yl v d(zy) = |55 — oy

La primera métrica es la usual de R; mientras que las sequnda, de las
propiedades de R es claro que toma valores no negativos, es simétrica y
satisface la desigualdad del tridngulo. Veamos que dy (x,y) = 0 si y sdlo
si x = y. Para esto, consideremos las funciones ¢, : [0,+00 — [0,1),
¢ (2) = 75 = 1= 5, d2: (=00,0] = [0, 1), ¢ (z) = % = =1+ =,
las cuales son biyectivas. Lo cual quiere decir que si dy (x,y) =02z yy
deben tener el mismo signo, inclusive x =y por la inyectividad de ¢y y
P2

Por otro lado, dy y dy inducen la misma topologia en R. Pero dy no
es invariante pues dy (1,0) = 3 y dy (2,1) = ¢. Ahora, sea {n}, .y C R
es do- Cauchy pero no converge.

Teorema 44 Sean (X, dy) y (X, dz) espacios métricos, con (X,dy) com-
pleto. Si E C X cerrado, f : E — Y continua y do (f(x1), f(x2)) >
dy (x1,2) para todo x1,xs € E, entonces f(FE) es cerrado.

Demostracién. Sea y € f(E), entonces existe {z,},.y C E una
sucesion tal que y = lim f(x,). Por lo que {f(z,)}, oy es de Cauchy

en Y. Asi que de la hipdtesis tenemos que {z,},.y es de Cauchy en
X. Pero X es dij-completo, lo cual implica que existe x € X tal que
x = limz, en (X,d;). Como E es di-cerrado x € E'y de la continuidad

de f f(x) = lim f(x,) = y. Por tanto y € f(E) y asi f(E) es cerrado.
]

Teorema 45 Sean (X, T) un espacio vectorial topoldgico, Y un subespa-
cio vectorial topologico de X y supongamos que Y es un F-espacio (bajo
la topologia heredada de X ). FEntonces, Y es un subespacio vectorial
topologico cerrado de X.

Demostracion. Recordemos que para ser F-espacio la topologia debe

ser inducida por una métrica invariante completa. Sea d una métrica
invariante en Y compatible con la topologia inducida 7 |y.
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Sean Bi1 = {y €Y :d(y,0) < %}, U, una vecindad de 0 en X tal
que Y NU, = B1 y V, una vecindad de 0 en X simétrica tal que

Vo+ Vo CU, vy Vo CV,

para cada n € N.

—X 3
Sea x € Y |, veamos que x € Y y asi Y es cerrado. Para esto, para
cada n € N definamos al conjunto

E,=YnN(x+V,)

Siy,y2 € E,, entonces y; — yo € Y, por ser Y un subespacio vectorial
de X. Ademas, y; —y2 € V,, +V,, C U, y por tanto y; — y» € B1.

Ademas, los didmetros de los conjuntos E, tienden a cero.” Como
cada FE, es no vacio y dado que Y es completo, tenemos que las Y —cerraduras
de los conjuntos F,, coinciden en exactamente un punto yg.

Sea W una vecindad de cero en X, y definamos

F,=YN(@+WnV,).

Al igual que arriba; ya que cada Fj, es no vacio, las Y-cerraduras de los
conjuntos F}, tienen un punto en comun y,. Pero F, C FE, para cada
n, por lo que y,, = yo. Por otro lado, como F,, C x + W tenemos que
Yo € x + W, v esto para todo W. Entonces, tenemos que yg = = y asi
z€Y.PorlotantoY =Y. =

Teorema 46 1. Si d es una métrica invariante bajo traslaciones en
un espacio vectorial X, entonces
d(nx,0) < nd(x,0)
para todo x € X y todo n € N.

2. Si(xy),c n €5 una sucesion en un espacio vectorial topologico metriz-
able, tales que x, — 0 cuando n — oo, entonces existen escalares
positivos 7, tales que vy, — 00 Y YT, — 0.

Demostracién. La afirmacién (1) se sigue de que

d(nz,0) < Z d(kxz,(k—1)z) =nd(z,0).
k=1
Para probar (2), sea d una métrica invariante bajo traslaciones, com-
patible con la topologia de X. Como d (z,,0) — 0, existe una sucesién
decreciente de enteros positivos ny tales que d (x,,0) < k72 si n > ny.
Sea v, =1sin<nyyy,=ksin, <n <ngy. Para cada n, se cumple
lo siguiente

d (Ynzn,0) = d (kx,,0) < kd (z,,0) < k1.

Por lo que v,z, — 0 cuando n — occ. m
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6 Acotaciéon y Continuidad.

6.0.1 Conjuntos Acotados.

Recordemos la siguiente definiciéon ya dada anteriormente:

Definicién 47 Sea (X,7) wun ewvt. y A C X. A es acotado (7-
acotado)  si para cualquier V € N, (X) existe o € RT tal que
AcCaV.

Esta definicién equivale a que pidamos que dado V' € N, (X)) existe
a € RT tal que A C AV para todo A € C tal que |\ > a.

Notemos que en R"™ y C" esta definiciéon coincide con la definicién
de conjunto acotado que ya conocemos. Ademas, se tiene que cualquier
vecindad de 0 en X absorbe a todo acotado, lo cual es natural.

Cabe senalar que si d es una métrica compatible con la topologia
7 en X un espacio vectorial tenemos que los conjuntos 7—acotados y
los conjuntos d-acotados no necesariamente son los mismos, ain si d es
invariante.

Sin en cambio, si X es un espacio normado y d es una métrica in-
ducida por una norma, entonces las dos nociones de acotacién coinciden.

Por otro lado, si (X, d) es una métrica y d es reemplazada por d; =
#‘ld una métrica invariante la cual induce la misma topologia que d, no
coinciden los conjuntos acotados: en el ejemplo 43 (1, 00) es dy—acotado
en R, pero no es dy-acotado.

También, del teorema 31, tenemos que todo subconjunto compacto
de un espacio vectorial topoldgico es acotado. Pero, por ejemplo si z # 0
y A = {nz :n € N}, entonces A no es acotado: esto se debe a que si V'
es una vecindad de cero tal que z ¢ V, entonces nx ¢ nV para todo n, lo
cual implica que E ¢ nV. Observemos que esto nos da como resultado

que cualquier subespacio no trivial de X no puede ser acotado.

Afirmacion 48 Toda sucesion de Cauchy en un espacio vectorial topolégico
es acotada.

Demostracién. Sea (x,),eny una sucesion de Cauchy en X un espacio
vectorial topoldgico. Sean V' y W dos vecindades balanceadas de 0 tales
que V 4+ V C W, entonces AN € N tal que x, —z,, € V Vn,m > N.
Esto implica que =, € xtxy +V Vn > N.

Sea s > 1 tal que zy € sV. De aqui que

T, € sV +V CsV+sVCsW

31



para todo n > N. Por lo que =z, € tW para todo n y para t sufi-
cientemente grande, ya que V' y W son balanceadas y {z1,...,xy_1} un
conjunto finito. m

Ademas, del Teorema 28 tenemos que las cerraduras de conjuntos
acotados también son acotados.

Teorema 49 Sean X un ewv.t. y A C X. A es acotado si y solo si
para cualquier sucesion (Tp)nen en Ay cualquier sucesion (o, )nen de
escalares que tiende a cero, la sucesion (o, Tp)neny converge al origen
en X.

Demostracién.  Supongamos que A es acotado y que (Z,)nen €s
una sucesién contenida en A. Sea (a,)neny una sucesion de escalares
que tiende a cero y sea V € N, (X). Entonces existe W € N, (X), W
balanceado, tal que W C V. Sea a € RT tal que A C aWW, dicho «
existe por ser A acotado.

Para 0 € R* tal que f > a existe ny € N tal que |a,| < %
para n > ng por ser (a),.y convergente a cero. Entonces, como
lan B = |a,| 6 <1 y W es balanceado,

a,BW CW CV

para todo ng < n por lo tanto a,z, € V, siempre que n > ng; es decir,
(anTn), ey converge al origen en X.

Supongamos ahora que A no es acotado, entonces existe U € N, (X)
tal que A ; U paratoda 8 € RT. Sea n un entero positivoy = %
Entonces existe x, € A tal que %mn ¢ U. De esta manera, para
cada n € N obtenemos z,, y podemos formar la sucesion (x,)nen de
elementos en A tales que (%xn>n€N no converge al origen en FE y sin
embargo (1),en converge a cero. m

Por ser un poco diferentes a lo que usualmente tenemos en R” dare-
mos algunas propiedades de los conjuntos acotados.

Proposicién 50 Sea X wune v t. St A B C X son acotados,
entonces:

a) Todo subconjunto de A es acotado.

b) A es acotado.

d) AUB es acotado.

)
)
c) u-A es acotado para todo pu € C.
)
e)

A+ B es acotado.
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f) conv(A) es acotado si X es localmente convezo.

Demostracién.

a) Sean C C A yV € N,(X). De la definicién de acotado, existe
a >0 tal que C' C A C aV, que es lo que se pide.

b) Sea V € N, (X), como X es un espacio vectorial topolégico
existe una base fundamental de vecindades cerradas de 0, asi que existe
W e N,(X) tal que W escerradoy W C V. Porser A acotado,
para W existe a >0 tal que A C aW. Y al ser W cerrado A C aW
y por lo tanto A C aW C oV, de donde A es acotado.

¢) Puesto que A es acotado, para toda V € N, (X) existe o € RT
tal que A C aV. Entonces pA C paV = a|u|V. Luego basta que
tomemos, para la vecindad V' y el conjunto pA, el real positivo « |ul.

d) Sea V € N,(X). Como X es un ev.t. existe W € N, (X),
W balanceado, tal que W C V. Si ay y as son dos numeros reales
positivos tales que A C ayW vy B C apW entonces, si denotamos por
a al maximo de «; y g, tenemos que A C aW y B C aW, por
consiguiente AU B C aWW C aV. Finalmente, de aqui se deduce que
AU B es acotado.

e) Sea V€ N, (X), por el mismo argumento que el inciso anterior,
existe W € N, (X), W balanceada tal que W +W C V. Si aj,ay € RT
tales que A C oW y B C asW, definamos como « al maximo
entre oy y as, ACaW y B CaW. Asi, A+ B C aW +aW =
a(W +W) CaV. Porloque A+ B es acotado.

f) Demostremos ahora que conv(A) es acotado. Por ser A acotado
y X unelc., paratodaV € N, (X), existe W € N, (X), W convexo,
W CV tal que A C alW para alguna a > 0. Pero

conv(A) =tA+ (1 —t)A C t(aW) + (1 —t)(aW).
Ademas, como W es convexo, también lo es aW/. Asi pues, tenemos
aW(t+(1—t)) = aW C aV y conv(A) C (aW) (t+(1—t)) = aW C oV,

de modo que conv(A) es acotado.
Esto completa la demostraciéon. m

6.1 Funciones Lineales Acotadas.

Sean X y Y espacios vectoriales topologicos y A : X — Y una funcién
lineal.

Definicién 51 Decimos que A es acotada si manda conjuntos acotados
en conguntos acotados; es decir, A (E) es acotado para cada subconjunto
acotado E de X.
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Teorema 52 Sean X y Y espacios vectoriales topologicos y A : X — Y
una funcion lineal. Entonces: (a) = (b) = (c¢), donde

(a) A es continua.

b

A es acotada.

(
(¢) Six, — 0, entonces {A(x,) : n € N} es acotado.

)
)
)
(d) Six, — 0, entonces A (z,) — 0.

Ademds, st X es metrizable, entonces las afirmaciones anteriores son
equivalentes.

Demostracién.

(a) = (b) Sea E C X acotado y W una vecindad de cero en Y. Como A
es continua (y A (0) = 0) existe V' vecindad de cero en X tal que
A (V) € W. Pero, por ser E es acotado existe s > 0 tal que
E C tV para cada t > s. Por lo que

AE)CARV)=tA(V)CtW
para todo t > s. Asi que A (E) es acotado.

(b) = (¢) Es claro ya que si z,, — 0, {z,} es acotado y como A es acotada
también {A (z,) : n € N} es acotado.

Si X es metrizable obtenemos las siguientes implicaciones:

(c) = (d) Sea (xp),.y C X tal que z,, — 0; entonces, por el teorema 46,
existe una sucesion (v,),cy C R tal que v, — o0 y vz, — 0.
Por hipétesis, {A (v,2,) : n € N} es acotado en Y. Por el teorema
49, A (z,) = v A (Ym2,) — 0 como querfamos.

(d) = (a) Supongamos que A no es continua, entonces existe W una vecindad
de cero en Y tal que A~ (I¥) no contiene ninguna vecindad de 0
en X. Como X es metrizable tiene una base local numerable, esto
implica que podemos encontrar una sucesion (z,), .y C X tal que
x, — 0 pero A (z,,) ¢ W para todo n € N. Esto tltimo contradice
(d), y tenemos lo que se pide.
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7 Seminormas y Convexidad Local.

Como sabemos, las propiedades que tienen los espacios métricos facilitan
el trabajo en muchas cuestiones; ademads, si se generalizan algunos resul-
tados a veces es necesario que los espacios en los que estamos trabajando
conserven propiedades similares a las de los espacios métricos.

Los espacios localmente convexos estan estrechamente ligados con las
seminormas, que son funciones que conservan, excepto una, las propiedades
que tiene una norma, por lo que mantienen cierta relacién con los espa-
cios métricos.

En esta seccién daremos la definiciéon de seminorma, junto con otras
propiedades que tenemos para algunas familias de seminormas.

Definicién 53 Sea X wun espacio vectorial sobre C. Una seminorma

en X es una funcion
p: X —[0,00)

tal que:

(i) plz+y) <p(x)+p(y)  z,y €X (subaditiva).
(17) p(Ax) = |Mp(x), 2 € X y A€ C (lineal positiva).

Entonces, una seminorma p es una norma si

(c)p(x) #0 si o #0.

Definicién 54 Una familia p de seminormas es separante en X si para
cada x # 0 existe p € @ tal que p(x) # 0.

Veamos ahora una seminorma que es de gran utilidad en la teoria de
espacios localmente convexos.

Sea A C X absorbente. Por ejemplo, toda vecindad de cero en un
espacio vectorial topolégico es absorbente y to subconjunto absorbente
contiene al origen. La ” Funcional subaditiva de Minkowski de A” esta
dada por

pa(z) =inf{t >0:t 'z € A} =inf{t >0: 2 € tA}

para cada x € X. Notemos que la funcional de Minkowski de A esté
bien definida ya que, al ser A absorbente {t > 0:t"'x € A} # 0; por
otro lado, por definicién 0 < pa () < oo para todo z € X.

Ahora, veremos que las seminormas en X, un e. v. t., son precisa-
mente las funcionales de Minkowski de conjuntos absorbentes, convexos
y balanceados. Ademas, las seminormas son relativamente cerradas en
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convexidad local, esto se debe a que: en todo espacio localmente convexo
existe una familia separante de seminormas continuas. A la inversa, si
pes una famila separante de seminormas en X un e.v.t., entonces a @
la podemos utilizar para definir una topologia localmente convexa en X,
con lo propiedad de que toda seminorma p € @ es continua.

Teorema 55 Sea p una seminorma definida sobre X un e.v.t. En-
tonces:

(a
b) lp(z) —p )| <pxr—y) Vo,y € X.

p(0) =

(d

)

(b)

(¢) p(xz)>0Vee X.
) {z € X :p(x) =0} es un subespacio de X.
)

(e) El conjunto B ={x: p(x) < 1} es convezo, balanceado, absorbente
yp=HB-

Demostracién. La afirmacion (a) se cumple ya que p (ax) = |a| p (z),
con o = (. Mientras que, por la subaditividad de p tenemos que

pE)=plx—-—y+y) <pl-y) +p)

y por tanto p(z) — p(y) < p(z —y). De la misma manera, intercam-
biando x y y, obtenemos que (b) también se cumple pues p(z —y) =
p(y— ).

Siy = 0en (b), tenemos que p (x) > 0V € X, y asi también tenemos
(c).

Para probar (d), supongamos que p(y) = p(xr) = 0 y sean «,f3
escalares, de (c)

0 <plaz+0By) <l|alp(x)+|Blp(y) =0

por lo que ax + By € {w € X : p(w) = 0}. Por dltimo, probemos (e) .
Por ser p lineal positiva, es claro que B es balanceado. Si x,y € By
0 <t < 1, entonces

pltr+ (1 =1t)y) <tp(z)+(1—t)p(y) <1

ytr+ (1 —t)y € B, mientras que sit =1 p(tx + (1 —t)y) = p(x) < 1.
Asi que B es convexo.

B es absorbente pues para cada z € X y s > p(z) se cumple que
p(s™tx) = s7'p(x) < 1, e inclusive pup (z) < s. De aqui que ug < p,
pero si 0 < t < p(x), entonces p(t7'z) > 1y t 'z ¢ B. Esto implica
que p(z) < pp(z), lo que completa la demostracién. m
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Teorema 56 Sean X un e.v.t. y A C X absorbente y convero. FEn-
tonces:

1) pa(z+y) < pa(@) +pa(y).
2) pa(te) =tpa(x) sit>0.

(1)
(2)
(3) Si A es balanceado, jia es una seminorma.
(4)

={z :pa(x) <1} y C = {x : pa(zr) < 1}, entonces
BCACCyuBzquuc.

Demostracién.

(1) Recordemos que como A es convexo, se tiene que (s+t) A =
sA+tA para todo s,t € RT. Ademads,

pa(x)=inf{t>0:t'wv € A} =inf{t >0: 0 €tA} vy
entonces dado € > 0 existen \., A\; > 0 tales que:
)\TS,LLA(.T)-F% con M'zeA (reNA), vy

As <pea (y) + g con MNly€A (yeMA).

Ya que A es absorbente.

Se sigue que A, +As < pa (@) +pa(y)+e y (m+y) € NA+AA =
(Ar + As)A, lo cual implica que (A, + X,) ' (z +y) €

Teniendo en cuenta que pa(x+y) = {t > 0: ¢ 1(:1: +y) € A},
v que pa(z+y) < A+ A, obtenemos  pa (z4y) < A+ Ay <
pa (z)+pa (y)+e;esdecir, pa(x +y) < pa(z)+pa(y)+e para todo
€ positivo.

De aqui que pa(z +y) < pa(x) + pa(y), Yo,y € X. Por lo tanto
4 es subaditiva.

(2) Sit =0, tr =0, con lo que pu(tx) = pa(0) =0 = tua ().
Mientras que si t # 0,

tua (v)=tinf{s > 0:s'v € A} = inf{ts >0:s 'z € A}
—inf{ts >0:s "t tr e A} =inf{ts > 0: (ts) "tz € A}
=inf{k >0: k7" (tr) € A} = p4 (tx).
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(3) Si A es balanceado, tenemos que |a| < 1, entonces aA C A. Sea
a # 0, entonces |a| >0 y
lal pia (z) = |a|inf{t >0:t 'z € A} = inf{|a|t >0:t 'z € A}
=inf{la|t > 0:ala| "tz € ala| " A}
=inf{|a|t > 0: ala| "tz € A}
=inf{s >0:as 'z € A} = ua (ax).

Si @ = 0 se cumple por (2). Por tanto p14 es una seminorma.

(4) Es claro que si pua (x) < 1, entonces x € A pues para pa (r) <
t < 1,como 0 € A por ser absorbente y t ™'z € A, z =t (t7'z) +
(1 —1)0 € A. Asi, B C A; para la otra contencién, es claro que
siz € A, pa(x) <1 porlo que tenemos que B C A C C' como
queriamos. Observemos ademas que B y C' también son convexos
y absorbentes:

Seanr,y € B (zr,y e C)y0<t<1

fa (tr + (1 —1)y) < pa (tr) + pa (1 —1)y)
=tpa(r) +(1=paly) <t+(1—-t)=1

(<t+ (1 —t) =1 respectivamente) por lo que tz + (1 —t)y € B
(tz + (1 —t)y € C resp.). Asi que B y C son convexos. Para ver
que son absorbentes sea x € X, como A es absorbente existe s > 0
tal que x € tA Vt > s (es decir, t 'z € AVt > s), lo que implica
que pa(x) < s <ty por la linealidad positiva de g4 tenemos

que fia (£) = Lpa(z) < 2 < 1. Con esto podemos considerar
a up y pe sus respectivas funcionales de Minkowski de B y C
respectivamente.

Ahora, para la igualdad up = pa = pe, dadas las contenciones
A C B C C tenemos que

tlreB=t'recA=1t"'2eC

por tanto pc (x) < pa(x) < pp(x). Resta probar que pg ()
pic (), para esto sean x € X y puc (z) < s < t. Entonces, ¢ (£)
1yasi§€C’,,uA(§) gl,,uA(%) <37 <1 Deaquique { € B
pp () <ty esto pasa para todo t > uc (x), por tanto g (x)
pic ().

IN < A IA

[ |

Observemos que en esta demostracion, para garantizar que puy es
una seminorma, solamente se necesité que A fuera un conjunto ab-
sorbente, balanceado y convexo. Asi, para cualquier conjunto absorbente,
absolutamente convexo se puede definir una seminorma en X.
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Proposiciéon 57 Sea (X,7) un ev.t. y V € N,(X), V abierto,
balanceado y convero. Entonces existe una unica seminorma p en X

tal que
V={reX:p) <1}

Demostracion.
Sea V € N, (X), como en las hipStesis y p = p,, donde

p = py: X — RTU{0}
r——inf{t >0:t'r €V}

esta funcién es la ” Funcional subaditiva de Minkowski de V”; p esta
bien definida. Por el resultado anterior p es una seminorma.

Solo falta verificar que V ={x € E: p(z) <1} y que p es tnica.

Primero demostremos que V = {z € X : p(z) < 1}:

Para esto, sea z € X tal que p(x) < 1, entonces se puede elegir
0 <t<1 contlxz €V, pero por la convexidad de V, como z =
t(t7tr) + (1 —1)0, z € V. De donde, {z € X : p(z) <1} C V.

A la inversa, sea y € V' arbitraria. Para esta y fija consideremos

¢ :(0,400) = X

definida por ¢(t) =t~y para cada t. La continuidad de ¢ la tenemos
de que la funcién t — t=! es continua en (0, +00) y de las propiedades
de espacio vectorial topologico. Por estas razones, al ser V abierto

e 'V)={t>0:t'yecV}

también es abierto. Por otro lado, dado que y € V, tenemos 1 € o= *(V);
por tanto existe € >0 tal que 1 —¢€ ¢ 1(V) (esdecir, 1 —¢ € {t >
0:t 'y € V})ycomo p(y) =inf{t >0:t 'y € V}, obtenemos que
ply) <1 —e < 1. De aqui concluimos que y € {x : p(x) < 1}. Asi,
V Cc{xr e X :p(r) <1}; en consecuencia V ={z € X : p(x) < 1},
como se queria.

Por dltimo, veamos que efectivamente p es tinica con la caracteristica
anterior.

Supongamos que existe ¢ : X — [0,+00) tal que

{reX: plx)<lt={ye FE:qy) <1}
Entonces,

{reX:plx)<r}={ye X :q(zx) <r}, (1]
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para cualquier 7 > 0. Seaz € X y a = p(x). Por definicién de p (z),
tenemos que para toda ¢ >0, p(x) < a+9, y por [1] ¢(z) <a+4d, V
d > 0. En consecuencia ¢(x) < a = p(z).

De la misma manera se puede concluir que p(x) < ¢(x), para todo
x € X. Por lo tanto p (z) = ¢ (x), paratodo z € X. m

La proposicion anterior es de suma importancia, ya que en cualquier
espacio vectorial se puede definir una topologia usando una familia de
seminormas, de la siguiente manera:

Sea X un espacio vectorial y {ps}ac; una familia de seminor-
mas en X, donde I es un conjunto de indices. Definimos B,, =
(r™pa) " (=1,1) = (pa)'(=7,7) = {x : pa (¥) < 7} para todo a €I
y para todo r >0 y tomamos N, (X) de manera que V e N, (X) siy
sélo si existen aq,...,a, €I y r1,...,7, € RT tales que () Ba,r, CV.

i=1
De esta forma, es facil determinar a N, (X) como z+ N, (X).
Notemos que B,, € N, (X) y por consiguiente [ Ba,r € N, (X).
i=1
Teorema 58 Sea B una base local balanceada y convexa en X un e. v.
t. A cada V€ B le asociamos su funcional de Minkowski py. Entonces,

(a) V=Az € X :puy(z) <1}, para todo V € B, y

(b) {uy : V € B} es una familia separante de seminormas continuas
en X.

Demostracién. Es claro que (a) se cumple por la proposicién anterior
y por el Teorema 57, para cada V € B, uy es una seminorma. Para
ver que {uy : V € B} es una familia separante y cada seminorma py es
continua en X, si r > 0, se sigue de (a) del Teorema 55 que

v (2) — pyv ()] <

siempre que x —y € rV. Por lo tanto py es continua. Por otro lado, si
x € X—{0} entonces x ¢ V paraalgin V' € B. Paraesta V, uy () > 1,
lo cual implica que {py : V € B} es separante. ®

Teorema 59 Sean X un espacio vectorial topolégico y o una familia de
seminormas separante en X. Para cada p € o yn € N, consideremos
los conjuntos

Vip.n) = {a: € X :pla) < %}

Sea B la coleccion de todas las intersecciones finitas de conjuntos V (p,n).
Entonces B es una base local conveza y balanceada para alguna topologia
7 en X. Ademds B determina una topologia localmente convexa en X
tal que
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(a) Cada p € g es continua.
(b) EC X acotado si y solo si cada p € p es acotada en E.

Demostracién.

(a) Definimos a los subconjuntos abiertos A C X como todas las
uniones arbitrarias de las traslaciones de elementos de 28; los cuales
claramente forman una topologia:

(i) @ =(x+V(p,n))NV(p,n), donde p € p es tal que p(x) # 0,
yn € Nestal que % < p(z). Estosedebe aque,siy € V(p,n)
y tomamos p (z + y) se tiene que, por ser p seminorma,

p(@)=ply)=p)—p(y) <plz+y), ... ()

por lo que
2

- <p()<plx+y)+py),

y como p (y) < 1 obtenemos que £ < p(z +y).

Por otro lado, X = |J (« + (V(p,n))) para cualquier n € N.
zeX

(17) Es claro que uniones arbitrarias e intersecciones finitas de
elementos tales que son uniones arbitrarias de traslaciones de
elementos en B vuelven a ser de esta forma.

Al mismo tiempo, estos conjuntos abiertos definen una topologia
7 en X que es invariante bajo traslaciones; ademas, cada elemento
de B es convexo, balanceado y B es base local para 7.

Sea x € X — {0}, entonces p(z) > 0 para algin p € p. Sea
n € N tal que % <p(z), x ¢ V(p,n), por tanto 0 ¢ = — V(p,n)
(mismo argumento que en (*)) y x ¢ {0}. Como la topologia T

es invariante bajo traslaciones, todo subconjunto formado por un
sélo punto x € X es cerrado, asi que {0} = {0}.

Ahora, probemos que la suma de vectores y la multiplicacion por
escalares son continuas. Sea U una vecindad de cero en X. En-
tonces,

Vp,n1) N . NV (pp,nm) C U

para algunos py,...,pn,, € © V N1, ..., Ny € N. Sean
V=V(p,2n1) N ...V (pm, 2n,) .

Como cada p € p es subaditiva, V 4+ V C U. Esto prueba que la
suma es continua.
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Supongamos ahora que x € X, o un escalar, y U y V como arriba.
Entonces, x € sV para algin s > 0. Sea t = ﬁa‘s, ysiyex+tV

y | — B8] < 1, entonces

By —ax=B(y—a)+ (3 -a)a
lo cual implica que

1BItV +|—a|sVCV+V CU

donde |B|t < 1y V es balanceado. Con esto, la multiplicacién por
escalares es continua.

Asi, X es un espacio localmente convexo, y de la definicién de
V' (p,n) tenemos que toda p € @ es continua en cero y por tanto
continua en todo = € X por (b) del Teorema 56.

(b) Finalmente, supongamos que £ C X acotado y sea p € p. Como
V(p,1) es vecindad de cero, E C kV (p,1) para algin k& € N. Por
lo que p(x) < k para todo = € E, y asi p es acotada en

A lainversa, supongamos que cada p € @ es acotada en F y sea U una
vecindad de cero en X. Entonces, U D V(p1,n1) N ... NV (pm, nm) para
algunas pi1,...,pm € 9 y N1, ..., Ny € N. Como cada p € p es acotada en
E existen M; > 0 tales que p;(x) < M; para todox € Ey 1 <i<m.
Sin > M;n; para cada , entonces £ C nU y por tanto E es acotado. m

Recordemos que si X es un espacio vectorial topolégico localmente
convexo (e.v.t.l.c. o simplemente e.l.c.), entonces el origen tiene un sis-
tema fundamental de vecindades convexas (es decir, para toda V €
N, (X), existe U € N, (X), U convexo tal que U C V).

Los espacios localmente convexos se caracterizan por medio de las
seminormas. Esto lo veremos en el siguiente Teorema, donde utilizamos
las seminormas de Minkowski asociadas a los conjuntos abiertos, bal-
anceados y convexos como se construyo en el teorema 57 y la proposicion
57.

Teorema 60 Sea (X,7) un ewv.t. X es un el.c. siy solo si existe
{Po}uca una familia de seminormas que determinan a 7.

Demostracion.

Veamos primero que dado un espacio localmente convexo podemos
dar una familia de seminormas que determinan la topologia.

Como X es un el.c. sea B, una base de vecindades del origen
en X formada por conjuntos abiertos, balanceados y convexos, por
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tanto absorbentes. Por la proposicion 57, dada V' € B, existe una tinica
seminorma p,, tal que

B={x:p,(z) <1}

Consideremos {p,, }vesm,; esta es una familia de seminormas es separante
tales que determinan la topologia original en X.

Por otro lado, si {pa}aca es una familia de seminormas en X que
determinan su topologia, tomemos a

By, = {z: palr) <1} = (pa) ' (=1,1)

para cada o € A. Estos conjuntos son abiertos, balanceados y convexos.
Pero la familia de seminormas anterior define la topologia en X; es decir,

‘ﬁ:{ﬂainai co; € Ayg; > 0,1<i<n,neN}

=1

es una base para la topologia 7 en X. Notemos que cada uno de los
elementos de 91 son también abiertos, balanceados y convexos. Por
tanto X es un espacio localmente convexo. m

Ejemplo 61 (a) Al espacio C*([a,b]) de funciones reales o comple-
jas infinitamente diferenciables en [a,b] le asociamos la topologia
generada por las seminormas

pm (f) = sup | f0 (1) |
a<t<b
para cadam = 0,1,2,...; donde f ™ denota la m—ésima derivada,

y para m =0 a la funcion f. Por el Teorema anterior, y con
esta topologia, el espacio C* ([a, b)) resulta ser un e.l.c.

(b) Si S esun conjunto cualquiera, consideremos el espacio vectorial
de todas las funciones reales o complejas sobre S. A este espa-
cto lo podemos dotar de una topologia de e.l.c., la topologia de la
convergencia puntual, que estd determinada por las seminormas:

pe(f) =11 ()]

para cada t € S. Con la cual resulta ser un e.l.c.

(c) A cualquier espacio vectorial le podemos dar una topologia de e.l.c.
tomando la topologia que tiene por base de vecindades del origen a
todos los subconjuntos de X balanceados, convexos y absorbentes.
Esta es la topologia mds fina de e.l.c. que se puede dar en un espa-
cto. Con esa topologia todas las seminormas resultan ser continuas
y el espacio resulta ser de Hausdorff.
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Observemos que si p = {p; : i € N} es una familia separante numer-
able de seminormas en X, por el Teorema 59, induce una topologia 7
con una base local numerable. Esto ultimo implica que es metrizable.

Ademas, podemos definir una métrica invariante bajo traslacion y
compatible; esto es, directamente de {p; };cn tenemos definida la métrica

d(x, y) — max Cipi(x - y)
ieN 1+ p;(x —y)

donde {¢;}ien es una sucesion fija en RT tal que converge a 0.

Teorema 62 Sea X un espacio vectorial topologico. Entonces, X es
normable si y solo si 0 tiene una vecindad convexa y acotada.

Demostracién. Si X es normable y ||-|| es su norma tal que es compat-
ible con su topologia, entonces la bola unitaria es convexa y acotada. A
la inversa, sea V' una vecindad convexa y acotada de 0. Por el Teorema
22 y la proposiciéon 51, V' contiene una vecindad de cero balanceada,
convexa y acotada U. Definamos ||z|| = py (z), € X, donde py es la
funcional de Minkowski de U. Por (3) del Teorema 31, {rU : r > 0}
forman una base local para la topologia de X. Ademas, de la definicion
de la funcional de Minkowski y dado que U es abierto tenemos

rU = {a: flal] < 7} = fo: po (2) <7}

para todo r > 0. Si z # 0, entonces existe r > 0 tal que x ¢ rU y asi
|z|| > r. Esto implica que ||z|| = uy () es una norma. Y con esto, en
efecto la topologia de la Norma coincide con la topologia original por ser
U una vecindad acotada. =

8 Espacios Cociente.

Hasta ahora hemos visto algunos resultados importantes para espacios
vectoriales topoldgicos; pero si tenemos un espacio cociente X, con re-
specto a alguno de sus subespacios, nos podemos preguntar si le podemos
asignar una topologia que esté relacionada con la estructura de X.

Sean X un espacio vectorial y N un subespacio vectorial de X.
Denotemos, como se hace usualmente, al espacio cociente de X sobre N
como X /N y definamos

X = X/N

bajo la regla x — m(x) =: [x] = v + N, la funcién cociente. A [z] =
x + N la llamamos la clase de x modulo N. La suma y la multiplicacién
por escalares se definen como

m(x+y)=n(x)+7(y), mlax)=amr(z). .. .. (1)
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Observemos que am (x) = N si a = 0, pues el vector cero de X /N es
7m(0) = N. Dado que N es un espacio vectorial, las operaciones definidas
arriba estdn bien definidas. Ademads, notemos que 7 (z) = 7 (2) siempre
que x — 2’ € N y si w(y) = 7w (y') entonces

m(x)+7n(y)=7m(@)+7), ar(zx)=ar(@)... (2)

Esto se debe a la siguiente observacién: Si A C X, entonces 7(A) =
A+ N,porloque 7' (A+ N)=r"1x(A) = U y+ A:

yeEN

Por una parte, si y € N, entonces 7(y + A) C 7(A), de donde
y+ A C m1(n(A)). Por otro lado, 2z € m'{(A+ N) = 2+ N €
A+ N = z+ N =z + N, para algin x € A; luego entonces, [z] = [z],
y esto ocurre si y s6losi z —x € N. Entonces z € x+ N, lo cual indica
que z € A+ vy, para algin y € N.

Por (1), 7 es una funcién lineal con espacio nulo N.

Supongamos ahora que X = (X,7) esune. v. t. y N C X un
subespacio cerrado, esto es, un subespacio lineal y cerrado con respecto
a la topologia 7. Denotemos por 7y a la coleccién de todos los conjuntos
A C XN tales que 7' (A) € 7; es decir, U C X /N es Ty-abierto
si y so6lo si, por definiciéon, 7~1(U) es abierto en (X,7). Entonces,
Ty es una topologia en X N llamada la topologia cociente. De las
propiedades de espacio vectorial topolégico de X, y de la estructura
algebraica de X /N se tiene que la topologia cociente 75y en X N
también es vectorial topoldgica. Ademas, m manda conjuntos abiertos
en conjuntos abiertos.Estas propiedades se demuestran en el siguiente
teorema.

Definicién 63 Sean X y Y espacios topologicos. Decimos que una
funcion f : X — Y es abierta si mapea conjuntos abiertos de X en
conjuntos abiertos de Y .

De esta manera, una funcién lineal entre espacios vectoriales topolégicos
es abierta si y solo si mapea vecindades de 0 en vecindades de 0.

Teorema 64 Sea X = (X,7) un e. v. t. y N un subespacio cerrado
de X. Consideremos a T definida como arriba, entonces:

(a) Tn es una topologia vectorial en X /N la funcién cociente T :
X — X /N es lineal, continua y abierta.

(b) Si B es una base local para T, entonces la coleccion de todos los
conjuntos ™ (V'), con V- € B, forman una base local para Ty .
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(¢) Cada una de las siguientes propiedades de X son heredadas a
X /N: ser localmente convexo, localmente acotado, metrizable y
normable.

(d) Si X es un F-espacio, ¢ un espacio de Fréchet, ¢ un espacio de
Banach, X /N también lo es.

Demostracién.

(a) Como la imagen inversa respeta uniones e intersecciones tenemos
lo siguiente:

T ANB) =7 (A)na(B) yn ' (UE)) = uUr ! (E)),

asf que dados A, B, E\ € 7, para cada )\, obtenemos que 7! (AN B),
7 (UE)) € vy @ = 71 (@) € 75, X = 71 (X /N) € 7y
Por lo que 7n en efecto es una topologia para X “N. Ademas,
ya que la imagen inversa respeta las diferencias entre conjuntos,
un conjunto A C X /N es 7 y—cerrado si y sélo si 77! (A) es
T—cerrado. En particular, todo punto 7 (x) € X /N es cerrado;
pues por hipdtesis N es cerrado, las traslaciones por un vector son
continuas y 7! (7 (z)) = N + z es cerrado.

Para la continuidad de 7 se da gracias a la definicién de 7y (la
imagen inversa de abiertos es abierta).

Ahora, sabemos que M c X/ N es ry-abierto si y sélo si

—

7 (M) C X es t-abierto. Asi,si M C X es T-abierto, tenemos
que (M) es Ty-abierto en X/ N, ya que 7= (n(M)) = |J y+ M.
yeF

Por lo tanto 7 es abierta.

Para la continuidad de la multiplicacién por escalares y la suma
de vectores tomemos W una vecindad de cero en X /N, entonces
existe una vecindad V' de cero en X tal que V +V C 71 (W), el
cual es abierto. De aqui que 7 (V) +7 (V) C 7~ (W), y dado que
7 es abierta m (V') es una vecindad de cero en X N. Con esto
hemos probado que la suma de vectores es continua.

Por otro lado, ya que 7! (W) es vecindad de cero y la multipli-
cacién por escalares es continua en X, dado a € C existe B. (a),
una bola de radio € > 0 alrededor de a en C, y U una vecindad
de cero en X tal que By € 7= (W) paracaday € Uy 8 € B. ().
Entonces,

pUCT (W)= Br(U) Cn(W)

y 7 (U) es vecindad de cero. Con esto, la multiplicacién por es-
calares también es continua en 7 (0) y por tanto continua en X /N.
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(b) De (a), si B es una base local para 7, entonces la coleccién de todos
los conjuntos {7 (V) : V € B}, forman una base local para 7y por
definicién de m ademas de ser abierta, esto hace que se satisfaga

(b).

(c¢) Para la primera propiedad:

(1) Sea X = (X, 7)une.l.c. y N un subespacio cerrado de X. Sea
I' una familia dirigida de seminormas en X que definen la
topologia 7. Entonces la familia I" de todas las seminormas

p:X,/N —[0,00}

definidas por 7(x) +—— inf ey p(z +y), p € I', definen la
topologia cociente 7y. Por lo que X N con la topologia
cociente es localmente convexo.

Veamos que en efecto la funcion p: X /N — R via la regla
m(x) — in]g p(x +y), donde p € I', es una seminorma:
ye

(1) Mostremos que p saca escalares positivos. Sean [z] € X /N y
reC.
Para el caso en que A = 0, se da trivialmente pues 0 € N, y asi

0 =p([0]) = p(Az]) = Inf p(Az +y) = inf p(y) =0 = Ap([z]).
En otro caso tenemos

pAz]) = inf p(Az +y) = Inf p(Az + Ay) = inf p(A(z +y)),
pero por ser p una seminorma en X, se sigue que

inf p(A(z +y)) = inf [Alp(z +y) = Al inf p(z +y) = A p(z])-

Por lo que p(A[z]) = |\ p([x]), para todo [z] € X /N y todo X € C.
(2) Nos falta ver que p es subaditiva, es decir, satisface la desigualdad
del tridngulo. Sean [z], [2] € X /N,y X € C, ast:

p([z] + [2]) = p([z + 2]) = inf p((z + 2) +y) = inf p(x + 2 + 2y)
yeEN yeN
= inf p((z +y) + (2 +y)) = (*);
yeN
pero, como p es una seminorma en X, siempre se da

plx+y+z+y) <plx+y) +plz+y), Yye N.
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Entonces

(%) =

~

. _ . . |
inf p(a+y+2+y) < inf p(z+y)+ inf p(z+y) = p([2]) +A([2])

De esto obtenemos que

ple] + [2]) < p(lel) + p([=])-

Ademas, por definicion, al ser p una seminorma, p es no negativa. Con
esto concluimos que p definida asi es una seminorma en X /' N.
Llamemos 75 a la topologia generada por la familia de seminormas

T obtenida como arriba. Ahora, observemos que pow : X — Ry que
tenemos pom(z) < p(x), Vo € X, Vp € I'. Entonces para ¢ > 0
arbitrario se cumple:

p(B:(0)) C (pom)~ (B:(0)).

De modo que

(p~!(B:(0))) € w((pom)(B:(0))) = p~"(B:(0)).

Con esto 7 <7y en X /N.

Para la otra contension, sea W € N,(X /N, 7y). Elegimos p € T
y € >0 tales que [z] € W si p(z) < ¢; usando que I' es una familia
de seminormas dirigida. Consideramos ahora, V € Ny(X /N, 1),

V= {z] € X/N: j([a]) < ¢}

Dado [z] € V, p(x+y) < e para algin y € N; es decir, [z] = [z +y] €
W, para algin y € N. Estoes, VC W,y W € N,(X /N, 7). En
consecuencia 7y =75 en X /N.

(i)

(i)

Si X es localmente acotado, existe V' una vecindad de cero acotada
y por el Teorema 52, ya que 7 es lineal y continua es acotada, 7 (V)
también es una vecindad acotada de 7 (0) en X N. Entonces,
X /N también es localmente acotado.

Sea (X,d) un espacio métrico con d una métrica invariante que
define su topologia. Definamos p: X /N — [0, 00) como

p(m(z),m(y)) =inf{d(x —y,z): 2z € N}.

Sean z,2',y,y € X tales que 7 (z) = w(2') y 7w(y) = 7 (¥),
entonces x — ',y — 1y’ € N. De donde

p(m(x),n(y))=inf{d(x —y,2): 2z€ N} =inf{d (0,2 4+ 2z —y): 2 € N}
=inf{d(z' =y, z+x—y+2' —y):2€ N} = (%)
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por ser d invariante bajo traslaciones, perox —y+2'—y '+ N = N
pues N es espacio vectorial y x — 2/, y — ¢y’ € N. Entonces,

(x) =inf{d (2’ —y',2): 2 € N} € [0,00)

por lo que p estd bien definida. Veamos que p es una métrica
invariante en X /N

(a) 0=p(n(z),m(y) =inf{d(x —y,z): 2 € N} =inf{d (z,y + 2) :
z € N}, pero esto significa que x € y + N ya que y + N es
cerrado en X (podemos dar una sucesion (y + z,) C y + N
tal que d (z,y+ 2,) < =, ¥n € N). Conlocual z —y € Ny
7 (2) = 7 (y). Asi que 0 = p(r (2),7 (y)) <= 7 (z) = 7 (1)

(b) Es claro que p(x (x), 7 (y)) = p (7 (y) , 7 ().

(c¢) Para mostrar la desigualdad del tridngulo, sean z,y,w € X y

consideremos

p(m(x),m(y))=inf{d(x —y,2): 2 € N} =inf{d (v —y,22) : z € N}
=inf{d(x —2,24+y): 2z € N}
<inf{d(x — z,w) +d(w,z+y) : z € N}
<inf{d(x —z,w) : z € N} +inf{d (w,z+y) : 2 € N}

=inf{d(z —w,z): z€ N} +inf{d(w —y,2): 2 € N}
=p(m (), m(w)) +p (7 (w), 7 (y))
Con esto, p es una métrica en X /N. Ademas, p es invariante:
p(m(z),m(y)=inf{d(z —y,2): z€ N} =inf{d((z +w) — (y+w),2): 2z € N}
=p(m(z+w),7(y+w)=p(r)+n(w),7(y)+mr(w).
Al mismo tiempo que p es compatible con la topologia cociente 7
ya que
T({z:d(z,0) <r})={r(z):p(r(x),0) <r}.
(iv) Si (X, ||-]|) es un espacio normado, podemos definir
I ()| = inf {|l — 2[| : = € N}
la cual es una norma en X /N:

(a) Sea 7 (x) € XN tal que 0 < ||« (z)||' = inf{||lz — 2| : 2 €
N = 0 < ||z —=0| = ||z|lya que 0 € N y N es subespacio
cerrado de X . Como (X, ||-||) es un espacio normado, x #
0. Ahora, # ¢ N pues en caso contrario 0 < ||z (z)||" <
| = x| = 0.
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(b) Es claro que

lar (2)|I' =7 (az)|" = inf{f|laz — 2| : = € N}
=inf{||la(x —2)||: z€ N=inf{la||lx —z]| : z€ N
<lofinf{|lz — z[| : . € N} = |a] || ()"

(c) Para mostrar la desigualdad del tridngulo, sean z,y,w € X y
consideremos

7 (@) +7 @) = lm (@ + ) = it {l+y— 2] : 2 € N}
=inf {||lz +y— 22| : 2 € N}
<inf{||lz —z|| + ||z — 2] : z € N}
<inf{||z —z|: 2z € N} +inf{|ly — z]| : z € N}
== @I+ ll= ()

(d) Nos resta probar que p: X /N — [0, 00) dada por

p(m (@), 7 (y) = inf{d (x —y,2) : 2 € N}

como en (7i7) es una métrica completa si d es completa.

Sea {u, : n € N} una sucesién de p—Cauchy en X /N. Entonces,
podemos elegir una subsucesion {u,, : i € N} tal que p (uy,, tn,,,) <
270 Sea 71 € X tal que 7 (1) = Up,; como p(Up,, Un,) < 271y
N es un subespacio cerrado, existe zo € X tal que 7 (z3) = up,
y d(z1,22) < 271, Inductivamente, supongamos que z, € X y es
tal que m(x) = Up,. Sea xpy1 € X tal que T (Tpy1) = Un,,, ¥
d(xp, 1p41) < 27F, el cual existe pues p (um, unHl) <27'VieNy
por ser N un subespacio cerrado. La sucesion {z}, . asi constru-
ida es una sucesién de Cauchy en X, por tanto converge a x, para
algin x € X. Esto quiere decir que p (7 (z),u,,) < d(x,z;) —
0, cuando i — oo. Concluimos que en efecto {u,, :i € N} es
p—convergente en X N y p es una métrica completa. n argu-
mento similar se puede hacer para espacios de Fréchet y espacios
de Banach.

[ |
Teorema 65 Sean X un espacio vectorial topolégico, N y F' subespacios

de X tales que N es cerrado y F tiene dimension finita. Entonces, N+ F
es cerrado.
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Demostracion. Sea 7 la funcién cociente definida de X en X N
anteriormente y consideremos a X N con su topologia cociente. Ya
que 7 es lineal, 7 (F') es un subespacio vectorial de dimensién finita de
X /N; pues X /N es un espacio vectorial. Por el Teorema 37, 7 (F)
es cerrado en X /N. Dado que N + F = 77! (7 (F)) y 7 es continua,
concluimos que N + F es cerrado. m

Proposicién 66 (X/ N,7n) 7n es de Hausdorff si y solo si N es
un subespacio cerrado en X.

Demostracion. En el Teorema anterior se probo que 7 es abierta.

Sea Ny(X) la base de vecindades abiertas y balanceadas de 0 en
(X, 7). Entonces, [a] + 7 (N (X)) es una base de vecindades de [a] en
(X/ N,7y), para todo [a] € X/ N. Donde 7 (N, (X)) satisface:

1) SiV e 7w (N, (X)), V es balanceado y absorbente, por ser 7 lineal
y continua.

2) Ty es una topologia lineal; es decir, la suma de vectores y producto
por escalares son continuas.

Si 7y es Hausdorff, {[0]} C X/ N es Tn-cerrado, asi que 771 ([0]) = N
es T-cerrado. Si I es 7-cerrado y x € X/ N — {[0]}, podemos encontrar
UeN,(X)tal que (z+U)NF =0, de donde 7 (x) ¢ = (U). Por lo que
7 () + 7 (U) € Ny (X/ N) y es tal que 7 () +7(U) € X/ N —{[0]}.
En consecuencia, {[0]} es 7y-cerrado en X/ N, y asi 7y es de Hausdorff.
[

8.1 Seminormas y Espacios Cociente.

Como vimos anteriormente, si X = (X,7) es un elc. y Ny(X) es
una base de vecindades de cero en X formada por conjuntos absoluta-
mente convexos, tenemos que I' :== {u, : U € N, (X), donde p,, es la
seminorma de Minkowski de U} es una familia dirigida y separante de
seminormas para la topologia 7 en X.

Observacién 67 Para U € N, (X), definamos Ny = N(u,,) = ;' (0),
el cual es un subespacio cerrado de X, ya que p,, es continua. Mostremos

que ;' (0) = 1 U
ne

Sixze %U, entonces x = %yn, donde vy, € %U, para todo n € N.
neN
Esto implica que p,, () < %MU (yn) < %, para todo n € N, por lo que
ty, (x) = 0; es decir, x € p ' (0). A la inversa, sea v € p ' (0); esto
significa que i, (x) =0, de donde x € p ' (=5, %) = {2 € E: p, (2) <
1Y = LU, para todo n € N, por lo que z € () +U.
neN
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Consideremos al espacio cociente, que en este caso es de Hausdorff,
X /Ny, y definamos la norma:

Il : X/No = RTUA{0}; [lz + Noll,, = p,, ().

La cual esta bien definida, pues v + Ny =y + Ny si y sélo st x —y €
Ny, es decir, iy (2) — iy ()] < iy (& —y) = 0, por tanto p, (z) —
i, (y). Ademds, es una seminorma por como se definid, y se cumple
que i, (r) = 0 si y solamente si © € Ny, lo cual pasa si y solo si
x = [0]. Asi, (X/Ny, HHU) es un espacio normado.

De esta manera, definimos a la funcion cociente canonica

m,: X = X/Ny; v — x+ Ny = [z] =7, (v),

y dotamos a X /Ny con la topologia cociente T,. Entonces, 7, es clara-
mente una funcion lineal y afirmamos que es (T, T, )-continua:

By, = {la]: py () <1} =A{[z] : 2w € U},

por lo que lel(B”,”U) = U € N,(X). Ahora, llamemos X/Ny a la

complecion de X /Ny . Entonces, la funcién inclusion X /Ny — X /Ny es
(1,7, )-continua. De donde 7, : X — X/Ny es una funcion continua.

Este mismo procedimiento se puede seguir para cualquier seminorma
p definida sobre un espacio vectorial topoldgico X. con esto la norma:

p:X/N,— 10,00} p([z]) = p ()

donde N, = {z : p(x) = 0}, el cual es un subespacio de X. Asi, p

esta bien definida, pues [z] = [y]| si y s6lo si z —y € N,, es decir,
lp(z) = p(y)| < p(z—y) =0, por tanto p(z) = p(y). Ademis, es
una seminorma por como se definié, y se cumple que p(z) = 0 si y
solamente si € N,, lo cual pasa si y sélo si [z] = [0]. Por lo tanto

(X/Np, Il = ,?5) es un espacio normado.
9 Ejemplos.
9.1 Los espacios C (Q).

Si 2 es un subconjunto abierto y no vacio de algin espacio euclidiano,
entonces {2 es la unién de una cantidad numerable de conjuntos com-
pactos K,, # & los cuales podemos elegir de tal manera que K, estd
contenida en el interior de K1 (n =1,2,3,...). Esto se cumple ya que
si @ # Q0 C K™ es abierto, para cada n € N definimos

Ly

n

F,={reQ:d(z,Q°) >
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donde cada F;, es cerrado. Como B, (0) = {x € K™ : ||z|| < n} es com-
pacto, entonces K, = B, (0) N F,, C € también es compacto. Ademas,
se cumplen las siguientes propiedades:

i) K, C K24, VneN,

i) Q= U Kn y

n=1
ili) Si £ C Q2 es compacto, entonces existe n € N tal que £ C K, :

Dado que E es compacto, d (F,€Q¢) > 0y E es acotado, podemos
encontrar ng € N tal que d(F,Q°) > nio y E C By, (0). Esto
implica que £ C K,,.

Definamos ahora a C' (€2) como el espacio vectorial de todas las fun-
ciones continuas de 2 en el campo de los nimeros complejos, a C' (2) le
asignamos la topologia generada por la familia separante de seminormas
(ver Teorema 59)

pn (1) = sup{[f(2)] : z € Ky}

Por como construimos a los conjuntos K,, n € N, se cumple que p; <
po < ... < p, < ..., los conjuntos

Vn:{fEC(Q):pn(f><%}, n=123,..

forman una base local convexa para C (€2). Recordemos que como p =
{pi : i € N} es una familia separante numerable de seminormas en X,
C' () es metrizable; y ademés, podemos definir una métrica invariante
bajo traslaciéon y compatible con esta topologia; esto es, directamente
de {p;}ien podemos definir la métrica

27"pu(f — 9) 27"pu(f — 9)

———- < d(f,g) = max———= < p,(f—g Vn € N..... *
Trp(f =g = O NI, (=g STV .
Veamos que esta métrica es completa: Sea { f;},. una sucesion d-Cauchy
en C (), entonces

2_npn<fl - f])
1 +pn(fz - f])
cuando i,j — o0, y esto para cada n € N, de donde p,(f; — f;) — 0,

sii,j — 00,y asi {fi},cy s una sucesién uniformemente convergente
sobre K, a alguna f € C'(Q), y esto Vn € N. Esto implica que, de la
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desigualdad (x), d(f, f;) — 0, siempre que i — o00; esto significa que d
es una métrica completa. Con esto concluimos que C' (£2) es un espacio
de Fréchet.

Por (b) del Teorema 59, un subconjunto £ C C'(Q) es acotado si y
s6lo si existen 0 < M,, < oo, n € N, tales que p, (f) < M, para toda
f € FE; esto significa que

|f(@)] < M, sifeEyzekK,.

Por construccion, cada V,, contiene una funcién f para la cual p,.; es
tan grande como se quiera, tenemos que V,, no es acotada. Entonces
C () no es localmente acotado y por tanto no normable.

9.2 Los Espacios L, 0 <p < 1.

Para el siguiente ejemplo recordemos algunas definiciones de Teoria de
la Medida:
En adelante X es un conjunto no vacio.

Definicién 68 Sea 2 una familia de subconjuntos de X. Decimos que
Q) es un o-algebra si satisface lo siguiente:

1. 0, X €Q,
2. S1 A€, entonces A° € (),

3. Si{An}, ey €s una familia numerable de elementos de €, entonces

G A, € Q.
n=1

Definicién 69 Un par ordenado (X,2), donde X es un conjunto no
vacio y  un o-dlgebra de subconjuntos de X, lo llamamos espacio med-
ible: y a todo conjunto A € Q2 lo llamamos Q2-medible.

Definicién 70 A una funcion R-valuada definida en X es Q2-medible si
{reX: f(z)>a} e

Ya € R. Mientras que una funcion f : X — C, f = fi +ifs es medible
sty solo si fi y fo son Q-medibles.

Definicién 71 Una medida es una funcion extendida R-valuada f :
Q — [0, 4+00] con Q un o-dlgebra de subconjuntos de X, tal que

1. (@) =0
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2. u(E)>0VE €

[ee] o0
3. 1 es aditiva numerable: E, € Q¥n € N = p ( U En) = > u(E,)
n=1 n=1
Definicién 72 Un espacio de medida es una tripleta (X, p) tal que
X es un conjunto no vacio, () es un o-dlgebra de subconjuntos de X, y
1 es una medida definida en ).

Definicién 73 Si P es una propiedad en (X, <), i) un espacio de medida
se cumple p-casi donde quiera si AN € Q tal que (N) =0 y Pse vale
en X\V.

Por ejemplo, f(x) = g(z) p-casi donde quiera si f(x) = g(x) € Va ¢
N para alguin N € Q tal que p(N) = 0.

Sea X = R, el dlgebra de Borel B es el o-dlgebra generada por los
intervalos abiertos (a,b) en R. La medida de Lebesque esta definidad
por:

A(a,b)=b—a

donde a < b, a,b € R.
Sea 0 < p < 1 fijo. Definimos a LP como el conjunto de todas las
funciones Lebesgue medibles en [0, 1] tales que

AW—ALWWﬁ<m

con la identificacién de funciones tal que dos de estas coinciden casi
donde quiera.
Como 0 < p < 1, tenemos

(a+b)F <a?+ 0P Va,b > 0.
Entonces, A (f +g) < A(f)+ A(g) y si definimos por
d(f,9) =42 =9

d es una métrica invariante en L.
Por otro lado, sabemos que dada esta métrica en LP, (LP,d) es un
espacio completo. Ademas, las bolas

B.={felP:A(f)<r},r>0

forman una base local para la topologia d en LP. Ademas,

AUU=A\ﬂW“#<T
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p
dt < 1, lo cual implica que By = T%B,«, esto para todo

si y solo si fol ’&f)

rp
r > 0. De aqui que Bj es acotada y (LP,d) es un F-espacio localmente
acotado.

Afirmacién 74 Los unicos subconjuntos de (L?,d) converos y abiertos
son () y LP.

Para probar esto, supongamos que V' # & es abierto y convexo en LP.
Como la traslacion por un vector fijo es una funcién continua —y +V =
V' es abierto; mientras que si —y +x,—y+z2€ —y+V,conz,z € V|

t(—y+x)+(1—=t)(—y+2)=t(—y)+tz+ (1 —-t)(—y)+ (1 —1t)z
=—y+te+(1—-t)z€—-y+V

por lo que —y + V' es convexo. Entonces, podemos suponer que 0 € V'
y que es abierto y convexo. Asi que existe r > 0 tal que B, C V.
Sea f € LP; como p < 1, existe n € N tal que n?"'A(f) < r. Por
la continuidad de la integral indefinida de |f]”, podemos encontrar n
puntos 0 =zg < 1 < ... <z, = 1 tales que

~—

/xi [fO)" dt =n~ A (f) (1<i<n

Definamos g¢; (t) = nf (t) si ;1 < t < x;, ¢;(t) = 0 en otro caso.
Entonces, g; € V' ya que de la igualdad anterior tenemos lo siguiente

[ ora-aw-wtam < gsisa),

i—1

y B, C V. Como V es convexo y f = %(91 + ...+ gn), obtenemos que
f €V y con esto concluimos que V = L”, como queriamos.

De esta propiedad de los subconjuntos convexos de LP tenemos la
siguiente consecuencia.

La funcion constante 0 es la unica funcion lineal y continua de
LP sobre cualquier espacio localmente convexo Y, si 0 <p < 1. En
particular, 0 es la unica funcion continua en estos LP espacios.
Demostraciéon. Supongamos que A : L — Y es una funcién lineal
y continua, donde Y es un espacio localmente convexo. Sea 8 una
base local convexa y balanceada de Y. Si W € B, entonces A~! (W)
es convexo, abierto y no vacfo, al menos 0 € A~ (W). De aqui que
A1 (W) = LP. En consecuencia, A (L?) C W para cada W € 9B. Esto
implica que A (f) = 0 para toda f € LP. m
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Ejercicios del primer capitulo del libro: W. Rudin, Functional Analysis.

1. Sea X un espacio vectorial. Prueba las siguientes afirmaciones:
(a) La unién (interseccién) arbitraria de subconjuntos balanceados de X
es balanceada.
(b) La interseccién arbitraria de subconjuntos convexos de X es convexa.

(¢) Si T es una coleccién de subconjuntos convexos tal que I' es total-
mente ordenado por inclusién, entonces la unién de todos los elemen-
tos de I' es convexo.

(d) Demuestra que las afirmaciones de los dos incisos anteriores se cumplen
si en lugar de subconjuntos convexos consideramos subespacios vec-
toriales.

(e) Sea B = {(21,22)eC? : |21] < |22]}. Demuestra que B es balanceado
pero su interior no.

2. Supongamos que

(a) X y Y son espacios vectoriales topolégicos,
(b) L: X —Y es lineal,

(¢c) N es un subespacio cerrado de X,
(d

(e

Prueba que existe una tnica f : X/N — Y tal que L = f o7 (es decir,
Lz = f(w(x)) para todo zeX).Demuestra que: f es lineal; L es continua
siy sélo si f es continua; y que L es abierta si y s6lo si f es abierta.

c
m: X — X/N es la funcién cociente, y

)
)
)
) L

x = 0 para todo zeN.

3. Sean X y Y espacios vectoriales topolégicos con dim(Y) < oo,L: X —Y
lineal, y L(X) =Y

(a) Prueba que L es una funcién abierta.

(b) Si ademds el nicleo de L es cerrado, prueba que entonces L es con-
tinua.

4. Supongamos que M es un subespacio denso de X un espacio vectorial
topoldgico, Y es un F-espacio, y que L :; M — Y es continua (donde M
tiene la topologia heredada de X). Prueba que L tiene una extensién
lineal y continua L:X Y. Sugerencia:ver el ejercicio 19 de Rudin.



