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Capitulo 2

Completez

2.1. Teorema de Baire

2.1 Definicién. Sea S un espacio topoldgico y £ C S. Se dice que E es

denso en ningin lado, si int(F) = 0.

2.2 Observacién. int(E) = ( sii (E)¢ = S.

Sin pérdida de generalidad supongamos que E es cerrado.

int(F) = () <= para todo elemento en la topologia 7, V diferente del
vacié no esta contenido en F <= existez € Vyar ¢ E<—=x €V yx € E¢
<= V N E° es diferente del vacio.

2.3 Definicién. Se dice que un conjunto es de primera categoria en S si
se puede ver como la unién numerable de conjuntos densos en ningtn lado.
Si un conjunto de S no es de primera categoria, se dice que es de segunda
categoria.

Propiedades:

1. Si A C B y B es de primera categoria, entonces A es de primera
categoria.

2. Cualquier unién numerable de conjuntos de primera categoria es de
primera categoria.

3. Cualquier conjunto cerrado en S cuyo interior es vacio es de primera
categoria en S.
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4. Si h es un homeomorfismo de S en S y si £ C S, entonces E y h(E)
son de la misma categoria.

DEMOSTRACION. 1.Sea A C B, se puede ver que A = ANB = U, (ANX;),
donde cada X; es denso en ningun lado.
4. Supongamos que E es de primera categoria, entonces £ = U2 X;,
donde cada X; es denso en ningun lado. Aplicando h a E tenemos que h(E) =
2, h(X;). Suponemos que cada X; es cerrado, luego h(X;) es cerrado ya
que h~! es continua, por demostrar que cada h(X;) es denso en ningiin lado.

Supongamos que no es asi, es decir, existe = € int(h(X;)) luego,
= (x) € htint(h(X;)) C int(h " h(X;)) = 0,

lo que nos lleva a una contradiccién. Por lo tanto, cada h(X;) es denso en
ningun lado, y asi, h(F) es de primera categoria.

Si suponemos que E es de segunda categoria y h(E) de primera, aplica-
mos h~! a h(E) y por lo anterior, llegamos a que E es de primera categoria.
Si suponemos que E es de primera categoria y h(E) de segunda categoria,
entonces por la demostracion anterior tenemos a una contradiccién.

2.4 Teorema. Teorema de Baire: Si S es un espacio métrico completo
(localmente compacto y de Hausdorff), entonces es de segunda categoria.

Por demostrar que dada cualquier coleccién numerable de conjuntos den-
sos en ningun lado (X;), existe un elemento z € S tal que x no esté en ningin
X, en otras palabras S # U2, X;. Atn mds, vamos a demostrar que la in-
terseccién de cualquier coleccién numerable de conjuntos abiertos y densos
de S es densa. Dada (X;) con cada X; denso en ningtn lado, definamos para
cada i1 =1,2,3---,V; = X, que es una coleccién de abiertos y densos. Si
demostramos que N2, V; = S, entonces N2, V; # 0, luego S # U, X;.

DEMOSTRACION. Supongamos que S es un espacio métrico completo. Sea
(X;)72, una coleccién de conjuntos densos en ningin lado en S, V; = EG
para cada i =1,2,3..., p € S y W un abierto que lo contiene.

Por demostrar

W n(NZ, Vi) # 0.
Como Vi es denso y abierto, existe 1 y r1 < 1 tal que
B(.Tl, 1"1) cwnvw.

Como V4 es abierto y denso, () # Vo N B(x1,71), luego existen zo y ro < 1/2
tal que
B(xg,rg) C B(xl,rl) NV, C B(l’l,T’l),
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CAPITULO 2. COMPLETEZ

Si continuamos este procedimiento, construimos una sucesién de conjuntos
cerraros (B(x;,1;)):2, tal que

1.0<r, <1/n

2. B(mn,rn) C B(ﬂj‘nfl,rnfl)
3. Ademas, B(xy,r,) C V, paracadan=1,2,3---.

Por 1 y 2 tenemos que (z,) es una sucesién de Cauchy, y como S es
completo existe x € S tal que lim,_, x, = . Por la construccién tenemos
que x € N2y B(xy,ry) C N2 Viy x € B(z,m1) C W N Vi, Por lo tanto,
N2, Vi es denso en S.

Ast, z € N2, V; = N2, (X;)¢, es decir, x € (S—X;) paracadai = 1,2, 3...
luego, = ¢ X; para cada i =1,2,3--- lo que nos dice que S # U2, X;.

Supongamos que S es locamente compacto y de Hausdorff. Sea (V;) una
coleccién de abiertos y densos de S y W un abierto no vacio en S. Por
demostrar que W N (N2, V;) # 0.

Notemos que W N V; es abierto y no vacio, luego tomamos B; abierto
no vacio tal que (y ademds, por ser T2 tenemos)

B CWNW.
Repitiendo este procedimiento n veces tenemos
Fn C anl N an

ademds, podemos tomar a cada B,, compacto.
Sea K = N2, B,, por la propiedad de la interseccién finita, tenemos
K # 0. Luego, x € K C N2, V;, x € By C WNVi. Asi,

W N (N2,V7) # 0.

2.2. Teorema de Banach-Steinhaus

2.5 Definicion. Supongamos que X y Y son espacios vectoriales topolégicos
yI'={A: X =Y, lineal y continuo}. Se dice que I es equicontinua, si para
toda vecindad W de cero en Y, existe una vecindad V de cero en X tal que

A(V) C W para cada A € T.

2.6 Teorema. Suponga que X y Y son espacios vectoriales topolégicos y
I'={A: X — Y, lineal y continuo} es equicontinua y F es acotado en X.
Entonces Y tiene un conjunto F' acotado tal que A(F) C F paracada A € T.
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DEMOSTRACION. Sea F' = U{A(E),A € I'} y W una vecindad de cero en
Y. Como I' es una coleccién equicontinua, existe V' vecindad de cero en X
tal que A(V) C W para cada A € T'. Como E es acotado, F C tV para t
suficientemente grande, luego A(E) C tA(V) C tW. Por lo tanto, F' C tW,
luego F' es acotado.

2.7 Teorema (Banach-Steinhaus). Supongamos que X y Y son espacios
vectoriales topolégicos, I' = {A : X — Y, lineal y continuo} y B es el
conjunto de = € X tales que

I(z) ={A(x) : A €T}

es acotado en Y. Si B es de segunda categoria en X, B = X y I' es equi-
continua.

DEMOSTRACION. Tomemos U y W vecindades balanceadas en Y tales que
U+UcCW.
Sea
E=()AYD).
Ael

Si z € B, entonces I'(x) C nU para una n suficientemente grande (A(z) €
nU para cada A € I'). Asi, z € nE, y por lo tanto, B C U nE. Como
B es de segunda categoria al menos un nE lo és. Como x — nx es un
homeomosfismo de X en X, el conjunto F es de segunda categoria en si
mismo. Pero F es cerrado ya que cada A es continuo. Por lo tanto, existe
x € int(E). Entonces x — E contiene una vecindad del cero V' en X, notemos
ademds que A(E) C NperA(AY(TU)) C U,

AV)CA@)—AE)CU+UCW

para cada A € I". Por lo tanto, I" es equitontinua.
Por demostrar que X = B. Sea z € X que es un conjunto acotado (por
ser singular), por el teorema anterior, existe F' = I'(z) acotado en Y tal que

A(z) C I'(z),
por lo tanto, x € B.

2.8 Teorema. Si I' = {A : X — Y lineal y continuo} con X espacio
métrico completo con métrica invariante (F-espacio), Y espacio vectorial
topoldgico y los conjuntos

I(z)={A(z): AeT}

son acotados en Y para cada x € X, entonces I' es equicontinua.
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CAPITULO 2. COMPLETEZ

DEMOSTRACION. Como X es de segunda categoria, aplicando el teorema
anterior tenemos que I' es equicontinua.

2.9 Teorema. Suponga que X y Y son espacios vectoriales topoldgicos y
(A,,) es una sucesién de operadores lineales y continuos de X en Y.

1. Si C es el conjunto de todos los z € X tales que (A,x) es una sucesion
de Cauchy y C es de segunda categoria en X, entonces C' = X.

2. Si L es el conjunto de todos los x € X tales que Az = lim A,z existe,
L de segunda categoria en X y Y es un F' — espacio, entonces L = X
y A: X — Y es continuo.

DEMOSTRACION. 1. Como (A,z) es de Cauchy paca cada x € C, A,x es
acotada y C es de segunda categoria, entonces por el Teorema de Banch-
Steinhaus (Ay) es equicontinua y C' = X.

2. Notemos que L = C, ya que Y es completo ademds, L es de segunda
categoria, luego por el Teorema de Banach-Steinhaus (A,) es equicontinua
y C = L = X. Sea W una vecindad del cero en Y, luego existe una vecindad
de cero en Y, Wy tal que Wi C W, (Teo 1.11), como la sucesién (A,) es
equicontinua, existe V' una vecindad de cero en X tal que A, (V) C Wh,
luego 1im,, oo Ay (V) € Wi C W. Por lo tanto, A es continua.

2.10 Teorema. Si (A,) operadores definidos de X en Y, donde X es un
F-espacio y Y un espacio vectorial topoldgico. Si lim, ., Apxz = Ax existe
para cada x € X, entonces A es continuo.

DEMOSTRACION. Como (A,z) es acotado paracadaz € X, I'(z) = {Apz,n €
N} es acotado en Y y como X es completo, por el Teorema de Banach-
Steinhaus (A;,) es equicontinua. Para demostrar que A es continua el argu-
mento es el mismo que en teorema anterior.

2.11 Teorema. Supongamos que X y Y son espacios vectoriales topoldgi-
cos, K un compacto y convexo en X, I' una colecciéon de operadores lineales
y continuos de X en Y y

I(z) = {Az,A €T}

son conjuntos acotados para cada x € K, entonces existe un conjunto aco-
tado B C Y tal que A(K) C B para cada A € T'.

DEMOSTRACION. Sea B = U{ T'(z),z € K}. Tomemos vecindades Wy V'
de cero en Y tales que U + U C W. Sea

E=()AYD).

Ael’
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Notemos que si € K, entonces I'(x) C nU para algin n lo suficientemente
grande, ya que I'(z) es acotado por hipétesis, ( A(z) C nU para cada A € T,
luego € A=Y (A(x)) € A=(nU), es decir, z estd en la preimagen de nU )
luego = € nE, ademas

oo
K = () (K UnE).

n=1
Como F es cerrado (cada A es continua) y K es compacto, por el Teorema de
Baire afirma que al menos un K NnE tiene interior (relativo a K') diferente
al vacio. Fijemos ng tal que z¢g € int(K N noE), ahora tomemos V' una
vecindad balanceada de cero en X tal que K N (zg+ V) C noFE.

Sea p > 1 fijo tal que K C ¢+ pV, (p existe ya que K es compacto). Si

r€Kyz=(1-pYag+plz, entonces z € K ya que K es convexo, y
también z — zg = p~(z — z0) € V porque x € 29 + pV. Como z € nE,

A(nE) =nA(E) C U,

para toda A € T', ademds 2 = pz — (p — 1)x9, y como U es balanceado
tenemos y (p — 1)nU C pnU

A(x) € pnU — (p— 1)nU C pnU + (p — 1)nU C pn(U +U) C pnW,

luego, B C pnW.

2.3. Teorema del mapeo abierto

Sea f:S5 — T, donde S y T son espacios vectoriales topolédgicos. Se die
que f es abierta en p € S, si dada cualquier vecindad V' C S de p existe
una vecindad W de f(p) tal que W C f(V). La funcién f es abierta, si es
abierta en cada punto.

En otras palabras, decimos que f es abierta, si para cualquier U abierto
en S, f(U) es un conjunto abierto en 7.

Nota: Un mapeo uno a uno, sobre y continuo es homeomorfismo, cuando es
abierto.

2.12 Teorema. Supongamos que:
a) X es un F-espacio.
b) Y es un espacio vectorial topolégico.

c¢) A: X — Y eslineal y continua en Y.
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CAPITULO 2. COMPLETEZ

d) A(X) es de segunda categoria.
Entonces
(i) A(X)=Y
(ii) A es abierto
(iii) Y es un F-espacio.

DEMOSTRACION. Notemos que (ii) implica (i), ya que Y es el tinico subes-
pacio vectorial abierto de Y.

Por demostrar (ii), sea V una de cero en X, veamos que existe una
vecindad W de cero en Y tal que W C A(V). Sea d una métrica invariante
en X y 74 = 7x. Definamos para cada n € N

Vi ={z:d(z,0) < 2_,7r},

donde r > 0 y de tal manera que Vy C V.
Probaremos que para alguna vecindad de cero W en Y

W c A(Vi) C A(V). (2.1)

Como Vi C Vo — Vs, (ya que Y es un espacio vectorial topolégico), por b)
del Teorema 1.13 tenemos

A(V1) C A(Va) = A(Va) € A(V2) — A(Va). (2.2)

Probaremos que int(A(V2)) # 0. Notemos que

AX) = [j kA(VA),
k=1

como A(X) es de segunda categoria en Y al menos un kA(V2) lo es. Recor-
demos que y — ky es un homemorfismo de Y en Y, asi A(V3) es de segunda
categoria en Y. Por lo tanto, int(A(Va)) # 0.

Ahora, probaremos la segunda inclusién de la expresién (2.1). Sea y; €
A(V1) fijo, supongamos que para n > 1 y tomemos vy, tales que y, € A(V,,).

En la expresion (2.2) demostramos que A(V7) contiene una vecindad del
cero, el mismo argumento lo repetimos para A(V,+1), luego contiene una
vecindad del cero.
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Luego,

Yn — (Vn+1) N A(Vn) #0,
existe x, € V,, tal que A(xy,) € yn — A(Vig1)-
Sea Ynt+1 = Yn — A(zy), entonces yp+1 € A(Viy1).

Como d(zp,0) < 2"r, n = 1,2,... las sumas S, = 1 + ... + z,, forman
una sucesiéon de Cauchy en X (S, + Sp4+1 = d(2pn41,0) < € para n lo sufi-
cientemente grande). Luego, S,, es convergente, es decir, existe x € X tal
que d(z,0) < r, lo que implica que = € V,

ZA(%) = Z(yn — Ynt1) = Y1 — Ym+1-
n=1 n=1

Como y,4+1 — 0, cuando n — oo, por la continuidad de A tenemos que
y1 = A(z) € A(V), por lo tanto, se tiene la contencién (2.1) se cumple.

Ahora, veamos que Y es un F-espacio. Recordemos que X/N es un F-
espacio, donde N = {x : A(x) = 0}. Veamos que existe un isomorfismo de
X/Y sobre Y.

Sea f : X/N — Y, definido como f(z + N) = A(x). Es claro que es
uno a uno, por la linealidad. A(x) = f(m(z)), donde 7 es el mapeo cociente.
Veamos que f es continua, para demostrarlo sea V' un abierto en Y

FHV) = aA=H(V),

como A es continua A~!(V) es abierto y recordemos que 7 es un mapeo
abierto, luego f~1(V) es abierto. Por lo tanto f es continua.

Sea E un abierto en X/N, entonces

como 7 es continua y A es abierto, f~! es continua. Luego, f es un homeo-
morfismo. Asi, Y es un F-espacio.

2.13 Corolario. (i) Si A es un mapeo lineal continuo y sobre de X en Y’
con X y Y F-espacios, entonces A es abierto.

(ii) Si A satisface (i) y es uno a uno, entonces A~! es continua.

(iii) Si X y Y son espacios de Banach y si A : X — Y es lineal, continua,
uno a uno y sobre, entonces existen contantes positivas a, b tales que
allz|| < ||A(x)|] < b||z|| para todo x € X.
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(iv) Si 71 C 7 son topologias en X y (X,71) y (X, 72) son F-espacios,
entonces 171 = To.

DEMOSTRACION.
(i) Como A(X) =Y y Y es un F-espacio, por el Teorema del mapeo abierto
tenemos que A es abierta.

(ii) Sea U C X abierto, como A es abierta, A(U) es abierto, luego A~! es
continua.

(iii) Dado € = 1 existe § > 0 tal que si x € B(0,9), entonces |[A(x)|] < 1.

)
Sea € X con norma diferente de cero, Wi" € B(0,9), luego
|+ G =
2| |||
por la linealidad tenemos
0
1A@)I] < [lll5-

Como A~! es continua, dado € = 1 existe §; > 0 tal que si y € B(0,61),
entonces ||A~1(y)|| < 1 luego

o ()= g

2[[yl] 2[lyll

ademds, A es uno a uno y sobre existe un unico x € X tal que A(z) = vy,

J
remplazando A(x) en la expresién anterior tenemos 51 I[ATIA(2)]] < [|A(z)]],
asi,

o
Sllll <A@

(iv) Sea I : (X,m2) — (X, 71), I es lineal continua, sobre, uno a uno por (i)
I es abierta, luego si U € 19, I(U) =U € 7.

Nota: Por el Teorema 1.32, sabemos que si X es metrizable, Y espacio
topolégico y A : X — Y lineal, entonces es equivalente que A sea continua,
acotada, y si z, — 0, entonces Az,, — 0. Ahora, veamos que si ademas X y
Y son espacio normados y A : X — Y lineal, entonces son equivalentes las
siguientes aseveraciones

(1) A continua.

(2) A acotada.
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(3) Siz, — 0, Az, — 0.
(4) Existe una contante positiva, a tal que ||Az|| < a||z|| para todo z € X.

DEMOSTRACION. Como X es metrizable tenemos que las primeras 3 ase-
veraciones son equivalentes, ademés la continuidad implica (4). Veamos que
(4) implica (3). Sea z,, — 0, ||A(xy,)|| < al|z,|| < ae para n suficientemente
grande, por lo tanto Az, — 0, n — co.

2.4. Teorema de la grafica cerrada

Sea f: X =Y, con X yY conjuntos, la gréfica de f es {(z, f(z)),z €
X} C X xY.Si X yY son espacios topolégicos y X x Y tiene la topologia
usual del producto (la topologia mas pequena que contiene los conjuntos
U x V, U abierto en X y V abierto en Y).

Si f: X — Y fuese continua, uno esperaria que la grafica de f fuera
cerrada.

2.14 Proposicién. Si X es un espacio topoldgico, Y de Hausdorff y f :
X — Y es continua, entonces la grifica G de f es cerrada.

DEMOSTRACION. Sea Q2 = G° en X x Y, veamos que §2 es abierto. Sea
(zo,y0) € Q, es decir, f(xg) # yo. Como Y es Hausdorff, yo y f(xg) tienen
vecindades disjuntas V' y W en Y, respectivamente. Como f es continua en
x( existe una vecindad U C X tal que f(U) C W.

La vecindad U x V de (zg,y0) esta en €, por lo tanto € es abierto, y
asi G es cerrado.
Nota: No se puede omitir que Y sea de Hausdorff.

2.15 Teorema (Gréfica cerrada). Suponga que:
1. X y Y son F-espacios.
2. A:x — Y es lineal.
3. G={(z, f(x)),x € X} cerradoen X x Y.
Entonces A es continuo.

DEMOSTRACION. Notemos que X x Y es un espacio vectorial, si definimos
la suma y el producto por un escalar como:

afz,y) + B(x1,y1) = (ax + By, oy + By1).
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Sean d, y dy métricas de X y Y, respectivamente, tales que 7, = 74, y
Ty = Tdy.

Si definimos d: (X XY) x (X xY) — R como

dl(z1,91), (22, y2)] = do (21, 2) + dy (Y1, Y2),

vemos qued es una métrica y ademas es invariante.

Es claro que:

1) d(z1,y1), (z2,y2)] < oco.

2) Sid[(z1,y1), (z2,y2)] = 0 sil dy(z1, x2) +dy(y1,y2) = 0 sii dy(x1,22) =
0y dy(y1,y2) =0sii z1 =22y 11 = yo.

3) Es claro que d[(z1,31), (x2,92)] = d[(22,¥2), (z1,y1)]-

4) di(xz1,y1), (x2,y2)] = da(x1, 22) + dy(y1,y2) < do(1,23) + dy (3, 22) +

dy(y1,y3) +dy(y3, y2) = d[(x1,y1), (x3,y3)] +d[(3, y3), (x2,92)]. Por lo
tanto, es métrica.

Veamos que es invariante

dl((z1,y1) + (23,93)), (T2, y2) + (23,93))] = da(21 + 23,22 + 73)
+dy(y1 + y3,y2 + y3)
= dg(z1,22) + dy(y1,y2)
= d((z1,%1), (72, Ya))

Veamos que 754 = 7, la topologia producto. Sea B = {B((z,y),r) :
(x,y) € X XY,r >0} base de 74 y B = {B1 X By, By € By, By € Ba} con B
base de 74, y B2 base de 74, (observemos que By = {B(x,r),z € X,r > 0},
By = {B(y,r),y € Y,r > 0} ya que X y Y son espacio métricos). Veamos
que para cualquier (z,w) € B((x,y),r) existe B(z,r) x B(y,r") € B’ tal que
(z,w) € B(x,r) X B(y,r’) y viceversa.

Si (z,w) € B((z,y),r), entonces d[(z,w), (z,y)] < r, asi dg(z,2) < ry
d(w,y) < r, por lo tanto z € B(z,r) € B1 y w € B(y,r) € Ba, es decir,
(z,w) € B(z,r) x B(y,r) € By X Bs.

Sea (2,w) € B(x,r/2)x Bly,r/2) € B, uego d[(z, ), (2,w)] = du(w, )+
dy(y,w) <r/24+7/2 =rlo que implica que (z,w) € B((z,y),r) € B. Por lo
tanto, B y B’ generan la misma topologia. Por lo tanto, 74 = .
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Ahora, veamos que (X, 74) es completo. Sea (x,,y,) € X XY tal que

d[(xnyn), (mma ym)] <e

para n, m suficientemente grandes.

Luego, (zy) y (yn) son de Cauchy en (X,d,), (Y,d,), respectivamente, y
como (X, d), (Y, dy) son completos, existe x y y en X y Y tales que z, — «
Y Yn — Yy, n — oo. Es claro que d[(xn, yn), (z,y)] < € para n suficientemente
grande. Por lo tanto, (X x Y, 74) es un F-espacio.

Notemos que G es un subespacio ya que A es lineal (sean (z,A(x)) y
(y,A(y)) en G, (x + y,A(x + y)) estd en G y sea [ en el campo escalar,
(Bz, BA(z)) = (Bx,A(Bx)) y estd en G). Ademads, suponemos que G es
cerrado y estd contenido en X x Y (espacio completo), luego G es completo.
Por lo tanto, G es un F-espacio con la métrica restringida.

Definamos 71 : G > X ym: X XY = Y como:

mi((z, Ax))) = =, ma((z,y)) = y.

Notemos que 71 es lineal, uno a uno y continua definida de G (F-espacio)
sobre un F-espacio X.

Veamos que 7 es continua en (0,0), sea € > 0 por demostrar que existe
0 > 0 tal que, si (z,A(x)) € B((0,0),6), entonces d,((0, (m1(x,A(z))) =
d.(0,2) <€, asi € = 0.

Ahora, veamos que 72 es continua en (0, 0), sea € > 0, por demostrar que
existe § > 0 tal que si (z,y) € B((0,0),0), entonces dy((0,y)) < e. Luego, si
d.((0,z)) +dy((0,y)) <, tenemos que dy((0,y)) < 4, asi € = 4.

Por el Teorema del Mapeo Abierto, 1 es un mapeo abierto, luego
X5 G

es continua. Pero A = my o7y L'y 79 continua, luego A es continua.

Nota: La hipétesis 3) (G cerrado) es fundamental para la demostraciéon que
cambiemos esta hipdtesis por 3’). Si xz, es una sucesién en X tal que los
siguientes limites existen

lim z, =z, lim A(z,) =y,

entonces y = A(z).
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CAPITULO 2. COMPLETEZ

Probemos que 3’) implica 3). Sea (z,y) un punto limite de G, como
X XY es metrizable,

(z,y) = lim (zn, A(zy))

n—oo

para alguna sucesion (x,,) (es decir, d[(z,y), (xn, A(zy))] < € para n suficien-
temente grande). Luego, d,(x,xy,) < €y dy(y, A(zn)) < €, es decir, z,, =
y A(z,) — y. Luego, por 3") y = A(z), y asi (z,y) € G, luego G es cerrado.

Veamos que 3) implica 3’). Supongamos que G es cerrado, sea (z,y) € G
es claro que y = A(x), ademads existe (x,, A(x,)) € G tal que (x,, A(x,)) —
(2,9)-

2.5. Mapeos Bilineales

2.16 Definicién. Sean X,Y, Z espacios vectoriales y B : X xY — Z.
Asociamos acadaxz € X ycaday €Y

By:Y —»Z, By:X—Z2

tales que
By (y) = B(x,y) = By(z).
El mapeo B se dice ser bilineal si cada B, y cada By lo es.

Si X,Y, Z son espacio vectoriales topoldgicos y si cada B, y By es conti-
nuo, entonces B se dice ser separadamente continuo. Si B es continuo (con
respecto a la topologia producto) entonces B es separadamente continuo.

2.17 Teorema. Suponga que B : X x Y — Z bilineal y separadamente
continua, X un F-espacio y Y, Z espacios vectoriales topolégicos. Entonces

B(xnuyn) — B<33073/O) (2.3)

en Z, donde x, — x0 y yn — Yo, (secuencialmente continuo). Si Y es
metrizable, entonces B es continua.

DEMOSTRACION. Sean U, W vecindades de cero en Z tales que U+U C W.
Definimos para cada n € N

bn(z) = B(x,yn).

Como B es continua como funcién de y tenemos lim,_,~ b, () = B(x,yp)
para cada x € X.
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2.5. MAPEOS BILINEALES

Asi, (by(x)) es un conjunto acotado en Z para cada x € X (por ser
sucesién de Cauchy). Ya que cada b, es un mapeo lineal y continua en un
F-espacio X, por el Teorema (2.8) tenemos que (b,,) es equicontinua. Luego,
existe una vecindad de cero V en X tal que

bo(V)C U
para cada n = 1,2, 3.... Recordemos que B es lineal en cada entrada, luego

bn(xn - SC()) = bn(xn) - bn(xO)
= B(zn,yn) — B(T0,yn) (2.4)

B(z0, yn — yo) = B(x0, yn) — B(z0, Yo).
Asi,
by (xn — o) + B(xo, Yn — Y0) = B(2n, yn) — B(zo, yo)-
Si n es suficientemente grande, entonces x,, € xg+ V', asi by(z, —x9) €U y

B(xo,yn — yo) € U ya que B es continua como funcién de y y B(xp,0) = 0.
Asi,

B(zp,yn) — B(zo,40) €U +U C W
para n grande. Luego, se tiene el resultado.

Si Y es metrizable, entonces X x Y lo es, luego por el Teorema 2.19,
continuidad secuencuencial implica continuidad y por la hipétesis (2.3) se
tiene el resultado.

2.18 Definicion. Sea f : X — Y con X y Y espacios de Hausdorff, se
dice que f es secuencialmente continua, si lim,_, f(x,) = f(x) para toda
sucesién (x,) en X tal que lim,, o0 x,, = x.

2.19 Teorema. 1) Si f: X — Y es continua, entonces es secuencial-
mente continua.

2) Si f: X — Y es secuencialmente continua y X con base localmente
numerable (en particular X metrizable), entonces f es continua.

DEMOSTRACION.

1) Supongamos que f es continua. Sean (z,,) tal que x, — z en X, V
una vecindad de f(z) en Y y U = f~1(V). Como f es continua, U es una
vecindad de z, y por lo tanto, xz, € U para n suficientemente grande y

flzn) € V. Asi, f(xy) = f(z).
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CAPITULO 2. COMPLETEZ

2) Sea z € X fijo, (U,) una base local numerable de la topologia de X en x
y supongamos que f no es continua en z. Entonces una vecindad V de f(z)
en Y tal que f~1(V) no es vecindad de z. Como existe una sucesién (z,,) tal
que z, € U, y , — x, cuando n — oo, y ademds z,, ¢ f~1(V). Entonces
f(zy) ¢ V, asi f no es secuencialmente continua.
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Capitulo 3

Convexidad

3.1. Teorema de Hahn-Banach

3.1 Definicién. El espacio dual de un espacio vectorial topologico X es
el espacio vectorial X™* cuyos elementos son funcionales lineales y continuos
definidos en X.

Note que la suma y multiplicacion por un escalar en X* estan definidos
como:

(A1 + Ag)l' = Az + Aoz, (OKA).%' =oa-Azx.
Es claro que estas operaciones hacen a X* un espacio vectorial.

Serd necesario usar el hecho de que todo espacio vectorial complejo es
también un espacio vectorial real.

3.2 Teorema. Suponga:

a) M es un subespacio de un espacio vectorial real X, con X espacio
vectorial topolégico,

b) p: X — R satisface que
p(z+y) <p(x)+py), (ptr)=tp(z),
siz,ye Xyt>0,
c) f: M — Reslineal y f(z) < p(z) en M.
Entonces existe un funcional lineal A : X — R tal que

Az)=f(x), e M

17



CAPITULO 3. CONVEXIDAD

—p(—z) < Az) <p(z), zeX.
DEMOSTRACION. Si M # X, sea x1 € X tal que 1 ¢ M y definimos
M, ={z+tx;,x € M,t € R}.

Veamos que M es un espacio vectorial, sean 2’ +t'x1 y 2’ +t"21 en M,
susuma es =’ +2” + (t' +t")x1 y @ un escalar real, a(z' +t'x1) = ax’ +at'x1,
como M es subespacio tenemos el resultado.

Como

f@)+ fly) = flz+y) <plx+y) <plx—z1)+plz1 +Y)
tenemos
f(x) —p(r — 1) <ply + 1) — fly), »yeM. (3.1)

Como x varia en M, sea a la minima cota superior de lado izquierdo de
(3.1),
flz)—a<plz—xz), xeM

fly) +a<ply+z), yeM

Definimos f; en M; como fi(z + tz1) = f(z) +ta, x € M y t € R.
Entonces f; = f en M y fi es lineal en Mj.

Sea t > 0y tomemos t 'z, luego f(z/t) —a < p(x/t) —z1)y
fx) = ta < p(x —tx1)

lo mismo para ¢~y tenemos

fy) +ta < p(y + tx1),

asi fi <pen M.

En la segunda parte de la demostracién utilizaremos el Teorema de maxi-
malidad de Hausdorff: Sea X un conjunto parcialmente ordenado, entonces
existe un subconjunto maximal de X totalmente ordenado.

Sea P = {(M’, ')} tales que M’ es subespacio de X con M ¢ M'y f’
funcional lineal en M’ f' <py f'|a»r = f (extensién de f en M'). Definamos
la siguiente relacién, (M’ f) < (M", f") sit M' ¢ M" y f" = f" en M’,
esta es una relacién que define un orden parcial.

18



3.1. TEOREMA DE HAHN-BANACH

Sea ) la subcoleccién maximal totalmente ordenada (por el Teorema
maximal de Hausdorff) y ® = {M’, (M’ f') € Q}, es claro que ¥ estd total-
mente ordenada con respecto a la inclusién. Denotemos a la unién de todos
los los elementos de ® como M, por lo tanto es subespacio de X. Si z € M,
entonces existe M’ € ® tal que x € M’; definimos A(z) = f'(x), donde f’ es
la funcional del par ordenado (M, f') € Q.

Veamos que X = M , v asi, serd facil ver que A estd bien definida en
X, es lineal y A < p. Supongamos que X # M, sea x; ¢ M, entonces
x ¢ M’ para toda M’ € @, luego fijemos algtin M’'. Por la primera parte de
la demostracién, tenemos (M, f1) tal que M’ C My y f1 = f' en M’', pero
esto contradice la propiedad maximal de €. Asi, X = M S,A<Zpy

—p(=x) < —A(=2) = A2).

3.3 Teorema. Suponga que M es un subespacio de un espacio vectorial X,
p es una seminorma en X y f es un funcional lineal en M tal que

[f(@)| < p(x), =€ M.
Entonces f se extiende a una funcional lineal A en X que satisface
[A(z)| < p(z), z€X.

Si es campo escalar es real, es como el teorema anterior. ya que p(—z) =
p(z).
DEMOSTRACION.

Suponga que el campo escalar en C. Sea u = Ref por el teorema anterior,
existe una funcional real U en X tal que U =uen M y U <pen X.

Notemos que si f es una funcional lineal-compleja en X y u su parte
real, entonces u es lineal-real y

f(x) =u(z) —iu(iz), =€ X,

ya que z = Rez —iRe(iz) para cada z € C. Si u : X — R es lineal-real en un
espacio vectorial complejo X y si f estd definida como f(z) = u(x) —iu(iz),
entonces f es lineal.

Sea A funcional lineal-compleja en X con parte real U, por lo anterior,
A= fen M.

Para todo = € X le corresponde a € C, |a| =1 tal que aA(x) = |A(z)].
Luego,
[A(2)] = Aazx) = Ulax) < plax) = p(z).
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CAPITULO 3. CONVEXIDAD

3.4 Corolario. Si X es un espacio normado y zo € X, entonces existe
A € X* tal que A(xg) = ||zol| v |A(x)| < ||z|| para cada x € X.

DEMOSTRACION. Si zg = 0, entonces A(x) = 0. Si z¢ # 0, tememos p(z) =
[|z|| que es una norma. Definamos M = {axg, a € R} subespacio vectorial
y f(azp) = al|zo||, notemos que f es lineal, f(axo+ Bxo) = f((a+ B)xo) =
(a+5)||xo||, (observe que f(axo) = al|zo|| < |af-||zo|| en M). Por el teorema
anterior, existe una extensién lineal de f en X, A tal que |[A(x)| < ||z|| en
Xy

Aawo) = f(axo) = af|zo||.

3.5 Teorema. Suponga que A y B son conjuntos disjuntos, no vacios y
convexos en un espacio vectorial topoldgico X.

1. Si A es un abierto, entonces existen A € X* y v € R tales que
ReA(z) <~ < ReA(y)
para todo x € Ay todo y € B.

2. Si A es compacto, B cerrado y X localmente convexo, entonces existen
A e X*, v1,72 € R tales que

ReA(x) < v1 < v2 < ReA(y)
para todo x € A y todo y € B.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar el resultado para el campo real.
Porque si se cumple para el campo escalar real, entonces existe una funcional
lineal-real A; en X con la propiedad 1) del Teorema 3.5 y si A es la funcional
lineal-compleja en X cuya parte real es A1, (A(x) = Aq(z)—iA;(iz)) entonces
A € X* y cumple 1). Entonces supongamos que el campo es real.

1) Sean ag € Ay by € B elementos fijos, xg = by —apy C = A — B + xp.
Entonces C' es una vecindad convexa del cero en X. Sea p(z) = inf{t >
0,t 'z € C} la funcional de Minkowski de C' con z € X, por el Teorema
1.35 tenemos que

p(z+y) <px) +pt), ptr)=tp(zx),

siz,ye X yt>0.Como ANB =0, 29 ¢ C, tenemos p(xp) > 1, (ya que
C' es absorbente).
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3.1. TEOREMA DE HAHN-BANACH

Definimos f(txg) = t sobre el subespacio generado por xg, M. Sit > 0,
entonces

f(two) =t < tp(xo) = p(tzo),

si t < 0, entonces f(txg) < 0 < p(txg). Asi, f < p por el Teorema 3.2, f se
extiende a una funcional lineal A en X con A < p. En particular A < 1 en
CyA>—-1en —C yaqueenC

Ala—b+z9) <pla—b+x9) <1,
y en —C' tenemos
A(—(a—b+x0)) = —A((a —b+x0)) > —pla — b+ z9) > —1,

es decir, [A| < 1 en una vecindad C' N (—C') de cero. Por el Teorema 1.18,
A € X*, (A es continua sii A es acotada en alguna vecindad de cero).

Si ahora a € A, b € B, tenemos
Ala) = A(b) +1=Ala—b+xz0) <pla—b+xp) <1,

ya que C es abierto y A(zg) = 1. Asi, A(a) < A(b).

Se continua con que A(A) y A(B) son subconjuntos disjuntos y convexos
de R con A(A) a la izquierda de A(B). Como A(A) es abierto, ya que A es
abierto y toda funcional lineal no constante es un mapeo abierto. Luego, sea
~ el punto final a la derecha de A(A) (cota superior de A(A)).

2) Por el Teorema 1.10, existe una vecindad convexa de cero tal que (A +
V)N B = (). Ahora, consideremos A + V en lugar de A en la primera parte
del teorema, luego existe A € X* tal que A(A+V) y A(B) son subconjuntos
disjuntos y convexos de R, con A(A+V') abierto y esta a la izquierda de A(B).
Como A(A) es subconjunto compacto de A(A + V) se tiene el resultado.

3.6 Corolario. Si X es un espacio localmente convexo, entonces X* separa
puntos de X.

DEMOSTRACION. Sean x1 y x2 en X tales que 21 # 3, tomemos A = {1}
y B = {x2}, luego apliquemos 2) del teorema anterior, asi existen 71,7, en
R tales que

A(a:l) <7 <72 < A(CEQ).

3.7 Teorema. Suponga que M es una subespacio de un espacio localmente
convexo X y xg € X. Si xg ¢ M, entonces existe A € X* tal que A(xg) =1,
pero A = 0 para cada x € M.
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DEMOSTRACION. Sea A = {z0} y B = M luego apliquemos 2) del teo-
rema anterior, y asi existe A € X* tal que A(xg) es disjunto de A(M).
Ademds, A(M) es un subespacio propio del campo escalar real, esto implica
que A(M) = {0} y A(xo) # 0, al funcional lo dividimos por A(zo).

3.8 Teorema. Si f es un funcional lineal y continuo en un subespacio M
de un espacio X localmente convexo, entonces existe A € X* tal que A = f
en M.

DEMOSTRACION. Suponga que f no es cero en M. Sea My = {x € M, f(z) =
0} y tomemos z¢ € M tal que f(xzg) = 1. Como f es continua, 2y no estd en
la M-clausura de My, luego no estd en la X-clausura de M.

Por el Teorema 3.7, existe A € X* tal que A(zg) =1y A(z) =0 en M.

Si x € M, entonces z — f(z)xg € My, ya que f(xg) = 1, De aqui

A@) - F(2) = A@) — f(2)A(w0) = Alw — F(z)zo) = 0.
Asi, A= f en M.

3.9 Teorema. Suponga que B es una conjunto convexo, balanceado y ce-
rrado en un espacio localmente convexo X, xg € X, pero xg ¢ B. Entonces
existe A € X* tal que |A(z)| <1 para cada x € B, pero A(zg) > 1.

DEMOSTRACION. Sea A = {x¢}, por 2) del Teorema 3.5 existen A € X*,
71,72 tales que A(xg) < 1 < v2 < A(b), b € B. Note que A(B) es convexo
y balanceado

3.2. Topologias débiles

Sean 7 y T dos topologias de X y supongamos que 71 C 7o, es decir,
todo 71- abierto es también mo-abierto. Se dice que 71 es mas débil que 72 (o
bien que 75 es més fuerte que 71), note que no se incluye la igualdad hasta
el momento. Si I : (X,72) — (X, 71), entonces es continua y I : (X,71) —
(X, 7o) es abierta.

3.10 Teorema. 71 C 7o son topologias de X, y si 7 es de Hausdorff y X
es T compacto, entonces 71 = To.

DEMOSTRACION. Sea F' C X 7y-cerrado, como X es Tp-compacto, I es
T9-compacto. Como 71 es de Hausdorff, F' es 7 -cerrado.

22



3.2. TOPOLOGIAS DEBILES

Recordemos que se defini6 la topologia 7y en el espacio cociente X /N,
X espacio vectorial topoldgico, 7 su topologia y N subespacio cerrado de X,

™~ ={E c X/N, =~ }(E) € 7},

donde m: X — X/N.

TN es la topologia més fuerte en X/N tal que hace a 7 continua y la
topologia més débil que hace a 7 abierta, es decir, si 7 y 7”7 son topologias
en X/N y si 7 es 7/-continua y 7 es 7"~ abierta, entonces

T CT1ny C 7.

Sea F' = {f : X — Yy}, con Y} espacio topoldgico, y 7 la coleccién de
todas las uniones de intersecciones finitas de conjuntos f~Y(V), f € Fy V
abierto en Y.

Entonces 7 es una topologia en X y es la topologia méas débil en X que
hace a cada f € F continua. Si 7 es otra topologia con la propiedad de que
hace a cada f continua, entonces 7 C 7. La topologia 7 se llama la topologia
més débil inducida por F o la F-topologia de X.

3.11 Teorema. Si F' es una familia de mapeos f : X — Y}, X un conjunto
y cada Yy un espacio de Hausdorff, y F' separa puntos de X, entonces la
F-topologia de X es de Hausdorft.

DEMOSTRACION. Si p # ¢ son puntos en X, entonces f(p) # f(q) para
alguna f € F, los puntos f(p) y f(q) tienen vecindades disjuntas en Y}
cuyas imagenes inversas bajo f son abiertas y disjuntas.

3.12 Teorema. Si X es un espacio topoldgico compacto y si alguna sucesién
(fn) de funciones real-valuadas y continuas separan puntos en X, entonces
X es metrizable.

DEMOSTRACION. Sea 7 la topologia de X. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que |f,| < 1 para cada n € N y sea 74 la topologia inducida
por la métrica

d(p, Q) = Z 2_n|fn(p) - fn(Q)|
n=1
Veamos que es métrica. Es claro que
1) d(p,q) < co.
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2) d(p,q) = d(q,p)-

3) d(p,q) = 3021 27" |fn(p) = ful2) + fn(2) = ful@)] < 32021 27" fu(p) —
fa@2) 4 fn(2) = ful@)| = d(p, 2) + d(z,9).

4) d(p,q) = 0sii | fn(p) — fu(q)| = 0 para cada n. Como f,, separa puntos
pP=gq.

Como cada f,, es T—continuo y la serie converge uniformemente en X x X,
d es T-continua en X x X. Las bolas

B(p,r) ={q € X :d(p,q) <1}

son T-abiertas. Asi, 74 C 7. Pero 74 es de Hausdorff, luego por el Teorema
310 g =T.

3.13 Lema. Suponga que A1, Ag,...,A,, A son funcionales lineales en un
espacio vectorial X. Sea

N ={z,Ai(z) = Aa(x) =, ... = Ay (z) = 0}
Las siguientes propiedades son equivalentes.
1. Existen aq, ao, ..., oy, tales que

A=A+ ...+ a Ay,

2. Existe v < oo tal que [A(z)| <7 - méxi<i<n |[Ai(2)], 2 € X.

3. A(z) = 0 para todo = € N.
DEMOSTRACION. Es claro que 1) implica 2) y 2) implica 3). Supongamos
3) y veamos que implica 1).

Sea @ el campo escalar. Definamos 7 : X — ®" como
m(z) = (A1 (z), ..., Ap(2)).

Si m(z) = w(2’), entonces por 3) A(x) = A(z'). Asi, A = F o w para algin
funcional F' en ®". Como F' es un funcional en ®" existe aq,...a,, € P tales
que

F(u,...,upn) = aquy + ... + apliy.
Luego,

n

Ax) = F(r(x)) = F(A1(2), ..., An(x)) = D cilhi(z).
=1
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Recordemos el Teorema 1.37: Suponga que P es una familia separadora
de seminormas sobre un espacio vectorial X. Asociamos a cada p € P y cada
n entero positivo

Vip,n) = {z:p(x) <1/n}.
Sea B la coleccién de todas las intersecciones finitas de los conjuntos V' (p, n).

Entonces B es una base localmente convexa y balanceda para una topologia
7 en X, que convierte a X en un espacio localmente convexo tal que

= cada p € P es continua,
= un conjunto E C X es acotado sii cada p € P es acotado en E.

3.14 Teorema. Sea X un espacio vectorial y X’ es espacio vectorial formado
por la familia separadora de funcionales lineales en X, X' = {A : X — F'} tal
que cada A es lineal y si x1 # x9, entonces A(x1) # A(z2) para A funcional
lineal. Entonces la X’—toplogia 7’ hace a X localmente convexo y su dual
es X'.

DEMOSTRACION. Es claro que X' es cerrado bajo la suma y multipliacién
por un escalar y que A(z1) # A(z3) para alguna A € X', donde x; y x2 son
puntos distintos.

Como R y C son de Hausdorff, por el Teorema 3.11 tenemos que 7’ es
una topologia de Hausdorff.

La linealidad de los elementos de X’ hace que 7’ sea traslacién invariante.
SiA,..,Ape X' r,>0ysi
V={z:|Ax)| <r,l1<i<n},

(notemos que la familia separadora de seminormas estd cada por pp(z) =
|A(z)|) entonces V es convexo, balanceado y V' € 7’ y la coleccién de V'
forman una base local para 7. Asi, 7/ es una topologia localmente convexa
de X, por Teorema 1.37.

Notemos que %V + %V =V.Sixz;yxsestdn en V,

1 " 1 xr1 + 29
—x —x9 =
912 2
ademas,
T+ X2

| Ai(

1 1
5l = glAilzr +22)] < oy

luego %xl + %:UQ € V. Es claro que V C %V + %V. Esto prueba que la suma
es continua.
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Ahora, veamos que la multiplicacién por un escalar es continua. Suponga
que ¢ € X y « es un escalar. Entonces * € sV para alguna s > 0, si
|8 —a| <ryy—xerV entonces

By —ax = (B —a)y+aly—x)
esta en V', siempre que r sea tan pequeiio que
r(s+7r)+|alr <1

De aqui la multiplicacién por un escalar es continua.

Por lo tanto, 7’ es una topologia vectorial localmente convexa. Todo
A € X* es 7'—continua. Suponga que A es un funcional lineal 7/—continua
en X, entonces |A(z)| < 1 para todo z en algin V. La condicién 2) del Lema
3.13 implica 1): A = > | oA, con A; € X'y X' un espacio vectorial, luego
A € X’ Por lo tanto X* = X'.

3.3. La topologia débil de un espacio vectorial to-
polégico

Suponga que X es un espacio vectorial topolégico (con la topologia )
cuyo dual X* separa puntos de X (sabemos que esto pasa en todo espacio
localmente convexo X ). La X*—topologia de X es llamada la topologia débil
de X.

Denotamos a X,, al espacio X dotado con la topologia débil 7,. El
Teorema 3.14 implica que X, es localmente convexo y su dual X* también
lo es.

Como toda A € X* es 7—continua y como 7, es la topologia mas débil
en X con esta propiedad, tenemos 7,, C 7. En este contexto la topologia 7
serd llamada la topologia original de X.

Por ejemplo, sea (x,) una secesién en X. Se dice que z,, — 0 original-
mente significa que toda vecindad original de cero contiene todos los x,, con
n suficientemente grande. Decir que x,, — 0 débilmente significa que toda
vecindad débil de cero contiene todos los x;,, con n suficientemente grande.
Como toda vecindad débil de cero contiene una vecindad de la forma

V=A{z:|A(z)| <riyl<i<n}, (3.2)

donde A; € X* y r; > 0, es facil ver que z, — 0 débilmente si y solo si
Az, — 0 para toda A € X*.
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3.3. LA TOPOLOGIA DEBIL DE UN ESPACIO VECTORIAL
TOPOLOGICO

Toda sucesién originalmente convergente converge débilmente, la impli-
cacién inversa no es verdadera en general.

A continuacién veamos un ejemplo que ilustra este hecho. Sean H un
espacio de Hilbert y (ey), la sucesién ortonormal. Por el Teorema de repre-
sentacién de Riesz, para cada f € X* existe z € H tal que

flz) =<z,z>.

Aplicando la desigualdad de Bessel
o
dol<enz> <z
n=1
con lo que la serie anterior es convergente y < e,,z >— 0. Como f(e,) =<
en, 2 > lo anterior implica que e, converge débilmente a cero. Sin embargo,
(en) no es convergente en el sentido original, ya que

llen — emHQ =< €n — em, En — €y >= 2,
sin #m.

Similarmente, un conjunto £ C X es débilmente acotado (E acotado
como subconjunto de X,,) si y solo si para todo V' de la forma (3.2) se tiene
E C tV para alguna t = t(V) > 0, esto pasa si y solo si le corresponde a
cada A € X* un ndmero v(A) > 0 tal que |A(x)| < v(A) para cada z € E.

En otras palabras, un conjunto £ C X es débilmente acotado si y solo si
para cada A € X* es acotada en E.

3.15 Teorema. Suponga que F es un subconjunto convexo de un espacio
X localmente convexo. Entonces la clausura débil F,, de E es igual a la
clausura original F.

DEMOSTRACION. Como 7, C 7T tenemos que E C F,,. Sea ¢y € X, xg ¢ E.
Por la parte 2) del Teorema 3.5, existe A € X* y v € R tal que para cada
x e FE,

ReA(xg) < v < RelA(x).
El conjunto {z : ReA(x) < 7} estd en una vecindad débil de zp que no
intersecta a E. Asi xg no estd en . Asi, B, C E.
3.16 Corolario. Sea X un espacio localmente convexo.

1. Un subconjunto de X es originalmente cerrado si y solo si es débilmente
cerrado.

2. Un subconjunto convexo de X es originalmente denso si y solo si es
débilmente denso.
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1. Sea (X, d) un espacio métrico. A C X es un conjunto Gs en X si
A es la interseccién numerable de conjuntos abiertos en X.

i) Determine la categorfa del conjunto Q.
ii) jEl conjunto @Q es un conjunto G5 en R, con la norma usual?
(sugerencia: use el Teorema de Baire)

2. Sean XY y Z espacios de Banach, y sea B : X x Y — Z bilineal
y continua. Mostrar que existe 0 < M < oo tal que

1Bz, y)|| < Ml][ - |yl
conz € X yy €Y. Serequiere que los espacios sean completos?

3. Para 1 < p < oo, sea Ip el espacio de las funciones x (reales
o complejas) definidas sobre el conjunto de los enteros positivos,
tales que

[eS)
> lz(n)PP < oo,
n=1

por ejemplo para p = 1, [; es el espacio de las series absolutamente
convergentes.

i) Para 1 < p < oo mostrar que Ip es de Banach con la norma
]l = (S0 l=(m)l)”.

(dada cualquier sucesién de Cauchy, la idea es proponer el limite,
ver que esta propuesta esta en [p y finalmente verificar que la su-
cecion de Cauchy converge al dicho limite).

ii)Sil<p<ooy zla + % = 1, demostrar que el dual de Ip es lq, es
decir, (Ip)* = lgq.

Sugerencia: Sean b = (b;), a = (a;)

T :lqg— (Ip)*
b— [,

donde fy(a) = > .2, ba;, para (a;) € lp. Demostrar que T es un
isomorfismo isométrico.



