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. Encuentre a(t) dado que o(t) = (cos 2t) 7 + (sin 2t) j

1. Problemas. Célculo Diferencial de Varias Variables
Calculo en una y varias variables- Propedetutico
Mayo de 2012

. Encuentre «(t) dado que o/(t) = ¢, a(0) = d.

-

o(0) =27 — 5, a(0) = Ji+J.

Considerando «(t) = (sint, cost), muestre que «(t) y o(t) son paralelos ;En
algin instante a(t) y o (t) tendran la misma direccion?

Sea I(t) = f(t) - [g(t) X E(t)] Calcule I'(f).

. Determine el o los puntos de interseccén entre la curva a(t) = (¢,t%,¢3) con el

plano 4x + 2y + z = 24. Encuentre el angulo de intersecciéon entre la curva y
la normal a este plano.

Considere una funciéon f : R?> — R, f = f(x,y) y el cambio de variables

xr =rcost, y =rsinf. Encuentre formulas para -, 5.

zy

2 2 _
vy entonces Ty, + 2xYlqy + Y Uy, = 0

Mostrar que si u =

. Asumiendo que f(x,y) = g(x)+h(y) con g, h : R — R funciones diferenciables,

muestre que fz, = fye.

Muestre que si g : R — R es de clase C?, entonces u(z,y) = g(x +y) + g(x —y)
es tal que ugz, = uy,.

Sean
fla,y) = (siny +2°, e**Y)
g(u,v) = (u+v,u+ cosv)

a) Encontrar la expresion para g o f.
b) Calcular D(g o f)(0,0) mediante la regla de la cadena.

Sean H : R?* — R? una funcion diferenciable y g(X) = cos(H(X) - H(X)).
Calcular Dg(X).
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Si h(z,y,2) = flu(x,y,z2),v(z,y),w(zx)), donde f,u,v,w son diferenciables,
calcular 62, gz
Sea f : R?* — R diferenciable y considere el cambio de variables a coordenadas
esféricas

x =rcosfsing,y =rsinfsingp, z = rcos

af 9f 9f on términos de 2L 2L 9f

para la funcion f = f(z,y, z). Calcule 3%, 57, 55 557 By 35

Sea T'(z,y,2) = 2% + y*> + 2* la temperatura en (z,y, z) € R3. Si una particula
se mueve sobre la hélice a(t) = (cost,sint,t) entonces calcule la temperatura
en la posicion de la particula en el instante ¢ y su variacion instanténea (de la
temperatura en tal instante).

Use el siguiente problema para mostrar que no es posible aplicar la regla de la
cadena cuando f no es diferenciable. Para ello considere la funcion f(z,y) =

{+ (,9) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

af of

5, existen en (0,0).

a) Muestre que 3

b) Sea g(t) = (at, bt) a, b constantes. Muestre que f o g es diferenciable y que
(fog)(0)= a2+b2 Pero que V f(0,0) - ¢'(0) = 0.

d [ "9
& [ s = [ i

y la regla de la cadena para mostrar que

Use el hecho que

v of

& | ey = s+ [ S

0

Sea f : R® — R una funciéon par (i.e. f(X) = f(—X)). Muestre que si f es
diferenciable y par entonces es posible determinar D f(0). Encuentre su valor.

Considere la funcién f : R? — R? dada por f(x,y) = (e®cosy,e?siny). Decir
si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos. Justifique su respuesta.

(a) Esta funcion no tiene inversa local y es globalmente inyectiva.

(b) Esta funcion tiene inversa local y no es globalmente inyectiva.
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(c) Esta funcion tiene inversa local y es globalmente inyectiva.

(d) Esta funcién no tiene inversa local y no es globalmente inyectiva.

Suponiendo que una montana tiene forma de un parabolide eliptico z = ¢ —
ax® — by?, a,b,c > 0y x,y son coordenadas este-oeste y norte-sur, y z es la
altura sobre el nivel del mar (x,y, z medidos en metros). En el punto (1,1),
ien qué direccion crece la altitud més rapidamente? Si una canica se soltara
en (1,1) jen que direcciéon comenzaria a rodar?

Para las funciones f(z,y) y «(t) dadas, encontrar los valores maximo y mi-
nimo que alcanza la funcion f a lo largo de a(t): f(z,y) = 22 + %, a(t) =
(cost,2sint), t € [0,27]

Sea f(z,y) = /1 — 22 — y?. Demuestre que el plano tangente a la grafica de
f en (zo,yo, f(zo,y0)) es ortogonal al vector (xg,yo, f(x0,%0)). De una inter-

pretacion.

Encontrar el plano tangente a la superficie z = 2? + 3%, en el punto (1, —-2,5).
Dar el significado geométrico del gradiente de f(x,y) = 2% + y* para esta
superficie.

Encontrar los puntos del hiperboloide 922 — y? — 422 — 4 = 0 para los cuales su

plano tangente es paralelo al plano 9z —y — 42z — 1 = 0.

Suponiendo que la altura de una montana sobre cada punto (x,y) de un plano
horizontal estd determinada por la funcién z = 1 — 222 — ¢/

(a) Determine la direccion en la cual la altura aumenta lo mas rapido posible
partiendo del punto (1,1, —2) en la montana.

(b) Encuentre las coordenadas del punto més alto de la montana.

(c) Encuentre la direccion en la cual se moverd una canica que se suelta en el
punto (1,1, —2) sobre la montana.

222

2Tr,2 o el

JEn qué direccion se anula la derivada direccional de f(z,y) =
punto (1,1)?

Encuentre las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal al hiperboloide
12 +y? — 2° = 18 en el punto (3,5, —4).

Un insecto se encuentra en un medio téoxico. El nivel de toxicidad esta dado
por T'(z,y) = 22* — 4y%. Si el insecto se encuentra en el punto.

3
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Sea z = @ (y # 0y f diferenciable). Mostrar que z + y% + yg—z =0.

Sea h(z,y) = 2¢7*" 4+ e~ la altura de una montafia sobre el punto (z,y). ;En
qué direccion, a partir del punto (1,0), debemos caminar para ascender de la
manera mas rapida posible?

a) Dar un enunciado cuidadoso de la regla de la cadena para el siguiente prob-

lema.
b) Sean f(z,y) = z*+y, h(y) = (sin3u, cos8u). Sea g(u) = f(h(u)). Calcular
g—z en u = 0 usando

i) Célculo directo.
ii) Regla de la cadena.

En el instante ¢ = 0, una particula sale despedida de la superficie z? + 2y? +
322 = 6 en el punto (1,1, 1) en direccién normal a la superficie, a una velocidad
de 10 unidades por segundo. ;En qué instante atraviesa la esfera z2 + 3%+ 22 =
1037

Supongase que u(z,t) satisface la ecuacion diferencial uy + uu, = 0y que x
como funcién z = f(t) de ¢ satisface % = u(z,y). Demostrar que u(f(t),t) es
constante como funcion de t.

a) Sean F' una funciéon de una variable y f una funcion de dos variables.
Demostrar que el vector gradiente de g(z,y) = F(f(z,y)) es paralelo al
vector gradiente de f(z,y).

b) Sean f(z,y), g(z,y) funciones tales que V f = AVg, para una cierta funcion
Az,y). {Cual es la relacion entre las curvas de nivel de f y g? Explicar
por qué podria existir una funcion F' tal que g(z,y) = F(f(z,v)).

Sea f una funcion diferenciable y definamos u = g(z,y) como

u=g(x,y) =zyf (:;y> :

a) Mostrar que u satisface la ecuacion diferencial de la forma
z*u, — y*u, = uG (v, y.)

b) Encontrar la funcion G(z,y).



35. Sea f(x,y) = x* — 2xy + y* para todo punto en el plano. ;Cuéles de las
siguientes afirmaciones es cierta?

36. ;Cual de los valores siguientes es un minimo para la expresion x + 4z como
funcion definida en todo R?, sujeta a la condicion z? + y? + 22 < 27

(a) 0
(b) -2
(c) —
(d) -

) =

258

(e



