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Introduccion

El cambio climéatico es un fenémeno que se manifiesta en un aumento de la
temperatura promedio del planeta, directamente vinculada con el aumento
en la concentracion de gases de efecto invernadero en la atmosfera, produc-
to de actividades humanas relacionadas con la quema de combustibles fosiles
(carbon, petroleo, gasolinas, diesel, gas natural, etc) y la quema y pérdida de
bosques que son dos de las principales fuentes de este problema. Este aumento
de la temperatura tiene consecuencias en la intensidad de los fenémenos del
clima en todo el mundo provocando climas més extremosos y fenémenos cli-
méaticos més intensos. En general, los veranos seran més célidos y los patrones
de las lluvias se modificaran, dando lugar a lluvias mas intensas en algunas
partes y lluvias menos frecuentes en otras, aumentando asi las sequias.

También se teme que las capas de hielo que actualmente permanecen en las
partes mas frias del planeta (en los polos y en las montanas mas altas) se vayan
derritiendo, lo que aumentara el nivel medio del mar, inundando permanen-
temente amplias zonas costeras; es por eso que es importante mencionar que
las consecuencias previstas del cambio climéatico afectaran nuestro ambiente
inmediato y, por consiguiente, la manera en que todos vivimos en nuestro pla-
neta.

La necesidad y la conveniencia de afrontar dicho problema resulta cada vez
més evidente y radica en el hecho fundamental de tener un desarrollo humano
sustentable en defensa del capital natural y de la utilizaciéon racional de los
recursos naturales. Por el alcance de sus implicaciones econémicas, politicas y
sociales, el cambio climético es hoy tema ineludible de caracter internacional
y es objeto de preocupacion para toda la sociedad en general.

En México existen abundantes alternativas de bajo costo para la reduccion de
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emisiones con importantes beneficios adicionales a corto y a largo plazoEl Los
costos de la inaccién pueden ser incluso superiores a los de la implementacion
de estos proyectos a nivel global, sectorial, o individual, o a esfuerzos para la
concientizaciéon ambiental.

Uno de los instrumentos de mayor utilidad para la toma de decisiones sobre las
alternativas de reduccion de emsiones son las llamadas Curvas Marginales de
Abatimiento (CMA), que representan el abatimiento marginal 6ptimo al redu-
cir en una unidad extra de emisiones, a partir de un nivel de emisiones base al
implementar una estrategia de mitigaciéon. Una curva marginal de abatimiento
se obtiene de ordenar por costos las estrategias de abatimiento identificadas.
Por ejemplo, en la figura |1] se representa la CMA que muestra los sectoresEl
en los cuales es posible implementar las mejores estrategias de abatimiento
que pueden ser aplicadas para tener un desarrollo econémico de bajas emisio-
nes y asi cumplir con las metas de abatimiento establecidas, obtenida de “La
Economia del Cambio Climéatico: Sintesis”Fl
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Figura 1: Curva de costo marginal de abatimiento de emisiones en México del
2009 al 2020.

Ver por ejemplo un estudio reciente del Banco Mundial [23].

2Pemex 1, Pemex 2 y Pemex 3 se refieren a la posible reduccién de emisiones fugitivas
de metano en el sector petrolero mexicano como resultado de la disminucién de las reservas.

3Reporte del gobierno federal en colaboracion con SHCP y SEMARNAT [16].
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La curva representa los sectores en los cuales es posible implementar alter-
nativas para la reduccién de emisiones en el pais. En el eje de la abscisa, se
distingue la reducciéon de emisiones de cada medida de abatimiento y en el eje
ordenado se relaciona el costo unitario para cada intervencion; por ejemplo,
resalta que diversas medidas en transporte son las que proporcionarian mayor
reduccion de emisiones (con una reduccion potencial aproximada de 75 millo-
nes de tonCOsqe) y a un costo de alrededor de —160USD /tonCOse. El costo
negativo indica que al implementar ésta medida, incluso se tendria un flujo
de dinero positivo. A estas medidas se les denomina “no-regrets” y reflejan en
gran medida ineficiencias operativas y de planeacion en los sectores.

La ﬁgura obtenida de “La Economia del Cambio Climatico: Sintesis”,> mues-

tra las curvas marginales de abatimiento para medidas que pueden ser imple-
mentadas en el sector energético Mexicano.
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Figura 2: Curvas de costos marginales de abatimiento para el sector energético
mexicano en el escenario de mitigacion 2009-2030.

Desde el punto de vista de una empresa productora (productos o servicios),
el problema de elegir opciones de abatimiento no es menos complicado que
el problema global. Las empresas se enfrentan al delicado dilema entre maxi-
mizar utilidades mediante el aumento en la produccién de sus productos y la
reduccion de contaminantes, ya sea por conviccion o por imposicion regulato-
ria, aunado a que la evaluacion econémica de los costos de abatimiento es una
tarea muy compleja y con un alto grado de incertidumbre. Los costos de aba-
timiento pueden depender de factores tales como disponibilidad de tecnologia,
cambios en la estructura productiva y su relaciéon con el consumo de energia,
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curvas de costos marginales, elasticidades de demanda, etc.

Un primer acercamiento simple y sistemético al problema de toma de deci-
siones desde el punto de vista de las empresas es el que adoptamos en ésta
tesis. El punto principal radica en el planteamiento y solucién del problema
de produccién-abatimiento mediante un modelo de optimizacién y el anali-
sis de sus curvas marginales de abatimiento. Es importante mencionar que
incluso bajo esta formulacion ideal, se pueden analizar y entender mas la exis-
tencia de medidas “no-regrets”, resultados de analisis con enfoque econémico
(costo-beneficio) como el mencionado en el libro México: Estudio Sobre la Dis-
minucién de Carbono (MEDEC)[]

Asi, en esta tesis se analizan las curvas marginales de abatimiento para ca-
da empresa bajo diferentes supuestos, pero también es posible analizar curvas
marginales de abatimiento desde un enfoque mas sectorial o incluso como na-
cion’| Debe sin embargo considerarse que persisten diferencias significativas
entre las distintas curvas marginales de abatimiento y que son endbégenas a
cambios en los precios relativos por lo que su aplicacién depende crucialmente
de la estrategia de abatimiento propuestaE]

Es por eso que esta tesis pretende proporcionar algunos elementos basicos para
el anélisis sistematico (mediante modelos matemaéticos) de alternativas de aba-
timiento, ya sea a nivel sectorial o a nivel individual haciendo énfasis en el uso
de las curvas marginales de abatimiento, tomando en cuenta las implicaciones
y/o beneficios ambientales en términos de reduccion de emisiones, conjunta-
mente con la obtencion de ganancias al producir los bienes y/o servicios que
la empresa ofrece. En la realidad, el abatir emisiones tiene implicaciones para
las empresas, ya que el implementar una o varias actividades de abatimiento
requiere de inversion que puede ser en costos fijos bajos, pero costos variables
altos, o en otro caso, costos fijos altos y costos variables bajos. Es precisamente

4En dicho estudio se identifican y evaluan opciones de bajo costo para reducir las emi-
siones de gases de efecto invernadero que México puede implementar en el corto, mediano
y largo plazo.

5En esta tesis tocamos brevemente el tema en el capitulo [3| donde se plantea un problema
de optimizacion con la interaccion de dos empresas. Se discute concisamente sobre la CMA
bajo estas condiciones, pero el tema es tan amplio que la profundidad del anélisis y discusion
se deja para trabajo futuro.

6Para un andlisis mas detallado consulte [23]
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donde la simplificacién del problema, abstraido como modelo matemaéatico es
importante para entender en forma sistematizada la probleméatica ambiental
de las empresas.

Es en este contexto, que en el capitulo [1| se retoma el planeamiento sobre la
relacion entre la produccion y la implementacion de actividades de abatimien-
to en las empresas y su curva de costo marginal de abatimiento, presentado
en el articulo de McKitrick [20], pero expuesto y analizado con mucho mayor
detalle, incluso resaltando algunas condiciones necesarias y suficuentes para
encontrar el 6ptimo en el problema de optimizaciéon. En donde se encuentra
que también bajo especificaciones simples (solo una empresa con un conta-
minante y una actividad de abatimiento), la curva marginal de abatimiento
puede ser no diferenciable en algin punto.

La no diferenciabilidad implica que la eleccion de la actividad de abatimiento
bajo incertidumbre puede depender del nivel previsto de reduccién de emisio-
nes. También las condiciones de estabilidad para la dindmica de mecanismos
fiscales puede no cumplirse en la vecindad del punto en donde no es diferen-
ciable. Una implicaciéon politica es que en algunos casos, las restricciones en
la produccion pueden llegar a ser tan eficientes como las restricciones en las
emisiones, es por eso que la empresa tiene la opcién de reducir la produccion
para disminuir sus emisiones, o implementar una actividad de abatimiento,
por lo que siempre se tienen por lo menos dos maneras de llegar al objetivo de
reduccion de emisiones, provocando asi la no diferenciabilidad.

Si bien el estudio de las curvas marginales de abatimiento es una herramienta
clave en la economia ambiental, estas propiedades analiticas son raramente
estudiadas, en éste primer capitulo se explican algunas de sus propiedades y
se plantea el problema de optimizaciéon con restriccién en las emisiones como
la soluciéon sucesiva de tres problemas proponiendo los resultados como pro-
posiciones, teniendo en cuenta la condicién necesaria y suficiente que debe ser
asumida para asegurar que la curva marginal de abatimiento es continuamente
diferenciable; la identificacién de esta condicién facilita la consistencia teérica.

En el capitulo[2|se presentan diversas variantes, bajo las mismas caracteristicas
y retomando los supuestos hechos en el capitulo[I]} Se propone el planteamiento
del problema de optimizaciéon con la incorporaciéon de una funcién de precios
variables, la cual se plantea como una funcién que depende de la cantidad



XVI Introducciéon

de produccion, asi es posible implementar alguna estrategia en los precios te-
niendo en cuenta que de las funciones mas usadas en la actualidad son las
del tipo Cobb-Douglas ya que son las que toman en cuenta distintos factores
productivos y podrian proporcionar una perspectiva diferente para la toma de
decisiones. El contexto mediante el cual se desarrollan cada una de las posibles
extensiones presentes en éste capitulo es andlogo y comparativo al del capitulo
[, pero no es exhaustivo, sin embargo se analizan los puntos principales, que
son, el comportamiento de la curva marginal de abatimiento y la condicién ne-
cesaria y suficiente para garantizar diferenciabilidad en dicha curva, asi, cada
problema es planteado como proposicion.

Posteriormente se plantea un problema incorporando un gravamen en las emi-
siones en donde el objetivo principal es concientizar al agente contaminante,
yva que de ser implementado como alternativa de abatimiento, dicho agente
contaminante pagaria en proporciéon a la cantidad de emisiones que produ-
ce, sin embargo, la mayoria de impuestos ambientales no han sido disenados
con el proposito de modificar el comportamiento de los agentes que causan la
contaminacion, ya que tienen una finalidad recaudatoria, tratando de financiar
con ellos las intervenciones necesarias para remediar la degradacion ambiental,
antes que prevenir y reducir dicha degradacion. Es importante mencionar que,
la recaudacion obtenida por un impuesto ambiental es aceptada en muy buen
modo por el administrador ptiblico, lo que le puede hacer perder de vista que
la mejor senal de efectividad de un impuesto ambiental es que la recaudacion
sea nula.

Otra alternativa mas enfocada al desempeno 6ptimo de la empresa es la res-
triccion en la catidad de produccion dada una demanda fija, aunado con el
hecho de cumplir con la restriccién en las emisiones, es importante mencionar
que existe una relaciéon entre la cantidad demandada y el precio, es decir, a
mayor precio, menor cantidad demandada y a menor precio mayor cantidad
demandada, ademas del hecho de que aunque dicha restriccion parece ser exce-
siva es posible caracterizar el 6ptimo respecto de la actividad de abatimiento,
se encuentra un comportamiento similar en la curva marginal de abatimiento
al analizado en el capitulo [T}

También en el capitulo[2] se plantea la alternativa de abatimiento con el comer-
cio de reducciéon de emisiones. Este problema se plantea tratando de contestar
algunas preguntas que surgen de las iniciativas recientes dentro de las negocia-
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ciones internacionales en cuanto se asignan a las empresas (o sectores) cuotas
para sus emisiones en funcién de los objetivos de los respectivos gobiernos o de
entes reguladores en materia de medio ambiente, mediante la cual se propone
que la solucién al cambio climético requiere la consolidacion de un mercado
internacional de emisiones ya sea a través del uso de un sistema de permisos
comercializables o directamente del comercio libre de emisiones.

En este sentido, es fundamental que México avance en la creacion de un mer-
cado de carbono en donde se defina su forma de integraciéon ya sea a nivel
sectorial, es decir, entre empresas, o a un nivel global (entre paises). Dicha al-
ternativa tiene ciertas implicaciones que pueden ser consideradas antes de ser
implementada, de entre las cuales destacan: la construcciéon de un sistema de
permisos comercializables, precios no tan elevados y el disenio y aplicacion de
regulaciones que apoyen la creaciéon y funcionamiento eficiente de este mercado.

Debe reconocerse la importancia de modificar habitos y patrones de produc-
cion, distribucion y consumo, apoyar de manera decisiva la innovacion y la
difusion de nuevas tecnologias que reduzcan las emisiones, asi como de la eli-
minacién de barreras institucionales y un amplio conocimiento respecto de sus
respectivas curvas marginales de abatimiento.

En el dltimo capitulo (Capitulo se presenta la interaccion entre dos empresas,
teniendo en mente a las dos empresas del sector energético que contribuyen
mayormente en la emision de gases de efecto invernadero en México (PEMEX
y CFE). Parte fundamental del problema es incluir la interaccion entre las dos
empresas, reflejada en la satisfaccion de las respectivas demandas, asi como el
interés de un desarrollo econémico sustentable y de bajas emisiones. Pese a
que los modelos planteados y analizados en este capitulo son una idealizacion
de la situacion real entre PEMEX y CFE, se cumplen con el objetivo de es-
bozar elementos que ayuden a entender el problema principal y dimensionar
su complejidad; asi como también que algunas de las conclusiones obtenidas
pueden servir para la toma de decisiones en cada una de las empresas vistas
aisladamente, pero también integradas como parte de un mismo sector.

El estudio de este tltimo capitulo fue motivado principalmente porque el sector
energético en México es el que mas contamina, y también es el que tiene un
amplio espectro de alternativas de abatimiento a implementar a corto y largo
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lazo, como pueden ser
)

= Proponer mecanismos financieros para acelerar la adopcién de tecnolo-
gias energéticamente eficientes en PEMEX.

= [ntegrar propuestas de politica publica que impulsen el aprovechamiento
del potencial de cogeneracion y eficiencia energética.

= Priorizar el aprovechamiento del gas asociado a la producciéon de petroleo
crudo y evitar sus emisiones.

= Promover el cultivo de especies apropiadas y los procesos de transfor-
maciéon mas eficientes para la produccién de biocombustibles de origen
agropecuario y forestal.

» Diversificar tecnologias y fuentes primarias de generacion de electricidad
e impulsar a través de mecanismos especificos el uso de fuentes de energia
que reduzcan las emisiones.

= Establecer protocolos para reducir las fugas de hexafluoro de azufre en
el sistema de transmision y distribucion de energia eléctrica.

= Desarrollar e instrumentar los Programas Nacionales de energia edlica,
geotérmica y minihidraulica, asi como esquemas de financiamiento que
agilicen e incrementen el aprovechamiento de estas fuentes renovables de
energia en los sectores publico y privado.

= Desarrollar campanas de promociéon de proyectos de generacion de ener-
gia eléctrica con fuentes renovables de energia, en sectores seleccionados,
entre otros.

Concluimos esta introduccion diciendo que si bien el esfuerzo de mitigar los
efectos del calentamiento global parece ser una proeza a gran escala, creemos
que la toma de decisiones para provocar cambio no sblo debe venir desde
los planes de acciones gubernamentales o mediante politicas internacionales
globales, sino que se pueden lograr avances en la reducciéon de emisiones con
acciones concretas a menores escalas, por ejemplo, a nivel de empresas; y que
el anélisis y resultados de esta tesis puede contribuir en esa direccion.

"Fuente México: Estudio Sobre la Disminucién de Carbono [23]



Capitulo 1

La decision 6ptima de una
empresa que produce un producto
y un contaminante

En éste capitulo se retoma el problema que se encuentra en el articulo de
McKitrick [20], describiendolo detalladamente, explicando el comportamiento
de la curva marginal de abatimiento, haciendo énfasis en que dicha curva puede
ser no diferenciable en un punto y adaptandola a la definiciéon del uso actual
del beneficio marginal; tomando como idea principal el beneficio obtenido res-
pecto a la cantidad de abatimiento alcanzada, representando de forma grafica
cada uno de los posibles escenarios, dividiendo el problema en cuestiéon como
la sucesion de tres problemas que estan estrechamente relacionados; asi como
también se plantean como proposiciones los problemas de maximizar los bene-
ficios con restricciones y sin restricciones en las emisiones, para asi demostrar
que dichos problemas tienen solucién y dicha solucién es tnica.

1.1. El problema

El objetivo principal de toda empresa es obtener ganancias al producir bienes
y/o servicios, de tal modo que los ingresos siempre sean mayores o iguales que
los egresos. En este caso el termino “iguales"no se descarta, ya que se puede
dar el caso en el que la empresa no obtiene ganancia ni perdida por la venta del
bien y/o servicio producido. Sin embargo, el esforzarse para obtener mayores
ganancias puede ser una tarea dificil, ya que ello puede conllevar a diferentes
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implicaciones en el ambito productivo, ambiental y laboral entre otros, y por
ende aumentar los costos.

En este trabajo se hara énfasis solamente en los ambitos productivo y am-
biental, resaltando la estrecha relacion entre ellos, y motivado por la crecien-
te normatividad en términos de regulacion de contaminantes, o los posibles
acuerdos vinculantes en materia de gases de efecto invernadero que provocan
el calentamiento global.

Como es sabido, toda empresa que produce un bien y/o servicio, emite una
cierta cantidad de contaminantes al medio ambiente, dentro de los cuales des-
tacan los gases de efecto invernadero (GEI), que son basicamente seis: Bioxi-
do de Carbono CO,, Metano C'H,, Oxido Nitroso N,O, Hidrofluorocarbonos
HFCs, Perfluorocarnonos PF(C's y Hexafluoruro de Azufre SFg, los cuales
se producen por diversas actividades, como por ejemplo, la quema de com-
bustibles fosiles (carbon, derivados de petroleo y gas), reacciones quimicas en
procesos industriales (como la produccion de cemento y acero), cambio de uso
de suelo (deforestacion), descomposicion anaerdbica (cultivo de arroz, rellenos
sanitarios), escape de gas en minas y pozos petroleros, produccion y uso de
fertilizantes nitrogenados, procesos de manufactura (los Hidrofluorocarbonos
y Perfluorocarbonos son usados como refrigerantes), el uso de Hexafluoro de
Azufre como fluido dieléctrico, etc.

En este capitulo consideramos una empresa que produce solamente un pro-
ducto y emite un sélo contaminante. La cantidad de emisiones derivadas de
la produccion del producto sera directamente proporcional al volumen de pro-
duccion, es decir, a mayor cantidad de produccion, mayor cantidad de conta-
minantes que se emiten al medio ambiente. Asi también, el costo de producir
un bien y/o servicio es directamente proporcional a la cantidad de produccion,
es decir, a mayor cantidad de producciéon se tiene un mayor costo para produ-
cir el bien y/o servicio.

Sin una restricciéon de emisiones, las empresas tendrian el incentivo de producir
el maximo posible (sujeto quiza a la demanda del producto). Bajo restriccio-
nes de emisiones, las empresas necesitaran efectuar acciones para disminuir o
moderar las emisiones contaminantes, es decir, mitigar o abatir emisiones. En
este caso, la decision 6ptima de cuanto producir no es tan obvia.
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Para las empresas, el abatir emisiones tiene diversas implicaciones, ya que el
implementar una o varias actividades de abatimiento, como por ejemplo, la
implementacion de tecnologias en chimeneas, modificacién y mejora de proce-
sos quimicos, filtros cataliticos, etc., implica cierta inversiéon que puede tener
costos fijos bajos (los costos fijos son aquellos costos que permanecen inva-
riables ante los cambios en la cantidad de produccion), pero costos variables
altos (un costo variable es aquel que se modifica de acuerdo a variaciones de la
cantidad de produccién, se trate tanto de bienes como de servicios. Es decir,
si la cantidad de produccién decrece, estos costos decrecen, mientras que si la
cantidad de produccion aumenta el costo variable aumenta), o en otro caso, se
pueden tener costos fijos altos y costos variables bajos.

Ahora, es importante mencionar la relacion que existe entre los costos y la
cantidad de produccion, esto es posible, dadas las curvas de costo marginal por
produccion, las cuales miden la variacion que experimentan los costos cuando
se altera el nivel de producciéon. Asi, dado un nivel de produccién y, puede
preguntarse como varian los costos si se altera dicho nivel en una cantidad Ay,
esto es,

_Acly) eyt Ay) —cly) _ de

Ay Ay Ty’

donde C'M (y) representa el costo marginal de la cantidad de produccion, y es
la cantidad de producto y ¢ el costo unitario.

CM(y)

Cuando en la toma de decisiones de la empresa se incluye el abatimiento de
emisiones contaminantes (por convicciéon o por imposicion regulatoria), y dado
que estas acciones implican costos, los beneficios econdémico se veran afectados.
En este caso, el costo marginal también tendré variacion en el nivel de abati-
miento, es decir, uno también puede preguntarse en céomo varian los costos si
se altera el nivel de abatimiento en una cantidad Aa, asi

Ac(a) cla+ Aa)—cla) _ dc

Aa Aa “da

De forma analoga la curva de costo marginal de abatimiento (en lo sucesivo
CMA) enlaza los niveles de emision de una empresa con el costo adicional de
las unidades de reduccién de contaminacion.

CM (a)

Asi pues, la empresa tiene la opcién de reducir la produccién, para reducir las
emisiones, o de implementar una o varias actividades de abatimiento, por lo
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que siempre se tienen por lo menos dos maneras de reducir emisiones.

En la siguiente seccion se detalla un modelo matemaético que captura la toma
de decisiones de una empresa que fabrica un sélo producto y que emite sélo
un contaminante.

1.2. Modelo Matematico

Una empresa produce una cantidad y de producto (ntmero de unidades, vo-
ltmenes de produccion, etc.) y ajusta en niveles no negativos a de actividades
de abatimiento de la contaminacion (que puede ser medido en reduccion de
emisiones, pesos invertidos en la actividad de abatimiento, etc.). El producto
se vende a un precio fijo p por unidad. Se generan emisiones e basadas en el
nivel de producciéon y de la actividad de abatimiento, asi pues, e es directa-
mente proporcional a la cantidad de produccion e inversamente proporcional a
la actividad de abatimiento. El costo total lo denotaremos por c. Por lo tanto
los beneficios monetarios totales 7 (Beneficios = Ingresos - Egresos) son

m(p, y, a) = py — c(y, a), (1.1)

y las emisiones estaran dadas por

e=e(y,a). (1.2)

El problema de la empresa consiste en maximizar los beneficios (ganancias),
sujeto a una restriccion en la cantidad de contaminantes que la empresa puede
emitir, es decir, se tiene que resolver alguno de los siguientes problemas de
optimizacion:

méx - py — c(y, a)

' (1.3)
sujeto a
e(y,a) <er o €(y7a> = €1,

donde, como se explicd anteriormente, y es la cantidad de produccion, a es la
magnitud de la actividad de abatimiento, p es el precio de venta por unidad
de producto producido, ¢ representa el costo total y e; es un nivel fijo maximo
de emisiones para la empresa.
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1.2.1. Supuestos en el problema

Necesitamos hacer algunos supuestos para detallar sobre la situacion real que
estamos modelando. Asi,

1. La funcion de e que representa a las emisiones e = e(y, a) debe ser con-
vexa creciente en la produccion para capturar el hecho de que a mayor
cantidad de produccién, se esperan mayores emisiones; y convexa decre-
ciente en la actividad de abatimiento (ey >0,ey >0y, e <0, e, >0
respectivamente).

2. Para garantizar que c sea creciente y concava respecto a la cantidad de
produccién necesitamos ¢, > 0y ¢,y > 0.

3. ¢ debe ser creciente con respecto a la actividad de abatimiento, y la
igualdad ocurre cuando no se hace el esfuerzo por implementar alguna
tecnologia de abatimiento, es decir, se necesita que ¢, > 0.

El objetivo de este planteamiento es enlazar los niveles de emision de una
empresa con el costo adicional de las unidades de reducciéon de contaminacion,

emisiones marginales por esfuerzo de abatimiento

~
~

emisiones marginales por produccion

unidad extra de produccion costo

~ *
unidad extra de abatimiento unidad extra de produccion

costo

~

~ unidad extra de abatimiento’

1.3. Solucién al problema sin restricciones

El beneficio marginal por produccién (BM) mide la variacion que experimen-
tan los beneficios cuando se aumenta una unidad extra de produccion, para
este caso

_An(y) _7ly+Ay) —w(y) _ dr

BM ~
(y) Ay Ay i
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que por la expresion (|1.1]), se tiene

dm
— =D —cC,.
dy P 4

Pero la empresa solo funcionara en niveles de produccion donde el precio de
venta excede o es igual al costo marginal de produccion, por lo que

p— ¢y > 0 o bien p > ¢,.

esto quiere decir, que a la empresa le conviene producir una cantidad suficiente
para lograr que el costo marginal de producir una unidad extra de producto
no sobrepase el precio unitario.

Si primeramente asumimos que no hay restriccion en el nivel de emisiones que
la empresa emite (el regulador no ha impuesto restricciones en cuanto a las
emisiones contaminantes), sea

€1 = OQ.

Entonces, el problema ((1.3]) a resolver en esta seccion es

{ _ . P1
méx - py c(y, a) (P1)

1.3.1. Condiciones de primer orden

Las condiciones de primer orden para el problema en (P1)) son

dﬂ- * *\ d’]T * *\
d_y(y7a)_0 y %(yua)_ou

por lo que el 6ptimo (y*, a*) queda completamente determinado por

oy’ @) = p (1.4)
ca(y®, a*) = 0. (1.5)

Para poder encontrar el 6ptimo, notemos que por las condiciones del problema
es posible aplicar el Teorema de la Funcion Implicita (ver en el Apéndice

).

Tomando como U = R — {0} x R — {0}, para los puntos en U se cumplen las
condiciones del TFIM; es decir, para (y,a) € U tal que
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1. 7(y, a) —7w(y*, 0) =0,y

on
2. —(y, a) = —¢, <0, dado que c es creciente con respecto a a.

Oa

Entonces en una vecindad de cualquier punto (y, a) € U para el que se cumpla
1., podemos encontrar una funcion a(y) de clase C* tal que a = a(y), y expresar
T Como

m(y) = py — c(y, a(y)).

Aplicando la condicién de primer orden y derivando de forma implicita tenemos

0 dm 87r+87rda iy )da
= — = — —_— = — C —Ca -,
dy Oy Oady P4 dy
asi pues
or
da 9y _ _P-¢
dy on —cq
Oa
entonces d
a p—cy
— = 1.6
i o (1.6)
El 6ptimo (y*,a*) queda caracterizado por
p—cy(y*,a") — .y, a")a,(y*,a*) = 0. (1.7)

1.3.2. Analisis de g_y Y o

Notemos primeramente que para niveles de producciéon menores que el 6ptimo
(y < y*) tendremos que p > ¢,. Es decir, se produciré hasta que el costo mar-
ginal de producir sea igual al precio de venta.

El supuesto sobre los costos (¢, > 0) es muy general. Para un nivel de pro-
ducciéon y fijo, en principio cabe la posibilidad de tener una curva como la
senalada con la letra A en la Figura[l.1] En la curva A, el punto @ es un punto
de inflexién y el intervalo comprendido entre a~ y @~ son puntos cuyo costo de
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abatimiento no cambia. Para la curva A, los costos marginales de abatimiento
se presentan en la Figura (1.2} En términos practicos, se espera que la curva
marginal de costos de abatimiento sea una funcién convexa y no del tipo de
la curva A en la Figura[[.2] salvo quiza en industrias donde la tecnologia sea
muy especial.

c(y,a)| Tiende a C
cero
(:L’L = [J

(a=0)

Figura 1.1: Costo de abatimiento para un nivel de produccion fijo.

Esto nos deja suponer que los costos de abatimiento para un nivel de produc-
ciéon dado sean mas del tipo ilustrados en las curvas B y C en la Figura [1.2]
incrementales en los niveles de abatimiento.

La diferencia entre la curva B y C de la Figura[l.2radica en como se comporta
la curva en a = 0. La curva B supone que el costo incremental por una unidad
extra de abatimiento es alto, es decir, abatir la primera unidad es costoso para
la empresa. Esto se puede dar; por ejemplo, en industrias con tecnologia vieja
u obsoleta, donde el costo de inversion en tecnologia de abatimiento es alto,
con costos de mantenimiento bajos, o bien cuando el costo de implementar
medidas de abatimiento no es muy alto pero el operarlo es muy caro (costos
de mantenimiento altos). En la curva C el costo marginal de empezar a aba-
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Figura 1.2: Costo marginal de abatimiento para un nivel de abatimiento fijo.

tir es cero. Uno supondria que la mayoria de las industrias debieran tener un
perfil de costos parecido a éste, donde inicialmente abatir no es muy costoso e
incremental en el nivel de abatimiento.

En el sentido anterior, es importante tener una mejor intuiciéon sobre lo que
implica ¢, en a = 0.

Por la condicién en (1.5)), se tiene ¢, = 0 en el par éptimo (y*, a*), pero para
cualquier otro valor de y, ¢, podria ser cero o no.

Supongamos que existen algunos niveles de produccion y para los cuales ¢, > 0.
Podriamos tener entonces curvas de costos marginales de abatimeinto en a = 0
similares a las ilustradas en la Figura La curva D no es lo que se espera
en la practica, pero las curvas A, B y C son més plausibles.
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Punto de interseccién
pero no de tangencia

- y* P Y //T—\\

o “#~— Punto de tangencia y* y

Figura 1.3: Curvas de costos marginales en a = 0.

Conjuntando el andlisis anterior con las condiciones de primer orden en (|1.6))
y (1.7), llegamos a los dos casos posibles siguientes:

Caso 1.3.1 Se cumple que
ca =0 en a=0 para todoy > 0.
Caso 1.3.2 Se cumple que existe 0 <y < oo con y # y* tal que
cq > 0 peroc, =0 en a=0.

En ambos casos, la solucion 6ptima sera (y*,a* = 0), con y* determinada por

Cy(y*,O) =D
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1.3.3. Supuestos técnicos del problema

Concluyendo el anélisis de la Secciéon anterior, la siguiente expresion
ca=0en a=0, con y=y" (1.8)

es una condicién necesaria y suficiente para garantizar un 6ptimo del problema

en (P1).

1.3.4. Condiciones de segundo orden

Dadas las condiciones de primer orden, en esta seccion se verifica que el punto
6ptimo (y*, 0) cumpla con las condiciones de segundo orden, para asegurar que
en dicho punto se encuentre un méaximo, por lo cual se calculan las segundas

derivadas » P »
T, T, T,

En dos variables, la condiciéon de segundo orden para verificar un méaximo es

‘ng < 0 pero esto es cierto si y solamente si
*r P,
y ademas

(50.0) (Gh0.0) (&5 0) >0 on

Por los supuestos del problema (ver seccion , sabemos que ¢, > 0, por
lo que la primera condicién se cumple. Para verificar la segunda, recordemos
que ¢, > 0 pero ¢, = 0 en a = 0, de donde se deduce que ¢,,(y*,0) > 0.Para
ver lo anterior, recordemos que ¢, = 0 en a = 0 quiere decir que el costo
marginal de abatir una unidad extra de contaminante cuando no se ha hecho
ningin esfuerzo de abatimiento es cero, y ¢, > 0 para cualquier punto significa
que la grafica de ¢,(a) estara completamente en el primer cuadrante del plano
cartesiano (ver Figura . Mas aun, dadas las condiciones de primer orden
en la secciéon tenemos que para una § > 0 suficientemente pequena
ca(y*, 04 da) — co(y*,0) > 0, por lo que tendremos

ca(y*, 0+ da) — cq(y*,0) >0

Coe = lim
da—0+ da
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‘F

e ol

Figura 1.4: Costo marginal de abatimiento sin esfuerzo.

Por otro lado, si analizamos ahora ¢, en a = 0 pero en funcién de y, sabemos
que ¢,(y*,0) = 0 es el costo marginal minimo para el nivel de abatimiento
a = 0 (ver Figura [L.5)), es decir, para cualquier y = y*, ¢,(y,0) > c4(y*,0),
existe un dy > 0, para el cual

CCL(y* + 5?/7 O) B Ca(y*, 0)

aw = 1 =0,
Cay 6y£%+ 5y
' *+ 0y, 0 0
Cay = lim Ca(y + oy, ) — Ca(y ’ ) =0.
Sy—0— oy

Combinando con el analisis anterior, la condicion en ((1.9) se convierte en

2
CyyCaa — Cqy > 0,

la cual se satisface.

1.3.5. Resultado principal

Combinando los analisis de las secciones anteriores, la soluciéon 6ptima del
problema sin restricciones en (P1)) queda resumido en la siguiente proposicion.

Ver Teorema en Apéndice B.
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cq(y,0)

‘l

T~
-

Figura 1.5: Costo marginal de abatimiento en funciéon de la produccion.

Proposicién 1.3.3 Considérese el problema con funcion objetivo con-
cava, definido en un dominio S = RT x RT C R?, entonces, dicho problema
tiene solucion unica (y*,0) sty sélo si, ¢, =0 en (y*,a* =0), y y* satisface,

o(y*, 0) = p. (1.10)

Demostracion. Necesidad (=) La funcion de beneficios es la suma de una
funcion lineal con una funcién convexa, y dado que las funciones lineales son
tanto concavas como convexas, y como ¢(y, a) es una funciéon convexa, entonces
—c(y, a) es una funcion concava, asi 7(y, a) es concava.

Sabemos que 7 es concava y (y*,0) es el méximo global de m en S convexo,
si y solo si (y*,0) es un punto estacionario de 7, por lo cual cumple con las
condiciones necesarias de primer orden (ver , de lo que se sigue que para
(y*,0),

ca(y*,a*) =0ena* =0.

Suficiencia (<) Suponiendo ¢, = 0 en (y*,a* = 0), y y* satisface (1.10)), se
quiere probar que existe solucion tnica (y*, 0) para el problema coéncavo. Para
este caso es necesario probar que la soluciéon para el problema es un méximo
global, proponiendo el punto estacionario (y*, 0). Aplicando [B.2.1], y la
definicion , por lo cual el punto (y*, 0) es el maximo global y es tinico. m
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1.3.6. Lineas isobeneficio

El anélisis de la seccién anterior también nos ayuda a caracterizar las lineas
de isobeneficio del problema.

Analicemos primero el caso a > 0. Sabemos que

on
dai 83/7 D— ¢y
TR
da

pero las expresiones en (|1.7]) y la primera condicién en (|1.5)) siguen siendo va-
lidas independientemente del valor de a para y*, por lo que ¢, > 0 y podemos
concluir que = 0.

Cuando y < y*, el costo marginal unitario no ha alcanzado al precio unitario
(el costo marginal iguala al precio en el nivel 6ptimo de producci(’)n y*), por
lo que > 0. Por analogia, deducimos que para y > y* tenemos < 0.
Cuando a = 0, tenemos dos casos:

Caso 1.3.4 (¢, = 0) Siy = y*, entonces tendremos que p # ¢, y ¢, = 0, por
lo que § da = 00. C’uando y = y* el costo marginal es igual al precio (cy =p),

por lo que estos resultados se ven grdaficamente en la Fzgum

y 0’
En este caso, las lineas de isobeneficio son semicirculos o semielipses donde
uno de sus ejes coinciden con el eje de las abscisas, y que convergen concen-
tricamente al punto (y*,0), el cual corresponde al beneficio 7. A medida que

crece el radio de los circulos, menor serd el isobeneficio.

Caso 1.3.5 (¢q > 0) Paray < y*, sabemos que p—c, > 0, por lo que > 0.
Andlogamente para y > y* tendremos < 0.

En este caso las lineas isobeneficio son como la parte superior de semicirculos
o semielipses (el eje de las abcisas estd por arriba del eje horizontal del circulo
o elipse). La Figura ilustra esta situacion.
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a | b

Figura 1.6: Lineas de isobeneficio.

1.3.7. Interpretacion econémica de la solucién

La interpretacion econémica de la solucién optima (y*,0) caracterizada en
es la siguiente. La condicion ¢, = p quiere decir que se debe escoger el
nivel de produccién més alto hasta que los costos no sobrepasen al precio de
venta unitario, ya que de otra manera el beneficio econémico no seré positivo.
Por otro lado, la segunda condicién ¢, = 0 implica que se debe escoger un nivel
de abatimiento cuyo costo sea lo menor posible (cero, ya que los costos son no
negativos). Intuitivamente, el tinico nivel de abatimiento que debe satisfacer
esta condicion debe ser cero (no abatir no implica costos, cualquier otro nivel
de abatimiento debe incurrir en costos para la empresa). Mateméaticamente
el problema no implica que a* = 0, por lo que se necesita la condicion (|1.8))
retomada aqui por facilidad.

Otra manera de ver lo anterior es a través de la condicion . El primer
término es el precio recibido por unidad de producto, el segundo término es
el costo de producir una unidad extra y el tercer término es el costo de abatir
una unidad extra de contaminante dado el nivel 6ptimo de produccién. Es
decir, es el beneficio marginal total por producciéon y abatimiento en el 6ptimo.
Para maximizar esta expresion (maximizar beneficio econémico marginal) se
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Mayores beneficios

Figura 1.7: Razoén de cambio del abatimiento respecto la cantidad de produc-
cion.

necesita que el costo de producir sea a lo mas el precio recibido y que los
costos de abatir sean minimos (cero). Lo anterior indica que cuando no hay
restricciones en las emisiones, no es necesario implementar medida alguna de
abatimiento. La soluciéon 6ptima estara unicamente determinada por el nivel
de produccion 6ptimo y caracterizado en que el costo marginal de produccion
de una unidad extra sea igual al precio de venta del producto.

1.4. Solucién al problema con restriccién de de-
sigualdad en las emisiones

En el problema , la funcién de beneficios que se quiere maximizar esta
dada por 7(p, y, a) = py — c(y a). Para ser consistentes con los resulta-
dos tedricos del Apéndice B, necesitamos expresar el problema original como
un problema de minimizacién para plantear el problema dual. Entonces, el
problema equivalente por resolver es:

méx - py —c(y, a)

sujeto a (P2)

6(y7 CL) S €1.
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El Lagrangiano L : R? x R — R, asociado a dicho problema ed’]

L(y, a, \) = —py + c(y, a) + Me(y, a) —ey). (1.11)

1.4.1. Existencia de la solucién al problema dual

En esta seccion se define la funciéon dual g : R — R, como el valor minimo del
Lagrangiano sobre (y, a) : para A € R,

sﬂk)z(;ggpbﬂw—%dy,@-%A@Qha)—eﬁ)

Cuando el Lagrangiano no esta acotado inferiormente, la funcién dual tiende a
—o0. Pero en este caso, el Lagrangiano esta acotado inferiormente ya que si la
cantidad de produccion es cero y los esfuerzos de abatimiento son cero (y =0
y a=0)

L(0, 0, A) = ¢(0, 0) + A(e(0, 0) — e1),

ademas, e(0, 0) = 0, ya que no hay produccion ni abatimiento, y por lo tanto
no hay emisiones. De manera analoga se espera que ¢(0, 0) = 0, entonces

L(0, 0, \) = —Xeq,
que representa una cota inferior, es decir,
L(yv a, )‘> Z —/\61,

y el problema dual esta bien definido.

1.4.2. Condiciones de primer orden

Las condiciones de primer orden para el problema en ([1.11)) son

dL
dy

dL dL
(y', a', \) =0, ;Z;(yl, a', A) =0, y Zii(yl’ a', ') =0,

2Ver Apéndice B.
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calculando las derivadas parciales

oL

a—y = —p+cy+)\ey
L

g—a = ¢, + Ae,

oL

e e(y, a) — ey,

por lo que el 6ptimo (3!, a', A\!) queda completamente determinado por

—p+cy+Ae, = 0
Co+Xreg = 0
ey, a) —e; = 0,

o bien (y!, a') esta determinado por

e(y', a') = e (1.12)
’ 11 caly', a') 11

- , T , =0, 1.13
Pl )+ I o) (113)

con eyl a)

)\]_ —_ a y 9
T 1
ea(y', a')

1.4.3. Condiciones de segundo orden

Dadas las condiciones de primer orden, en esta seccion se verifica que el punto
optimo (y*, a') cumpla con las condiciones de segundo orden, para esto es
necesario calcular las segundas derivadas de , con \ > 0, para formar la
matriz hessiana, esto es

0*L 0*L

8—92 = ny+)\€yy, m = ey,
L PL
392 = Cqa €aa, aaQ/\ = €q,
FLo_ o, oL
Byda 0T e gy T
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asi pues, la matriz hessiana es

Cyy T Aeyy  Cya + Aeyq €y
H = Cya + )‘eya Caa 1 )\eaa €a )
ey €q 0

cuyo determinante estd dado por

det H = —(eq)?(cyy + Aeyy) + 2eyea(cya + Aeya) — (€)% (Caa + Neaa)
= —(ea)Q(ny + Aeyy) + 2eyeq(Aeya) — (ey)Q(Caa + Aeqa),
como A = —%_ de los supuestos dados en la seccién se tiene que A > 0

y det H <0, por lo tanto se tiene un minimo global.

1.4.4. Resultado principal

La solucion optima del problema con restricciones de desigualdad en (P2))
queda resumida en la siguiente proposicion

Proposicion 1.4.1 Sea el problema con funcion objetivo concava, de-
finido en un dominio S = Rt x RY C R2, con restriccion de desigualdad
convexa, en particular e, > 0, e,y > 0, ¢, < 0, €4 > 0, ¢, > 0, ¢y > 0,
¢ > 0, entonces se dice que dicho problema tiene solucion unica (y,a) y esta
caracterizada por

€<y7 Cl) =€
Y
ca(y; a)
Cy(y7a’) + e (y a) ey(yaa) = 07
con
_ calysa)
ea(y,a)’

que representa el costo marginal por emisiones abatidas.

Demostraciéon. Es necesario verificar que la funcion de beneficios (7(y, a) =
py — c(y,a)) es estrictamente concava, y que la restriccion es estrictamente

convexa; asi pues, aplicando el teorema se tiene que
“Cyy T Cya
Di(y,a) =7y, <0 y Dsy(y,a)= > 0,
—Cya  —Caa
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se cumple para todo (y,a) dadas las hipotesis y lo visto en la seccion [1.2.1}
por lo cual 7(y,a) es estrictamente concava en .S, ahora se verifica que e(y, a)

sea estrictamente convexa, nuevamente aplicando el torema se tiene
D — 0y D — | T Sl
1(y>a) = Cyy > Yy 2(yaa> = > U,
€ya Caa

se cumple para todo (y,a), por lo cual e(y, a) es estrictamente convexa en S.

Asi aplicando los teoremas B.5.3] [B.5.2| y [B.2.6[ al problema (P2)), se tiene que
la solucién es tnica.
[

1.4.5. El problema de minimizar emisiones sin restriccio-
nes

Si consideramos el problema de minimizar emisiones sin restricciones

hin e(y,a),

las condiciones de primer orden son

de de

— =0y — =0,

da Y dy
o bien asumiendo que a = a(y) y haciendo uso del teorema de la funcion
implicita

da
ea@ +e, =0,
o reescribiendo p
a  —ey
— = > 0. 1.14
W e (1.14)

Es decir, las pendientes de las curvas isoemisiones estan dadas por menos el
cociente entre las emisiones marginales por produccion y las emisiones margi-
nales por abatimiento.

La pendiente en es positiva dado el supuesto 1. visto en la secciéon ;
una suposiciéon razonable cuando una tecnologia de abatimiento es implemen-
tada, es que la empresa se esfuerza para reducir las emisiones, lo cual implica
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Reducciéon de €1
las emisiones

1L

Mayores beneficios

Figura 1.8: Combinaciones 6ptimas de abatimiento y produccion.

que la restriccion de isoemisiones es convexa por arriba. Esto se ve grafica-
mente en la linea e; de la Figura [1.8] y se muestran combinaciones de a y y
en el campo de emisiones e;. Para un nivel de producciéon dado, las emisiones
disminuyen a medida que aumenta el abatimiento; asi la direcciéon muestra el
movimiento indicado dentro de la regiéon de bajas emisiones.

1.4.6. Lineas isobeneficio e isoemisiones

Si reescribimos la condicion de optimalidad en (|1.13]) para el problema con
restricciones tenemos
p—cy(y', a') _ ey(y', a')
ca(y', at) ea(y', at)’

que no es otra cosa que la igualdad entre la pendiente de las lineas isobeneficio
y la pendiente de las lineas isoemisiones. Esto conjuntamente con la condicion
(1.12), nos dice que el 6ptimo para el problema con restricciones queda carac-
terizado por ser el punto donde las pendientes de isobeneficio e isoemisiones se
igualan, satisfaciendo simultdneamente que las emisiones sean igual a la cota
de restriccion e;.
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El lugar geométrico donde la pendiente de la linea de isobeneficio es igual a la
pendiente de la linea de isoemisiones es ilustrado por el segmento Zy* en la
Figura[I.8 La eleccion 6ptima de la produccion y abatimiento, tiene la restric-
cién ey, que es el punto (y',al), con los beneficios 7 asociados. El verdadero
costo para la empresa de alcanzar el objetivo de reducir las emisiones dado
el problema con una restriccion, se puede conocer si se hace un cambio en el
nivel de beneficios, 7 — 7.

El hecho de alcanzar el objetivo de reducir las emisiones se considera como un
costo, ya que el mayor beneficio 7* es el que se encuentra en el punto 6ptimo
no regulado (y*,0), que es cuando la empresa se esfuerza por no realizar una
actividad de abatimiento, mientras que el beneficio m; representa el 6ptimo re-
gulado en el punto (y',a'), el cual no se encuentra en la direccién de mayores
beneficios, asi que la diferencia representa lo que le puede costar a la empresa
el tener una actitud altruista con el medio ambiente.

Cuando se asume ¢,(y,0) = 0, se asegura que las lineas isobeneficio cruzan el
eje y verticalmente; por lo tanto una pendiente ascendente de la restriccion de
las emisiones siempre sera tangente a la linea de isobeneficios en los puntos
interiores del espacio no negativo (y, a). Consecuentemente la empresa utiliza-
ra cantidades positivas de equipo de abatimiento, en lugar de s6lo reducir la
produccion.

Punto de interseccién
pero no de tangencia

Figura 1.9: Reduccion de la produccion para alcanzar el objetivo en las emi-
siones.
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Cuando se cumple que ¢,(y,0) > 0, y # y*, habran valores en la constante de
restriccion en las emisiones para los cuales las curvas isoemisiones no toquen
tangencialmente a las curvas isobeneficio, sino en un punto esquina situado
sobre el eje horizontal, tal como se ilustra con el punto 3? en la Figura En
este caso, la pendiente en la curva de isoemisiones sera mayor que la pendiente
en la curva isobeneficio, es decir

4 Py
€q Ca
que implica
(> _Pa)ea (1.15)
€y

Situaciones como ésta suceden cuando a bajos niveles de abatimiento, unidades
marginales de a son muy costosas y/o relativamente inefectivas, entonces la
empresa solo tiene la opcion de controlar emisiones mediante la reduccion de
la produccion.

1.5. Solucién del problema con restricciéon de
igualdad en las emisiones

Nuevamente, para ser consistentes con los resultados teéricos del Apéndice B,
necesitamos expresar el problema original haciendo uso de los multiplicadores
de Lagrange

méx - py —c(y, a)
sujeto a (P3)

e(yv a) = €1.

El Lagrangiano L : R? x R — R, asociado a dicho problema es

L(y> a, )‘) =py — C<y7 a) - )\(e(ya CL) - €1>- (116)
Calculando las derivadas e igualando a cero se tiene

dL dL
= A =0 — \) =
dy (y,(l, ) 07 da (y7a7 ) 07
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esto es,
Z_j = P —Cy— ey,
g—s = —Cq — Aeg,
por lo que el 6ptimo (y!, a', A\!) se encuentra resolviendo
D—Cy = Aey,
—Co = Mg,
e(y, a) = e,

para y, a y A, asi pues, el 6ptimo queda completamente determinado por

e(y', a') = e (1.17)
’ W, o)
11 Ca\Y ™, Q 11
— _— =0 1.18
p cy(y , @ >+ ea(y1’ al)ey(y , @ ) ) ( )
con _
)\1 - _Ca(y , a )
- 1 ,1)°
ea(yt, a')

Es posible aplicar el Teorema |B.5.1} ya que dadas las condiciones del problema
se sabe que tanto ¢(y,a) como e(y,a) son funciones convexas, por lo tanto el

punto (y', a') resuelve el problema (P3).

1.6. El Beneficio Marginal

La soluciéon del problema en nos indica el nivel 6ptimo (en términos de
beneficio econémico) de producciéon en una empresa que no tiene restricciones
ambientales; y el problema (P2)) nos indica cuél debe ser el nivel 6ptimo de
produccién y abatimiento en la empresa cuando hay una restricciéon en emi-
siones por parte del ente regulador. Ver estas dos soluciones por separado no
nos dice como hacer la transicion de una a otra. Una manera de analizar esta
transicion es calculando el beneficio marginal por una unidad extra de abati-
miento (reduccion de emisiones) a partir de estar en el 6ptimo sin restricciones
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ambientales. Estos beneficios marginales se resumen en las Curvas Marginales
de Abatimiento (CMA), que analizaremos en esta seccion.

Para esto, hacemos uso nuevamente del Teorema de la Funcion Implicita
(TFIM) del Apéndice A para garantizar que y y a se pueden expresar en
funcion de las emisiones; es decir, existe una funciéon y y a tal que

y=yle) y a=aly,e).

Asi, el beneficio econémico m queda expresado como:

m(e) = pyle) — c(y(e), aly(e),e)),

derivando tenemos

dm da\ dy da
— = |p—cy—Co— | — —Cca—. 1.1
de (p @~ dy) de  “de (1.19)

Dado que la relacion (1.7)) de la seccion es valida para cualquier combina-
cion 6ptima de produccion-abatimiento (determina las lineas de isobeneficio),
la expresion dentro del paréntesis se anula, por lo que Z—Z se reduce a

dm da

2= e = 1.2
de Cade (1.20)

. . - d

Note que la expresion en (1.20]) es siempre positiva ya que ¢, > 0y 92 <0.
En particular, si se evalta en el 6ptimo del problema sin restricciones (y*,0),
la expresion se anula, ya que ¢, = 0 en a = 0, es decir, e = e(y*,0) es un
6ptimo para la funcion 7(e). Més aun, e* es un maximo ya que

d*r da d*a -

de? “de "de? ’

. 2

debido a que ¢, > 0, %<0, caZOy%<O.

Por otro lado, en el problema (P3) con restricciones de igualdad cuando ey > e*
(el nivel deseado de emisiones rebasa a las emisiones de la solucién 6ptima del
problema sin restricciones), la trayectoria 6ptima esté caracterizada por los
pares (y2,0), donde y, se determina mediante

e(ya,0) = e,
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m(e) pP=cy
(P1)

Trayectoria Optima ‘
Miximo sobre el Locus

e=>0

¢ e
e g N ~ e -
~ \ . h max
P2 ‘ (P3)

Figura 1.10: Beneficio versus emisiones.

y dado que se asumio6 ¢, = 0 para a = 0, entonces ([1.19) queda

dm dy

T p—e)¥ <o
de (p Cy)de<7

ya que aqui se cumple p < ¢, (se tuvo que sacrificar ganancia para producir lo
suficiente y alcanzar la igualdad de emisiones) y % > 0.

La Figurall.10|esquematiza el beneficio econémico versus las emisiones para las
soluciones 6ptimas de los tres problemas (, y ) El punto e* co-
rresponde a la solucion del problema sin restricciones , donde e* = e(y*, 0).
Este punto es donde se alcanza el beneficio econémico méaximo. La curva de
pendiente positiva para valores menores de e* corresponde a las soluciones del
problema con restricciones cuando e* > e;. El punto extremo izquierdo A co-
rresponde a la inaccion, es decir, (y = 0,a = O)EL que también corresponde a

3Note que en la Figura se ha ejemplificado al punto A como con emisiones negativas.
En realidad sus emisiones pueden ser menores, iguales o mayores que cero dependiendo de
la forma funcional especifica de la funciéon de costos y abatimiento.
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resolver el problema

mine(y, a)
sujeto a
T >0,

que es su problema dual. Note que la soluciéon del problema con restricciones
de desigualdad cuando e; > e* es (y*,0), ya que es donde se alcanza el maximo
beneficio econémico. La curva de pendiente negativa a la derecha de e* corres-
ponde a la solucién del problema con restricciones de igualdad para valo-
res e* < ey. El punto B del extremo derecho corresponde a (y™**,0) con y™**
satisfaciendo py™®* = ¢(y™**,0), de donde se desprende que €,,,, = e(y™**,0).

1.6.1. Beneficio Marginal por Emisiones

En términos de formulacion de politicas para la empresa, es mas ttil analizar
Z—Z, que es el beneficio marginal por una unidad extra de emisiones (BME). La
Figura [1.1]] (a) ejemplifica el comportamiento de una curva decremental con
cruce en cero en e*. Es decir, nos indica cuél es el beneficio marginal 6ptimo al
emitir (o disminuir) una unidad extra de emisiones, que a su vez esta asociado
a una combinacion 6ptima de produccidén-abatimiento, sin embargo, la curva
que esta orientada al ambito ambiental es la que se encuentra en la Figura|l.11
(b), que representa el abatimiento marginal 6ptimo al reducir en una unidad
extra de emisiones, a partir de un nivel de emisiones base (€p.sc), de donde
es importante mencionar que e.q, representa el punto de no diferenciabilidad
en la curva marginal de abatimiento, el cual se explicara detalladamente en la

seccion [L6. 111

Si la empresa tiene establecida una politica actual (se le denomina también
linea base, business as usual o BAU) de produccién-abatimiento que determina
un nivel actual de emisiones ey, asociado a un costo cpese, €ntonces en tér-
minos del beneficio marginal por emisiones se puede construir la denominada
Curva Marginal de Abatimiento que relaciona el beneficio econéomico (margi-
nal) por cada unidad extra de reduccion de emisiones (R(y, a) = e(y, a)—epase),
a partir de la linea base, es decir, si 7' = 7 — Tpase v R(y,a) = e(y, a) — €pase,
el beneficio marginal por la reduccion de una unidad extra de emisiones sera

or' _ on
OR  OR’
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7

BME,

e = Emisiones L
€54 € eesq Emisiones

(a) Beneficio marginal respecto emisiones (b) Curva Marginal de Abatimiento

Figura 1.11: Funciones de costo marginal de abatimiento.

El area bajo la curva CMA desde e = 0 hasta el nivel de reduccién de emisio-
nes deseado seré el costo total por abatimiento.

Si epese = €*, la CMA comenzaré en cero y el costo marginal de abatir una
unidad extra de emisiones se incrementa gradualmente, como lo muestra la

Figura [1.12] (a).

Si epese < €, entonces el costo de abatir la primera unidad de emisiones es
positivo y aumenta subsecuentemente como se muestra en la Figura m (b).

En el caso que epse > €* notese que no solamente no hay costo en abatir las
primeras unidades de emisiones, sino que hay beneficio econémico. A todas
estas medidas cuyos costos marginales estan en la parte negativa del eje orde-
nado se les denomina “no-regrets”. Visto desde el punto de vista de planeacion
optima de produccidon-abatimiento, curvas CMA como esta muestran que la
empresa opera ineficientemente, ya que podria tener un mejor beneficio eco-
némico a un menor nivel de emisiones e*(ver Figura[L.12] (c)).

En este caso, la recomendacion para la empresa es aplicar las medidas de abati-
miento 6ptimamente hasta llegar al nivel de emisiones e*, independientemente
de imposiciones regulatorias en cuanto a reducciéon de emisiones.
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de dam
de

L

"
= e
€esq ‘ Ehage = €

.
Reduccién de Emisiones Eesq €hase < €

(a) (b)

dm
de

No Regrets

Figura 1.12: Curvas marginales de abatimiento.

1.6.1.1. Inflexién en la Curva Marginal de Abatimiento (CMA)

De la secciéon sabemos que la relacion en ((1.15)), que reescribimos por
facilidad a continuacion,
(p—cy)ea

Cq > ———
€y

es una condiciéon necesaria y suficiente para que el problema con restricciones
tenga una solucién de esquina, dicho en otras palabras, si la empresa no es
perfectamente competitiva, esto es que ¢, > 0 en a = 0, entonces se tendréa
que p — ¢, > 0 en un nivel no regulado de emisiones, y por lo tanto la CMA de
la empresa no se cruza con el eje horizontal, implicando asi que la reduccion
inicial de emisiones pueda ser costosa para la empresa. En términos de la CMA,
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esto implica que

dm da

de = e
Esto es, la pendiente de la curva CMA es menor que la asociada con las tan-
gentes interiores, por lo cual la empresa intenta reducir emisiones al disminuir
su produccion, antes de moverse a niveles positivos de abatimiento, provocan-
do asi que la pendiente de la linea de isobeneficio sea menor que la pendiente
de la linea de isoemision. Geométricamente esto significa que la CMA crece
mas rapidamente entre el punto 0 y ey, donde e, es el nivel de emisiones

asociado con el nivel de produccion y.s,, calculado como

[P — ¢y (Yesqs 0)] €a (Yesq, 0)
€y (yesqa 0)

Cq (yesqa O) = -

Y

por lo que
€esq = € (yesqa O) .

Entonces, si la condicion (|1.15) se cumple, la curva CMA estarda compuesta
por dos partes (no diferenciable en un punto) y dada por

d _Ca% 0 S € S 6esq
T
e da ) d 3
(p—cy—caa—z> T —Cife  Cesg<e< e

La Figura [L.11] (b) ilustra la situacién de no diferenciabilidad en la curva
CMA,.

Notese que el primer término en corresponde a la reduccion (aumento)
de emisiones por disminucion (aumento) en la produccion y el segundo por
aumento (disminucion) en los esfuerzos de abatimiento, es decir, cuando hay
una solucion de esquina soélo se pueden reducir emisiones hasta e.s; — €pgse,
solamente mediante la disminucion de produccion. A partir de ese punto, la
reduccion puede ser con una combinaciéon de abatimiento o reduccion de la

produccion (ver Figura[L.9).

1.6.2. Implicaciones en politicas ambientales

Si se requieren esfuerzos grandes de abatimiento para alcanzar una unidad ini-
cial de reduccion de emisiones, o si el esfuerzo es demasiado costoso, el rango
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entre e.s, y €* puede abarcar rangos de reduccion de emisiones de interés para
un regulador.

Lo que puede recaer en la implementacion de modelos de optimizacién para
la toma de decisiones de la empresa, haciendo énfasis en los costos marginales
en los cuales se podrian incurrir tomando en cuenta la relaciéon existente entre
dichos costos y la cantidad de produccion.

Asi pues, si la empresa va a reducir emisiones (ya sea por conviccion o por
imposicién) tomara en cuenta los costos y no tanto el impacto ambiental que
pueda producir, y como es de esperarse, es posible implementar una o varias
actividades de abatimiento, las cuales pueden ser costosas pero de grandes be-
neficios para el medio ambiente, costosas pero con poco beneficio ambiental,
baratas y de grandes beneficios ambientales o baratas y poco satisfactorias
para el ambiente (como ya se ha mencionado anteriormente el hecho de incluir
abatimiento en los costos implicara la afectacion de su beneficio econémico).

Desde el punto de vista tanto del regulador como de la sociedad, lo saludable
serfa mejorar el ambiente y cumplir con la reducciéon de emisiones, y desde el
punto de vista empresarial, lo ideal serfa abatir a bajo costo, sin embargo, una
pregunta fundamental que surge con frecuencia respecto de los esfuerzos a ba-
jo costo que se pueden implementar para reducir emisiones es, jpor qué no se
han implementado atun?. A menudo la disponibilidad de tecnologia comercial
y ain los bajos costos no son suficientes para vencer las barreras relacionadas
con las carencias institucionales, causando poco interés y motivacion para su
futura implementacion.

En la figuraf[1.13 se muestran algunas actividades o tecnologias que se pueden
implementar para abatir las emisiones en México, haciendo énfasis en lo que
le costarfa al pais el implementar dichas actividades ahi expuestas, ya sea
como sector, como empresa o como pais, dicha grafica enlaza los niveles de
emision con el costo adicional de las unidades de reducciéon de contaminacion;
en los rectangulos que se encuentran por debajo del eje horizontal se presentan
mayores beneficios ambientales a costos relativamente bajos; los rectangulos
encontrados por encima del eje horizontal representan costos relativamente

4Tomada del Simposium Latinoamericano de la Energia: Politica Energética y Medio
Ambiente [14]
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altos y son poco beneficiosas para el medio ambiente, al menos en el corto
plazo .
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Figura 1.13: Curva Marginal de Abatimiento.

Asi, en la busqueda de un desarrollo social y econémico que incluya la pre-
servacion de un ambiente natural de calidad, es factible la implementacion
de actividades de abatimiento, sin embargo, como se mencion6 anteriormente,
las instituciones encargadas de regular el comportamiento ambiental se en-
cuentran ain en el proceso de aprendizaje, en el transcurso del cual se han
adoptado diferentes posturas y estrategias, de las cuales se espera llegar a un
punto en comun de conformidad.

1.6.3. Condicién necesaria y suficiente para garantizar

diferenciabilidad en la Curva Marginal de Abati-
miento (CMA)

De la discusion anterior se desprende que la condicion necesaria y suficiente pa-
ra garantizar diferenciabilidad en la Curva Marginal de Abatimiento asociada
a un desempeno 6ptimo de una empresa en cuanto a produccién-abatimiento
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€s. [p — Cy (y, O)] €a (y> 0) ]

@ (:0) < = ey (y,0)

1.7. Ejemplos

Los ejemplos que a continuacién se presentan tienen el objeto de clarificar los
resultados obtenidos en éste capitulo haciendo énfasis en el caso irrestricto en
contraste con una restriccon de desigualdad.

Ejemplo 1.7.1 (Caso sin restricciones) Una empresa tiene una fabrica que
produce un solo articulo, y desea maximizar sus beneficios, mostrando cierto
desinterés referente a normas para la proteccion del medio ambiente. Sea y la
cantidad de unidades que produce de dicho articulo, y cada una de las cuales
son vendidas a un precio fijo p = 160 unidades monetarias. La funcion de
costos para producir cierta cantidad de unidades esta dada por

c(y,a) = y* + a® + 3550,

en donde a representa la implementacion de una actividad de abatimiento (en
caso de ser necesario), y en donde la cantidad de contaminantes emitidos al
medio ambiente al realizar el proceso de produccion es representada por

e(y,a) = eiv=59) _ 1,
Solucién
La funcion de beneficios w(y,a) de la empresa es
m(y, a) = 160y — c(y, a),
por lo tanto el problema de optimizacion que se pretende resolver es

max 160y — y? — a® — 3550, (1.22)

y>0,a>0
calculando las condiciones de primer orden para la funcion de beneficios

dm dm
T o0y L=0
dy Y da ’
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se tiene

d
am_ 0 =160 — 2y entonces, y = 80
dy

dm
T 0 = —2a entonces, a = 0,

a
por lo tanto, el unico punto estacionario encontrado es (y* = 80,a* = 0), ahora
se verifica que dicho punto estacionario sea el punto dptimo que mazximiza los

beneficios de la empresa, mediante las condiciones de sequndo orden

d*m d?*r d?*r
—(y* =80,a" =0 *=80,a"=0 —(y* =80,a" =0
dyg(y ,a" = 0), dady(y " =0) y —(y ,a” = 0),
por lo cual
d*r d*r d*m
dy2(y,a) sy a) : ydady(y,a) :
del Teorema B.2.3 inciso a), en el apéndice B se tiene que 2277; <0y <fl27§> (%) —

(%) > 0, por lo tanto (y* = 80,a* = 0) es un mdzximo local, mas ain, por

el Teorema B.2.4 se tiene que dicho punto dptimo es global.

El punto optimo (y* = 80,a* = 0) mazximiza los beneficios de la empresa, es
decir, que al producir 80 unidades de dicho articulo y sin realizar actividad de
abatimiento alguna, se obtiene el mdzimo beneficio 7*(y*, a*) = 2850 unidades
monetarias.

Tomando en cuenta el aspecto ambiental, se tiene que la cantidad de contami-
nantes emitidos al medio ambiente es e(y*,a*) = e** = 485.165 millones.

La Fz'gumm (a) representa la funcion de beneficios de la empresa, en la cual
se muestra el punto dptimo (y* = 80,a* = 0), que es en donde se alcanza el
mayor beneficio, (b) representa la funcion de isobeneficios, para los cuales se
pueden tener diversas cantidades de produccion y abatimiento, (c) representa
el comportamiento de la funcion de isobeneficios visto en la seccion|1.3.6.



1.7 Ejemplos 35

) 59.8

) 20.8

== 2470

Funcién [-12 = v2 160 =3550] A%  ¥? - 150 ¥ 3550 |

()

Figura 1.14: 7(y, a) cuando no se regulan las emisiones.

Ejemplo 1.7.2 (Caso con restriccion) Se desea mazimizar los beneficios de
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la empresa del ejemplo ahora mostrando interés por las normas para la
proteccion del medio ambiente, ya que existe un ente requlatorio, encargado de
establecer una cota mdxrima para el nivel de emisiones de la empresa la cual es

e1 = 2 millones.

Solucion

En este caso el problema con restriccion en las emisiones es

‘ a2 2
yzr{)l,a&XZO 160y — y* — a* — 3550,

sujeto a (1.23)
e(ya CL) S €1.

Como es un problema de optimizacion con restricciones, se plantea el lagran-
giano del problema

L(y,a,\) = 160y — y® — a® — 3550 — A(e(i¥" 5% — 1 — ¢y),
esto es,
L(y,a,\) = 160y — y® — a® — 3550 — A(e(3¥"5% — 2 x 10%),

aplicando las condiciones de primer orden

dL dL dL
dy 0 da Y an T
se tiene
dL ]_ 1 1
3 = 160-2- el =0, (1.24)
dL 1, (1, 1
- = —9a + g)\e(zy—ga) =0, (1.25)
dL L1
= = —eli¥75% 4+ 2 x 105 = 0, (1.26)

asti pues, de se tiene que
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por lo cual, de se tiene
e1v=5%) = 2 x 10,

entonces,

1
y = 41In(2 x 10°%) + 3% (1.27)

sustituyendo (1.27) en (1.24)) y despejando a se tiene

a® = 8.78615,
sustituyendo a* en|1.27] se tiene
y* = 62.4277

por lo cual,
A" =0.0000702892,

el cual es el inico punto estacionario encontrado, por lo que es necesario veri-
ficar si dicho punto es el que maximiza el lagrangiano del problema, mediante
las condiciones de sequndo orden, construyendo la matriz hessiana se tiene

2 2
oL — _2_i/\e(iy—§a) o°L — _le(y—a)
3%/2 16 ’ 0y§)\ 4 ’
TL _ o 1yt 9L Lo
0a? Qad\ 8
0*L 1. 1,1 0*L
= — e(4y Sa)’ _— = 07
Jyda 32 ON?
por lo tanto la matriz es
_2 — %)\e(iy_%a) l)\e(4y—§a) _Z_ie(iy_%a)
H = B%Ae(%y_%a) ) — %Ae(zy_ga) %6(%11_%@) R
_ie(iy_éa) le(y_a) 0

la cual es definida negativa por lo que se tiene un mdximo, y dicho mdzimo es
global dadas las condiciones del problema.

Por lo tanto, se tiene que m(y* = 62.4277,a* = 8.78615) = 2464.02, en la
Figura se tiene una grdfica conjunta, en donde se aprecia que tanto la
funcion de emisiones como la funcion de beneficios de la empresa, coinciden
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en el punto del valor dptimo encontrado, lo que implica que, (y*,a*) son las
cantidades necesaria de produccion y abatimiento respectivamente para poder
cumplir con las normas estipuladas por el ente regqulatorio.

Tipo de optimizacisn  maximizar | :]

¢ (-2 —y?+160y-3550 [ 3]

] |..l
g e4 8-2000001 |=

EMostrar q EMostral la solucién dptima

E Muostrar el vector gradiente ¥ de f E Maostrar el vector gradiente Vde g

1r

2300
P R AR T S ST A T R R AR

56 58 &0 62 64 66 68 ™
Solucidn dptima en (624277 , 8.78615)

Figura 1.15: Beneficios y Emisiones del ejemplo [.7.2]

En las lineas isobeneficio e isoemisiones mostradas en la Figura[1.16], es posible
ver como el valor optimo calculado se encuentra sobre una linea de isobeneficio
la cual esta alejada del valor dptimo calculado en el ejemplo [1.7.1] provocando
ast, la disminucion del beneficio, con el objeto de cumplir con la restriccion
referente a la cantidad de contaminantes emitidos.

Asi pues, cumpliendo con el objetivo de reducir emisiones se obtiene un be-
neficio de 2464.02 con una diferencia de 385.98 respecto del calculado en el

ejemplo [1.7.1.
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wf T

WwF

Figura 1.16: Isobeneficios e isoemisiones del ejemplo [1.7.2]

La Figura |1.17, indica que a mayor cantidad de reduccion de emisiones, es
requerido un mayor abatimiento, pese al comportamiento inicial en (a), es
notable el hecho que limita la cantidad de emisiones para asi no incrementar
los costos, como se puede observar en (b).

015
010

005

1107 2x107 ax10” 4x10” sx107 a0t 2 3x10® ax10%

(a) Emisiones controladas en la CMA (b) Exceso de emisiones en la CMA

Figura 1.17: CMA.
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Capitulo 2

Extensiones del modelo

En éste capitulo se presentan algunas extensiones del modelo desarrollado en
el capitulo I} enfocadas hacia escenarios mas realistas, en los cuales se incluyen
una funcion variable de precios, asi como también se expone un modelo en el
cual se toman en cuenta los impuestos, ademas de un modelo con restricciones
tanto de demanda como de emisiones y finalizando con la incorporacién a
dicho modelo del comercio internacional de emisiones, para proporcionar una
perspectiva diferente de lo visto en el capitulo [I}

2.1. Un problema incorporando precios varia-
bles

De forma analoga a lo visto en el capitulo[l], una empresa produce una cantidad
y de producto y ajusta en niveles no negativos a de actividades de abatimien-
to de la contaminacion, e intentando proporcionar una version alternativa y
usual en textos de economia, el producto es vendido a un precio variable; esta
modificacién proporciona la perspectiva en la cual la empresa podria obtener
un mayor beneficio aplicando alguna estrategia en los precios sin descuidar
el punto de vista ambiental, incluso para la industria o empresa seria posible
saber cuanto van a aumentar o disminuir sus ingresos por ventas con respecto
a un cambio en los precios por elasticidades. Es necesario que dicha funcién
de precio variable sea concava, por lo cual, p'(y) > 0y p”(y) < 0, para asi ser
consistentes con el problema de maximizacion.



42 Extensiones del modelo

Por lo tanto, el problema de optimizacién consiste en

méx p(y)y — c(y, a)

sujeto a (2.1)
6(y7 CL) S €1,

asi, el lagrangiano para dicho problema es,

L(y,a,\) = p(y)y — c(y,a) — Me(y,a) — e1),

calculando las condiciones de primer orden

8—L<@,€L,;\> =0, a—L<Q7d75\> =0y 8_L<@7&7;\> =0,

Jy da o\
por lo cual
S = PO ) - e - dey = 0,
(Z_s = —Cq— Neg = 0,
g—i = —e(y,a)+e = 0,

asi el 6ptimo (g, a) queda completamente determinado por

o o calga)
(@) + 90’ (9) — cy(g,a) + mey(% a) =0, (2.2)
e(y,a) = ex, (2.3)

con o
N\ Cq (y> a)
A=——1F—=.
€a(y,a)
Ahora calculando las condiciones de segundo orden para asegurar que el punto
(9,a) sea un méaximo, es necesario calcular

O*L .

0*L 0*L . 0%L 0*L
@—yQ(y,a

6a3y(y7a>’ %(yﬂl)u aaa/\<yua)7 ay@)\(y7a) y

~

0*L, . .
W(y7a>7
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por lo cual
0L 2L
el = 2p'(y) + yp"(y) — cyy — Aeyy, % = v
o°L \ L
= —Caa — ACqa, = —e€,,
9 dad )\
aaay - Cay eay7 a)\Q =0,

formando la matriz hessiana, esto es

20" (y) +yp"(y) —cyy — Aeyy  —Cya — Aeya —ey

H = —Cya — Aeyq —Caa — Naa —€q |,
—ey —e, 0
como A = —% de los supuestos dados en la seccién se tiene que A > 0

y det H > 0, por lo tanto se tiene un maximo global

2.1.1. Lineas isobeneficio y curva marginal de abatimien-
to para un problema de precio variable

Reescribiendo la condicion de optimalidad ({2.2)), es posible ver como el éptimo
para éste problema de precio variable queda caracterizado por ser el punto
donde las pendientes de isobeneficio e isoemisiones se igualan, esto es,

] gp' (7)) — ¢ (9, a ey, (7, a

¢a(y, @) ea(y,a)’

se satisfacen conjuntamente con la condicion (2.3), para que asi las emisiones
sean igual a la cota de restriccion e;.

El lugar geométrico donde la pendiente de la linea de isobeneficio es igual a
la pendiente de la linea de isoemisiones es analogo al visto en la seccion [1.4.6]
representado en la Figura , dado en el punto (3!, a') que es en donde dichas
pendientes se igualan.

De forma analoga al analisis hecho en las secciones [1.4.2] y [1.6.1.1] la curva
marginal de abatimiento es diferenciable si se cumple

p(y) +yp'(y) — ¢, (y,0)] eq (y,0)
ey (ya O) ’

Ca (yvo) < -
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en caso de que dicha desigualdad no se cumpla, se tendra una solucion de
esquina anéloga a la vista en la seccion [1.6.1.1] por lo cual,

_Ca% 0 S € S €esq

dm

de . . )
(p(y) +yp'(y) — ¢y — cg—y) B2 ey <e< et

2.1.2. Resultado principal

La soluciéon 6ptima para un problema de precio variable (2.1)) queda resumida
en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.1 Sea el problema concavo definido en un dominio
S C R? convexo, con restricciones de desiqualdad convexas, y en particular
ey >0, ey >0, e, <0, €40 >0, ¢, >0, cyy >0, cg >0, entonces se dice que
dicho problema tiene solucion unica (y,a) y esta caracterizada por

e(y,a) = e
Y
)+ 0) = ) + £ ) =
con n
ca(y, a)’

que representa el costo marginal por abatimiento respecto de las emisiones
abatidas.

Demostraciéon. Es necesario verificar que la funcion de beneficios (7(y, a) =
p(y)y — c(y,a)) es estrictamente concava, y que la restriccion es estrictamente
convexa; asi pues, aplicando el teorema [B.2.5] se tiene que

20 (y) + yp" (y) — ¢y —Cya

Dl(y>a):7ryy<0 Yy D2(yaa): e e
ya aa

se cumple para todo (y,a) dadas las hipotesis y lo visto en la seccion m,
siempre que
cyy — yp"(y) > 20 (y),
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dado que p'(y) > 0y p"(y) < 0, por lo cual 7(y,a) es estrictamente conca-
va en S, ahora se verifica que e(y, a) sea estrictamente convexa, nuevamente
aplicando el torema [B.2.5]se tiene

€ €
vy ya > O,

Di(y,a) = ey >0 y Dy(y,a) = S
ya aa

se cumple para todo (y, a), por lo cual e(y, a) es estrictamente convexa en S.

Asi aplicando los teoremas [B.5.3} [B.5.2|y [B.2.6| al problema (2.1)), se tiene que
la solucion es tinica. m

2.1.3. Interpretaciéon econémica de la solucién

La interpretacion econdmica de la solucion 6ptima (g, @) es anéloga a la expues-
ta en la seccion sin embargo, de lo visto en la seccion [1.3] nuevamente
debe cumplirse el hecho fundamental de que la empresa sélo funcionaré en ni-
veles de produccién donde en este caso la funcién de precios excede o es igual
al costo de produccion para el nivel 6ptimo de produccion ¢ encontrado en la
solucion, es decir, p(y) + 9p'(9) > ¢,(y, @); la semejanza e importancia en este
hecho radica en que a pesar de que este problema tiene una restriccion en las
emisiones y el analisis hecho en la seccion [[.3.7] es para el caso irrestricto, es
necesario que se cumpla con el fin de que a su vez se satisfaga con la restriccion
en las emisiones y asi se tenga la igualdad de las lineas de isobeneficio con las
lineas de isoemision vista en la ecuacion (2.4)).

2.2. El problema incorporando impuestos

Es sabido que una grande y rapida reducciéon de las emisiones de carbono es
esencial para revertir en lo que sea posible el cambio climético y evitar sus
graves consecuencias como fendémenos meteorologicos, inundaciones, propaga-
cion de enfermedades, etc.

Con el fin de reducir las emisiones de gases de efecto invernadero, seria posible
tomar como medida la implementacion de algtn tipo de impuesto sobre las
emisiones. Los impuestos son uno de los instrumentos de mayor importancia
con el que cuenta el estado para promover el desarrollo econémico, sobre todo
porque a través de éstos se puede influir en los niveles de asignacion del ingreso
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en la poblacion, ya sea mediante un determinado nivel de tributacion, o a tra-
vés del gasto social, el cual depende en gran medida del nivel de recaudacion
logrado.

Los elementos mas importantes del impuesto son: el sujeto, el objeto, la fuente,
la base, la cuota y la tasa; en éste caso el sujeto es pasivo, es decir, es toda
persona fisica o moral que tiene la obligacion de pagar impuestos en los térmi-
nos establecidos por las leyes, el objeto es la actividad o cosa que la ley senala
como el motivo del gravamen, de tal manera que se considera como el hecho
generador del impuesto, la fuente es el monto de los bienes o de la riqueza de
una persona fisica o moral de donde provienen las cantidades necesarias para el
pago de los impuestos (las fuentes resultan ser el capital y el trabajo), la base es
el monto gravable sobre el cual se determina la cuantia del impuesto, la unidad
es la parte proporcional, especifica o monetaria que se considera de acuerdo a
la ley para fijar el monto del impuesto y por ultimo, la cuota es la cantidad
en dinero que se percibe por unidad tributaria (se fija en cantidades absolutas).

El fin principal de este impuesto, por ejemplo, es desanimar la utilizacion de
los combustibles. Un impuesto sobre la gasolina conduciria a concientizar a los
usuarios a utilizar en menor medida los automoviles, o tener en cuenta a la
hora de la elecciéon del auto que aquellos con motores mas pequenos contami-
nan menos, por ende el impuesto que pagarian seria menor.

Otra forma de verlo es que se hace pagar a los contaminadores en proporciéon
a sus emisiones, al incorporar como costo las externalidades ambientales.

Asi pues, en éste caso, un impuesto sobre el carbono 7 debe ser el mecanismo
para reducir las emisiones de carbono. Actualmente, los precios de la gasolina,
electricidad y combustibles en general no incluyen los costos asociados con los
impactos por el cambio climético.

Algunas consideraciones que se deberian tener en cuenta a la hora de aplicar
dicho impuesto son:

1. El impuesto sobre el carbono debe ser aplicado de manera gradual en
las empresas y los hogares para tener el tiempo suficiente para adaptarse.
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2. Un impuesto sobre el carbono deberia ser neutral en los ingresos. El go-
bierno suavizaria el impacto de costos anadidos a través de por ejemplo,
descuentos o mediante la reducciéon de otros impuestos, etc.

Inclusive, la implementacién de un impuesto a las emisiones de carbono, po-
dria verse como una actividad eficiente para mitigar (abatir) los efectos del
cambio climéatico, mientras que por otro lado incrementaria los ingresos del
estado esperando asi la futura redistribucion de los ingresos obtenidos al ser
implementado dicho impuesto.

Dicho lo anterior, el problema de optimizacion, desde un punto de vista en el
que una empresa es un ente contaminante al cual el estado le ha implementado
un impuesto fijo denotado como 7, es

Jmdx - w(y,a) = py = c(y,a) — 7f(d(y, a)), (2.5)
en donde d(y,a) = e(y,a) — ey, asi 7f(d(y,a)) representa el impuesto (7) pa-
gado en base a la proporcion de emisiones f(d(y,a)), y de forma explicativa
se puede tomar f(z) = max(x,0) o f(x) = x, es importante mencionar que la
funcion f(x) = max(z,0) es una funcién no diferenciable, sin embargo, el pun-
to de no diferenciabilidad se encuentra en = = 0, y ya que se espera d(y,a) > 0
para cantidades positivas de produccién y abatimiento este analisis se puede
llevar a cabo esperando un comportamiento lineal entre la diferencia de emi-
siones totales y el tope de emisiones propuesto por el ente regulador.

Las condiciones de primer orden para el problema ([2.5)) son

dm dm,
d_y(y7a> =0 y %<y7a) - 07
por lo cual
dm
d_y = D—C— Tf/<d(yva))dy = 0,
d
d_Z = _Ca_Tfl(d(ya&))da = 07

el 6ptimo (7, a) queda completamente determinado por

ca(y, @)
f(d(y,a))da(y,a)

p—cy(y,a) + f1(d(y,a))dy(g,a) = 0, (2.6)



48 Extensiones del modelo

De la secciéon se sabe que e, > 0, e,y > 0, e, < 0y €4 > 0, dado que

d(y,a) = e(y,a) — ey, entonces dy(y,a) = e,(y,a) y duo(y,a) = eq(y,a) por lo
tanto reescribiendo la caracterizacion del punto 6ptimo (y,a),

P8+ g 7. @)e, (5.a) = 0.

es decir,

incluso cuando al problema de optimizacion se le implementa una actividad de
abatimiento de forma indirecta mediante el cobro de un impuesto por emisiones
producidas, el comportamiento de las lineas de isobeneficio respecto de las
lineas de isoemisiones es semejante al estudiado en la seccion [1.4.6] tomando
en cuenta que en este caso

el impuesto es directamente proporcional al costo por abatimiento e inversa-
mente proporcional a la proporcién de emisiones producidas por las emisiones
abatidas.

Calculando las condiciones de segundo orden para el punto 6ptimo (y,a) se
tiene

Pr, . P, Pm._
a_yg(yaa)’ aaay(yva)7 a_y2<y7a)a
por lo cual
Pr, _ _ _
2@ = —f"(d(,a)(ey(5,0)* = ey (5, a)
)

. —7f(d(, a))eyy (¥, a),

53 0:0) = —7S"(d(5.0))(eu(5.0)* ~ cuals, )

82 _Tf/(d(ga d>>eaa(g7 C_L>7

5y T = 7S (d(F.8))ea(s; ey (5:9) — ea(5:0).
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formando la matriz hessiana, y dados los supuestos vistos en la seccion [1.2.1]
se tiene que det H > 0, por lo que se tiene un méximo global.

Pn %
_ Oy? Oyda
H — agﬂ_ 82_71' .
dady da?

De forma particular si f(x) = x se tiene el problema

max W(y, a) =py — C(y, CL) - T(e(y, a) - e1)»

y>0,a>0

de donde las condiciones de primer orden son

- ——(7.a)=0

8y (y7 a) Y aa (y7 a/) Y
esto es,

0

8—7; = p—c,—Tey = 0,

0

a—z = —Cq—Teq = 0,

asi el 6ptimo (g, a) queda completamente determinado por

De las condiciones de segundo orden evaluadas en el 6ptimo se tiene

I | TCw T Tey —Te€ya

)
_Teya —Caa — T€qaqa

cuyo determinante es mayor que cero, por lo tanto el problema se maximiza,
y dicho punto 6ptimo es global.

2.2.1. Lineas isobeneficio y curva marginal de abatimien-
to para un problema que incorpora impuestos

De forma anéloga a lo visto en la seccion se propone reescribir la con-
dicion de optimalidad que para éste problema es la (2.6, asi es posible ver
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como el 6ptimo queda caracterizado por ser el punto donde las pendientes de
isobeneficio e isoemisiones se igualan, esto es,

¢a(¥, @) €a(y, @)

El lugar geométrico donde la pendiente de la linea de isobeneficio es igual a la
pendiente de la linea de isoemisiones es analogo al visto en la figura (1.8

El comportamiento de la curva marginal de abatimiento en éste caso, es seme-
jante al visto en la seccion [I.6.1.1] y nuevamente se tiene que la curva marginal
de abatimiento es diferenciable si se cumple

[p —¢,(y,0)] e (y,0)
Gy (ya O) ’

Ca (y70) < -

en caso de que dicha desigualdad no se cumpla, se tendra una solucién de
esquina analoga a la vista en la seccion (reducir la producciéon para
lograr el objetivo de reducir las emisiones), por lo cual, la curva marginal de
abatimiento para este problema es, anédloga a

— (ca+7f/(d(y, aly, €)))da) 22 0<e< e
dn _
de ) (p—cv— et =P (dlyaly €)(da 22 +dy) ) &

— (ca+ 7f(dly, aly, ))de) 2 o <0 <"

2.2.2. Resultado principal

La solucién 6ptima del problema incorporando impuestos en (2.5)) queda resu-
mida en la siguiente proposicion

Proposicion 2.2.1 Sea el problema concavo definido en un dominio
S C R? convero, y particularmente e, > 0, ey, > 0, e, < 0, €4 > 0, ¢, > 0,
cyy >0, ¢, >0, entonces se dice que dicho problema tiene solucion unica (y, a)
y esta caracterizada por

ca(y, a)
ea(y,a)

p—cy(y,a) + ey(y,a) = 0.
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Demostraciéon. Es necesario verificar que la funcion de beneficios (7(y, a) =
py — c(y,a) — 7f(d(y,a))) es estrictamente concava; en la proposicion se
probo que 7(y,a) = py — ¢(y,a) es estrictamente concava, por lo que en este
caso solo sera necesario verifica que 7 f(d(y, a)) sea estrictamente convexa; asi
pues, aplicando el teorema [B.2.5| se tiene que

Di(y,a) = 7f'(d(y, a))dyy, + 7f"(d(y, a))(d,)* > 0

y el determinante Ds(y,a) es,

f'(d(y, a))dyy + 7" (d(y, @))(dy)*  7f(d(y,a))dya + 7f"(d(y, a))dyda
[ (d(y, a))dyy + 71" (d(y, a))dyda 7S (d(y, a))daq + 7" (d(y, a))(da)*

y se cumple para todo (y,a), por lo cual 7f(d(y,a)) es estrictamente convexa
en S, asi, —7f(d(y,a)) es estrictamente concava en S.

> 0,

Aplicando los teoremas [B.5.3} [B.5.2| y |B.2.6| al problema ({2.5)), se tiene que la
solucion es Gnica. m

2.2.3. Interpretaciéon econémica de la solucién

En este problema, de manera implicita se tiene una restricciéon en las emisiones
que lleva a la concientizacién de la empresa a intentar reducir sus emisiones
con el fin de minorar los egresos respecto a este rubro, asi, la interpretacion
economica de la soluciéon 6ptima (g, a) parece ser andloga a la vista anterior-
mente, sin embargo, existe una diferencia casi intangible pese a la similitud de
los resultados encontrados en la seccion [L6.1.1)

En el problema con restriccion en las emisiones visto en la seccion [I.4] se tiene
que la ecuaciéon junto con la igualdad de la restriccion en las emisiones
caracterizan el punto 6ptimo encontrado, es decir, se emite lo més posible no
antes de la cota impuesta por el ente regulador, y pese a que en este problema
no se tiene restriccion alguna en las emisiones el 6ptimo también es caracteri-
zado por la misma ecuacion , sin embargo, con impuestos el problema de
optimizacién parece ser mas restrictivo, dependiendo de que tan elevado sea
el impuesto.

Intuitivamente se pretende emitir mas de lo que se emiti6 en el problema
con restricciones de desigualdad visto en la seccion (producir méas ya que



52 Extensiones del modelo

no hay restricciones) siempre y cuando no se afecten los beneficios (esperan-
do que estos sean iguales o mayores), tomando en cuenta que en este ca-

so T no sea tan elevado (7’ < —%). Si el impuesto es muy alto
(7’ > —%)7 se emitira a lo més la misma cantidad para los valores
f(d(7,a))ea(7,a)

o6ptimos encontrados en la seccion |1.4] optando asi por dichos valores.

2.3. El problema incorporando restriccion en la
demanda

En esta secciéon se propone agregar una restricciéon al problema de la sec-
cion analizado en el capitulo [I, que de cierta forma delimita a la empresa
a producir solo la cantidad del bien y/o servicio demandado en el mercado,
asi que la demanda es definida como la cantidad, de bienes y/o servicios que
pueden ser adquiridos en los diferentes precios del mercado por un consumidor
(demanda individual) o por el conjunto de consumidores (demanda total o de
mercado), en un momento determinado, es importante mencionar que existe
una relaciéon entre la cantidad demandada y el precio, la cual es inversa, es
decir, a mayor precio, menor cantidad demandada y a menor precio mayor
cantidad demandada. Por simplicidad, aqui consideramos la demanda cons-
tante.

Por lo tanto, el problema consiste en

Jmax p(y)y — cly, a)

sujeto a (2.7)
e(y, a)
Y

IAINA

en donde d es constante y representa la demanda del mercado. Asi pues el
problema de Lagrange es

L(y,a, A\, ) = p(y)y — c(y,a) — Me(y,a) —e1) — p(y — d),
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calculando las condiciones de primer orden se tiene

OL

i ply) +yp'(y) — ¢y — Aey — =0,
L

g—a = —Cq— Aeg =0,

oL

i —e(y,a) + e =0,

OL

o Y+ ;

por lo tanto si g > 0 el Gnico punto estacionario es (d,a), en el cual las dos
restricciones son activas, esto implica que d < ¢, con § como en la seccion 2.1}
tomando

p(y) +yp'(y) — ¢y — Aey, >0,

Ca
p(y) +yp'(y) —cy + e 20,

a

asi

py) tur'y) —cy o &
Cq e,

)

de donde la igualdad de las lineas de isobeneficio con las lineas de isoemisiones
sucede solo si u = 0, esto quiere decir que la tasa de variacion del valor 6ptimo
respecto a los cambios en la demanda vale cero, ya que se espera cubrir con
toda la demanda tomando en cuenta la restriccion en las emisiones. Ademés
del hecho de estar resolviendo el problema visto en la seccion [2.1], cuya solucion
es (y,a), es decir, si § < d, entonces el 6ptimo (g, a) maximiza el problema
sin restriccion en la demanda, y si d < ¢ con y 6ptimo del problema de precio
variable visto en la seccion [2.1], se tiene el punto estacionario que maximiza
éste problema (d, a), asi las condiciones de primer orden para dicho punto son

cy(d,a) = p(d)+dp'(d) — Ney(d,a),
—Xeq(d,a) dado que e, < 0,

e(d,a) = e;.

co(d, @)

Construyendo la matriz Hessiana se tienen las segundas derivadas

0?L 0?L

e 20’ (y) + yp" (y) — cyy — —Caa — Nqa,

>
o
<
<
|
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’L \ L L
dyda T v o T Y Baax T
L L 0 O’L ’L o’L
oyou oA T our 7 Qadp T opox
por lo tanto la matriz Hessiana es
20 (y) +yp"(y) — cyy — Aeyy —Cya — Aeya —ey —1
B —Cya — Ayq —Caa — Nga —€4 O
H_ _ey _ea 0 0 ’
-1 0 0 0

la cual es definida positiva por lo que se tiene un méaximo.

2.3.1. Resultado principal

Es importante mencionar que al agregar una restriccion de demanda, el com-
portamiento de la curva marginal de abatimiento, asi como también el lugar
geométrico de la linea de isobeneficio es igual a la pendiente de la linea de
isoemisiones, que es semejante al visto en la seccion asi pues, la solu-
cion 6ptima del problema incorporando restriccion en la demanda queda
resumida en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3.1 Sea el problema concavo definido en un dominio
S C R? convexo, con restricciones de desiqualdad convexas, y en particular
ey >0, ey >0, e, <0, €40 >0, ¢, >0, ¢y >0, ¢, >0, entonces se dice que
dicho problema tiene solucion unica (y,a) y esta caracterizada por

e(y,a) = e;
Y
p(y) +vp'(y) + %%(y? a) = cy(y,a) =0
_ _Ca(y,a)
ea(y,a)’

que representa el costo marginal por abatimiento respecto de las emisiones
abatidas.

Demostracion. De forma analoga a la demostracion de la proposicion [2.1.]
la funcién de beneficios es estrictamente céncava, asi como también las res-
tricciones en las emisiones y en la demanda son estrictamente convexas, por
lo tanto se tiene una tnica soluciéon. m
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2.3.2. Interpretaciéon econémica de la solucién

La interpretacion econdémica de la solucién 6ptima cobra sentido en las dos
siguientes observaciones: si d > 7, es decir, que no se cubrié con la demanda
fija establecida, entonces, se tiene la solucion 6ptima (y,a) al problema de
precio variable con restriccion en las emisiones visto en la seccion [2.1] asi, no
se produce en exceso y se implementa una actividad de abatimiento con el fin
de cumplir con la cota de emisiones impuesta por el ente regulador.

Si g > d, la solucion 6ptima es (d, @) y se espera producir al menos la cantidad
fija del producto demandado, sin dejar de lado las emisiones producidas con el
fin de cumplir con la demanda, y es en este sentido que puede ser mas costoso
el implementar una actividad de abatimiento con el fin de reducir emisiones,
ya que si la cantidad de producto demandada es alta, esto implicard mayor
produccién y por ende mayor cantidad de emisiones, ademas del hecho de que
los costos se incrementaran provocando una reduccion en los beneficios, por lo
cual a encontrada en la seccién es menor que a encontrada en la solucion
de éste problema.

Es en esta solucion donde la caracterizacion del 6ptimo es anédloga a la vista
en las ecuaciones (22.2)) y (2.3)), sin embargo dado los argumentos anteriores se
puede incurrir en menores beneficios dependiendo de la demanda.

2.4. El problema incorporando comercio de emi-
siones

El comercio de derechos de emisién es un mecanismo que permite asignar a las
empresas cuotas para sus emisiones de gases de efecto invernadero en funcion
de los objetivos de los respectivos gobiernos o de entes reguladores en materia
de medio ambiente.

Puede verse como un sistema muy practico, ya que permite a las empresas
superar su cuota de emisiones a condiciéon de que encuentren otras empresas
que produzcan menos emisiones y les vendan sus cuotas. Por una parte, dicho
sistema ofrece cierta flexibilidad, sin ningin perjuicio para el medio ambiente.
Ademas, fomenta el desarrollo y transferencia de conocimiento de nuevas tec-
nologias. Las empresas, motivadas por los beneficios que obtienen de la venta
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de sus derechos de emision, desarrollan y utilizan tecnologias limpias.

En este capitulo se propone la funcién de beneficios a maximizar 7(y,a) =
py—c(y,a)— P.E+ P,V donde, V es la proporcion de las emisiones reducidas
que se venden al precio P,, F son las emisiones por comprar, P, es el precio

de compra de cada emisiéon adquirida.

Como antes, se pretende maximizar 7(y,a) cony >0,a >0, E >0,y V >0,
ademaés se tiene que la relacion de emisiones por abatir esta dada por

R(y7 CL) = e(yv O) - 6<y7 CL),

por lo cual, las emisiones totales de la empresa después de haber producido,
vendido y comprado es

e(y,a) — E+V,
asi pues la restriccion en las emisiones es la siguiente
e(y,a) — E+V <ey,
y se espera vender no mas que las emisiones que se pretenden abatir, es decir,
V < R(y,a).

Por lo tanto el problema a resolver es el siguiente

0. azrg}aééo, Vs py — c(y,a) — P.E + P,V
sujeto a (2.8)
e(y,a) —E+V < ¢
V < R(y,a),

por lo que el lagrangiano es

L(y,a,E,\,u) = py—c(y,a) — P.E+ P,V — Xe(y,a) — E+V —e;)
—u(V = R(y, a)),
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calculando las condiciones de primer orden se tiene lo siguiente

oL
a_y = p—- Cy(y7 (1,) - /\ey(yv a) + ll’Ry(ya CL) = 07 (29)
oL
% = _Ca(y7 CL) - )\ea(y, a) + ,uRa(ya a) = 07 (210)
oL
oL
9L _ p = 2.12
5 s = A= =0, (2.12)
g—i = —e(y,a)+ E—-V +e =0, (2.13)
oL

es necesario encontrar ¢l o los diferentes puntos estacionarios, asi, de (2.11))
y 1) se tiene respectivamente A\ = P. y it = P, — P,., es decir, son las
variaciones del valor 6ptimo respecto a los cambios en dichas restricciones.

De la ecuacion (2.14) se tiene V = R(3,a) y sustituyendo en (2.13)

E =¢e(9,0) — e,

que representa la cantidad de emisiones que se compraran en el mercado. Es
decir, se comprard en los mercados el total excedente de emisiones al nivel
establecido por la regulacion.

De la ecuacion ([2.10) se tiene

Pv = _Ca(i?7cib)7
ea(9,a)

asi, se espera que el precio de venta sea al menos el costo marginal de abatir
una unidad extra de emisiones.

La ecuacion ([2.9) se reescribe como

ca(y, @)
ea(y,a)

b—- Cy(g7 d) - Ry(ga d) - PCel/(g? 0) =0.
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Caso 2.4.1 Si P, # P. y la relacion de emisiones por abatir es R(y,a) = 0,
es decir, se pretende comprar permisos de emision, lo cudl ocurre solo st a = 0
para un nivel de produccion g; de la ecuacion se tiene que V = 0, lo
que implica que no hay proporcion de emisiones reducidas por vender, de las

ecuaciones Y respectivamente

Pc:p_cyi(g’()) Yy v:_ca(g?’())a
ey(% 0) ea (y7 0)
se tiene la idea intuitiva de producir la mayor cantidad posible de producto y
adquirir E permisos de emision tal que

E =¢e(g,0) — ey,

con el fin de cubrir con la cota establecida por el ente requlador.

Suponiendo que la solucion dptima es (9,0), asi € y 7 son las emisiones y
el beneficio dptimo para el punto estacionario (y,0). Pero si g < y*, lo que
L= @20)  on y* la solucion del problema , ast, (y*,0)

Ey(y*,O)
es también solucion factible de (@, entonces ™ < 7*, lo que contradice el
hecho del mdximo beneficio, por lo tanto ©* = 7 y y* = 4, por lo que si

R(y,a) = 0 la solucion dptima es (y*,0) que es la solucion del problema (P1)).

ocurre solo si P. <

Caso 2.4.2 Si P, = P. y R(y,a) # 0, es decir, se espera vender permisos de
emision pero como los precios tanto a la compra como a la venta son iguales, se
opta por reducir emisiones y cumplir con la cota impuesta por el ente requlador,
entonces, u =0, y de las ecuaciones (@ Y , se tiene respectivamente

o clya)
_ =0
p Cy(y,a) + ea(?j,d)ey(y’a)
y ~ ~
PU - Pc - _M~
ea(, @)

Suponiendo que la solucion dptima es (y,a), cuyas emisiones y beneficio son
e(y,a) y 7 (y,a) respectivamente, si § < y' y a < a*, lo que ocurre sélo si
P, < p;;é’y(—ﬁ;’f)l), ast, (y',a') es también solucion factible de , entonces
7 <, lo que contradice el hecho del mdximo beneficio, por lo tanto m* = 7 y
(y* = 9,a' = a), por lo que si R(y',a') # 0 la solucion dptima es (y',a') que
es la solucion del problema .
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Caso 2.4.3 Si P, # P. y la relacion de emisiones por abatir es R(y,a) # 0,
el punto estacionario (§,a) caracteriza la solucion

p - Cy(vaa) + PvRy(gad) - Pcey(gao) = 07

esperando ast, vender permisos de emision y aumentar los beneficios siempre
y cuando R(g,a) > E, o lo que es lo mismo, e(y,a) < e;.

Para este caso, se calculan las condiciones de sequndo orden, es decir,

0?L L o .
e = —cyy(¥,a) — Neyy (7, a) + pRyy (9, a),
O0?L . . .
w - _Caa(y7 CL) - )‘eaa(ya CL) + /LRaa(y, (l),
0*L . . .
ayaa = —Cya(y, a) - )\eya(yv CL) + /JJRya(yv a)a
a2L aQL
= ), - Ra v; a )
ayon ~ Y gy = R0
L e, 2 - )
ayon W gy T W)
0°L 0°L 0L 0°L
o~ gE Y gm0t e =0
*L_ ., L _ ., L L
0Bdy — " OEOX ~  oyov ' 9BV
PL . PL 0 ’’L L 1
0adE — ' 9adV 9Eop ' Vo
L L
Vou N
formando la matriz hessiana, se tiene un mdzximo global solo si det H > 0,
- 92L  9%L 0 0 8L 9°L 7
8%,2 dyda Oyox  Oyou
o°L  9’L g g 9L 9L
dady da? 0adX  Dadp
0 0 0 0 1 0
H=1"%9 0 00 -1 -1 |
By pgs L1000
22 9?
L amgy W@La 0 -1 0 0 -
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el determinante para este caso es positivo y maximiza la funcion objetivo sélo
St,

(Caa(y; @)+ Peaa(, @) —(Py—Pe) Raa (7, d))(cyy@a d)+Pc€yy(3], (l)—(PU—PC)Ryy@, a))
> (¢ya(y,@) + Peeya(9, @) — (P — Pe) Rya(9, ))*.

2.4.1. Interpretacién econémica de la solucion

El comercio de emisiones para este caso puede ser visto desde otra perspectiva,
presentada en los tres puntos siguientes:

= Si P,V > P.E, entonces la empresa se convierte en oferente de permisos
de emision, por lo cual, sus ingresos aumentan ante el esfuerzo realizado
al abatir emisiones.

» Si P,V < P.E, entonces la empresa debe comprar permisos de emision,
lo cual se acenttia en los egresos ya que puede verse como un pago por
emitir mas de lo autorizado.

= Si P,V = P.E, entonces se tiene que el problema de optimizacién es el
que se resolvio en el capitulo|[I] con restriccion en las emisiones, enfatizan-
do el hecho de que no le interesa comprar o vender permisos de emision
sino mas bien, cumplir con la cota establecida por el ente regulador.

2.5. Ejemplos

De manera progresiva, y bajo ciertas modificaciones en la funcién objetivo
se presentan los siguientes ejemplos con el objeto de clarificar los resultados
obtenidos en el capitulo

Ejemplo 2.5.1 Para la funcion de beneficio dada en el ejemplo se pro-
pone cambiar el precio fijo p = 160 por una funcion de precio variable del tipo
Cobb-Douglas[Y] en una dimension

p(y) = Ay™ ' A, 0<m <1 constantes.

1'Una empresa produce un tnico bien empleando dos factores productivos distintos, K y L,
capital y trabajo respectivamente. Asi la funcién de produccion de la empresa (Y = F(K, L))
estima la cantidad de producto Y dadas las cantidades de factor productivos empleadas(K y
L). Una funcion del tipo Cobb-Douglas se puede generalizar para un nimero m de factores de
produccion, denotados como 1, Za, . . ., T, asi la funcién es f(x1, 22, ..., zm) = A[[2, z}°.
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Solucién
El problema de optimizacion es,

miax  Ay™ — y? — a* — 3550 (2.15)

y>0,a>0

y resolviendo como un problema irrestricto, se calculan las condiciones de pri-
mer orden, por lo que se tiene

d
—W:():Amym L
dy
lo que tmplica
y(Amy™ 2 —2) =0,

por lo que se tienen dos posibles casos, y = 0, lo cual no tiene un fin prdctico,

0,
2
o 7n72_
y=+ V Am

tomando la parte positiva de la raiz ya que no tienen sentido las cantidades de
produccion negativas, v,

dm
T o0=-2
da b

lo que implica que a = 0.

Asi pues, como caso particular si m = % y A = 2862.1670, se tiene el mis-
mo punto estacionario que en el ejemplo m ((y* = 80,a* = 0)), el cual
maximiza el problema en cuestion, si embargo como es de esperarse se tiene
un beneficio mdximo (y*, a*) = 15650, el cual es considerablemente mayor al
calculado en el ejemplo[1.7.1], ademds debido a la complejidad de la funcion a
maximizar no es posible dar una representacion grdfica de la curva marginal
de abatimiento, pero dados los hechos matemdticos mencionados se sabe que
existe (aplicacion del teorema de la funcion implicita).

Ahora proponiendo el siguiente problema a resolver, mostrando interés por las
normas para la proteccion del medio ambiente, ya que existe un ente requlato-
rio, encargado de establecer una cota maxrima para el nivel de emisiones de la
empresa la cual es

er =2 x 10°.
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(a) Funcién objetivo

o’
m-[
sl
ok

wE

a0

(b) Isobeneficio

Figura 2.1: Funcion de precio variable.
Solucién

En este caso el problema con restriccion en las emisiones es

max  Ay™ —y? — a® — 3550,
y=>0, a=0
sujeto a (2.16)

e(ya (l) S €1,

con e(y,a) = eliy=59) — 1, y como es un problema de optimizacion con restric-
ciones, se plantea el lagrangiano del problema

L(y,a,\) = Ay™ — y* — a® — 3550 — )\(e(iy_é“) —1—e),
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esto es,
L(y,a,\) = Ay™ — 4> — a> — 3550 — A(e3¥"5 — 2 x 10°),
aplicando las condiciones de primer orden
dL dL dL
— =0, — =0y — =0
dy 0 da Va7
se tiene
dL 1 1 1
o Amy™ !t — 2y — ZAe(Zy’ga) = 0, (2.17)
dL 1, (1,1
= = —2a+ -Xeli¥ 59 = 2.18
o a+ <Xe (2.18)
dL 1
ﬁ = —e(nyéa) + 2 X 10° = 0, (2'19)
asi pues, de se tiene que
A= 116a1 )
e(zy*ga)
por lo cual, de (2.19) se tiene
(159 = 2 x 10,
entonces,
1
y = 41n(2 x 10°) + 3% (2.20)
sustituyendo A en se tiene
Amy™ ' — 2y — 4a, (2.21)

despejando a de y sustituyendo en (2.21]), se tiene

Yy = 64.2775
sustituyendo y* en se tiene

a* = 12.4857
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por lo cual,
A" = 0.0000998851,

(y*,a*) es el inico punto estacionario encontrado, por lo que es necesario veri-
ficar si dicho punto es el que maximiza el lagrangiano del problema, mediante
las condiciones de sequndo orden, construyendo la matriz hessiana se tiene

m— 1—14 ly—1a L, 1,
Am(m — 1)y™2 - 21— Eelav=s) +AeltV Rk )1 —}16549 B )
H = = Aeliv=s?) —2 — Aelay—sa)  leGu—ga) |
_lee(iyféa) %e(y—a) 0

la cual es definida negativa por lo que se tiene un mdximo, y dicho mdzimo es
global dadas las condiciones del problema.

Por lo tanto, se tiene que w(y* = 64.2775,a* = 12.4857) = 15109.4, en la
Figura [2.9 se tiene una grdifica conjunta, en donde se aprecia que tanto la
funcion de emisiones como la funcion de beneficios de la empresa, coinciden
en el punto del valor dptimo encontrado, lo que implica que, (y*,a*) son las
cantidades necesaria de produccion y abatimiento respectivamente para poder
cumplir con las normas estipuladas por el ente requlatorio en este problema de
precio variable.

g 100 110

Figura 2.2: Beneficios y emisiones para un problema de precio variable.
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De forma andloga al problema irrestricto de precio variable, se tiene que debido
a la aparente complejidad de la funcion a mazimizar no es posible dar una
representacion grdfica de la curva marginal de abatimiento, pero dados los
hechos matemdticos mencionados se sabe que existe (aplicacion del teorema de
la funcion implicita).
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Extensiones del modelo




Capitulo 3

Extension del modelo a dos
empresas

En este capitulo se presenta la interaccion entre dos companias que asemeja a
las dos empresas en México que méas emisiones contaminantes lanzan al me-
dio ambiente, proponiendo tres posibles escenarios en materia de reduccion de
emisiones de Gases de Efecto Invernadero (GEI) en el sector energético de la
actividad nacional (PEMEX y CFE), con el fin de garantizar el suministro de
energéticos que requiere el desarrollo nacional y proporcionando asi diferentes
perspectivas para la eleccion de una mejor estrategia de mitigacion aplicada a
dicho sector.

Es importante mencionar que si bien el modelo aqui presentado es una ideali-
zacion y simplificacion de la situacion real entre CFE y PEMEX, dicho modelo
con sus respectivas conclusiones serviran para entender un poco mas la situa-
cion real y dar elementos para la toma de decisiones.

Caso 3.1.2 (Sin colaboracion) Se tienen dos empresas, cada una produce un
solo producto (diferentes entre si) y ambas generan el mismo contaminante.
Ambas pueden implementar medidas de mitigacion de contaminantes mediante
1nVersion.

La empresa I (CFE) produce en cada periodo (diario, semanal, mensual, anual)
MW h de electricidad y los vende en el mercado a un precio fijo p;. Asi el
costo conjunto de producir yy MW h y utilizar a, esfuerzos de abatimiento es
c1(y1,a1), y cuyas emisiones estin dadas por la funcion ei(yy,ay).
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Por otro lado la empresa I (PEMEX) produce ys barriles de combustible en
cada periodo y los vende en el mercado a un precio py. Asi pues, el respectivo
costo de produccion-abatimiento esta dado por ca(ysa, az) y sus respectivas emi-
siones (Yo, az).

Suponemos ademds que ambas empresas tiene el acuerdo de que cada una debe
satisfacer totalmente la demanda en el producto de la otra, y que cada una debe
también tomar en cuenta la demanda global de su producto en el mercado, es
decir, CFE tendrd una restriccion en demanda de

y1 < dy + Di(y2),

donde, dy es una demanda fija y D1(y2) es la demanda especifica de PEMEX,
con D} >0y DY > 0.

Similarmente, para PEMEX, con D}y > 0 y Dy > 0 la restriccion de demanda
quedard dada por
Y2 < dy + Da(y1).

Ambas empresas por separado estan también sujetas a requlaciones ambienta-
les, es decir, tienen la restriccion de

ei(yi,a;) <e i=12.

St suponemos ademds por simplicidad que o representa la cantidad de barriles
de combustible que se necesitan para producir un MWh (o = ﬁﬁfh, es decir,
PEMEX vende barriles de combustible a CFE), y que (3 es la cantidad de MW h
necesarios para producir un barril de combustible (3 = MW = es decir, CFE

BBL ’
vende electricidad a PEMEX), tenemos que

D, (yl) = ayy

es la cantidad de combustible que CFE debe comprar en cada periodo a PEMFEX
Y que

Di(y2) = Bya
es la cantidad de electricidad que PEMEX debe comprar a CFE.

Asi en este caso, cada empresa estd interesada en mazximizar la ganancia total,
por lo que matemdticamente, los problemas de optimizacion para cada empresa
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quedan de la siguiente manera:
Empresa I (CFE)

‘ /
max 1 — C1(Yy,a1
20 mz0 1Y (1, 01)

sujeto a (3.1)

y1 < di+ Bys
er(yr,a1) < e

y Empresa Il (PEMEX)

4 /
max 2 — C2\ Y2, Qo
ya30. 050 12Y (12, 2)

sujeto a (3.2)
Y2 dy + oy

<
ea(y2, az) <

intuitivamente el precio p| en la empresa I desglosa el gasto por combustible,
esto es,

p’1 = p1 — P2q,

pudiendo asi reescribir la funcion de costos ¢1(yy,a1) como

A (y1,a1) = c1(y1, a1) + paay,

de forma andloga para la empresa II el precio pl, desglosa el gasto por electri-
cidad.

Resolviendo cada problema de forma individual, de la seccion se sabe que el
mdaximo global se encuentra en el punto (d,a*), por lo tanto, de forma andloga
la solucion optima tanto para CFE como para PEMEX se encuentra en los
puntos (Bds+dy, a}) y (ady +da, a3) respectivamente, con af determinados por

Cia} (yia CL:)

eiax (Yi, a7)

*

Pi — Ci?Jz'(yi?az‘) + eiyi(yi; a:) =0 (Z = 172)7

ei(yia a;k) - e_ia

con

y1 = Bdy + dy,
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Yo = Oédl + dg.

De forma andloga a lo visto en las secciones|1.6.1.1 y|1.6.5, cada empresa ten-
drd su respectiva curva marginal de abatimiento como la expresada en ,
que puede no ser diferenciable en un punto.

Caso 3.1.3 (Colaboracion en beneficio) En éste caso, la vision es mds de
sector (energético) que como empresas aisladas, pero lo que interesa es ver y
optimizar el beneficio economico conjunto, imponiendo a cada una restriccion
en emisiones y en demanda, asi el problema de optimizacion es

0. alzrg,%)gzo, 2930 iy — (Y1, ar) + phye — c2(y2, az)
sujeto a
ei(y,a1) < e (3.3)
ea(y2,a2) < €
o < Py +dy
y2 < ayy +dy,

por lo tanto el lagrangiano para dicho problema es
L(y1, Y2, a1, a2, A1, Ao, A3, A1) = piyn — 1y, a1) + poya — ca(ye, as)
—Ai(e1(yr, a1) —er) — Aa(ea(ye, az) — €2)
—A3(y1 — By2 — d1) — Ma(y2 — ayr — da),

y calculando las condiciones de primer orden se tiene,

oL
— = pi—oc,, —Aey,, — A+ M =0, (3.4)
oy
oL
= py—Cy, — A€y, + N30 — A\ =0, (3.5)

dye



oL
8_(],1 = _Clal - )\1€1a1 = 0, (36)
oL
a—az = —C2a2 — /\2€2a2 = 0, (37)
oL
a—)\l = —61(y1, Gl) + a = 0, (38)
oL
8_)\2 = —ea(ya,a2) + 6 =0, (3.9)
oL
- - _ di =0 3.10
s Y1+ By2 + dy ; ( )
oL
~— - _ do =0 3.11
W Y2 + oY1 + do ) ( )
de las ecuaciones Yy se tiene que
afdy + Bdy
=~ 4+d
Y1 1—ap + ay
)
. Oédl + dg.

de las ecuaciones (@ Y (@) se obtiene respectivamente e1(y1,a1) = €1 ¥y

ea(ya, az) = €3, de las ecuaciones (@ y se tiene

Clal C
M=y dg=——2

€la, €24,

respectivamente, asi el optimo se caracteriza despejando \y de la ecuacion

y sustituyendo en la ecuacion

/ Cla, / C2,,
p1—c, + o er,, +a(py—cy, + o e, | — A3(1 —af) =0,
1 2

ay a
para A3 > 0, asi pues se encontro el unico punto estacionario

ozﬁdl—i-ﬂdg d de1+d2 CL* a*
1—Q’B 1’1—055’1,2 )

en el cual todas las restricciones son activas, sin embargo como se espera que
u >0, entonces,

p(y) +yp'(y) —cy — Aey >0,



72 Extensiéon del modelo a dos empresas

Ca
p(y) +yp'(y) —cy + e 20,

a

py) +ur'y) —cy o &

Ca €a

de donde la 1qualdad de las lineas de isobeneficio con las lineas de isoemisiones
sucede solo st = 0, esto quiere decir que la tasa de variacion del valor optimo
respecto a los cambios en la demanda vale cero, ya que se espera cubrir con
toda la demanda tomando en cuenta la restriccion en las emisiones, asi las
condiciones de primer orden para dicho punto son

Caso 3.1.4 (Colaboracion en beneficio y emisiones) Aqui realmente ambas
empresas se ven como el sector energético tanto en lo economico como en lo
ambiental, asi el problema de optimizacion es el siguiente

’ / /
max 1— W1, a1) + o — Co(Y2, G2
1120, 120, 320, a>0 117 (s, @) + pay (2, a2)

sujeto a (3.12)
e1(yr, a1) + ex(y,a2) < e
1 < Byt dy
Yo < ayr+ds

por lo tanto el lagrangiano para dicho problema es

L(y1,y2, a1, a2, M, Ao, A3) = piyn — ai(y1, a1) + phya — 2y, as)
—Ai(er(yr, ar) + ea(y2, az) — €12)
—)\2(y1 - 5y2 - dl) - )\3(92 — Yy — d2),
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y calculando las condiciones de primer orden se tiene,

oL
8_y1 = pll —C1,, — >\1€1y1 — A2+ A3a =0, (3.13)
oL
Gy = P~ Aea, el = A =0, (3.14)
oL
—aa1 —= _clal — )\161(11 = O’ (315)
oL
—aa2 = —02a2 — /\1€2a2 = 0, (316>
oL _
- = —e(y,a1) — ex(ya,a2) + &2 = 0, (3.17)
o\
oL
- _ di =0 3.18
N Y1+ By2 + da ; (3.18)
oL
— do =0 3.19
N Y2 + Qyy + ap ; (3.19)
de forma andloga al caso m se tiene que de las ecuaciones Y
afd; + (d,
= —+d
Y1 1—ap + dq
Y
. Oédl + dg
y2 - 1 o Oéﬁ I

de la ecuacion se tiene
e1(y1, a1) + ea(ya, az) = €1z,

sin embargo, en este caso, de las ecuaciones Y se tiene

Cla, C2,,

A= — y M=-—

€1a1 €2a2

respectivamente, por lo que

Clq, C2,,

elal €2a2

es decir, se espera que la razon de cambio del costo por emisiones abatidas sea la
misma tanto para PEMEX como para CFFE, lo cual tiene mucho sentido ya que
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al colaborar en beneficio y emisiones, puede verse como un sector energético;

despejando A3 de la ecuacion , Y sustituyendo en la ecuacion el
optimo queda caracterizado por

Cla CQa
- 1 elyl + o (p/Q — 02y2 —+ c 2 62y2) — )\2(1 — aﬁ) = 0,

ay a2

/
pr— Ay, +

ast pues se encontrd el unico punto estactonario

afdy + Bdy L d ady + dy o
]_—O[ﬁ 17]_—045’1’2 )

el cual es global y mazximiza el problema, realizando un andlisis semejante al

hecho en la seccion se tiene que Ay = 0.

El comportamiento de la curva marginal de abatimiento nuevamente se plantea
bajo los supuestos hechos en las secciones|1.4.2 y|1.6.1.1], la curva marginal
de abatimiento es diferenciable si se cumple

[P} — c1,, (y1,0) + a(ph — ¢z, (2,0)) — A2(1 — aB)les, (y1,0)
ely1 (yla 0) - ae?yg (y27 O)

en éste caso para la curva marginal de abatimiento, se propone aplicar el teo-
rema de la funcion implicita a las funciones

Clal (y17 O) S -

9

e=ei(y,a1) y e=ex(ip, az),

como se hizo en la seccion[1.4.9, bajo el supuesto

e1(y1, a1) + ea(y2, az) = €12,

ast, si la CMA; y la CMAy son de dos empresas por separado, la CMA en
conjunto es CMAj; = min(CMA;,CMAs), y podria pensarse que si cada
curva tienen un punto de inflexion, entonces, la CM Ao podria tener hasta
dos puntos de inflexion (ver figura ; y en caso de que dicha desigualdad no
se cumpla, se tendrd una solucion de esquina andloga a la vista en la seccion
(reducir la produccion para lograr el objetivo de reducir las emisiones),
esto es,

oaq Oas
— (o1, G + 2., 52) U< €< ey
dm
o I _ Qa1 ) dyr I _ daz ) dyz
de (pl Cly1 Cla1 6y1) de + <p2 0292 C2a2 6y2) de
dax Oaz

*
Lay "Be 205 Be Cesq <e€ S €.
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£y Emisiones

Emisiones

(a) Beneficio Marginal respecto Emisiones (b) Curva Marginal de Abatimiento
Figura 3.1: CMA, min(CMA,, CMA,).

3.1.1. Resultado principal

La solucion dptima del problema queda resumida en la siguiente propo-
s1CL0N

Proposicion 3.1.5 Sea el problema concavo definido en un dominio
S C R? convexo, con restricciones de desigualdad convezas, y en particular
ey >0, e, >0, e, <0, €4 >0,¢c, >0, cyy >0, ¢, >0, entonces se dice que
dicho problema tiene solucion unica (yi,ya,a1,a2) y esta caracterizada por

e1(y1, a1) + ea(yz2, az) = €12

Y
C1 Co
/ ay / ag
pp—a, +—e, ta <p2 — Ca,, + —€2y2) —X(l1—af)=0
€1a1 62a2
con
Cla Co
1 a
/\1 = - = - )
€la, €24,

que representa la igualdad en el costo marginal por abatimiento respecto de las
emisiones abatidas para ambas empresas.

Demostracion. Dado que el resultado de sumar dos funciones convexas es
una funcion convexa, ademds del hecho de que las funciones lineales son tanto
concavas como convexas, aunados los supuestos hechos en la seccion
entonces la demostracion es andloga a la de la proposicion [2.1.1]

|
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3.2. El Sector Energético Mexicano y Potencial
Aplicaciéon del Modelo

Una de las razones mas apremiantes para buscar un desarrollo de bajas emisio-
nes es que se prevén los impactos del cambio climético potencialmente severos,
tanto en los paises industrializados como en los paises en desarrollo, y que el
riesgo de los impactos mas adversos se puede reducir si abatimos las emisiones
de gases de efecto invernadero.

Las discusiones sobre un desarrollo de bajas emisiones a menudo se centran en
la necesidad de realizar acciones de mitigacion en las actividades relacionadas
con la producciéon y el consumo de energia.

En éste contexto, de acuerdo con informacion de la Agencia Internacional de
Energia (AIE)[] el sector energético (en México conformado principalmente
por la generacion de electricidad (CFE) y la produccion de combustibles fo-
siles (PEMEX)) contribuye con aproximadamente 60 % de las emisiones de
Gases de Efecto Invernadero (GEI) por combustion a nivel mundial. En el
2004, el sector energético en México representod cerca del 40 %, siendo el que
més contribuye.

El consumo de energia tiene un impacto directo en las emisiones de C'O, de-
rivadas de la combustion. En México, durante el periodo de 2000 a 2004, las
emisiones de C'O, iban practicamente de la mano con el consumo de energia
(ver [10]). La tasa de crecimiento promedio anual de las emisiones durante
dicho periodo fue 1.8 %, mientras que la del consumo fue 1.7 %. Pero a partir
de 2004 se observé un crecimiento anual mas acelerado del consumo de energia
respecto al de las emisiones de C'Oq, 2.5 % contra 1.7 % respectivamente (ver

7).

Esta disminucion en las emisiones contra el consumo de energia seguramente es
reflejo de las diversas politicas ambientales implementadas en los ultimos anos,
entre las que destacan las relacionadas con la generacion de electricidad, como
la repotenciacion de unidades de vapor convencional y el programa de retiros
de capacidad de CFE, lo que se ha traducido en un incremento de 13.3% en

!Considerando emisiones por combustién en el sector energético dentro del reporte del
2009 de la AIE,[1].
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el empleo de gas natural, que es un combustible mas limpio, y la reducciénn
de 5.4% en el uso de diesel y 9.2% en combustéleo]

En febrero de 2005 se establecié el Comité de Cambio Climético del Sector
Energia, como instrumento de coordinacion para el seguimiento, analisis y de-
finicion de politicas y actividades relacionadas con el cambio climatico y el
Mecanismo para un Desarrollo Limpio del Protocolo de Kioto, y en enero del
presente ano, la Secretaria de Energia presentd el documento “Estrategia Na-
cional para la Transicion Energética y el Aprovechamiento Sustentable de la
Energia (ENE)” (|7]).

En [7] se describen las politicas, programas, proyectos y acciones del Gobierno
Federal tendientes a incrementar el empleo de las energias renovables y las
tecnologias limpias para la generacion eléctrica, promover la eficiencia y sus-
tentabilidad energéticas y reducir nuestra dependencia de los recursos fosiles
como fuente primaria de energia. Cabe resaltar que éste escrito no sélo con-
sidera el impacto que genera el sector energético dentro del medio ambiente
relacionado con el uso final, sino considera a la cadena energética en su tota-
lidad, desde la producciéon hasta el consumo final y contempla factores como
las emisiones de gases contaminantes y el aprovechamiento sustentable de los
recursos naturales.

En [9], se establece que las principales acciones de mitigacion en el sector
energético son:

= Modificaciones regulatorias que fomentan la mitigaciéon de emisiones me-
diante fuentes renovables:

e Ley para el Aprovechamiento de las Fuentes Renovables de Energia
(LAFRE)

e Programa de electrificaciéon rural con energias renovables

e Contrato de interconexién para fuentes renovables intermitentes

e Permisos para la generacion de energia eléctrica a partir de fuentes
renovables

e Depreciacion acelerada

2Tomado de [7].
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= Aprovechamiento de energias renovables:

Plan de Accion para eliminar barreras para el desarrollo de la ge-
neracion eoloeléctrica en México.

Proyectos edlicos de la Comisiéon Federal de Electricidad

Energia solar térmica

Desarrollo de energias renovables conectadas a la Red:

Proyecto de Energias Renovables a Gran Escala (PERGE)
Fondo Verde del PERGE

Servicios Integrales de Energia para Pequenas Comunidades Rurales

en México (SIEPCRM)

Programa de electrificacion rural del Instituto de Investigaciones
Eléctricas-Comision Federal de Electricidad (IIE-CFE)

Eficiencia energética y ahorro de energia:

Normas Oficiales Mexicanas de Eficiencia Energética

Ahorros de energia por acciones del FIDE

Ahorro de energia en edificios de la Administracién Publica Federal
Ahorro de energia en la Comisién Federal de Electricidad

Ahorro de energia en Petroleos Mexicanos (PEMEX)

Mecanismo para un Desarrollo Limpio

Combustibles fosiles mas limpios

= Proyectos de aprovechamiento de biogas y gas de minas

Cambio de combustibles
Plantas de ciclo combinado
Plan Nacional del Hidrogeno

Captura de carbono

= Actividades de Investigacion en el sector energia

» Prospectiva de energias renovables. Una Vision al 2030 de la utilizacion
de las energias renovables en México
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= Energias renovables para el desarrollo sustentable en México
» Evaluaciéon del potencial de la biomasa como fuente de energia
» Estudio de politica de biocombustibles para México

= Aprovechamiento del metano generado a partir del estiércol en granjas
porcinas y vacunas

» Estudios de aprovechamiento de biogés

= Control conjunto de la contaminacion urbana y de emisiones de gases de
efecto invernadero en la Zona Metropolitana del Valle de México

= Beneficios locales y globales del Control de la Contaminacion en la Zona
Metropolitana del Valle de México

= Control conjunto de las emisiones locales y globales en la Zona Metro-
politana de Guadalajara

= Modelacion del impacto econémico de la mitigaciéon de emisiones de gases
de efecto invernadero

= Escenarios de emisiones y medidas de mitigacion de gases de efecto in-
vernadero en sectores clave (transporte y desechos)

= Valoracién de ecotecnologias en viviendas de interés social en Torreon,
Coahuila y Mexicali, Baja California

= Diseno de un plan de acciéon para promover la realizaciéon de inventarios
e identificaciéon de oportunidades para reducir las emisiones de gases de
efecto de invernadero en la industria mexicana

En el marco anterior es que se destaca la importancia del sector energético
en México y sobre todo, el papel fundamental que tienen nuestras dos para-
estatales, PEMEX y CFE en cuanto a la formulaciéon de politicas publicas
encaminadas a una transformacion energética méas sustentable. En particular,
se resalta la necesidas de analizarlas no s6lo por separado, sino entendiendo
las relaciones y ventajas como sector.

En el contexto anterior, y motivado por los cambios recientes en la politica
energético-ambiental del pais, es que se decidi6é incluir en esta tesis el presente
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capitulo donde se plantea via un modelo matemético la interacciéon entre dos
companias, cuyos supuestos emulan la operaciéon entre PEMEX y CFE.

Si bien los tiempos y alcance de la tesis ya no permitieron hacer una bisqueda
de informacion (estimar funciones de costos y emisiones) y poder comprobar si
los supuestos de los modelos presentados en este capitulo describen la situacion
real entre PEMEX y CFE, si creemos que los resultados y conclusiones pueden
servir para entender este complejo binomio empresarial. La aplicacion se deja
para trabajo futuro.



Capitulo 4

Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta tesis se desarrollaron de manera sistematica tan sélo algunas de las
miultiples alternativas que tiene una empresa para mejorar sus beneficios sien-
do condescendiente con el medio ambiente.

Desde la cantidad desmedida de emisiones provocadas con el fin de producir
una mayor cantidad de producto y obtener el mayor beneficio posible, hasta
la produccién controlada en base a cierta concientizaciéon ambiental adquirida
por iniciativa o por cierta imposicion.

Si bien, una explicacion detallada de lo que esto implica parece ser intuitiva,
el fundamento matematico desarrollado en este contexto hizo énfasis en el uso
de las Curvas Marginales de Abatimiento (CMA) con el objeto de analizar
los costos de abatimiento de ciertas estrategias que pueden ser implementadas
siempre y cuando se obtenga un mayor beneficio.

La empresa desea conocer cual seria su beneficio marginal de generar una uni-
dad extra de contaminante, mediante el uso y la interpretacion de la CMA con
el fin de conocer sus niveles de emision y el costo marginal de las unidades de
reducciéon que esto implica.

Segtn el anélisis hecho en le capitulo [I} incluso para un caso simple (una
empresa que emite s6lo un contaminante) se obtuvo un punto de no diferen-
ciabilidad en la CMA, y dicho comportamiento prevalecié en los problemas
que aqui se presentaron (incorporacion de precios variables, restriccion de de-
manda en la cantidad de producciéon, impuestos por emisiones producidas y
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comercio de emisiones), de igual modo se preservo el punto de tangencia entre
las lineas de isoemision y las de isobeneficio. Asi, se encontro el comportamien-
to general de la soluciéon para cada uno de los problemas aqui desarrollados,
es importante mencionar que no en todos los casos se tiene como restriccion
una funciéon de emisiones de forma explicita, sin embargo, ya sea mediante la
solucion del problema con impuestos o mediante el comercio de emisiones, los
resultados reflejan como es de esperarse cierta concientizacion ambiental que
desde el punto de vista de la empresa merma el beneficio y la cantidad de
produccion a la cual esta predispuesta.

El hecho de centrar la atencién sélo a la cantidad de produccién estrecha la
relacion existente entre dicha cantidad y lo que el consumidor solicita en el
mercado (demanda del producto), es por esto que desde un punto de vista
mas realista fue posible conjuntar en el problema de maximizar los beneficios
tanto la restriccion de las emisiones como limitar la produccion so6lo a la can-
tidad demandada del producto.

Ya sea, con restriccion en la catidad de produccion, implementando un gra-
vamen en las emisiones, o comercializando con ellas, se verifico que la CMA
puede ser no diferenciable, y dicha diferenciabilidad esta condicionada al cum-
plimiento de una desigualdad, la cual es calculada de forma particular y es
analoga a la vista en la seccion [I.6.3]

Problema Condiciéon
_
5= e (3.0) < [P —cy(y,0)] ea (y,0)
53 ¢y (y,0)
2.1 [p(y) +yp'(y) — ¢, (y,0)] ea (y,0)
5 ~l a 70 S - :
57 | @0 e, (1,0)

Cualquier posible extension del modelo expuesto en [20] y desarrollado deta-
lladamente en ésta tesis debe considerar las caracteristicas especificas del caso
a estudiar con el fin de dar cuenta de las diferencias causadas por los supues-
tos que se asuman en su desarrollo. Asi, retomando los supuestos establecidos
en el capitulo [I] y dado el analisis hecho en el capitulo 2] en el capitulo [3] se
present6 la propuesta de extender el modelo a mas empresas que emiten el
mismo contaminante, centrando dicho analisis en las dos empresas de mayor
relevancia en el sector energético, se presentaron tres diferentes estrategias de
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decision, ya sea interactuando de forma separada, o como sector contribuyendo
conjuntamente.

Finalmente, si las extensiones aqui presentadas parecen ser realistas el nivel
de incertidumbre acerca del comportamiento de la CMA es elevado, ya que no
s6lo depende de datos que una empresa pueda proporcionar, sino también de
factores exégenos que no pueden ser calculados con métodos deterministicos.

Dichos factores pueden conllevar a la implementacién de modelos no deteremi-
nisticos para ciertos casos practicos, como es el caso de [6] el cual modela un
monopolio dindmico con externalidades ambientales, en el cual se incorpora
un impuesto en las emisiones, en [22] se analiza el impacto de la contamina-
cion y la politica de reduccion utilizando un modelo estocastico de crecimiento
enddgeno, en [3] se comparan opciones endogenas de derechos de emision, y se
llega a que el ahorro de costos no necesariamente conduce a una reducciéon en
las emisiones, en [12] se evalia la posibilidad de formar acuerdos voluntarios
en el cual se le permite a un pais el comercio de permisos de emisioén con otros
paises miembros.

Es por esto, y como es de esperarse, que es deseable llegar a un replanteamiento
de los problemas aqui expuestos, ya sea para mas de dos empresas y mas
acciones de abatimiento, o de forma particular replantearlos como modelos
estocasticos.



84

Conclusiones y Trabajo Futuro




Apéndice A
Teorema de la Funcion Implicita

En este apéndicdj_-] se pretende determinar la estructura geométrica y analitica
de las soluciones de

flz, y) =0

con
f:R" x R™ — R™ de clase C*,

la respuesta mas sistematica a este problema es el Teorema de la Funcion
Implicita, en lo sucesivo TFIM. Empezamos con dimensiones bajas.

Teorema A.1.1 (TFIM (f : R2 — R)) Sea U C R? abierto, y f : U — R
de clase C*. Suponga que para (g, yo) € U se cumplen

1. f(xo, yo) = 0.

2. %(330, yo) # 0.

Entonces, existen §, € >0, y ¢ : (xg — 0, xo+9) — (Yo — €, Yo +€) de clase

C! (ver figura[A.1]) tal que
flz, y)=0siysdlosiy=o¢(x) (x€(xg—90, xg+9)),

es decir,

flz, ¢(x)) =0 (x € (xg—19, g+ 9)). (A1)
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Yo + € |
Yo A
Yo — € 1

To —5 o :r-o' + 4
Figura A.1: Localidad en el TFIM

0
Si a—f(xo, Yo) # 0, entonces existe una funcion x = ¢(y) tal que f(o(y), y) =
x
0. Derivando de forma implicita mediante la regla de la cadena (A.1]) se obtiene

dx dy
le(I, y)%—f—Dgf(l’, y)%7
. dl' 2 / dy /
mas aun, como — = 1, y ademés y = ¢(z) |y = = = ¢'(z) |, entonces
dx dx

Dy f(z, ¢(z)) + Daf (z, ¢(2))¢(x) =0,
de donde
¢'(x) = =D f(z, d(2))(D2f (2, ¢(x)))~".
Obsérvese que el denominador del miembro derecho es diferente de cero para

valores de x en una cierta vecindad de (xq, yo) = (zo, ¢(z0)), debido a que
las derivadas parciales son continuas y a la condicion 2 del teorema [A.1.1]

Mas atin, el teorema se puede aplicar a una ecuacion lineal con pertur-
bacion de la forma

ax +by+ R(x, y) =0, cona, beR

'El desarrollo y analisis hecho en este capitulo esta basado en [2]
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donde R(z, y) es de clase O, y ademas es un residuo de orden uno tal que
lim, , o R(z, y)/|(z, y)|| = 0, lo que intuitivamete quiere decir que R(x, y)
contiene so6lo terminos de orden superior a uno. Entonces, sea U C R? abierto,
proponiendo f = ax + by + R(z, y) =0, f : U — R de clase C'. Suponga que
para (zg, yo) € U se cumplen

L. f(zo, yo) = 0.
2. %(530, yO) 7& 07

ya que se quiere tener y en funcion de x, suponiendo que se cumple la condicion

1. del teorema [A.1.1] y calculando
of

— (o, =b

8y( 0; Yo)
dado que R(zx, y) es un reciduo de orden uno, entnoces R(zg, yo) = 0, lo que
implica que %—g(xo, yo) = 0, entonces, existen §, € > 0,y ¢ : (xg—9, ro+0) —

(yo — €, yo +¢) de clase C* tal que
f(z, y) =0siysolosiy=¢(x) (z € (zg — 0, o+ 9)),

es decir,
flz, ¢(z)) =0 (x € (xg—96, xo+9)),
por lo tanto
[z, () = ax + bo(z) + R(z, ¢(x)) =0,

siempre y cuando b # 0. Ahora se presenta una version mas general del teorema

AT

Teorema A.1.2 (TFIM (f : R™ — R)) Sea U C R™ abierto, y f : U — R

de clase C*. Suponga que para z° = (29, 25, ..., 2% |, 2°) € U se cumplen
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Entonces, existen §, € > 0, y ¢ : B((xY, x5, ...,2%_1);8) — (29 —¢, 29 +¢)
de clase C! tales que

flxy, zay ..., Tpo1,2,) =0 51y sélo six, = ¢(x1, Tay ..oy Tp1),
para toda (xy, xa, ..., T,_1) € B((29, 29, ... 20 |;4)).

Como en el teorema [A.T.1] esto equivale a decir que existe localmente una
Gnica funcion ¢ de n — 1 variables tal que

f((lfl, Loy oy Tp_1, ¢(I1, Loy .y xn—l)) =0.

Ejemplo A.1.3 Determinar si hay solucion unica para z en sen x + cosy +
tanz = 0, cerca del punto (0, 3, m). Tomando

f(z, y, z) =sen x + cosy + tanz = 0,

sea U C R? abierto, y [ : U — R de clase C*. Veamos si para (0, 5, n) € U
se cumplen

1. £0, =, 7) = 0.

FAG D

calculando la condicion 2. en el teoremalA.1.9 se tiene

of
0z

2

(0, g, ) = se022|(0, = m =1,

entonces, existen 6, € > 0, y ¢ : B((0, 5);0) — (m —¢, m+¢) de clase C*
tales que
f(x, y, 2) =0 siysdlo si z = ¢(x, y),

para toda (z, y) € B((0, §); 9).

Esto equivale a decir que existe localmente una unica funcion ¢ de dos variables
tal que

[z, y, oz, y)) =0

por lo cual se tiene solucion unica para z en el punto dado .
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Teorema A.1.4 (TFIM (f : R? — R2)) Sea f = (¢g,h) : R® — R? de clase

C' con

1. g(z0, Y0, 20) = 0, h(zo,Y0,20) = 0.

99 99
oy 0z
2. d@t 7é 07
on on
dy 0z (w0, yo, 20)
entonces, existe 0 > 0, y funciones ¢ : (xg — 9, xg+96) = R, ®: (xg — I, zo+
§) — R de clase C! tales que

gz, y, 2) =0y h(z, y, 2) =0 siysdlo siy=o¢(x) yz=>0(x),

para toda x € (xrg — 0, xo+ ), en otras palabras, existen funciones continua-
mente diferenciables y unicas ¢, ® tales que

g9(x, ¢(x), ®(x)) =0y h(z, ¢(x), P(x)) = 0. (A.2)

Derivando de forma implicita mediante la regla de la cadena (A.2]) se obtiene

dx dy dz
Dlh(x7 Y, Z)%—i_DQh(x? Y, Z>d_i+D3h<$’ Y, Z)% =0

con 45 =1y = ole) (v =1 =0@)), = = aw) (¥ = T =0)) ¥
tomando p = (z, ¢(z), ®(z)) entonces

D1g(p) + D2g(p)¢/ () + Ds3g(p)®'(x) =0

Dih(p) + Dah(p)¢'(x) + D3h(p)®'(x) = 0.
De aqui es posible despejar ¢(z), ®(z) ya que

Dyg(p) Dsg(p)
| pon(p) Dah(p) | 70
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{{z, &(z), D(z)) t & € (20 — 6,20 + 8)}

Figura A.2: Interseccién de dos superficies bidimensionales en R3.

debido a la continuidad de las derivadas parciales y a la condicién 2. en el

teorema (ver figura [A.2)).
La figura representa el problema g = 0 & h = 0, asi pues, el TFIM nos

dice que bajo hipotesis adecuadas, dicha interseccion se ve localmente como
una curva diferenciable.

Ahora veamos el caso caso de un sistema de ecuaciones con sus respectivas
perturbaciones, dado de la siguiente forma

ar + by +cz+ Ry(z, y, 2) =0

Ar+ By+Cz+ Ro(z, y, 2) =0

donde a, b, ¢, A, B, C € Ry Ry, Ry son residuos de clase C' tales que
lim, , .0 Ri(x, y, 2)/||(z, v, 2)|| =0, i =1, 2. El TFIM en este caso ga-
rantiza que bajo hipotesis similares a las del teorema[A.T.4] ya que depende de
las dos variables que se deseen poner en términos de la restante, es decir, que
alguno de los determinantes 2 x 2 sea distinto de cero, asi es posible resolver
para dos de las variables en términos de la restante.

Proponiendo
filz, y, z) =ax+by+cz+ Ri(x, y, 2) =0
f?(xa Y, Z) = Al"f—By—f—CZ—f-RQ(I', Y, Z) = Oa
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sea f = (f1, f2) : R® — R? de clase C' con

L. fi(zo, Yo, 20) =0, fa(wo, Yo, 20) = 0.

on oh
Jdy 0z

2. det # 0,
o o
9y 0z (w0, Yo, 20)

suponiendo que se cumple la condicion 1. ya que R;(xo, yo, 20) =0, i =1, 2,
y calculando la condicién 2. ya que se quiere tener y y z en terminos de z,

on oh
oy 0z

det = (0) (C) — () (B),
0f2 0f2
dy 0z (0, Yo, 20)

si (b) (C) — (¢) (B), es distinto de cero, entonces, existe 6 > 0, y funciones
¢:(vg—0, xo+0) =R, ®: (xg— 0, 1o+ ) — R de clase C! tales que

file, y, 2) =0y falz, y, 2) = 0siysolosiy = () y z = (),

para toda x € (g — 0, xo + 0), en otras palabras, existen funciones continua-
mente diferenciables y tinicas ¢, ¢ tales que

file, (), ®(x)) = ax + bp(x) + c®(x) + Rz, ¢(x), B(x)) =0
fa(x, ¢(x), ®(x)) = Ar + Bo(z) + C®(z) + Ra(x, ¢(z), ®(z)) = 0.
A continuacion se presenta la version general del TFIM.

Teorema A.1.5 (TFIM (f : R™ X R™ — R™)) Sea U =V x W C R" x
R™ abierto, y f = (f1, f2, -, fm): U — R™ de clase C'. Suponga que para
el punto (2°, y°) = (29, 29, ..., 22,49, 49, ...,9y%) € U se cumple

1. f(2° 4% =0
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ai 0 ,0
2. det{ai(x ;Y )]

£0.

i7 J:17 (RS ]

Entonces, existen Vo CV, Wy C W, abiertos en R™ y R™ respectivamente, y
(b:((bh ¢27 EIR) ¢m)‘/0HWO
de clase Ct tal que

f(xh T2, o, Tp, Y1, Y2, >ym) =0

sty solo si

y1 = d1(x1, Ty oo 1) & Yo = Go(1, T, o xn) & o & Yy = O, T2, ...

para toda (x1, To, ..., Tp, Y1, Yo, - Ym) € Vo X Wh.

Es decir, existen funciones continuamente diferenciables en dominios adecua-
dos ¢1, @9, ..., ¢, tales que

fl(xb T2, ..., Tp, ¢1(x17 T2, "'7xn)7 R ¢m(x17 T2, 7xn)) =0
fo(z, o, ooy X, O1(x1, Toy oo Tp), ooy Om(X1, Toy oo ) =0
fm('xla T2, ..., Tp, ¢1($1, T2, "'7xn)7 EIR ¢m(x17 T2, 7xn)) = 0.
Teorema A.1.6 (TFIM bis (f : R® X R™ — R™)) Sea U =V x W C
R"™ x R™ abierto, y f = (f1, foy - -y fm): U — R™ de clase C'. Suponga que
para el punto (2°, y°) € U se cumple
1. f(z° %) =0

2. Dyf(2°, 4°) es no singular (isomorfismo lineal).
Entonces, existen Vo C V', Wy C W, abiertos en R™ y R™ respectivamente, y

¢ = (01, G2, ..., Om) Vo = W

de clase C' tal que
flx, y)=0
st y solo siy = ¢(x) para toda (x, y) € Vo x W.
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Abordando el caso general del TFIM, es posible verlo como un sistema lineal
de ecuaciones

axi + -+ ap@y, F by + -+ by =0

a1 %1 + - 4 Aoy + boryr + -+ bo Y = 0

Am1T1 + -+ CGppTy + bmlyl + -+ bmmym - 07

en el caso en que

b11 bim
det o : #0,
bml bmm
es posible resolver mediante funciones explicitas y globales para y1, ..., ym
en términos de xq, ..., z,. El TFIM asegura que bajo condiciones similares

se puede resolver, mediante funciones implicitas y locales, el siguiente sistema
con perturbaciones

a11x1+"'+a1nxn+bllyl+"'+b1mym+R1<m1a vy Ty Y1y -0 ey ym):O
an®i + -+ a2y + by + - 4 Do Y + R, oo, @y Y1, ooy Ym) =0
amlml"i_"'+amnxn+bm1y1+'"+bmmym+Rm<Ila ceey Tny Y1y o0y ym> :0
Donde Ry, R, ..., R,, son residuos de orden uno.

Mas atun, el TFIM en su forma general se puede ver desde el punto de vista
econ6émico como un sistema de m ecuaciones que dependen de n parédmetros

r = (x1, T9, ..., T,) y m variables endogenas y = (y1, Y2, - -, Ym),
fl(xla Loy, =y Tny Y1y =0y ym)zo
fQ(xla T2, *+y Tny Y1, ~ ym) =0

fm(mla Loy, =y Tpy Y1, ", ym) :07
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el dominio de los parametros es V' C R", y el de las variables end6genas
es W C R™ con V y W conjuntos abiertos, suponiendo que para (2°, y°) =
(2%, 29, .. 2%yl oS, o y0) € V X W se satisfacen las condiciones suficien-
tes 1.y 2. del teorema[A.1.6] entonces es posible tener las variables endégenas

como funcién de los parametros localmente alrededor de (2%, ).

Demostracion. ElDesde un punto de vista logico, la demostracion de la exis-
tencia de las funciones

¢:(¢17 ¢27 ceey gbm)‘/o_)WO

donde Vo C V y Wy C W son abiertos, consiste en que la matriz Jacobiana
respecto de las m variables endégenas debe de ser de rango completo EL lo que
intuitivamente quiere decir, que es posible mover los valores del sistema de
ecuaciones en cualquier direccion para cambios adecuados en las variables en-
dogenas, por consiguiente, si se realizan cambios en los parametros provocando
que los valores del sistema de ecuaciones se alejen de cero, entonces es posible
ajustar las variables enddgenas para que se cumpla con la condicion 1. del
teorema [A.1.6] Como dicha matriz Jacobiana es de rango completo, entonces
existen

¢ = (¢1, P2, ..., &) : Vo — Wy

definidas en algtin entorno de (2, %), tal que
filz, ¢i(x)) =0,i=1, 2,..., m; para todo x € Vj,

derivando de forma implicita, es posible conocer los efectos que pueden provo-
car los parametros sobre las variables endogenas,

D.f(x, y) + Dy f(x, y)¢'(x) =0,

por lo tanto

2Ver [17] pp 940
3Para la definicion, ver [21] pp 350.
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Ejemplo A.1.7 ; Se puede resolver

ry? + xzu+yv* = 3

yzud + 220 — u?v? = 2

para u(z, y, z), v(z, y, z) cerca de (z, y, z) = (1, 1, 1), (u, v) = (1, 1)?,
en este caso calcular 2o en (1, 1, 1).
dy
Se proponen
Fi(z, y, z, u, v) =2y* +z2u+yv* —3=0

Fy(z, y, 2, u, v) = yzu® + 200 — u?v® — 2 = 0.

Sea U =V x W C R x R? abierto, y F = (Fy, Fy) : U — R? de clase C'.
Supongamos que para el punto (xg, Yo, 20, o, Vo) = (1, 1, 1, 1, 1) € U se
cumple

1. Fi(1, 1,1, 1, 1) =0
1,1

F2(17 ) 17 1) =0
oF, 0F
ou  Ov
2. det # 0.
8F2 8Fg
ou ov (xo, Yo, 20, uo, v0)

Calculando la condicion 2. se tiene

oF, OF:
ou  Ov

J=det = (z2)(2x — 2u*v) — (2yv)(Byzu? — 2uv?),
oF, oF,
ou Ov

evaluando J en (o, Yo, 20, Uo, Vo) = (1, 1, 1, 1, 1), se tiene que J = —2 # 0,
ast que se cumplen las condiciones suficientes para aplicar el TFIM.

Entonces existe V. C R? abierto con (1, 1, 1) € V. y W C R? abierto con
(1, 1) € W; y una funcion f = (f1, f2):V — W de clase C*, tal que

Fi(z, y, z, u, v) =0
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Fy(z, y, z, u, v) =0,

siy solo siu= fi(z,y,z) yv= folr ,y,2), en otras palabras

Fl(xa Y, 2, fl(aj >yaz>7 fg(ﬂf y Y 7Z)>
FQ('% Y, z, fl(x 7y72)7 f2<x Y 7Z>>

para todo (x, y, z, u, v) €V x W.

: .

En tal caso sus derivadas pueden calcularse, aplicando la regla de la cadena a

(A.3)) y despejando

on on o or, om ! or, on om
Ox Oy 0z ou Ov Ox Oy 0z
Ox ay 0z (z, y, z) Ou v (z, ¥y, 2, u, v) Oz ay 0z (z, y, 2, u, v)

calculando la matriz inversa y multiplicando se tiene

OF; OF, OF, 0F> OF; O0F, OF, 0F> OFy 0, OF; 0F>

1 dv Oz v Ox dv Oy ov 0Oy ov 0z ov 0z
| 0mOR _OROF O0ROF _OROF OFOF _OR OF
ou dxr  Ou Oz ou Oy T ou oy ou 0z  Ou 0z (@, y, 2, u, v)
por lo cual
of 0 Ofs 2N0 2 0
Or Oy 0z / (44 4
81} afg
= (1,1, 1) =221, 1, 1) =—1.
como v fg(l’ Y 72)7 ay( ) L ) ay ( » 5 )

Como se mencionoé en el ejemplo[A.1.7] para poder aplicar el TFIM las condi-
ciones son suficientes, mas no necesarias, asi que es posible que las conclusiones
del TFIM se cumplan, atn cuando no se cumplan con las condiciones de dicho
teorema.
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Ejemplo A.1.8 ; Se puede dar un ejemplo de f : R* — R de clase C' tal
que en un punto (a, b) se tenga

0 0
fla b) = 2 a, b) = a—§<a, b) =0

y que sin embargo se cumplan las condiciones del TFIM?.

La respuesta a esta pregunta es, si, y el ejemplo es el siguiente:

Proponiendo la funcion F : R? — R
F(z, y)=Ax+ By+Caxy+D =0

con A, B, C y D constantes diferentes de cero; asi pues

oF oF A
e A+ Cy implica %([EO, Yo) = 0 si y sélo siy = el C #0,
oF oF B
8_3/ = B+ Cx implica a—y(xo, yo) = 0 si y sdlo si x = el C #0.
A .
Ahora como y = s yr = - sustituyendo y calculando D para que
F(LU(), ?JO) =0

B A B A . AB
A (_6) +B (_5> +C (_6) (—6) + D =0 implica D = ok

Por lo tanto la funcion es
AB
F(x, y) :Ax+By+C$y+7 =0 con A, B, C #0,

A B
evaluada en el punto (zo, yo) = <_6’ _6)’ por lo cual

(A _BY_oF( A B\ oF/ A B\ _,
¢ o)\ ¢) aw\ o o)

por construccion.
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Sin embargo, es posible aplicar el TFIM ya que se puede tener y en términos
de x

y(B—l—Ca:):—A—B—Ax
C
AB
T AT _AB+ )
Y=TBiC:r ~ BC+Cq

dado que B, C # 0 y como z depende de las constantes B y C, entonces
BC + C?x # 0, por lo que se tiene y en funcion de z.

Observacion: De esta manera se tiene que en el TFIM, las hipotesis y la
conclusiéon no se implican mutuamente.

Después de haber dado versiones variadas del TFIM, es importante mencio-
nar un caso particular de dicho teorema, el cual es el Teorema de la Funcion
Inversa.

Se puede ver como un sistema de n ecuaciones

fl(xh e Jn) = U

fﬁ(xla'~->$n):: Yn,s

las cuales se tratan de invertir, por medio del TFIM aplicado a las funciones
vi — fixy, ..., x,) = 0,4 =1, 2, ..., ncon las incognitas (1, ..., x,),
es posible saber acerca de la existencia de dicha inversa. La condicién para la

existencia de la solucién en una vecindad de un punto z° = (29, ..., 20) es

que el determinante de la matriz D f(z°) con f = (fi, ..., f.) sea distinto de

cero ya que se quieren tener las z‘s en funcion de las y's.

Esto es,
, Bhah) B (a)
Jf(xo):a—fozdeth(xo):det : : £ 0.
. Ofu (10 ... 2n(0)
oz Oxp

De forma ilustrativa, para entender el Teorema de la Funciéon Inversa se pro-

pone la siguiente ecuaciéon y = f(z) = x?, suponiendo que se quiere despejar
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x en funcion de y se tiene

r=01(y) =Y v v=p(y) ==y

asi pues,

fler) =y v [fle2y) =y,
(representa una composicion de funciones dado y = f(z) y = g(y), fo g es
y=flg(y)) ygofesz=g(f(x)) se tienen dos valores de y, ya que para
cada valor y > 0 hay dos valores de x tales que (z, y) estan en la parabola,
esto quiere decir que = = ¢1(y) no se cumple para cualquier x, lo que lleva a
pensar acerca de la localidad de la funcién inversa.

Suponga que se tiene una funcién y = f(z), tal que y° = f(2°), y f es derivable
en 2°, si # = p(y) es una inversa local de f en una vecindad que contiene a z°
entonces debe cumplirse ¢(f(x)) = x, para toda = que pertenece a la vecindad.
Entonces si la inversa local es derivable en y° = f(z), aplicando la regla de

la. cadena se puede calcular la derivada en z°
¢'(f(2°)) - f'(2°) = 1 es decir, ¢'(y°) - f'(a°) = 1.

En este caso, los valores de z que cumple x = ;(y) son los z > 0, y los que
cumplen con x = @y(y) son los z < 0, entonces se consideraran dos vecindades
distintas y como la funcién tiene un minimo absoluto en z° = 0 (z° es el punto
en donde la derivada se anula), entonces las funciones p; y @9 son las inversas
locales de f, y sus respectivas derivadas son

1 1

wi(y):m y wé(y)z—m,

ambas funciones son derivables excepto en y = 0.

Teorema A.1.9 (Teorema de la Funcion Inversa): Sea U C R" abierto,
2°e€ U,y f:U— R una funcion de clase C'. Supongamos que

Df(z°) € L(R", R™) es un isomorfismo lineal,

es decir, es una transformacion lineal invertible, entonces existen vecindades
Up CU dex® yVy CR" de y° = f(2°), y una funcion ¢ : Vo — Uy de clase
C! tal que
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y se cumple f(p(y)) =y para todo y € Vo, y ¢(f(z)) = = para todo x € Uy.
Es decir, o = f~1. Mds ain, la derivada de la funcion inversa estd dada por

De(y) = D(f~H(y)) = D(f(f(x))) = [Df ()"



Apéndice B
Optimizacién convexa

Esta seccion es basada principalmente en [15], [8], [5] v [13].

Definiciéon B.1.10 Se dice que el conjunto U C R™ (ver ﬁgum es con-
vexo si, dados x, y € U, se tiene que

A+ (1 =Ny eU para todo X € [0, 1].
Az + (1 =Ny

[T

(a) Convexo (b) No convexo

Figura B.1: Conjuntos.

Definicion B.1.11 Sea f : U — R una funcion definida sobre un conjunto
convexo U C R"™. Entonces, se dice que [ es una funcion convexa (ver figura

, st dados x, y € U se tiene que
fAz+ (1 =Ay) <Af(z)+ (1 =AN)fly) A€0,1].



102 Optimizaciéon convexa

T a4 (1-Ny Y

Figura B.2: Funcién convexa.

Definicion B.1.12 Sea f : U — R una funcion definida sobre un conjunto
convexo U C R"™. Entonces, se dice que [ es una funcion concava (ver figura

[B.3), si dados x, y € U se tiene que
FOz+ (1= Ny) = M)+ (1= Nfy) Ae0,1].

Se dice que la funcion es convexa en un intervalo si para todo par de puntos en
dicho intervalo se cumple con la desigualdad de la definicion [B.1.11] También
es posible asegurar que la funcion f es concava, si — f es una funcién convexa.

B.2. Optimizacion de funciones en n variables

Comenzamos por una funcién en dos variables z = f(x, y) definida en un
dominio S del plano zy, es decir, de R2. Supongamos que f alcanza su valor
méaximo en un punto interior (zg, yo) de S, si se mantiene fijo y = yo, la
funcion g(x) = f(x, yo) depende solamente de la variable = y tiene su méaximo
en x = xq, del calculo en una variable se tiene que un punto z, es estacionario
de f si f'(z9) = 0 (la tangente de la grafica de la funcién en z( es paralela al
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fOz + (1= Ny) |
fly)-
A (x) + (1= A)f(y)

f@)-

T r4(1=Ny?
Figura B.3: Funcién concava.

eje x), en este caso, ¢'(xg) = 0, asi para todo z, la derivada ¢'(z) es la misma
que la derivada parcial f.(z, yo), entonces f.(xq, yo) = 0. De la misma forma
es posible ver que el punto (xo, y) cumple con f;(zo, yo) = 0, dado que la
funcion h(y) = f(zo, y) tiene su valor maximo en y = yo.

Teorema B.2.1 (Condiciones de primer orden caso n = 2) Una condicion
necesaria para que una funcion f(x, y) diferenciable tenga un mdzximo o un
minimo en un punto interior (ro, Yyo) de su dominio es que (o, Yo) Sea un
punto estacionario de f, esto es,

folwo, yo) =0 & f, (20, yo) = 0.

Para el caso general se tiene el siguiente teorema.

Teorema B.2.2 (Condiciones de primer orden caso general) Sea f una fun-
cion definida en un conjunto S C R"™ y sea ¢ = (¢1, Ca,..., ¢y) € S un punto
interior en el que f es diferenciable. Una condicion necesaria para que ¢ sea
un punto mdximo o minimo para f es que ¢ sea un punto estacionario para f,
esto es,

of

Gxi

©=0 (i=1,2... n).
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Sea f una funcion de n variables definidaen S C R" con z = (z1, xo,..., x,) €
R*y c=(c1, cy..., ¢n) €S, tal que f(z) < f(c) para todo z € S, o sea que
¢ maximiza a f en S si y s6lo si ¢ minimiza a —f en S. De esta forma es po-
sible convertir los problemas de maximizaciéon en problemas de minimizacion
y viceversa.

Ahora suponga una funcién z = f(z, y) que cumple con las condiciones del
teorema [B.2.1] entonces es posible saber si (zg, yp) es un maximo local, un
minimo local o un punto silla, dado el siguiente teorema.

Teorema B.2.3 (Condiciones de sequndo orden cason =2) Sea f(x, y) una
funcion con derivadas parciales continuas de primero y sequndo orden definida
en un conjunto S C R? y sea (xq, yo) € S un punto estacionario de f, con

A= fr(wo, wo), B = fr,(vo, o) y C= fy(z0, v0),
se tiene
a) si A <0y AC — B? >0, entonces (xg, yo) es un mdzimo local.
b) si A>0y AC — B? > 0, entonces (xg, yo) es un minimo local.
c¢) si AC — B% <0, entonces (xo, yo) es un punto silla.

d) si AC—B? =0, entonces (xg, yo) puede ser un mdzimo local, un minimo
local, o un punto silla.

Teorema B.2.4 (Condiciones suficientes de dptimos globales) Sea f(x, y)
una funcion con deriwadas parciales continuas de primero y sequndo orden
definida en un conjunto S C R? convezo, y sea (xq, yo) € S un punto estacio-
nario de f, con

A= fg,c/x(%, Yo), B= fa/v/y(xOJ vo) y C= fg///y(x(b Yo),

se tiene

a) si para todo (z,y) € S, A<0,C <0y AC — B% >0, entonces (o, Yo)
es un mdzimo global de f(x,y) en S.

b) si para todo (x,y) €S, A>0,C >0y AC — B? > 0, entonces (g, yo)
es un minimo global de f(x,y) en S.
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Teorema B.2.5 Sea f(x) = f(z1,79,...,7,) una funcion de clase C?, defi-
nida en un dominio S C R™, se tiene que

a) si (=1)*Dy(x) > 0 para k = 1,2,...,n y para todo © € S, entonces, f
es estrictamente concava en S,

b) si Dp(x) > 0 para k = 1,2,...,n y para todo x € S, entonces, f es
estrictamente convezxa en S,

con
€T €T o« e x
Dy(x) = f21,< ) f2,2( ) . forl®) (k=1,2,...,n).
fl::l1<$) fl/eIQ(w) T fl;/k(w)
que representa los n determinantes de la matriz hessiana

1

H(z) = [flj(w)]TLXTL

Como un caso particular si n = 2, se tiene que D;(x) < 0y Dy(x) > 0, esto
es,

f11 ) f12 (z)

Di(z) = f1,(x) <0y Doz @) o) > 0.

Teorema B.2.6 Sea S un conjunto convexo no vacio en R"; y f : § — R,

supdngase que x° es un dptimo local. Asi pues:

0

a) Si f es una funcion convexa en S, entonces, x° es un dptimo global.

0

b) Si f es una funcion estrictamente conveza, entonces, x° es un dptimo

global tinico de f sobre S.
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B.3. Funcién dual de Lagrange

Considerando el problema de optimizacién en su forma estandar

max  fo(z)

sa. filr) <0, i=1,....m
hz(x) :07 Z_17 » Dy
r € R".

m p
Suponiendo que el dominio D = ﬂ dom f; N ﬂ dom h; es distinto del vacio.
i=0 i=1
El valor éptimo del problema (anterior poner numeracion) es p*. El problema
puede o no ser convexo. La idea basica de dualidad Lagrangiana, es tomar las
restricciones para aumentar la funcion objetivo con la suma ponderada de las
funciones de las restricciones. Se define el Lagrangiano L : R” x R™ x R? — R
asociado al problema

p

Lz, A\, v) = fo(z) + infi@c) + Y vihi(z),

i=1

con dominio dom L = D x R™ x RP. En donde A; son los multiplicadores
de Lagrange asociados con la i—ésima igualdad de la restriccion h;(x) = 0.
Los vectores A\ y v son llamados variables duales o vectores multiplicadores de
Lagrange asociados con el problema.

B.4. La funcién dual de Lagrange

Se define la funcion dual de Lagrange g : R™ x RP — R como el valor minimo
del Lagrangiano sobre x, para A € R™, v € RP,

g(A, v) = if <f0(x) 2 Afiln)+ Vihi(g;)>

donde el Lagrangiano no esta acotado por debajo de z, la funcién dual toma
el valor de —oo. Ya que la funcién dual es el punto infimo de la familia afin de
funciones de (A, v), es concava, incluso cuando el problema no es convexo.
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B.5. Limites inferiores en el valor 6ptimo

El campo de la funciéon dual con limites inferiores en el valor 6éptimo p* del
problema. Para cualquier A > 0 y cualquier v se tiene

g\, v) <p”

esta propiedad se verifica suponiendo que z es un punto factible para el pro-
blema, es decir, f;(Z) <0, h;(Z) =0y A > 0, se tiene

asi que cada termino en la primera sumatoria no es positivo, y cada término
en la segunda sumatoria es cero, entonces

L(z, A, v) = fo(Z) + Z)\zfz(f) + Z%hz(i) < fo(Z)

por lo tanto

g\, v) = inf L(z, A\, v) < L(Z, A\, v) < fo(2).

zeD

Asi que se tiene g(\, v) < fo(Z) para cada punto factible Z.

Un caso particular en dos variables del método de los multiplicadores de la-
grange es

max(6min) f(z,y)
sujeto a (B.1)
9(z,y) = c,

en el cual si (zg,yo) resuelve el lagrangiano

L($aya/\) = f<$7y) - )\(g(x,y) - C)a

entonces L(x,y,\) es estacionario en (xg, o), pero no necesariamente existe
un maximo o un minimo.
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Teorema B.5.1 (Suficiencia global) Suponiendo que las funciones f(x,y) y
g(z,y) del problema son continuamente diferenciables en un conjunto
abrierto convezo S € R?, y sea (xo,y0) € S un punto estacionario para la
funcion lagrangiana

L(ZE,y, /\) = f(ﬂf,y) - A(g(.f,y) - C)7
suponiendo ademds que g(xo,yo) = c. Entonces

1) L(xz,y,\) concava = (xo,%o) resuelve el problema de mazimizacion de

(B 1

2) L(xz,y,\) convexa = (xq,yo) resuelve el problema de minimizacion de

(B 1

Teorema B.5.2 (Condiciones suficientes de Kuhn-Tucker) Considerando el
problema de programacion no lineal

mix f(x)
sujeto a (B2)
gi(x) <c¢j, j=1,...,m
donde f y g1, ..., gm, son continuamente diferenciables, f es concava y g1, ..., Gm
son convexas. Suponga que existen nimeros \i, ..., \ym y un vector factible x°
tales que
of(2°) <~ 9i(=°)
1 — A2 =0(G=1,...,n
) al,l ; J axl ( ’ ) )7

2) =0 (=0sigi(x) <c;) (j=1,....,m),
entonces 0 resuelve el problema.

Teorema B.5.3 (Condiciones necesarias de Kuhn-Tucker) Suponiendo que
x® = (29,...,2%) resuelve el problema

n

max f(x)

sujeto a
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donde f y g1,...,9m, son continuamente diferenciables, y suponiendo ademds

que las funciones g; (j = 1,...,m) tienen gradientes en x° que son linealmente
independientes. Entonces existen nimeros A, ..., N\, tales que

of(°) <~ 9i(=°) _ ..
1) o —z_;Aj ey =0(i=1,...,n),

j_

2) N >0 (=0sigj(x®) <¢)(j=1,...,m).
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