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“En las matemdticas es donde el espiritu encuentra los elementos que mds ansia: la
continuidad y la perseverancia”.
Jacques Anatole (1844-1924). Escritor francés.

“En el fondo, los cientificos somos gente con suerte: podemos jugar a lo que queramos
durante toda la vida”.
Lee Smolin Fisico teorico y cosmaologo.

“Aquel que le gusta la prdctica sin la teoria, es como el marino que navega barco sin
timon ni brujula y nunca sabe donde anclar”.
Leonardo Da Vinci (1452-1519). Artista florentino.
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Resumen.

Los problemas inversos estan relacionadas con la determinacién de causas de un efecto
observado 6 deseado, sin embargo existen distintas dificultades en el estudio de estos, una
de ellas es que generalmente no satisfacen los postulados de un buen planteamiento de
Hadamard, es decir, puede suceder que no tenga solucién 6 que las soluciones no sean
Unicas. Los problemas mal planteados ofrecen dificultades numéricas, debidas la mayoria
de las veces a la dependencia discontinua de las soluciones respecto de los datos.

Para abordar el mal planteamiento de los problemas inversos se utilizan los métodos de
regularizacion, los cuales buscan restaurar la estabilidad de las soluciones con relacion a
los datos. El objetivo de este trabajo es revisar la teoria de Regularizacion de Problemas
Mal Planteados, asi como, ejemplificar las dificultades que se presentan en la solucién de
problemas inversos y la forma en que son resueltas. Asi mismo, aplicaremos la teoria vista
en este trabajo abordando el problema de calor con retroceso en el tiempo para 1 y 2
dimensiones.






cAPiTULO 1

Introduccidn.

1.1. Objetivo

El presente trabajo de tesis tiene como propédsito estudiar la teoria general existente
sobre regularizacién de problemas mal planteados. Asimismo se pretende hacer una revision
de los principales métodos de regularizacion. Por ultimo, se realizaran los codigos computa-
cionales de dichos métodos y se aplicaran al problema de calor con retroceso en el tiempo
para 1 y 2 dimensiones.

1.2. Motivacion

Normalmente en matematicas pensariamos que los problemas se presentan de forma
directa, es decir, tenemos una ecuacion y deseamos encontrar la solucién, o bien dada una
causa, y un modelo asociado, deseamos conocer el efecto. Sin embargo, los problemas no
siempre se presentan de esta manera, ya que en ocasiones tenemos la solucién o efecto de
un modelo, pero no sabemos que es lo que esta causando que el modelo nos de tal efecto.
Otro problema que se puede presentar es que dada la causa y el efecto, queremos identificar
el modelo. A estos dos problemas se les conocen como problemas inversos.

Causa Modelo Efecto

11



1.2. Motivacion 12

Un ejemplo sencillo para ilustrar estos conceptos, es el sistema lineal

Ar =0, con AeR"™" beR"

El problema directo es encontrar la solucién b (efecto) a partir de = (la causa) y de A
(el modelo); mientras que un problema inverso consiste en encontrar x dados A y b.

Los problemas inversos siempre han estado presentes en la ciencia, por ejemplo Aristételes
decia que la Tierra es redonda basandose en un razonamiento inverso. El observé que las
formas que la luna presentaba cada mes son del tipo recto, concavo y convexo, y ademas
notoé que durante los eclipses lunares, cuando la sombra de la Tierra se proyecta sobre la
Luna, la linea del cono de sombra es siempre curva, lo cual es debido a la forma de la
Tierra. En [8], se puede ver con mayor detalle este ejemplo.

Regresemos al ejemplo del sistema lineal. Notemos que la soluciéon es tunica para el
problema directo. Sin embargo, para el problema inverso puede suceder que la solucién no
exista, tenga una infinidad de soluciones, y en el mejor de los casos que tenga solucién
unica. No obstante, que tenga solucién tinica no garantiza que la solucién del problema se
pueda obtener computacionalmente en forma estable. Cuando se presenta alguno de estos
casos decimos que el problema es mal planteado.

Como se mencioné anteriormente, existen distintas dificultades en el estudio de los
problemas inversos, una de ellas es que generalmente no satisfacen los postulados de un
buen planteamiento de Hadamard [6]. Los problemas mal planteados ofrecen dificultades
numéricas, debidas la mayoria de las veces a la dependencia discontinua de las soluciones
respecto de los datos.

Definicién 1.2.1. (Postulados de Hadamard).

i) Para todo dato, la solucion eziste.
it) Para todo dato, la solucion es iunica.
iti) La solucion depende continuamente de los datos.
Para abordar el mal planteamiento de los problemas inversos se utilizan los métodos
de regularizacion, los cuales buscan restaurar la estabilidad de las soluciones con relacién

a los datos. En términos generales la regularizacién es una aproximacién de un problema
mal planteado por medio de una familia cercana de problemas bien planteados.

Algunos avances en la ciencia y la tecnologia han sido posibles gracias a la solucion
de problemas inversos, y por tanto, el campo de estos problemas es uno de los que han
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tenido un mayor crecimiento en mateméaticas aplicadas e industriales. Algunos problemas
involucran la determinacion de las leyes fisicas a través de observaciones indirectas, sensores
remotos, astronomia, la reconstrucciéon de hechos pasados de la observacién de la situacion
actual, entre otros. No obstante, el crecimiento en la investigacién de los problemas inversos
también se debe al desarrollo de computadoras més poderosas y a métodos numéricos mas
efectivos para la solucién de los problemas asociados.

En este primer capitulo realizaremos una introduccién detallada sobre la teoria elemen-
tal de Regularizacién de problemas mal planteados basandonos en la bibliografia estandar.
Asi mismo, describiremos que es un problema inverso mostrando ejemplos que ilustren el
mal planteamiento en este tipo de problemas.

En el Capitulo 2, describiremos la idea del mal planteamiento y regularizacién formali-
zando algunos conceptos basicos y enfocandonos en un ejemplo donde mostraremos grafica y
analiticamente que dificultades se presentan en la solucion de problemas inversos. Usando la
descomposicién en valores singulares (SVD) mostraremos la inestabilidad de los problemas
inversos, y ademds nos enfocamos en dos métodos bésicos de regularizaciéon: TSVD (SVD
truncado) y de Tijonov para resolver estas dificultades. Asi mismo, veremos de manera
general la relacion entre minimos cuadrados y la regularizacién de problemas inversos.
Cabe mencionar que existen diversos métodos de regularizacién distintos a los que vamos
a estudiar en este trabajo uno de ellos son los métodos de regularizacién estadisticos los
cuales se pueden revisar en [23].

En el Capitulo 3, realizaremos una revisién de la teoria de Operadores Compactos, la
inversa generalizada y métodos de optimizacion, para asi tener herramientas para resolver
los problemas inversos que abordaremos en el Capitulo 4, los cuales consisten en solucionar
el problema de calor con retroceso en el tiempo para 1 y 2 dimensiones.

1.3. Algunos Conceptos Basicos

1.3.1. Problemas Inversos

Los modelos matematicos son ampliamente usados para la descripcién e investigacion
de diferentes procesos y fenémenos. Una clase importante de problemas son los modelos
matematicos con caracteristicas desconocidas, las cuales deben ser obtenidas en funcién de
los datos observados; a este proceso se le llama problema inverso. Dichos problemas surgen
en los casos en que el proceso en si es inaccesible para la observacion o bien es demasiado
caro acceder a tal observacién. En otras palabras, los problemas inversos deben determinar
las causas si se conocen los resultados de las observaciones. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.3.1. Supongase que tenemos un cierto cuerpo en un espacio inaccesible para
nosotros. Supongase también que podemos iluminar este cuerpo desde diferentes puntos
y registrar la sombra de este cuerpo. Con estas suposiciones tenemos la siguiente configu-
racion matemdtica del problema inverso: determinar la forma del cuerpo si las proyecciones
ortogonales en diferentes planos son conocidas.
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Ejemplo 1.3.2. Gran parte del trabajo en la medicion de campos fisicos puede describirse
como se indica a continuacion. En la entrada tenemos la senal x(t), en la salida registramos
la funcion y(t). El modelo lineal simple es definido por la formula

/0 K(t,m)z(t) = y(1t), (1.1)

donde K(t,T) es una funcion conocida. Asi, el problema inverso consiste en resolver la
ecuacion integral de Volterra de primer orden (1.1), donde la funcién K(t,7) y y(t) son
dadas y x(t) es desconocida.

El aspecto importante de los problemas inversos es que la informacién inicial es conocida
solo en forma aproximada, dado que surge como resultado de un experimento. Esto es
debido a que, los aparatos con los cuales se mide la informacién tienen un cierto nivel de
incertidumbre. De modo que, los métodos para resolver los problemas inversos deben de
tener una cierta estabilidad con respecto a perturbaciones en los datos iniciales.

1.3.2. Problemas Bien y Mal Planteados

Los problemas inversos generalmente no satisfacen los postulados del buen planteamien-
to en el sentido de Hadamard. Estos postulados los introdujo Hadamard en el contexto de
estudio de los problemas de la fisica matemaética. A continuacién reescribimos los postulados
de Hadamard de manera formal en el contexto de espacios métricos [6]:

Sea X, Y espacios métricos, T': X — Y un operador lineal y z € X el dato inicial, tal
que

Ter=y, yevY. (1.2)

El problema (1.2) es llamado bien-planteado en los espacios Y, X, si satisface las siguientes
condiciones:

(i) Para cada = € X la solucién del problema existe.
(ii) Para cada z € X la solucién del problema es tnica.

(iii) La solucién y del problema depende continuamente de los datos, es decir, hay estabili-
dad respecto de los datos.

Un problema se denomina mal-planteado si al menos no cumple una de las condiciones
anteriores. No obstante, el buen y mal planteamiento de los problemas no dependen tnica-
mente del operador, también puede depender del espacio X donde el dato inicial es dado.
Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 1.3.3. Considere la ecuacion integral de Fredholm de primer tipo

/b K(t,s)x(s)ds =y(x), c<t<d, (1.3)

donde K(t,s) y y(t) son dados, el problema consiste en encontrar x(s). Supongamos que
K(t,s), K(t,s), Ks(t,s) son continuas en el rectingulo ¢ <t <d, a < s <b, y(t) € Cle,d]
y x(s) € Cla,b]. El problema es mal planteado, ya que falla la condicion (iii), como se
demuestra a continuacion:

La prueba de que la condicién (iii) falla para la ecuacién (1.3) es la siguiente, conside-
remos la sucesion
T, (s) = xo(s) + nsin(n?s), n=0,1,...

tal que
b
Yn(t) :/ K(t,s)xn(s)ds n=0,1,...

Ahora vamos a estimar ||y, — yollcjc,d)-

b b
lyn(t) — 0()] = / K (t, 8)n(s)ds — / K (t, 8)zo(s)ds

b
< /K(t,s)nsin(n2s)ds
1 b1 b
2 2

= [—nK(t,s)cos(n s)} —i—n/ K(t, ) cos(n”s)ds

1
< -k

n

donde K,(t,s) denota la derivada parcial de K(t,s) respecto de s, y la constante k1 no
depende de n, entonces

1
1Yn — yolleje,q) < ﬁ/ﬁ n=12,...
lim ||yn — yollcje,q) = O-
n—00

Luego, para n suficientemente grande yo y y, se encuentran arbitrariamente cerca una de
otra. Por otra parte, observamos que para las funciones x,(s)

lim (|2, — $0||C[a,b] = lim ||n Sin(n25)||c[a’b] = 00.
n—oo n—oo

Por lo tanto, se concluye que no hay estabilidad respecto de los datos.
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Ejemplo 1.3.4. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales

Az =y, (1.4)

donde A es una matriz de n X n, y,x € R™,

Si det A # 0, entonces para cada vector y € R™ existe una tnica solucién de (1.4):
x € R" tal que = A~ 'y, donde A~! es la matriz inversa de A. De esta solucién se sigue
que la solucién depende continuamente de los datos. En el caso donde el det A = 0, el
sistema (1.4) no tiene solucién para cada y € R", y si, para algun gy la solucién existe,
entonces esta no es unica. Por lo tanto, si el det A = 0, el problema es mal planteado.

1.3.3. Operadores de primer y segundo tipo

La mayoria de los problemas inversos son formulados como en (1.2), es decir

Tx =y.

donde T es un operador que puede ser lineal o no lineal. Este problema es bien planteado
si cumple con las condiciones del buen planteamiento mencionadas anteriormente. Estas
condiciones implican que el problema (1.2) es bien planteado si el operador inverso 71
existe y es continuo en Y. Los siguientes dos teoremas son ttiles para poder describir los
operadores de primer y segundo tipo en el caso lineal.

Teorema 1.3.1. Sea X y Y espacios de Banach yT : X — Y un operador lineal acotado
e inyectivo, entonces existe el operador inverso T™1 1Y — X.

De este teorema, se sigue que para un operador lineal continuo e inyectivo T', que mapea
sobre espacios de Banach, el problema de resolver (1.2) es bien planteado, [2]. Este Teorema
muestra, ademas, una cierta dependencia entre las condiciones de buen-planteamiento y el
problema de resolver T'x = y sobre espacios de Banach.

Por otro lado, si T" es un operador lineal completamente continuo, entonces la ecuacion
(1.2) es llamada ecuacién del operador lineal de primer tipo. Un ejemplo importante es la
ecuacién de la integral de Fredholm de primer tipo

T = /bK(t, a(s)ds = y(t), c<t<d. (1.5)

donde K(t,s) y y(t) son conocidas, y deseamos determinar a z(s). Este problema es mal
planteado (ver ejemplo 1.3.3). Cabe mencionar que muchos de los problemas inversos se
pueden reducir a operadores de primer tipo, o en un caso particular de la ecuacién integral
de Fredholm de primer tipo.
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Ahora, la ecuacién

x—Tr=y (1.6)

se define como la ecuacién del operador lineal de segundo tipo. Donde T : X — X es
un operador lineal completamente continuo, y X un espacio de Banach. Formularemos el
teorema de la solubilidad de la ecuacién (1.6) y de la existencia del operador inverso [ — T,
donde I es el operador identidad.

Teorema 1.3.2. La ecuacion (1.6) es soluble para cada y € X si, y solo si, la ecuacion
homogénea x — Tx = 0 tiene solucion unica y esta es la trivial x = 0. En este caso, el
operador inverso (I —T)~! existe.

De este teorema se sigue que la solucién de la ecuacién (1.6) es bien-planteada si la
ecuacién x —Tx = 0 tiene solo la solucién trivial, [2]. Sin embargo, si la ecuacién z —Tz = 0
tiene soluciones distintas a la trivial, entonces el problema (1.6) es mal-planteado.

Un ejemplo importante de (1.6) es la ecuacién integral de Fredholm de segundo tipo

b
x(t) — / K(t,s)x(s)ds =y(t), a<t<b. (1.7)

Aqui, el kernel K (¢, s) satisface la condicién

b b
/ / K2%(t,s)dsdt < oo,

yzT,ye LQ[aab]'
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CAPITULO 2

Conceptos basicos para la Teoria de Regularizacién de Problemas
Inversos.

En este capitulo vamos a introducir la idea general del término de “mal planteamiento”
y “regularizacién”. Por ejemplo, en el modelado de flujo de aguas subterraneas, se estiman
parametros del material de un acuifero a partir de mediciones de la presién de un fluido que
sumerge al acuifero. Desafortunadamente, un poco de ruido en los datos puede hacer que
las estimaciones tengan errores enormes, lo que provoca el mal planteamiento del problema
inverso. Afortunadamente, se han desarrollado técnicas matematicas conocida como los
métodos de regularizacion, lo cual hacen mas estables las estimaciones.

También veremos un enfoque muy general de la relacion de minimos cuadrados y regu-
larizacién de problemas inversos. En el siguiente capitulo vamos a formalizar algunos de
los conceptos que veremos en este.

2.1. Ejemplo Ilustrativo de Problemas Inversos.

Consideremos la ecuacion integral de convolucién de primer tipo de Fredholm:

1
o(z) = /0 Kz — 8)f(s)ds = (K f)(z), O<az<1 (2.1)

Esta es la versiéon unidimensional de un modelo de imagen 6ptica en dos dimensiones. En
este modelo, f representa la intensidad de la fuente de luz en funcién de la posicién espacial,
y g representa la intensidad de la imagen. El kernel k caracteriza los efectos de difuminacion
(efectos borrosos) que se producen durante la formacién de la imagen. El Gaussiano

19
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k(z) = Cexp {”;} (2.2)

donde C' y ~ son pardmetros positivos, es el kernel que modela los efectos promedio en
tiempos largos de la turbulencia atmosférica sobre la propagacién de luz, [27].

El problema directo (forward problem), asociado con el modelo de la ecuacién (2.1) es
el siguiente: Dada la fuente f y el kernel k, determine la imagen borrosa g.

El problema inverso es el de nuestro interés y, es el siguiente: Dado el kernel k y la
imagen borrosa ¢, determinar la fuente f. A primera vista, la solucién a este problema
parece directo; podemos simplemente discretizar la ecuacién (2.1) para obtener un sistema
linear discreto K f = d. Por ejemplo, aplicando la cuadratura del punto medio al operador
K,seah=1/ny x=x;=jh, donde 1 < j < n. Entonces, obtenemos

1
(K f)(@i) = h/o k(zs — 5) f(5)ds

Q

WY k(xi — ) f(w))
j=1
= hY k(ih — jh)f(jh)

j=1
= i— j)h)?
= nycen-5 0y
j=1
= Kf
por tanto K tiene entradas
)y =heep {2 i (23

Si la matriz K es no singular, entonces podemos hacer la aproximacién discreta de
K~'d para calcular f. Para obtener una buena aproximacién de la cuadratura, n debe
ser relativamente grande. A pesar de que K es invertible, su nimero de condicién crece
conforme n crece, asi que los posibles errores introducidos en d se pueden amplificar mucho
cuando se resuelva el sistema. Ciertos errores, como aquellos debidos a la cuadratura,
pueden ser controlados. Otros, como el ruido en el dispositivo de la grabacién de la imagen,
no se pueden controlar en un ajuste practico. Consecuentemente, este enfoque directo de
la solucién es probable que falle. El siguiente ejemplo muestra que asi es.

Asumimos que la solucién exacta del sistema discreto

Kf=d (2.4)
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es
0.75, 0.1 <z <0.25,
fine =3 utiome), 05 <2<t 29
0, en otro caso.

Ahora, generamos los n datos de la imagen borrosa dg., resolviendo el problema directo
(2.4), considerando z; = jh en el intervalo [0,1] y agregando ruido a los datos, es decir,
d = diyye + 1, donde |n;| < 0.01, con pardmetros v = 0.05 y C' = 1/vv/27.

En la Figura 2.1 se ilustra la funcién fuente fiye(z), y la imagen borrosa dyye con y

sin ruido, asumiendo n = 56.

Froblerma directo, n =56

funcidn fuente f exacta : : : I
— . = KT (datos sin ruida)
1 o d=d  +eta(datos con ruido)
N1 . ........ ......... ........ .........................
QEb. ... 5 ...;}GF?’@.. ;
e 9 :
. :
Bidi e sniocied .3' ....... !
o : é
02 _':3' .................
& [ :
] : ]
Df::l'z'_f, ........ ;
0z | | | | ] ] | ] i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
X

Figura 2.1: Problema Directo
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Ejemplo 2.1.1. Supongase n = 56 datos, resolvemos el problema inverso del sistema
discreto (2.4) cuando se parte de los datos d con ruido. En la Figura 2.2 se muestra que
existe un problema de inestabilidad en la aproximacion de f. Esto se debe al error que se
introduce al calcular la matriz K, y a que su numero de condicion es muy grande.

Froblema inverso, n =56
% 10 datos d con ruido

funcidn fuente f exacta
-funcion fuente f aproximada

- |:|___ e ]
ot '}
1
| !
19
I I
_2_ .......................... 1 O IR L S N R DR TR e L L . o S ]
] 1
1
]
i
it |
r 1 ¥
__4 e T B e ey A || L R L e T T
fl [
| I
|
_E B v T A TS, S e AR T e e s e R A L I R R e S e T T R e e e -
Y
4
_E 1 | 1 | 1 1 1 1 |

Figura 2.2: Problema Inverso sin Regularizacién

Este es un claro ejemplo de la inestabilidad que se puede presentar cuando resolvemos
un problema inverso. De hecho, al resolver el problema inverso con datos con muy poco
”ruido”, el resultado aproximado es enormemente lejano al verdadero. La inestabilidad se
manifiesta mediante una amplificaciéon tremenda del ”ruido” en el proceso de solucién.

Nota: En el ejemplo anterior, el sistema f = K ~!d se resuelve utilizando la descomposicién
en valores singulares (SVD) de la matriz K, es decir K = UXV7T con U y V matrices
ortogonales y 3 la matriz diagonal de valores singulares de K. Por lo tanto:

ftrue = VE_IUT (26)

En el Apéndice B se incluye una descripcién de la descomposicién en valores singulares de
una matriz.
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2.2. Regularizacion de Problemas Inversos

Como vimos en el ejemplo anterior un pequeno error en los datos produce una gran
desviacién de la solucién exacta del problema inverso. Esta inestabilidad surge debido a la
divisién por los pequenos valores singulares (o;) de K, los cuales amplifican el error en los
datos durante el proceso de solucién, como se muestra a continuacién:

Los datos d son de la forma

d= Kftrue+77> (27)

donde 7 es el ruido introducido por errores de medicién. Como K es invertible y dyqye =
K firue, entonces

Kld
= ftrue + K_177
= ftrue + VE_IU'W

n
= firue + Z ot (ul ). (2.8)
i=1

~
|

Como puede observarse el ruido 7, por muy pequeno que sea, es amplificado en la
proporcién de 1/0;, el cual puede ser muy grande si 0; es muy pequeinio, es decir, si K es
mal condicionada. Por lo tanto, la amplificacién del error

€= f - ftrue (29)

debido a o; ! puede llegar a ser desastroso, y es lo que provoca el crecimiento desmedido del
error (explosién) en la solucién del problema inverso anterior. Para controlar el crecimiento
de este error es necesario controlar el crecimiento de los términos o; ! cuando o, es pequeiio.
Esto se logra mediante una técnica denominada regularizacién, que consiste en multiplicar
o; Len (2.8) por una funcién filtro de regularizacién wa(o?), para la cual el producto
we(02)o™t — 0 cuando o — 0. Esta funcién filtra (desecha) las componentes de K ~'d en
(2.8) correspondientes a valores singulares pequenios y produce una aproximacion fu a firue
de la forma:

fo = Vdiag(wa(c?)o; U

= Y wa(o)o; (uf d)v;, (2.10)
=1

donde « es llamado el pardmetro de regularizacién o valor umbral. Para retener algtun
nivel de precisién, se deben retener las componentes singulares correspondientes a valores
singulares grandes y desechar o amortiguar las componentes con valores singulares pequenos
en (2.10). Esto se logra tomando w,(02) ~ 1 para valores o; grandes. Un ejemplo de filtro

es el denominado filtro TSVD (SVD truncado), dado por:
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fa= Z o (ul dyv;.

U?>a

El filtro més comtn es el denominado filtro de Tijonov:

Zn a7 1/, T
— ? - .
fa - g 0_12 + aai (uz d)vz

Ejemplo 2.2.1. Con el objeto de ilustrar el efecto de la regularizacion para resolver el
problema K f =d (2.4), consideramos el caso cuando n = 80 en (2.3).

La matriz K construida es muy mal condicionada y cualquier intento por resolver el
sistema (2.4) sin regularizaciéon produce los resultados mostrados en la Figura 2.2. De hecho,
en la Figura 2.3 se muestran los valores singulares de la matriz construida. Se observa que
los valores singulares de menor valor son extremadamente pequefios, del orden de 10717, y
amplificaran tremendamente el ruido en los datos, por muy pequeno que este sea. Por otro
lado, en la Figura 2.4 se muestran algunos de los vectores singulares v; de la matriz K,
concretamente, se muestran las graficas de vy, vs, v15 ¥ vgg. Se observa que los modos de
valor pequeno son suaves y de baja frecuencia (pocas oscilaciones), mientras que los vectores
singulares de mayor valor, como vgg, son de alta frecuencia (altamente oscilatorios). Los
vectores singulares de frecuencia alta, corresponden a los valores singulares mas pequenos, y
afectan la aproximacion degradandola en mayor grado que los vectores singulares de menor
frecuencia.

i “alores Singulares de K

1D ===vvv+¢+$++ T T T T T
*a
++**++
e
*a,
+,+
5 *++

107t *, -
= g
= ‘.
o +
= ’,
u +
= 10 +*+
290 ., -
= 5
o
£
u
'_ -15

10+ ., |

ey
+¢-++++++++++*¢¢
1DJD 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 a0 B0 70 ad

indice i

Figura 2.3: Valores Singulares de K para n = 80
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‘ector singular v, “ector singular vy
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b 4
Vector singular v;. Vector singular vs.
Vector singular v, o Vector singular vy,
0.z T T T T T T T 0.4 T T T T T T T T T
0.15 q 03r

-0.05 - 3 : B 2

a5t : : : (e 03}
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1] 0.1 0.z 0.3 0.4 0s 0E& 07 0.8 0.9 1 u] 01 02 0.3 0.4 05 0B 0.7 0.8 ng
* X
Vector singular vys. Vector singular vgg.

Figura 2.4: Algunos vectores singulares: vy, vs, v15, Usg.

Resultados utilizando la regularizaciéon TSVD

Al utilizar el filtro SVD truncado (TSVD), la aproximacion de la ecuacién (2.10) toma
la forma

fo=> o7 (uf dy; (2.11)
Uf>a

la cual depende del valor o > 0, pues este valor indica el valor singular a partir del cual
truncamos la serie, permitiendo mayor 6 menor regularizacién del problema. Entre maés
pequeno se escoja «, menor regularizacién se obtiene y la solucién tendra oscilaciones
fuertes, mientras que a mayor valor de «, mayor regularizacién se obtiene y la solucién
aproximada serd mas suave. En la Figura 2.5 se muestra la grafica de la solucién aproximada
fa considerando n = 56 para diferentes valores de a: 0.8, 0.01, 0.001, 10~%, 10~° y 1075,
donde se comprueba que, efectivamente, a mayor «, mayor regularizacion y mayor suavidad
en la solucién. El menor error ||fa — firue|| se obtiene con o ~ 1072, En la Figura 2.6 se
muestra la dependencia del error || fo — firue|| con respecto al pardmetro de regularizacién
Q.
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Froblema inverso regularizade, n = 56, alfa = 0.01
T

Problema inverso regularizado, n =96, alfa =0.08

funcidn fuente f exacta
——-funcidn fuente f aproximada

s 08 1

02
o 0.1 0z 03 D04

Filtro TSVD, a =0.8

Problema inverso regularizado, n = 56, alfa = 0.001

funcidn fuente f exacta
—-—--funcidn fuente f aproximada

=
b
Filtro TSVD, « = 0.001
Froblema inverso regularizado, n = 56, alfa = 18-005
funcidn fuente f exacta ! | ? :
— - —--funcidn fuente f aproximada i
1 T 5 = -
=

funcidn fuente f exacta
— - —--funcidn fuente f aproximada : E
: : ; : ‘ Dol

02
u] 0.1 02 03 04

Filtro TSVD, o = 107

Filtro TSVD, « =0.01

Problema inverso regularizade, n =96, alfa = 0.0001
T T

funcidn fuente f exacta
——-funcidn fuente f aproximada . E
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1F

Filtro TSVD, a =1 x 1074

Problema inverso regularizado, n = 96, alfa = 1e-006

funcidn fuente f exacta
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Filtro TSVD, a =1 x 1076

Figura 2.5: Regularizacion por Filtros de TSVD
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Morma de la Solucidn del Error, TSYD

4.5

335

[lerrar]|

0.5

L1l 1 1 vl 1 Lol 1 TR 1 T I W
10 107" 107 10”
alfa

Figura 2.6: Norma del error de Solucién de TSVD || fa — feruell-

Resultados utilizando regularizacién de Tijonov

En este caso, la aproximacion de la ecuacién (2.10) toma la forma

n 2
9; —1/, T
— 1T d)v:
fa ;aeraal (ui dJvi (2.12)

= (KTK +al)7'KTd

la cual depende del parametro de regularizaciéon. A continuaciéon demostraremos la ecuacion
2.12
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= (vEUDHWsvT) +al) 'KTd
= (U=vHT(wusvh) +al)'KTd

= (KK +al)'KTd

Al igual que en el caso anterior con o = 0 en (2.12) se obtiene la solucién sin regulari-
zacién, y a medida que aumentamos el valor de «, se obtiene mayor regularizacion, por lo
que el efecto de inestabilidad en los vectores de frecuencia alta se amortigua, obteniendo
soluciones mas suaves pero con mayor error. Esto se ilustra en la Figura 2.7, en donde se
muestra la solucién aproximada f, considerando n = 56 con o = 0.8, 0.01, 0.001, 10~%,
10~° y x107%. Con el filtro de Tijonov el minimo error se obtiene con o ~ 1073, a diferencia
del filtro TSVD en donde el minimo error se obtiene con a ~ 1072, Esto nos indica que
el pardmetro de regularizacién éptimo depende del método de regularizacién. La figura 2.8
muestra la dependencia del error con respecto al pardmetro de regularizacién.
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Froblema inverso regularizado, n= 56, alfa=0.8

funcian fuente f exacta
— —-funcidn fuente f aproximada
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Figura 2.7: Regularizacién por Filtros Tijonov
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Morma de la Solucidan del Error, Tijonoy
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Figura 2.8: Norma del error de Solucién de Tijonov || fo — feruell-

Los ejemplos anteriores muestran que existen diferencias en la solucién cuando aproxi-
mamos a f, por los dos filtros. Sin embargo, debemos tener especial cuidado en el valor del
pardametro de regularizacién, ya que tomar el mas pequeno posible no siempre es la mejor
opcion. En el siguiente apartado llevaremos acabo un anélisis para el error de solucion.

2.2.1. Analisis del Error

El lado derecho de la ecuacién (2.10) define un operador lineal de regularizacion, el cual
denotamos por R, es decir,

fa = Rod = Zwa(oiz)oi_l(ulrd)vi.
i=1

Ahora si a d = dyyye +1 (donde d son los datos con ruido) le aplicamos el filtro de regulari-
zacion, obtenemos

Rozd = Radtrue + Roch
= Ra(Kftrue) + Ran-
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Por lo tanto,
fa = Ra(Kftrue) + Roﬂ?,

y el error de la solucién regularizada esta dado por:

€a = fa - ftrue
Ra(Kftrue) + Ran - ftrue
{Ra(Kftrue) - ftrue} + Ran

_ egunc + 61(;me, (213)
donde
eruido  — Ran (2.14)
Zwa Yo L (ul n)v;, (2.15)
y
egunc = (Kftrue) - ftrue
= Zwa TKftrue) (% ftrue
= Zwa KTUZ) ftrue}vi - ftrue
= Z woz i UZUZ) ftrue}vz ftrue
= Zwa(ag)agl{aivijﬂftrue}vi — frue
i=1
n
= Zwa(o—g)( ftrue) Vg ftrue
=1
Expandiendo fie en gen{vi,ve,...,v,}, donde los v; son los vectores singulares de K

por la derecha, obtenemos

n

ftrue = Z(v;rftrue)viy (2'16)
=1
asi que
egrunc _ Z [wa( ) _ 1] (IU;'Tftrue)UT (217)

i=1
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truc al error de truncamiento de la solucién debido a la regularizacion, [27].

Llamamos €]
Esto cuantifica la informacién perdida debido al filtro de regularizacién, y el término e/*#4°
es llamado el error por amplificacion del ruido. Mostramos que, tanto para el filtro TSVD
como para el filtro Tijonov, el parametro de regularizaciéon a puede ser seleccionado de
manera que garantice que estos dos errores converjan a cero cuando el nivel del ruido
0 — 0. Donde

= |[nll- (2.18)

Primero consideramos el error de truncamiento. Para ambos filtros

Py Tijonov
we(0?) = L Sig? — 1 cuando o — 0
io7 >a
{0 Siafga} TSVD

y por tanto a partir de la ecuacién (2.17)

truc

ey - — 0 cuando a — 0.

Se observa que, en realidad, e/*"¢ no depende directamente del nivel del ruido. Ahora,
para tratar con el error de amplificacién del ruido, primero demostraremos que ambos

filtros satisfacen

wo(0?)o; < a2 (2.19)

(]

Para el filtro TSVD

Luego
—1 . 9
o 1 o, Siof>a,
wa(07)o; " = { )
0 Siof <o
Asi que
wo (0ot =07 siol > a.
Es decir
oi > a'/?  implica wo(0f)o;t = o)t
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Por lo tanto

-1 ~1/2 .o 2y —1 ~1/2
o, L« /2" implica wa(o))o; " < a 2,

Ahora, para el filtro Tijonov

2 g;
Weo (07
Oé( ’L) O'i2+06
es decir
2y _—1 05
we(o)o; - = .
04( 7,) 7 O',L2+Oé

Obsérvese que Gfm < a2 &,y solo si, a2 < o+ . Entonces definimos la siguiente

funcién ¢(0) = o + £ y calculamos sus minimos. Para ello hacemos

"g)=1—— =0
q (o) = =0
y entonces
o =a'/?
Como 5
«
q”(al/Q) = §|J:a1/2 > 0,

1/2

entonces 0 = a/“ es el minimo, y ademads es un minimo estricto. Por lo que

q(ozl/Z) =2al/2,

Por lo tanto

011/2<20z1/2§0+g Y o,
o

y se concluye que
<a 12

o2+

Entonces de (2.15), (2.18) y (2.19) llegamos a que

n

lea®@Il> =Y [wa(of)o; Plinll?
i=1

a ! |nl?
a6
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Por lo tanto
||eruido|| < o1/, (2.20)

Sin embargo para que ||e/*%|| — 0 se debe buscar una relacién adecuada entre o y 6.

Supongamos que a = 6P, entonces

2-p
a 1?5 = a2 = a7,

por lo que 22;pp > 0si0 < p < 2. Por lo tanto, si se escoge a(d) = 0P con 0 < p < 2, entonces

(2.21)

ruido
Ca(s) — 0

cuando 6 — 0.

Ejemplo 2.2.2. En la Figura 2.9 se muestra la grdfica de la solucion aproximada fa
usando la regularizacion de Tijonov y TSVD. Consideramos p = 1, es decir, a« = § = ||n]|2,

donde ||n|| = 0.042858 y n = 56.
1/2

En este ejemplo, podemos verificar que la desigualdad (2.20) se cumple, ya que o'/= =
0.2070 y ||er*|| para Tijonov y TSVD es 0.0381 y 0.0358 respectivamente.

Problemna inverso regularizado por TSVD,
n =06, alfa = 0.042850
T

Froblemna inverso regularizado por Tijonoy,
n =56, alfa = 0.042850

T T
E E funcidn fuente f exacta
—-—--funcidn fuente { aproximada ; : :

funcidn fuente f exacta ; ; :
—-—--funcidn fuente f aproximada % i 3

02
] 01 02 03 04

0z .
0 0.1 02 03 ;
X
Regularizacién por TSVD.

Regularizacién por Tijonov.

Figura 2.9: Problema Inverso Regularizado, donde n = 56 y a = 0.042858
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Ahora en la Figura 2.10 podemos verificar que si escogemos o = ¢ con 0 < p < 2, la

; 2-p . A s
desigualdad ||ef*9°|| < a 7 se cumple tanto para la regularizacién de Tijonov como la de

TSVD.
llefioll vs alfal® 7120, lefyioll vs alfal®# 120,
n=56,0<p <2, Regularizacidn de Tijonoy. n=456,0<p =<2 Regularizacion TSVD.
1 - 4 g
DB_ 4 .
WD4__ ® =
02r 1 E
i} i i I i L i i I 0 i i | i I i i I
0 00z 004 008 008 0.1 012 014 016 018 1} o2 004 0068 008 0.1 012 014 016 018
Hel’uldﬂ Il ”Eruldn Il
alpha slpha
Regularizacién por Tijonov. Regularizacién por TSVD.
Figura 2.10: ||e["*|| vs a » , considerando n =56, 0 < p < 2
2.2.2. Grado de Convergencia

Si consideramos cualquiera de los dos filtros de regularizacién, y asumimos § < o2, el

cuadrado del valor singular méas pequeno,

entonces el error de amplificacion del ruido es

tolerable incluso sin regularizacién. Para obtener el grado de convergencia del error de la
solucién, necesitamos acotar el error de truncamiento [27]. Asumimos

T
ftrue =K 2

zeR" (2.22)

lo cual tiene sentido si K K7 es invertible, y vélido si K es de rango completo, ya que

K firue = KKz, Ahora bien

ftrue

Luego,

HftrueH
HftrueHg

K72

n
Z oi(ul 2)v;.
i=1

JTKKT,

afllzI?,
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entonces

n

l|etrune| 2 = ;[wa(af) — 1P[(v] frrue) vl [(v] firue)vil
_ é[waw%) AP el P
_ i[wa<af>1]2a?||zr|2
_ ﬁ;[wa@am—mfuzu?

En particular, para el filtro de Tijonov (el andlisis es similar para TSVD), obtenemos

n
lelrmel? = Y lwa(o?)oi — o] |2

i=1

< mix fua(0?)oi - o2

3

_ o; 12 2

= g il

. 0407; 2 2

= Ll

< allzl]?,

en donde en la dltima desigualdad se ha utilizado (2.19). Lo cual implica que

e || < !72]2]]. (2.23)

Ahora, tomando la norma de la ecuacién (2.13), y considerando la desigualdad del
tridngulo y las desigualdades (2.20) y (2.23), se obtiene

leall = llea™™ + x|
llee ™[] + lleg ]|

ot?||z]| + a1/ (2.24)

IAIA

Deseamos encontrar el error éptimo total, asi que buscamos el minimo de la funcién

q(c) = ||z][a!? + a7 1/2,
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por medio de
1 o
qd(a) = §|’2H04_1/2—§04_3/2 = 0.

La solucién de esta es

a= 2 (2.25)

K

la cual es un minimo local estricto debido a que

5 122
n( 2} _ 2
. <||z||) ror 70
)

Por lo tanto, tomando o = 2 en (2.24) se obtiene

lleall < 21|2]]*/26"/2. (2.26)

Por lo que el error 6ptimo total del método de regularizacién es del orden O(\/g) siempre
que 6 — 0y, dada la informacién fi... € Rango(K7T).

La ecuacion (2.25) indica que se elige el pardmetro de regularizacién a “priori”, ya que
suponemos suavidad en los datos (fiue = K Tz), es decir regularidad de la fuente. Se le
llama “priori” porque solo conocemos los datos d y se utiliza informacion desconocida: nivel
del ruido (6) ¥ frue-

Seleccién del parametro o a posteriori.

Una regla de eleccién del parametro de regularizacion se denomina a posteriori si ésta
depende de los datos pero no de informacion previa de la solucién. Una posible regla es el
principio de discrepancia de Morozov [18], que nos dice que los datos regularizados (K fy)
no deben diferir de los datos dados en una cantidad mayor al nivel del ruido, es decir,

K fo —d|| < 6. (2.27)

Los métodos de regularizacién de TSVD y de Tijonov con la eleccién del parametro por
medio del principio de discrepancia son convergentes. Si ademas asumimos que se cumple
la condicién fuerte (2.22), estos dos métodos son de orden éptimo [6], [9], [12].

Lo que sigue a continuacion es una versiéon finito-dimensional del anélisis para el princi-
pio de discrepancia aplicada a la regularizacién de Tijonov. Vamos a simplificar la notacion
definiendo el funcional de Discrepancia,

D(a) = |[K fo —d|]
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Como primer paso, establecemos condiciones bajo las cuales existe un valor del parametro
de regularizacién para el cual D(a) = ¢. Utilizando la representacién (2.12) tenemos,

D(a)® = [[Kfo—d|?
= (Kfoz - d)T(Kfoz - d)
= fTKTKf,—2fTKTd+d"d
= dI'K(KTK +al)'KTKf, — 2fTKTd +d"d
= I"K(KTK + o) 'KTK(KTK + o) 'KTd - 2fTKTd 4+ d'd
= I"KKT'K +al) 'KTK(KTK 4+ o) 'KTd — 2d" K(KTK + ol) ' KTd + d"d
= ||(I - K(KTK +ol) ' KTd||.

Utilizando la descomposiciéon SVD de K, obtenemos

n 0_2 2
D(a)* =" <1 — a) (ul'd)?. (2.28)

i=1
Es claro que, D(«) es continua respecto a «, y estrictamente creciente, ademas D(0) =0y
n 1/2
, _ T 1\2 _
lim D(a) = (Zw 2 ) ~ Jldll.
1=

Por lo tanto, si § < ||d||, existe un tnico « tal que D(«) = 0, y se denota por a(d), es decir

D(a(5)) = 4.

Teorema 2.2.1. Si 6 < ||d|| y firue = KTz, entonces

b || fa@)| < | firuell (Estabilidad).

ii. [leq)|l < 2||2||Y/2V/6, es decir, se obtiene orden dptimo.
Demostracion.
i. Como f, se puede representar en su forma variacional, entonces

fa(s) = arg min {||Kf — d||* + a(8)||f[1}
AS
de donde obtenemos que,
1K fas) = dII? + ()| fa@)? < K frrue = dl* + a(0)]] foruell*,

lo cual implica que

D(a)* + a(®) fa)|* < 1K frrue — dII* + a(8)|| frruel I,
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y entonces
0 +a@)lfa@ll* < |Inll* + a(®)|lfruell*,

y como ||n||? = §2, entonces se concluye que

||fa(5)” < ||ftrue||'

ii. Ahora, vamos a demostrar el orden 6ptimo,

||€a(5)”2 = ||fcx(6)*ftrue||2
‘|fa(6)"2_2fo§5)ftrue+HftrueHQ

< 2Hftme|’2 - 2f§(5)ftruea ya que Hfoa(é)” < Hftrue”

= 2ftj7:ueftrue - Qfg((s)ftrue

= 2(ftrue - fa(&))Tftrue

= 2(ftrue — fa(é))TKTZ

= 2(K firue — Kfa(é))TZ

< 2/|K firue — K fa)ll l|2l[,  por la desigualdad de Cauchy-Schwartz.
= 2”Kftrue*d+d*Kfa(5)” ||Z||

< 4| K firue — d|] ||2]|, por la desigualdad del tridngulo.

4D(())] |
49|2ll,  ya que & < ||d]l.

Por lo tanto

lea)] < 2l1zlV*V5.

2.2.3. Meétodo de Regularizacién Variacional

Para sistemas muy grandes que son mal condicionados usualmente es impractico im-
plementar regularizacién por filtrado directamente, dado que la factorizacién SVD puede
resultar muy costoso y no muy preciso. Por ello es necesario notar que el método de regu-
larizacién de Tijonov

fo = > 2 —(ufdyy = (K"K +al)"'KTd
=1

oy +o

tiene una representacién variacional

Ja :arg}gl{g{llfff—dw+a\|f!\2}- (2.29)
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Ahora, si definimos la funcién ¢(f) como

o(f) = |IKf—d|]*+o|lfI]?
= (Kf-d)"(Kf-d)+aff
KK f—2fTKTd+d"d+ of"f,

entonces f,, resuelve

O(f) = 2KTKf—2KTd+ 2af
= 2AKTK +al)f —2K"d
0,

es decir,
(KTK +al)f, = K'd. (2.30)

Esta tultima ecuacién proporciona un método diferente para calcular f,. Si a > 0, entonces
la matriz KT K + ol es simétrica y definida positiva, por lo que se pueden utilizar métodos
eficientes, directos o iterativos, para calcular f,. Estos métodos generalmente son mucho
menos costosos que calcular la descomposicién SVD de K, especialmente cuando K es una
matriz grande.

La representacién variacional puede tener otras ventajas. Por ejemplo en éptica la fuente
de intensidad f es no-negativa. La no-negatividad puede imponerse como restriccion de
(2.29). Ademss el término de minimos cuadrados ||K f — d||? puede reemplazarse por otros
funcionales de ajuste de datos. En (2.29) el término ||f||?> se denomina funcional de pe-
nalizacién. En términos de proyecciones si d € Im(K) la ecuacion (2.4) tiene solucién. Sin
embargo, en (2.7), K fiyue € Im(K) pero, n no necesariamente pertenece a Im(K) luego,
en general d ¢ Im(K). Por lo tanto, en este caso es necesario encontrar f, por medio de
técnicas de minimos cuadrados (ver Figura 2.11).

K]

Figura 2.11: ), d no pertenecen I'm(K)
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2.2.4. Meétodo de Regularizacion Iterativa

La representacién variacional introducida en (2.29) nos permitié observar que f, se
puede calcular mediante la minimizacién de un funcional, y esto se realiza en forma practi-
ca mediante la solucién de las ecuaciones normales (2.30). El enfoque de minimos cuadrados
se puede aprovechar para formular el problema original K f = d en términos de la mini-
mizacion del funcional cuadratico

J(f) = slKf—dP

(2.31)
= L(KTK)f - fTKTd+ Ld"d,
por medio de métodos iterativos de tipo descenso en la direccion del gradiente
_ T T
VIJI(f)=KK" f—K"d, (2.32)

en donde el numero de iteraciones del método se utiliza como parametro de regularizacion.
Por ejemplo, en el método de descenso méximo:

Dado fo, generar {f}72,

Fri1 = fr — TVI(f), k=1,2,... (2.33)

en cada iteracion el escalar T se escoge para minimizar J(fr — 7VJ(fx)). Si se fija 7 con el
criterio

1
0<7T< —0,
|| K]

se obtiene el método conocido como iteraciéon de Landweber [14]. Con esta eleccién para 7
el método iterativo es convergente. Para verificarlo, expresamos fiy1 en (2.33) en la forma

Jer1=Gfe +0b

donde G =1 —-7KTK yb=71K"d.
Ahora, si fo = 0, entonces, f1 = b, fa = Gb+b, f3 = G2b+ Gb+ b, por lo que
fe=I+G+...GFYo=I-G"I—-G)"Y, suponiendo ||G|| <1

lim fi = (1-G)7"b
= (rKTK) 'tK"d

= K'd = f.
- KﬁldtTue + Kﬁl??
= f

Sin embargo, no es deseable hacer que k — oo pues en este caso habra inestabilidad por
la amplificacién del ruido K ~'7 debido al mal condicionamiento de K. Por otro lado, la
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condicion para que la matriz de iteracion G tenga norma menor a 1 es que su radio espectral
sea menor a 1, es decir que sus valores propios tengan magnitud menor a uno. Como G es
simétrica sus valores propios son también sus valores singulares y como

G=I-7KTK =1-7Vx*VT =v(I - x*)Vv7,

entonces sus valores propios son 1 — TO'ZZ , v estos tienen magnitud menor a uno, si y solo, si

2
“l<l-702<1l & 7<=,
oi

por lo que el método de Landweber produce una sucesién convergente (f) si el parametro
T se escoge menor 2/||G||. Esta condicién es més débil que la que usualmente se pide, y
que es 7 < 1/||G||, como ya se mencioné anteriormente.

Terminaremos esta seccién encontrando el filtro asociado al método de Landweber y
presentando un ejemplo. Para encontrar el filtro debemos encontrar el operador de regu-
larizacién Ry. Primero, obsérvese que

fo = I=GHUI -G
= (I-G"rK'K)'vrK"d

= (I-GHKd
= RLK 4,
ahora,
R, = I—-(I-7KTK)")
I—(I-7Vvy2vhky
= V[ -I-7r)MvT,
por SVD

n

Ry = Y wll—(1—70) 0]
=1
= > [1—(1—-70))"

=1

Por lo que el filtro en este caso es

wi(0?) =1 — (1 —102)*, (2.34)
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Nota: Este dltimo muestra que el nimero de iteraciones k funciona como parametro de
regularizacién: a menor k mayor regularizacién y viceversa. Sin embargo, también
se debe tener cuidado de no utilizar un k£ demasiado pequeno, ya que podriamos
alejarnos de la solucién exacta.

Ejemplo 2.2.3. En la Figuras 2.12, 2.13 y 2.14 se muestra la reqularizacion iterativa de
la aproximacion de la ecuacion 2.5, con pardmetro de reqularizacion k =10, 1000, 10000,
respectivamente, asi como sus correspondientes errores de solucion.

085

|lerror|

0.2a

Morma de la Solucidn del Eror, Descenso Maximo, tau =0.5

10

0 10 10 10
lteracidn k

||foz - ftrue”

Problema inverso regularizado (Descenso Maxima), k = 1000, tao = 0.5

funcidn fuente f exacta

— —-funcidn fuente f aproximada

0.2
0

k=1000y 7= 0.5

Problema inverso regularizado (Descenso Maximo), k=10, tao =05

funcidn fuente f exacta
— — - funcidn fusnte f aproximada

00

09 i i i i i i i i I
0

k=10y 7=0.5

Problema inverso regularizado (Descenso Maximao), k = 10000, tao =05

funcian fuente f exacta
—-—-funcidn fuente f aproximada

k=10000y 7= 0.5

Figura 2.12: Regularizacién Iterativa, usando
valores de k.

Descenso Maximo y 7 = 0.5, para diferentes
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Marma de la Solucidn del Erar, Descenso Maximo, tau =097
0.38

Problerma inverso regulatizado (Descenso Maxima), k=10, tao =

057
funcidn fuente f exacta ' . J i}

—-—--funcidn fuente f aproximada :

E =
5 —-— ;
L : ;
— : . . i - - P -
1° 10" ia 10 10t ] o1 02 03 04 05 06 OF 08 09 1
lteracian k

Hfa - ftrue”

Problerna irverso regularizado (Descenso Méaximo), k = 10

k=10y 7= 0.97
00, tao = 097

Problerna inverso regularizado (Descenso Maxima), k = 10000, tao
T T

=097
T

funcidn fuente f exacta ; : :
— —-funcidn fuente f aproximada

funcidn fuente f exacta .
—-—--funcidn fuente f aproximada

k=1000y 7 = 0.97

k =10000 y 7 = 0.97

Figura 2.13: Regularizacién Iterativa, usando Descenso Maximo y 7 = 0.97, para diferentes
valores de k
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Marma de la Solucidn del Erar, Descenso Maximo, tau =2.02
0.7

Problerma inverso regularizado (Descenso Maximao), k = 10, tao = 2.02
T T T T

funcidn fuente f exacta I : :
— — - funcidn fuente f aproximada

|lerror]|

-~ , ; .
10’ 10’ 10

lteracian k

Hfa - ftrue”

Problerma irverso regularizado (Descenso Maximo), k = 10

k=10y 7= 2.02
00, tan = 202

Problera inverso regularizado (Descenso Maxima), k = 10000, tao
T T

=202
funcian fuente f exacta ' . | ]
: : —-—-funcidn fuente f aproximada

funcidn fuente f exacta -
— —--funcidn fuente f aproximada

k=1000y 7= 2.02

k =10000 y 7 = 2.02

Figura 2.14: Regularizacién Iterativa, usando Descenso Maximo y 7 = 2.02, para diferentes
valores de k
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Froblema inverso regularizado (Descenso Maximo), k=100, tao = 0.5 Problema inverso regularizado (Descenso Maxima), k = 100, tan =0.9

funcidn fuente f exacta
—-—-funcidn fuente f aproximada

funcidn fuente f exacta
—-—-funcidn fuente f aproximada

PO S T T SN P [N T S S T S NS
0 0

0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o1 02 03 04 05 0B OF 08 09 1
b H
r=0.5 k=100 r=0.9, k=100
Froblema inverso regularizado (Descenso Maximo), k= 100, tao = 1.7 Problema inverso regularizado (Descenso Maximao), k = 100, tao = 2.02

T T T T T T T T
: : funcidn fuente f exacta : :
—-—-funcidn fuente f aproximada

funcidn fuente f exacta
—-—--funcidn fuente f aproximada

1F

a2 T N N N T N B 02 S N SR N TR SN NS
0 o

7=1.7,k =100 T=2.02, k=100

Figura 2.15: Regularizacion Iterativa, usando Descenso Méaximo, £ = 100 y diferentes val-
ores de 7

En los resultados obtenidos, encontramos que, cuando k£ > 100 el error es relativamente
el mismo para toda 7 tal que 0 < 7 < 2/||K||; sin embargo cuando 7 =0.97~ 1/||K]|| el
error es menor respecto a otros valores de 7, siempre y cuando k£ < 100. Véase en la Figura
2.15, que en realidad no se observan diferencias grandes entre las aproximaciones con los
distintos valores de 7 y £ = 100. En este caso se recomienda tomar 7 =1 y k£ = 100.



CAPITULO 3

La Inversa Generalizada, Operadores Compactos, Regularizaciéon y
Métodos de Optimizacion.

En un contexto general, un problema inverso se puede formular como la necesidad de
hallar = en una ecuacién de la forma

Tz =y,

donde T : X — Y es un operador lineal acotado, X, Y son espacios de Hilbert y y es
el dato. Como ya se ha mencionado anteriormente, generalmente, los problemas inversos
son “mal condicionados” en el sentido de Hadamard: hay pérdida de existencia, pérdida
de unicidad y/o pérdida de dependencia contintia en los datos. En el estudio de problemas
inversos en general, los dos primeros no constituyen problemas graves. Casi siempre puede
forzarse la existencia relajando el concepto de solucién y la no unicidad en ciertos casos
hasta puede ser ventajosa. En la pérdida de dependencia continua, puesta de manifiesto en
la no acotacion de la inversa generalizada de Moore-Penrose, la que origina los mayores
inconvenientes pues en tal caso, pequenos errores o ruidos en la medicién del dato y pueden
producir errores muy grandes en las soluciones del problema inverso, haciendo inestables
todos los procedimientos numéricos de aproximacion tradicionales.

Una soluciéon parcial para esta pérdida de estabilidad es el uso de métodos de regu-
larizacién. Sin embargo debe tenerse presente que ningtin truco matematico puede hacer
estable un problema que es intrinsecamente inestable. Todo lo que un método de regulari-
zacién puede hacer es recuperar la mayor cantidad de informacién sobre la solucién como
sea posible sin perder la estabilidad. El “arte” de aplicar métodos de regularizacion consiste
precisamente en hallar el compromiso justo entre exactitud y estabilidad [6].

En el presente capitulo se pretende estudiar y establecer algunos resultados sobre los
métodos para resolver problemas inversos mal condicionados, realizando un estudio de la

47
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inversa generalizada, los operadores lineales compactos y su descomposicion singular, y
algunos métodos de optimizaciéon que se utilizan como herramienta en la regularizacién
de los problemas inversos. Estas herramientas nos serviran como soporte para resolver el
problema inverso abordado en el Capitulo 4.

3.1. La Inversa Generalizada de Moore-Penrose

Sean X y Y espacios de Hilbert y T : X — Y un operador lineal acotado. Se dice que

y es alcanzable

si existe z en X tal que y = T'(z), es decir si y pertenece a R(T). Aqui R(T') denota la
imagen bajo X de T'. Si denotamos como N (T) al ntcleo del operador, entonces

i) Para todo dato admisible y existe una solucién z si, y solo si, y en Y es alcanzable.

ii) Para todo dato admisible, la solucién es tnica si, y solo si, N(T') = {0}.
Ademds , si se cumplen (i) y (ii), entonces T~! existe y, en este caso

iii) La solucién depende continuamente de los datos si, y solo si, T~! es acotada (es decir,
continua).
Demostracion de (iii):
Si T—! es continua, entonces © = T ly; x — 21 = T~y — 11).

Asi

lo—zllx = [Ty —y)llx

N

||T_1H|\y —y1|ly como T~ es continua entonces

|z —zillx < Mlly—wully,
lo cual muestra la dependencia continua entre los datos.

Nota:

1. El nticleo N (T) es un espacio vectorial cerrado.

2. En operadores compactos la inversa 7! no es continua en dimensién infinita, como
se demostrard més adelante.

3. Si T es un operador lineal en R™, el problema es bien planteado si y solo si alguna de
(1) 6 (it) se satisface. La otra propiedad es consecuencia de la compacidad de la bola
unitaria en R™.
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Ejemplo 3.1.1. Sea D un operador tal que D : /2(R) — (*(R) y [Df]; = fij=12,...

iT g
Df = g es mal planteada pues g = (1, %, %, ...) € LA(R).
Luego
1
[Df]j = =Jj
J
Es decir ) )
*.f‘ - .
it

Por lo tanto se tiene que f; =1V j. Pero f = (1,1,...) € 2(R). Por tanto la ecuacién

Df =y
es mal planteada (no tiene solucién en ¢%(R)).

La estabilidad tampoco se satisface, pues dado e, € 2, donde len]; = (5nj con n € N,
se tiene

1
|Denl] = —,
n

por lo que

||Den|| — 0 cuando n — .

Pero e, no converge a cero, por tanto, la estabilidad no se cumple.

A continuacién describiremos la teoria bésica sobre soluciones de mejor aproximacion
a ecuaciones operacionales lineales y de la inversa generalizada (Moore-Penrose) de opera-
dores lineales en espacios de Hilbert [7], [20].

3.1.1. Soluciones de Minimos Cuadrados y la Inversa de Moore-Penrose
Definicion 3.1.1. Sea T : X — Y un operador lineal acotado
i) x € X es solucion de minimos cuadrados de Tx =y si
1Tz —yl| <|ITz—yll, parazeX

i) x € X es la solucion mejor aproxrimada (solucion de norma minima) de Tx =y, si
T es una solucion de minimos cuadrados de Tx =y, y ademads

l|lz|]| < ||zll, ¥V z en X que es solucion de minimos cuadrados.
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Notemos que:

o La solucién de minimos cuadrados no necesariamente existe.

o Si x es una soluciéon de minimos cuadrados, entonces el conjunto de todas las solu-
ciones de minimos cuadrados es z + N (7).

o La solucion de minimos cuadrados de norma minima esta intimamente relacionada

con la inversa generalizada de T, como veremos un poco mas adelante.

A continuacién daremos una definicién de la inversa generalizada, o inversa de Moore-
Penrose, para un operador lineal. La idea es restringir el dominio y rango del operador de
tal manera que el operador restringido tenga inversa.

Sea T': X — Y un operador lineal acotado con X y Y espacios de Hilbert, y conside-
remos la restriccién lineal de 7' a N'(T)*, es decir

T:N(T)t = R(T).

Como N(T) = {0} y R(T) = R(T), entonces T es lineal y biyectiva. Por lo tanto,
T R(T) — N(T)*
esta bien definida.

Definicién 3.1.2. La Inversa Generalizada TT de T es la tinica extension de T—' a
D(TT) = R(T) + R(T)*, es decir

Tt : D(T") - N(T)*,
donde B
Rt = N(TT = N(T7H).
A continuacién se establecen algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose, [6].

Propiedad 3.1.1. Sea T : X — Y wun operador lineal, entonces

(0) T-1 =T sobre el R(T).

(1) ye DT, y=y1 +y2 € R(T) + R(T)*+

TTy = TTyl—l—TTyg = TTyl = T ly.

(2) Si Q es una proyeccion ortogonal sobre R(T'), entonces

(a) Qy=y1 + Qya, para toda y = y1 +y» € R(T) + R(T)*
(b) Tty = T~1Qy = T'Qy,
(¢) R(TT) = N(T)*,
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Demostracion de la Propiedad 3.1.1 (2)

(a) Dado y = y1 + 42 € R(T) + R(T)*

Qy = Qu1+ Quo,
= y1+Qy2, puesy € R(T) C R(T)

T'y = T 'y por el inciso (1).
T7'Qy—T"'Qy2 por (a).

Pero Qyo € R(T) lo cual implica que existe {z,,} € R(T), tal que z,, — Qys.
Como

2m L R(T)E = ./\/'(TT) - J\/’(f‘l)
entonces _ _
Que N(T™") y T7'Qyz=0.

Por lo tanto

Ty = T7'Qy

TTQy.
(c) Por el inciso (1)

(<)

Thy = Ty e R(T™Y = N(T)*.
Por lo tanto

R(TT) € N(T)*.
(D) Dado x € N(T)*, por definicién Tx = Tz, asf que
T'Tx = T'Te = T Tz = =

Por lo tanto
N(T)*t c R(TH).

Proposicién 3.1.1. Sean P y Q proyecciones ortogonales sobre N'(T) y R(T'), respectiva-
mente. Entonces se satisface las cuatro ecuaciones de Moore-Penrose [6]:

(a) T'T = I — P, i.e., proyecta ortogonalmente sobre N'(T)* .

(b) TT = Qlp(rty, i-e., proyecta ortogonalmente sobre R(T).
(c) TT'T = T.
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(d) TITTt = TT.
Demostracion

(a)

T'Tz = T 'Tz

T7'T(Pz + (I — P)x)

T 'TPz+T'T(I - P)z

T~'T(I — P)z debido a que Pz € N(T)
T~'T(I - P)z ya que (I — P)z € N(T)*
= (I - P)x.

TT'y = TT'Qy por (b) del inciso (2) de la propiedad 3.1.1
TT'Qy
= Qy YyeD(TT)

(¢c) T'Tx = (I — P)x por (a). Entonces

TT' T2 = T - P)z
= Tz —-TPx
= Tz, yaque Pxe N(T).
(d) TTty = Qy, y € D(TT) por (b). Entonces

T'TTty = T'Qy
= Ty, por (b) del inciso (2) de la propiedad 3.1.1.

Nota: Las ecuaciones de Moore-Penrose caracterizan en forma tnica 7. Hacemos énfasis
en que T1T se puede considerar como un proyector ortogonal sobre A/ (T): y T Tt
como un proyector ortogonal sobre W Finalmente, cualquier operador 7T que
satisface las ecuaciones (c¢) 6 (d) de la proposicién 3.1.1 se denomina inversa interior
0 inversa exterior, respectivamente.

Proposicién 3.1.2. Sea T : X — Y un operador lineal,

(a) TT tiene grdfica cerrada.

(b) TT es acotada si, y solo si, R(T) es cerrado.
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Demostracion

(a)

(1) = {.Thy) | yeD(Th}
(1 + 9. Thy1) | 31 € R(T), 3o € R(T)*}

{
= {0 T [ e RO+ {(12,0) |92 € RO

Para mostrar que gr(T") es cerrada hay que demostrar la siguiente igualdad

{779 [y e RO+ {(02.0) | g2 e RO =
{(Tz,z) |z € X}N (Y x N(T)1) + R(T)* x {0}.
Es evidente que
{02:0) |92 € RO} = R(D)E {0},

asi que basta con demostrar la igualdad
{(yl,f—lyl) |y € R(T)} = {(Tz,z) |z € X} N (Y X N(T)l) .

Sea y; € R(T'), entonces

=T Yy e N(T)*

y ademas ~
y1 =Tx =Tx.

Asi que N
(yhT_lyl) = (Tx,x)

con y; € R(T) y x € N(T)*, con lo cual se obtiene la primera contencién (C).

Ahora, sea x € N(T)*, entonces
y1 =Tz =Tz € R(T).

Asi que
T*1y1 =z,

por lo que B
(Tx,;(}) - (ylvT_lyl)

con y; € R(T), con lo cual se obtiene la segunda contencién de los conjuntos (2).
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(b) (=) Sea TT acotado, D(T) C Y entonces por el teorema de Hahn-Banach [13], T
tiene una Unica extensién acotada TT a todo Y. Como T es continua, entonces
TT' es acotada y

7' =@,
donde @ es una proyeccién ortogonal sobre R(T'). Ahora bien, si y € R(T),
entonces
y=Qy =TTy,
es decir

y € R(T).

Por lo tanto R(T") C R(T).

(<) Si R(T) es cerrado, entonces D(TT) = R(T) + R(T)* =Y es cerrado.
Como gr(TT) es cerrada, entonces por el Teorema de la gréfica cerrada, T es
acotado.

El siguiente resultado establece la conexién entre soluciones de minimos cuadrados y la
inversa de Moore-Penrose.

Teorema 3.1.1. Sea y € D(T"), entonces Tx = y tiene una tnica solucién de minimos
cuadrados de norma minima z¥ dada por

zh = TTy.

El conjunto de todas las soluciones de minimos cuadrados de Tx =y es

zt + N(T).

Demostracion:

Supongamos que ) y P son proyecciones ortogonales sobre R(T') y N(T') respectiva-
mente. Sea y € D(T1). Se tiene que TTTy = Qy, por lo que, Qy € R(T). Esto garantiza
que el conjunto

S={z€ X | Tz=Qy}

es no vacio. Como la proyeccién ortogonal ) es también una proyeccién métrica, entonces
VzeS
ly = T=z|| = [ly = Qull < |ly — Tz|| Vx e X,

por lo que toda solucién en § es una solucién de minimos cuadrados de Tx = y.

Ahora debemos verificar que toda solucién de minimos cuadrados es un elemento de S:
Sea z solucién de minimos cuadrados de Tz = y, entonces
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— < —Tz|| = inf —Tz|| = inf — = —
ly=Qull < lly=T= = iof lly=Tell = fnf Jly—ull = |y Qul

pues @ es proyeccion ortogonal y Qy € R(T). Entonces, necesariamente Tz = Qy. Por lo
tanto, z € S.

Lo anterior demuestra que

S = {z € X | x es solucién de minimos cuadrados de T'x = y}.

Sea z* el elemento de norma minima en S, entonces S = z* + N (T) (pues si z € S,
entonces claramente x — 2* € N(T)), y basta con demostrar que z* = TTy:

Como elemento de norma minimo en z* + N(T), z* es ortogonal a N (T'), es decir
x* € N(T)*. Esto implica que

z* = (I —-P)"
= Tira*

= T'Qy
= TITTTy
= TTy.

por lo que § = z* + N (T).
|

La solucién de minimos cuadrados de norma minima puede caracterizarse por medio
de la solucién de las ecuaciones normales Gaussianas, [6]. Antes de mostrar esto, veamos
la siguiente definicién, [13].

Definicién 3.1.3. (Operador Adjunto T*). Sea T : X — Y, un operador lineal acotado,
donde X y'Y son espacios de Hilbert. Entonces, el operador adjunto T™ de T es el operador

T: X =Y

tal que, para todox € X yy €Y,

(Tz,y) = (z,T"y).

El siguiente Teorema muestra la relacién de la solucién de minimos cuadrados y las
ecuaciones normales Gaussianas.

Teorema 3.1.2. Dado y € D(TT), x € D(T) es solucion de minimos cuadrados de Tx =y
s, y solo si
TTx =T"y,

donde T™ es el operador adjunto de T.
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Demostracion: x es solucion de minimos cuadrados de T'x = y si, y solo si,

y—Tx e R(T): = N(TY),

pues Tz debe ser el elemento mas cercano a y en R(T'). Esto es equivalente a que

T"(y—Tzx) =0,
de donde se sigue el resultado.

Nota: De este teorema se encuentra que TTy es la solucién de norma minima de T*Tx =
T*y, es decir ! = (T*T)T*y. Se deduce que

T" = (T*T) '™,

Nota: D(TT) = R(T) + R(T)* es el dominio natural de definicién de T en el sentido
que si y & D(TT) entonces Tx = y no tiene solucién de minimos cuadrados. Por
lo que la solucién de norma minima, a pesar de que hace cumplir la unicidad (ver
Teorema 3.1.1), no siempre nos conduce a un problema soluble. Si R(7") no es cerrado,
entonces T no es acotada y no hay remedio para la pérdida de dependencia continua
en general.

Las ecuaciones operacionales con un operador lineal compacto son de especial impor-
tancia en los problemas inversos, pues generalmente su inversa generalizada no es continua
como veremos en la siguiente seccién.

3.2. Operadores Lineales Compactos, Sistemas Singulares y
SVD

Muchos problemas mal planteados que aparecen en las aplicaciones involucran oper-
adores compactos. De hecho el prototipo de ecuaciones mal planteadas Kx = y provienen
de operadores compactos. Los operadores compactos son muy importantes en las aplica-
ciones, juegan un papel central en la teoria de operadores integrales y en varios problemas
de la fisica matematica. De hecho, el concepto de compacidad de un operador lineal fue
sugerido del estudio de las ecuaciones integrales en la teoria de Fredholm. Las propiedades
de los operadores compactos son similares a las de los operadores definidos sobre espacios
de dimension finita.

Recordemos la siguiente definicién, [27]:

Definicion 3.2.1. Un operador lineal K : X — Y es compacto si, y solo si, la imagen de
un congunto acotado es un conjunto relativamente compacto (precompacto).
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Nota: Para operadores lineales acotados y compactos se utilizara el simbolo K en lugar
de T.

Recordemos que un conjunto M C Y es precompacto si su cerradura M es compacta.
Equivalentemente, M es precompacto si, y solo si, toda sucesién acotada y,, C M, contiene
una subsucesién convergente en M, [13].

Ejemplo 3.2.1. Algunos ejemplos de operadores compactos son:

o Un operador K : X — Y con rango R(K) < co y K lineal siempre es compacto. Por
lo tanto, los operadores matriciales son compactos.

o El operador diagonal del ejemplo 3.1 es compacto sobre £2(R).

o El operador integral de Fredholm del capitulo 1 es compacto sobre L9[Q2], como se
demostrard mas adelante.

El siguiente teorema muestra la conexién entre compacidad y mal planteamiento para
operadores lineales en espacios de Hilbert de dimensién infinita, ver [13].

Teorema 3.2.1. Sea K : X — Y un operador lineal compacto con X y Y de dimension
infinita

a) Si el R(K) tiene dimension infinita, entonces Kx = y no tiene solucion ¥ y € Y,
ademds K1 no es continua. En este caso el R(K) no es cerrado.

b) St R(K) tiene dimension finita, entonces la solucién no es unica.

El teorema nos dice que, en dimension infinita, el problema operacional en Kz = y con
K compacto es mal planteado. Es decir, si los espacios X y Y son infinito-dimensionales,
entonces cuando R(K) tiene dimensién finita la solucién no es tnica, y cuando R(K) tiene
dimension infinita entonces no hay solucién y tampoco hay estabilidad respecto de los
datos, pues en este caso K ! no puede ser acotada.

Con el objeto de entender mas a fondo porqué ocurre este fenémeno con operadores
compactos, a continuacién presentaremos la descomposicién singular o descomposicién en
valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés) de este tipo operadores, y veremos algunas
de sus propiedades fundamentales para el estudio de los problemas mal planteados.

3.2.1. Descomposicién Singular de Operadores Compactos (SVD)

La teoria espectral de los operadores lineales compactos es una generalizacién simple de
la teoria de valores propios de las matrices y es muy parecida en muchos aspectos a la teoria
en espacios de dimensién finita. Por ejemplo, un operador lineal compacto autoadjunto K
puede “diagonalizarse” por medio de sus valores y funciones propias A, vy:

Kz = Z)\n<x,vn>vn VxeX.
n=1
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Si K no es autoadjunto no se asegura la existencia de los valores propios y, en consecuencia
de las funciones propias. Sin embargo, explotando la conexién entre Kz = yy K*Kx = K*y
se puede construir un sistema singular, el cual sustituye el sistema (A, v,) como se muestra
a continuacién.

Para cualquier operador lineal compacto K : X — Y, un sistema singular (o,,; vy, uy,)
es definido como, [6]:

a) {02} en son los valores propios de K*K (y también de K K*) con multiplicidades
y en orden decreciente. Aqui K* denota al adjunto de K definido por medio de
(Kz,y) = (v, K*'y),Ve e X,yeY.

b) {vn}nen es un sistema completo ortonormal de vectores (funciones) propios de K*K
correspondientes a los valores propios o,,. Estos vectores generan R(K*) = R(K*K).

¢) {un}nen son un sistema completo ortonormal de vectores propios de K K*. Estos
vectores generan R(K) = R(KK*).

Ademsds se cumplen las siguientes formulas:

Kv, = opup,

*
K*u, = o,vp,

Kx = Zan(x,vn)un, VaoelX,
n=1

o0
Ky = Zan(y,un)vn, Vyey,
n=1

donde las series convergen en las normas correspondientes de los espacios de Hilbert X y
Y, respectivamente. Estas series se denominan las expansiones en valores singulares, y son
los andlogos en dimensién infinita de la descomposicién en valores singulares (SVD) de una
matriz (ver capitulo 2 y apéndice B).

A continuacién demostraremos que:
R(K) es cerrado si, y solo si, es de dimensién finita.

Demostracion: Si R(K) es cerrado, entonces es completo por ser subespacio de un espacio
de Hilbert. Luego, por el teorema del mapeo abierto, el mapeo

K|nryr s N(K)E — R(K)
tiene inversa continua, asi que
K(K|yo2) ™" = Ilrex)

es un mapeo compacto. Por lo tanto, dim R(K) < oco.
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De lo anterior se concluye que para el caso genérico en el que se tiene un niimero infinito
de valores singulares, R(K) no es cerrado y, por la proposicién 3.1.2, K t no es acotada.
Esto demuestra la siguiente proposicion:

Proposicién 3.2.1. Sea K : X — Y un operador compacto con dim R(K) = oco. Entonces
K1 es un operador lineal acotado definido densamente con grdfica cerrada.

Por lo tanto, para un operador lineal compacto K con rango no cerrado la solucién de
norma minima de Kx = y no depende continuamente del lado derecho; es decir la ecuacién
es mal planteada.

Usando un sistema singular se puede encontrar una representacion en serie de la inversa
de Moore-Penrose de un operador compacto. Cabe hacer notar que si el sistema singular
tiene solo un nimero finito de elementos, es decir R(K) es de dimensién finita, entonces
las series infinitas de funciones singulares en realidad son sumas finitas.

Teorema 3.2.2. Sea (0,; vy, un) un sistema singular para un operador lineal compacto
K : X —Y. Entonces

o0 2
(a) y € D(KT) si, y solo si, M <oo. (CRITERIO DE PICARD)

g
n=1 n

(b) Paray € D(KT),

Demostracion:

(a) (=) y € D(KT) implica que z = Kty € R(K') = R(K*) = Gen{v, |n € N}
Luego, Kz = KKy = Qy € R(K). La proyeccién ortogonal Q sobre R(K) =
Gen{uy, | n € N} se puede escribir como

Q=> (- tn)un,

n=1

asi que

K=K ( <x,vn>vn> = Z(x, vn) Kvy, = Zan<x,vn>un,
1

n= n=1 n=1

Como Kz = Qy, entonces (y, u,) = on(z,v,) ¥Yn € N. Debido a que, como una
sucesién de coeficientes de Fourier, ((z,v,)) € £2, entonces ((y,uy)/0n) € 2.
Por lo tanto -
2
S|

2
g
n=1 n
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o0 2
(<) Ahora supongamos que Z M < 00, ¥ sea
1%

n=1 n

entonces
oo (oo}
Kw — KZ(y, un)—Kvn - Zan<yyun>un = Qy
n=1 n=1

Por lo tanto, Qy € R(K), y por 2(b) de la propiedad 3.1.1 se tiene KTQy = KTy,
es decir y € D(K1).

(b) Al comienzo de la demostracién del inciso (a) se obtuvo que y € D(KT) implica
que z = Kty € N(K)* y Kz = Qy. Entonces z € N(K)*N{z€ X | Kz =y} =
Kty + N(K), es decir

Kly=xz= i(a@,vr)vn = i <y’un>vn.

a.
n=1 n=1 n

Nota: La condicién (a) del teorema anterior, denominada criterio de Picard, se puede
interpretar de la siguiente manera:

“La solucién de minimos cuadrados de norma minima de Kx = y existe solo si los
coeficientes de Fourier (generalizados) ((y, u,))nen, asociados a las funciones generali-
zadas (un)nen, decaen lo suficientemente rapido con respecto a los valores singulares

(O'n)nGN” .

Nota: El inciso (b) del teorema anterior nos dice que los errores en y afectan el resulta-
do K'y, de la siguiente manera: los componentes erréneos (con respecto a las base
(un)nen) correspondientes a los valores singulares grandes son inofensivos. Sin em-
bargo, los componentes erroneos correspondiente a los valores singulares pequenos o,
son amplificados por los factores 1/0,, de modo que debemos tener especial cuidado
con estos.

Notemos que, si dimR(K) < oo, por ejemplo si K es un operador integral con kernel
degenerado (ver pagina 37 de [6]), entonces tiene un nimero finito de valores singulares, de
modo que los factores de amplificacién estan acotados, aunque atin podrian ser inaceptables.

Ahora, si dimR(K) = oo, entonces lim o, = 0, por lo cual los errores de un valor
n—oo

fijo se pueden amplificar enormemente sin cota alguna, debido a 1/0,. Por ejemplo, si
Ysn =Y + duy,, entonces ||ys, — y|| = 0, del inciso (b) del Teorema 3.2.2 se sigue que

KTy - KTy(g,n = KT5un
<6u’IZ7 un)

On
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por lo tanto

)
HKTZ/ - KTZ/&,nH = . — 00 cuando n — oo.
n

La inestabilidad debido a (b) del Teorema 3.2.2 (y la condicién de solubilidad del criterio
de Picard) hace mas severo el rapido decaimiento de los valores singulares. Esto permite
medir el grado del mal-planteamiento de Kz = y de la siguiente forma: Un problema es
llamado modestamente mal-planteado si o, = O(n~%) para algiin o € R™; de otra manera
es llamado severamente mal planteado, por ejemplo si o, = O(e™™). En este tltimo caso,
el factor de amplificacién de un error de datos en la n—ésima componente de Fourier
con respecto a las funciones singulares aumentan tanto como e”, por lo cual debemos
asegurarnos de que los datos contienen informacién solo en los primeros componentes de
Fourier y asf filtrar los demas componentes.

3.3. Operadores de Regularizacion

En términos generales, a la aproximacién de un problema mal-planteado por una familia
cercana de problemas bien-planteados se le llama regularizacion. Ahora bien, motivaremos
la definiciéon de un operador de regularizacién y de un método de regularizacién:

Deseamos aproximar la solucién de minimos cuadrados z! = TTy de
T =y (3.1)
donde el dato exacto y no se conoce, pero si una aproximacién y° de este con
Iy —yl| < 6 (3.2)
donde 1? es llamado el “dato con ruido” y & el “nivel del ruido”.

En el caso de mal-planteamiento, 77y no es una buena aproximacién de Ty debido
a que TT no es acotada, atn suponiendo que exista (que en general, no es el caso, ya que
D(TT) es un subconjunto propio de Y'). Estamos buscando una aproximacién z0 de z'
tenga las siguientes propiedades:

(a) Que dependa continuamente de los datos con ruido ys, pues de esta manera se po-
dra calcular de manera estable, y

(b) que a medida en que el nivel del ruido § tienda a cero y el pardmetro de reqularizacion
« sea elegido adecuadamente, entonces x9, tienda a z.

Nota: La construccién de xg en general involucra al operador T, sin embargo este no
serd el caso si consideramos ||y“|| < 0. Es decir, si el nivel de ruido es mayor que el
de los datos, lo mejor seria tomar xi := 0 independientemente del operator T, ya que
en esta situacién, de todas formas la parte ruidosa no contiene informacién. Salvo en
este caso, el operador T tiene que jugar un rol en la construccién de :U‘;.
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Consideremos (3.1) como un conjunto de ecuaciones para cada y € R(T') 6 para cada
y € D(TT). De esta manera, no solo hablamos de regularizar una ecuacién, sino a este
conjunto de ecuaciones, es decir, hablamos de la regularizacién del operador de solucién T'f
(sobre el R(T) si suponemos accesibilidad, o sobre D(TT) en otro caso). Intuitivamente, la
regularizacién debe entonces reemplazar el operador no acotado TT por una familia {R,}
de operadores continuos. Entonces, tomamos como la aproximacién de z' a :L‘g = Ry, la
cual puede ser calculada de manera estable (en principio, ya que R, se considera continua).
Recordemos que un requerimiento para « es que, si el nivel del ruido d tiende a cero, entonces
la solucién regularizada tiende a z'. Por lo tanto, el pardmetro de regularizacién « tiene
que estar relacionado de algiin modo con § y/o 4° y quizés con otra informacién acerca de
T 6 y. Veremos que las reglas de eleccién de estos pardmetros deben estar vinculados ya
sea con y° o con alguna informacién a-priori de los datos exactos y, asi que dependera de
la ecuaciéon. Mas adelante definiremos los operadores de regularizacién para el operador

Tzr=vy, yeDT). (3.3)

Nota: Junto con la regla de eleccién de pardmetros que depende de y y/o 3°, un método
de regularizacion no solo debe ser entendido para el problema (3.1), sino también es
posible considerarlo para el problema més general (3.3).

Nota: Un método de regularizaciéon también depende del concepto de solucién que quere-
mos considerar: en el caso de la solucién de (3.1) (todo lo visto hasta ahora y lo que
veremos en esta seccién) se refiere a la aproximacién de la solucién de norma minima
(minimos cuadrados) xT = T'y.

Lo anterior nos lleva a la siguiente definicién.

Definicion 3.3.1. Sea T : X — Y un operador lineal acotado, donde X y 'Y son espacios
de Hilbert, ag € (0,+00]. Para cada o € (0, ), sea

R,: Y —-X

un operador continuo (no necesariamente lineal). La familia {Ry} es llamada un opera-
dor de regularizacion (para T'), si para todo y € D(TT) existe una regla de eleccion del
pardmetro a = « (5, y5), tal que

lim sup {|| B (509" = T'yll | o* €Y, Iy =yl <6} =0. (3.4)
En este caso,
a:RT xY — (0,a0) (3.5)
es tal que
%in%sup {a ((5, y5) | ey, |y -yl < (5} = 0. (3.6)

Para uny € D(T") fijo, el par (Ry, ) es llamado un método de reqularizacién convergente
si se satisfacen (3.4) y (3.6).
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Asi, un método de regularizacién consiste de un operador de regularizacién y una regla
de eleccion del pardmetro que sea convergente en el sentido de que, si el parametro de regu-
larizacién se elige de acuerdo a esta regla, entonces las soluciones regularizadas convergen
(en sentido de la norma) siempre que el nivel del ruido tienda a cero.

Usualmente, la regla de eleccién del parametro solo se debe aplicar a las parejas (d,y°)
cuando (3.2) se cumple. Esto es, podemos definir la regla de eleccién del pardmetro « en
(3.5) de la siguiente manera

a:{(5,y5> | >0, |\y5—y\|§(5}—>(0,a0).

Nota: Es posible extender la Definicién 3.3.1 si ademas incluimos perturbaciones en el
operador (“error de modelado”). En este caso, asumimos que en lugar de 7' solo
tenemos una aproximacién T, tal que

T =Tyl <,

por lo cual, la regla de eleccién del pardmetro dependeria de §, n, 30 y T;,. El requeri-
miento natural para un método de regularizacién convergente seria que la condicién
en (3.4) se cumpla cuando 6,7 — 0 ([26], [28]). Sin embargo, nos limitaremos al caso
en el que conocemos al operador con precision.

Nota: Hemos definido al operador de regularizacién { Ry} como una familia de operadores
no necesariamente lineales. Si consideramos R,, lineal, entonces el método es llamado
un método de regularizacién lineal, y la familia { R, } es un operador de regularizacién
lineal. Sin embargo, también tiene sentido considerar los métodos de regularizacién
no lineales para resolver problemas lineales, como el método de Gradiente Conjugado
(el cual veremos en la seccién 3.4).

La regla de eleccién del parametro a = « (5, y5) depende (hasta el momento) explicita-
mente del nivel del ruido ¢ y del dato perturbado y°. Asimismo, recordemos que definimos
éste para un y € D(TT) fijo, asi que § también depende del dato exacto y. Como, y es
desconocido, entonces esta dependencia podria solo ser de alguna manera conocida a-priori
sobre las propiedades suaves de y. Finalmente, aunque no este indicado explicitamente en
la notacion, a depende también del operador T'. En la siguiente definicién mencionaremos
dos tipos de regla de eleccién del parametro a.

Definicion 3.3.2. Sea « elegido de acuerdo a la Definicion 3.3.1. Entonces, st « depende
unicamente de ¢ la regla de eleccion de « es llamada a-priori y escribimos o = « (9). En
otra caso, se le llama a-posteriori.

Asi, la regla de eleccién a-priori depende tnicamente del nivel del ruido, y no del dato
real, y por lo tanto, tampoco de los resultados obtenidos durante el calculo del residual
|[Tz8 — y°||, donde 2% = R,y° es la solucién regularizada. Esta regla puede ser concebida
antes del calculo, de ahi el nombre de regla de eleccién a-priori.

También se podria pensar que la regla de eleccién del pardmetro depende solo de y°, y
no del nivel del ruido §. El siguiente resultado debido a Bakushinskii [1] muestra que tales
reglas no pueden ser parte de un método de regularizacién convergente en sentido de la
Definicién 3.3.1 para un problema mal planteado:
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Teorema 3.3.1. Sea T : X — Y un operador lineal acotado, y supongamos que existe una
reqularizacion Ry para TT con una regla de eleccion del pardmetro a que solo depende de
y® (y no de §) de tal manera que el método de reqularizacién (Rq,a) es convergente para
cada y € D(TT). Entonces T' es acotado.

Demostracion:

Si a es independiente de J, es decir, a = « (y5) entonces, de (3.4) se sigue que
li IR S_Thy | ey, ||y’ —yl| <=0 (3.7)
(51—I>I(l) sup a(y‘;)y ) Y s 1Y Yl = ) .

de modo que Tty = Rowy, Yy € D(TT). Entonces, por (3.7) tenemos que para alguna
sucesion {y,} € D(TT) que converge algiin y € D(TT),

TTyn = Ra(yn)yn - TTy’
por lo tanto T! es continua en D(TT). Pero entonces, la proposicién 3.1.2 implica que
D(T') =Y, de modo que T es acotado.
|
La siguiente proposicion nos da una idea de como se puede construir un operador de
regularizacién para el operador lineal T.

Proposicién 3.3.1. Supongamos que para todo o > 0, R, es un operador continuo (no
necesariamente lineal). Entonces la familia {Ra} es una regularizacion para TT si

Ry — T puntualmete en D(TT)  cuando o« — 0. (3.8)

En este caso, para cada y € D(TT), existe una regla de eleccion a-priori del pardmetro a
tal que (Ry, ) es un método de reqularizacion convergente para resolver Tx = y.

La demostracién de la proposicién anterior se puede ver en [6].

Observacién 3.3.1. Si {R,} es un método de regularizacion convergente, entonces se
sigue de (3.6) que
lim Roy =Ty

se cumple para todo y € D(TT). Si « es continua en 8, esto implica que
lim R,y = TTy;
o—0

de otra manera, esto se cumple solo sobre el conjunto de o-valores que estdn en el rango
de la estrategia de eleccion del pardmetro .

Por lo tanto, las regularizaciones son aproximaciones puntuales de la Inversa de Moore-
Penrose a T. Si {R,} es uniformemente acotada y lineal y, si R(T) es no cerrado, la



3.3. Operadores de Regularizacién 65

convergencia en (3.8) no puede ser en la norma del operador, por lo que, Tt deberia ser
acotado. También, debido al Teorema de Banach-Steinhaus

||Ra|| = 400 cuando a — 0 (3.9)

si R(T) es no cerrado. Por el Principio de Acotacién Uniforme, (3.9) implica que debe
existir y € Y tal que
[|[Ray|| = +00 cuando o — 0. (3.10)

De hecho, (3.10) se cumple para todo Y \ M, donde M es un conjunto de la primera
categoria de Baire. Por otro lado,
ZTo = Ray (3.11)

converge a Ty sobre el conjunto denso D(T'T) debido a (3.8). Resulta que una condicién
adicional (razonable), el conjunto en (3.10) es precisamente el complemento de D(T):

Proposicién 3.3.2. Sea {R,} una regularizacion lineal, x,, definido como (3.11) para todo
y €Y. Entonces

{24} converge a Ty cuando a — 0 para y e D(TT) (3.12)
Y St
sup{||TRa|| | « > 0} < oo, (3.13)
entonces
|za|| = +00  cuando o — 0 para y & D(TT). (3.14)

En este caso, los limites en (3.12) y (3.14) han de entenderse como se explica en la Ob-
servacion 3.3.1.

Ver demostracién en [6].

En la Proposicién 3.3.1 hemos visto que, si se cumple (3.8), entonces existe un regla
de eleccién a-priori de « tal que (Rq, ) es un método de regularizacién convergente. Esta
regla de eleccion puede ser caracterizada como sigue:

Proposicién 3.3.3. Supongamos { Ry} una regularizacion lineal; para caday € D(TT), seaq
a:RT — RT elegido a-priori. Entonces (Ry, ) es un método de reqularizacion convergente
s, Yy solo si

Ii 0) = 1
611%0[( )=0 (3.15)
Yy
lim ¢ = 1
lim 6] Ro(5)[| = 0 (3.16)
se cumplen.

Véase demostracién en [6]
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Observacion 3.3.2. Si (3.16) es sustituido por

%ﬁ% sup d|| Ry s)l| < +o0, (3.17)
entonces (Rq, o) converge débilmente, es decir, para toda sucesion {0x} — 0 yyr €Y con

ke — yl| < o,

{Ra((gk)yk} converge débilmente a TTy. Por el contrario (3.17) es necesario para la con-
vergencia débil en el sentido de que, si no se cumple (3.17), entonces existen las sucesion
{0r} y yr mencionadas anteriormente tales que {Ra(ék)yk} diverge en una topologia débil
(e incluso no acotada). Ver prueba en [5].

3.4. Herramientas de la Optimizacion Numérica.

SeaT : X — Y un operador compacto, donde X y Y son espacios de Hilbert. Deseamos
resolver el problema
Tzr =1y, dondey es el dato conocido.

Sin embargo, en la préictica y no es conocido de manera exacta, pero si una aproximaciéon

y° de éste con
ly — 4’1l < 6, (3.18)

donde ¢ es el nivel del ruido, entonces el problema que debemos resolver es:

Tz =1, (3.19)
el cual no tiene solucién unica. Sin embargo, la unicidad del problema se puede recobrar
mediante la inversa generalidad de Moore-Penrose

zt =Tty

la cual existe si, y solo si, Qy € R(T'), donde @ es una proyeccién ortogonal sobre R(T),
es decir, existe si el R(T) es cerrado. Ademés, de (b) del inciso (2) de la propiedad 3.1.1
se sigue que

Tz'=Qy, QyeR(T),

por lo cual, 2! define la solucién de norma minima
min ||Tz —yl[?,
rzeX

el cual es unico (por el Teorema 3.1.1).

Por otro lado, la proposicién 3.2.1 nos dice que T no es acotada debido a que T es un
operador compacto, esto implica que

1Ty — Tty = [lat — 2°|| — oo,
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es decir, no se satisface la siguiente igualdad

llat = 2°|| < [ly —o°].

Entonces el resolver el problema (3.19) sin regularizacién, implica resolver la siguiente

ecuacién (ver Teorema 3.1.2)
(T*T>—1T*y5 — .’136

la cual no es estable (por lo visto anteriormente). Es necesario aplicar un método de regu-
larizacién R, por ejemplo, el método de regularizaciéon de Tijonov

. T — o112 2}
min {||Tz — |2 + al o]

donde J(z) = ||Tz —y°||>+a||z||? es un funcional cuadrético y o = a(6, %) es el pardmetro
de regularizacién. Asi el minimo (tinico) satisface

)

entonces
|zt —2°|| = 0 cuando & — 0,

por lo tanto, el objetivo es resolver

(T*T 4 al)zl, = T*y°.

En la practica, en muchos problemas en lugar de resolver el problema en dimension
infinita, este se aproxima en espacios de dimensién finita via algin método de discretizacion.
Por lo que, basta con tener algiin método efectivo para resolver ecuaciones lineales de la
forma

con A simétrica definida positiva.

A continuacién veremos algunos métodos de optimizacién para la regularizacién itera-
tiva de los problemas inversos y vamos a considerar el funcional J : R™ — R. SDP denota
simétrica definida positiva en el contexto de matrices, y asumimos que A es una matriz de
n X n y sus componentes son nimeros reales, a menos de que se especifique lo contrario.

Definicién 3.4.1. Supongamos que una sucesion {fr} converge a f, cuando n — oo. La
tasa de convergencia es lineal si existe una constante ¢, 0 < ¢ < 1, tal que

||fk+1_f*”§6||fk_f*’| (320)

La convergencia es superlineal si existe una sucesion {cy} de nimeros reales positivos
tal que lim ¢ =0, y
n—oo

1 = full < crllfi = full- (3.21)
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La tasa de convergencia es cuadrdtica si para alguna constante C' > 0

1 fr1 = fll < Cllfi = £l (3.22)

Convergencia cuadrdtica implica convergencia superlineal, que a la vez implica convergencia
lineal.

3.4.1. Método de Maximo Descenso

El método de Maximo Descenso es un algoritmo de gradiente, en donde se elige ay de
tal forma que la cantidad de avance —ayVJ(fi) sea méxima (en la direccion —VJ(fx)).

De hecho es necesario encontrar el minimo de la funcién
d(a) = J(fx — aVJI(fr)),

donde a = argmin ¢(«).
a>0

Algoritmo 3.4.1. Mdzximo Descenso.

Para minimizar el funcional suave J(f)
fo := punto inicial
Para k£ =0,1,... hasta converger

pr := —VJ(fr) % calcular el gradiente negativo
Q1= arg ml’g J(fx + apr) % busqueda lineal
a>

fra1 := fr + axpr % actualizacién de la solucién aproximada

termina

Definicion 3.4.2. El problema de minimizacion en una dimension es
nJ
min J(fi + apy)
el cual es llamado busqueda lineal. El vector py es llamado la direccion de bisqueda.
P es una direccion de descenso para J en fi si existe 0 > 0 tal que
J(fx + apr) < J(fr) siempre que 0 < T < 6.

Proposicién 3.4.1. Sea J : R" — R una funcion suave, si {fi}3>, es una sucesion de
mazximo descenso para J y VJ(fi) # 0 entonces

J(fra1) < J(fr)-
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Demostracion:

Jer1 = fr + awpr = fr — axVJI(fr)-

Si ¢(a) = J(fr — axVJI(fr)) ¥y ax > 0 es el minimos de ¢(a) entonces

d(oy) < o(a) Ya > 0.

Por la regla de la cadena

s = 20

= —VJ(f)"VI(fr)

= VIl
< 0.

Debido a que ||V J(fx)|| # 0, entonces implica que existe un & > 0 tal que
¢(0) > ¢(a) Va € (0,q]

J(fx) > o(a) > o(ar) = J(frt1)
J(fe) > J(fr+1)-

Para el andlisis de convergencia del método de maximo descenso es necesario mencionar
algunas definiciones preliminares.

Definiciéon 3.4.3. Sea A una matriz SDP. El producto interior inducido por A esta dado
por

(f1, f2)a == (Af1, f2),  f1, f2 €R™

La norma inducida, ||f||la = /{f, f)a es llamada la norma inducida por A.

La norma inducida es equivalente a la norma Euclidiana, lo cual se puede observar con
la Desigualdad de Rayleig:

Amin (A FI < 1£11A < Amaz(A)|IfI]? siempre que f € R™. (3.23)

Definicién 3.4.4. Si A es una matriz de n X n (no necesariamente simétrica) su nimero

de condicion se define como

~ maxog(A)

cond(A) = (3.24)

minoy(A4)’
donde oo(A) denota el conjunto de valores singulares no cero de A. Si A es SDP, entonces
cond(A) se reduce a la razén del mayor y el menor eigenvalor de A. La matriz A es llamada
mal-condicionada si cond(A) es grande.
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Definicion 3.4.5. Una funcion J : R® — R es cuadrdtica si existe c € R, b € R y una
matriz simétrica tal que

1
T() = et () + SAL 1), (3.25)
Note que A = HessJ(f), J(f) estd dada en forma matricial, y ademds f., = —A~'b.

A se dice que es definida positiva si (Af, f) > 0; si f # 0Vf € R™ es semidefinida
positiva si (Af, f) > 0.

Sea J :R" = R, J(f) =c+ (b, f) + 3(Af, f) donde A es SDP.

Notacién: g = VJ(fr) = Afr + b. Entonces dado f, se obtiene

fe+1 = fr — ongx

donde aj, minimiza la funcién

¢(a) = J(fr — argr) = J(f(ar)),
donde f(a) = fx — agg. Luego el punto minimo de «y satisface las condiciones necesarias
de primer orden

¢ (ay)
Jda
= VJ(f(ar)" (—gr)
= —gi VJ(f(ax))
= —gi [A(fr — ougr) + 0]
= —gi[(Afi +b) — arAgy]
= —gflor — axAgy],
por lo que la solucién exacta de busqueda lineal en el algoritmo de descenso méaximo para
funciones cuadraticas es

oy = gl (3.26)
(Agr-gr)

Teorema 3.4.1. Sea J una funcion cuadrdtica positiva con representacion (3.25). En-
tonces para cualquier punto inicial fo, el método de descenso mdzimo fry1 = fi — argr
converge a fy linealmente, con

d(A) —1\"
o= Flla < (2902) Mo~ el (3.27)

Un resultado similar se mantiene en el caso mas general (no cuadratico) donde la matriz
A es reemplazada por el Hessiano de J en f,.

Nota: Sea A = (%) y supongamos que A > 1, entonces

o Si A es grande la rapidez de convergencia es lenta.

o Si A es pequena la rapidez de convergencia es rapida.

Sin embargo, un método de convergencia mas rapido es el método de Gradiente Con-
jugado.
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3.4.2.

Método de Gradiente Conjugado

Los métodos de direccién conjugado se desarrollan para los problemas cuadraticos con
representacion (3.25), ademds se pueden aproximar problemas generales aproximando la
funcién objetivo a una funcion cuadratica.

Nota: Para los problemas cuadraticos la mejor direccién de busqueda, es la direccién A

conjugada.

Definicién 3.4.6. Sea A una matriz simétrica de tamariio nxn. Las direcciones d°,d", ..., dF
son A-conjugadas si ¥ i # j se satisface

(d',d’) 4 = 0.

Por otra parte, la convergencia lenta del método de descenso méaximo para sistemas
mal-condicionados limita su utilidad. En éste caso, el método de gradiente conjugado
(GC), junto con el esquema de aceleracién conocido como precondicionamiento, propor-
ciona medios muy eficientes para solucionar los sistemas lineales SDP que son grandes y
mal-condicionados.

Algoritmo 3.4.2. Gradiente Conjugado para funciones cuadrdticas.

Para minimizar a J(f) = L(Af, f)+(b, f)4¢, donde A es SDP, o, para resolver Af = —b,

-2

fo := punto inicial

go := Afo+ b% gradiente inicial

do := —go % direccion de bisqueda inicial
Para k =1,2,... hasta converger
r. = Ady

ap = % % pardmetro de bisqueda lineal

fr+1 = fr — ardy, % actualizacion de la solucion aproximada

Jk+1 = gk — a1 % actualizacion del gradiente

B = i
dii1 = —grs1 + Brdr % actualizacion de la direccion de bisqueda

k=k+1

termina

Definicion 3.4.7. El k-ésimo subespacio de Krylov generado por una matriz A SDP y un
vector v € R™ estd dado por

Sk(A,v) = gen (U, Av, ..., Ak_lv) (3.28)

- {p(A)v Ipe H’f—l} , (3.29)

donde TIF=1 denota el conjunto de polinomios de grado menor o igual a k — 1.
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Teorema 3.4.2. Para k=1,2,..., las iteraciones fi del GC satisfacen

=ar min — filla- 3.30
fr gfefﬁsk(A’go)Hf fella (3.30)

El error de solucion correspondiente a cada iteracion ey, = fr. — f« satisface

|lex|[a = min [[g(A)eo]|a, (3.31)
qell®

donde TI¥ denota el conjunto de polinomios q(t) de grado menor o igual a k con q(0) = 1.

Teorema 3.4.3. Si A es SDP, entonces para cualquier punto inicial fo, el algoritmo bdsico
de direccion conjugada converge al unico fi (que es solucion de Af = —b) en n pasos, es
decir , fn = f«.

Demostracion:

Considere f, — fo € R™. Debido a que las direcciones conjugadas d; son linealmente
independientes, existen constantes o; con ¢ =0,1,...,n — 1 tales que

fe— fo=aodo+ondi + -+ ap_1dy—1
lo cual implica

de(f* —fo) = OéodgAdo + aldedl R oznfldifAdnA
= opdiAdy Vk=0,1,...,n—1

entonces

_ de(f* - fO)
dTAdy,

Por otro lado, siguiendo el proceso iterativo desde fy hasta fy:

fr = fo+aody + andi + - - + ap_1di—1

se sigue que

dEA(fy — fo) = aodl Ady+ ardt Ady + -+ - 4 ap_1dE Adg_y
dEA(fy — fo) = 0.
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Si escribimos fi — fo como fi — fo = (f« — fx) + (fx — fo), entonces

dEA(fe — fo) = dLA(fe — fr) + dLA(fr — fo)
di A(fe — fr)

—dlv —dl Afy,

—dj, (Afi, +b)

= —digr,

de donde obtenemos

df A(aody + ardi + -+ + an_1dn—1) = —d} g
por lo cual
adt Ady, — df g, =0,

y entonces

_ dig
T Ady’

ap =
Vk=0,1,...,n—1 por lo tanto

fo = fa=fo+aodo +ardi + -+ ap_1d,—1,

entonces, el método de GC converge en n pasos.
|

Usando una escala del polinomio de Chebyshev p € Hf en (3.31), podemos calcular la
cota de error en cada iteracion

Veond(A) —1 ;
llexlla <2 <\/conT(A)+1> ol | a- (3.32)

Comparando esta cota de error con la del descenso maximo (3.27), podemos ver que es
considerablemente mas pequeno cuando cond(A) es grande. Podemos obtener convergencia
fuerte si los eigenvalores de A estdn agrupados fuera de cero.
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Ejemplo 3.4.1. En la figura 3.1 se muestra la reqularizacion iterativa, por medio de

gradiente conjugado y pardmetros de regularizacion k y o =0.000001, asi como una grafica
de errores de solucion.

Norma de la Solucidn del Eror, CG Problema inverso reqularizado (Gradiente Conjugada), k=5

funcidn fuente f exacta
— —-funcidn fuente f aproximada |

llerrarl|

0z L 032 i ; i | L i ; i |
‘WEID WD‘ ‘H]Q u] 01 02 0.3 0.4 05 0B 0.7 0.8 ng 1
Iteracidn k %
Hfa_ftrueH k=5

Problema inverso regularizado (Gradiente Conjugada), k=10

funcidn fuente f exacta
—-—-funcidn fuente f aproximada

funcidn fuente f exacta
—-—-funcidn fuente f aprosximad.

Figura 3.1: Regularizacién Iterativa, usando Gradiente Conjugado

Precondicionamiento

La cota de error (3.32) y los eigenvalores agrupados resultan motivadores para el con-
cepto de precondicionamiento. Consideremos el funcional cuadratico (3.25), con la matriz
A SDP. Deseamos una matriz M SDP, llamada precondicionador, para la cual M ~!A tiene
una mejor distribucién de eigenvalores que la de A.
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Algoritmo 3.4.3. Gradiente Conjugado con Precondicionamiento (PGC).

Para minimizar a J(f) = %(Af, f)+(b, f)+c, donde A es SDP, o, para resolver Af = —b,
dada una matriz M precondicionadora SDP,

fo := punto inicial
go = Afo + b% gradiente inicial
ro := Mgy % aplicacion del precondicionador
do := ro % direccion de biusqueda inicial
doto := (go, o)
Para k£ =1,2,... hasta converger
wy = Ady,
Q= w‘iﬁ% % pardmetro de busqueda lineal

fr+1 = fr — ardy % actualizacion de la solucidn aproximada
Jki1 = gk — apwi % actualizacion del gradiente

Tkl = Mﬁlgkﬂ_]_ % aplicacion del precondicionador

dotpy1 = (Grt1,Th+1)

Ok = "Gt

dkr1 = 111 + Brdr % actualizacion de la direccion de bisqueda
k=k+1

termina

Nota: Una comparacién del algoritmo de GC y el de PGC revela que ambos requieren de
una multiplicacién por la matriz Hessiana A y calcular dos productos interiores en
cada iteracién. Ademass, el algoritmo de PGC requiere precondicionamiento en cada
paso, es decir, la solucién del sistema lineal Mr, = g, para obtener 7, mientras que
GC no. Por lo cual, PGC reduce en forma significante el costo computacional si:

(i) Es barato resolver el sistema linear Mr = g, y

(ii) La tasa de convergencia de PGC es significativamente mas répida que la tasa de

GC.

Ejemplo 3.4.2. En la figura 3.2 se muestra la regularizacion iterativa, por medio de gradi-
ente conjugado con precondicionamiento y pardmetros de reqularizacion k y o =0.000001,
asi como una grdfica de errores de solucion.

En este ejemplo utilizamos el precondicionador de Jacobi M = D donde D es la matriz
diagonal D = diag(K), es decir d;; = K;;. Note que el calculo de M ~'ry 1 cuenta O(n)
operaciones, lo cual es muy barato.
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Morma de la Solucidn del Error, PCG

llerrarl|

Froblema inverso regularizado (PGC), k=5

funcion fuente f exacta

——-funcidn fuente f aproximada

032 L
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10 10! 10 0 01 02 03 04 05 0B 07 08 089 1
Iteracion k i
Hfa_ftrueH k=35
Froblema inverso regularizado (PGC), k=10 Froblema inverso regularizado (PGC), k=30
funcidn fuente f exacta : : : : funcion fuente f exacta I‘ !'l ] I
——-funcidn fuente f aproximada i~ | = —-funcidn fuente f aproximada i A !
1F B N : B 3

Figura 3.2: Regularizacion Iterativa, usando Gradiente Conjugado con precondicionamiento




cAPiTuLO 4

Aplicacién a problemas inversos para ecuaciones diferenciales parciales.

En este capitulo presentaremos la aplicacién del método de Regularizaciéon de Tijonov
a la resolucién de problemas extremadamente mal planteados: problemas inversos en con-
duccién de calor. Estos problemas surgen en geofisica, ecologia, fisica, entre otras ciencias, y,
por lo general, se reducen a ecuaciones integrales de Fredholm. En particular estudiaremos
la ecuacion de calor con retroceso en el tiempo y, mostraremos algunos ejemplos y resultados
numéricos para datos con y sin ruido.

4.1. Ecuacion de Calor en 1-D sobre un segmento infinito

Consideremos el problema de Cauchy para la ecuacion de calor
U = aPugy, —oco<z<o00,t>0 (4.1)
u(z,0) = ¢(z), —oo<z < oo, Condicién inicial

La solucién del problema directo de (4.1) es

)= [ LS e (1.2)

— V4Ta?t

4.1.1. Problema Inverso

Vamos a mencionar dos problemas inversos para la ecuacién diferencial parcial (4.1). El
primer problema inverso consiste en calcular la distribucién inicial de temperaturas ¢(z),

7
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suponiendo que se conoce la distribucién de temperaturas en un tiempo posterior t =T > 0;
u(z,t) = g(x), es decir,
Datos: g(z) = u(z,T)
Incégnita ¢(x) = u(z,0)

Este problema se conoce generalmente como el “problema del calor con retroceso en el
tiempo”.

Evaluando (4.2) en t = T, obtenemos la siguiente ecuacién integral de Fredholm de
primer tipo

u(x,T) = / T LS e, (4.3)

—o VATa?t

Este problema tiene una solucién tnica dado que la ecuacién homogénea (g(x) = 0) satis-
face:

|- S wgae =0, n=o.1....

— 00

n oo
El sistema {%} Lo completo en C*°(R), esto implica que
n=

a

p() =0, —oco<z<oo (ver[2])

El segundo problema inverso de (4.1) trata de calcular ¢(x) suponiendo que se conoce
la evolucién de la temperatura en algiin punto xg.

Eligiendo g = 0, el dato es: u(0,t) = g(t)

w0t = [ e = g(0) (4.4)

—oo VAma?t

esta es una ecuacién integral de Fredholm de primer tipo. La ecuacién integral (4.4) tiene
una infinidad de soluciones cuando g(¢) = 0, debido a que cualquier funcién impar (),
resuelve la ecuacién homogénea.

4.2. Ecuacién de Calor en 1-D sobre un segmento finito

Consideremos la ecuacion de calor en un segmento finito. Tomemos en cuenta el pro-
blema con valores en la frontera.

w = dug, 0<z<l t>tg>0 (4.5)
u(z,0) e(r), 0<z<
u(0,t) = wu(l,t) =0, ¢t

Condicién inicial

l
>ty Condiciones de frontera
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El problema directo se puede resolver por medio de separacién de variables y series de
Fourier

u(z,t) = Z Sone_(%ﬁ(t_to)un(x)
n=1
donde
u(w)—\/gsin(m> n=12
n - g E ) - ) )
2 [t . (nwé
on=1/= [ @@sin|—=)d¢, n=1,2,...
¢ J L
es decir,

w(z, t) = /Oe il %g&(f) sin (”f) exp {— (%)2 (t— to)} sin ("T) de (46)

n=

4.2.1. Problema Inverso

Ahora, formulemos para (4.5) el problema con retroceso en el tiempo, es decir, dado
g(x) = u(x,T) encontrar p(z) = u(z,0).

Evaluando (4.6) en t = T', obtenemos

w(z, T) = i @ /Oé () sin <”7£5> dg) CEN T () o), @)

n=1

Notemos que el conjunto de las funciones u,,, n = 1,2, ... es un sistema ortonormal completo
en L2[0,/]. Adem4s, el problema tiene solucién tunica cuando g(x) = 0, debido a que en
este caso

Z cpne_(nga)Q(T_tO)u”(Q:) —0.

n=1
Multiplicando esta tltima ecuacién por ug(x) e integrando sobre [0, £], se obtiene

e (UF) (Tt0) ),

entonces
Pr = 07
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para toda k =1,2,...00. Asi que

¢
/ (&) sin (T) =0 VkeN,
0

por lo cual
p(€) =0, 0<¢</

de donde se sigue que (4.7) tiene solucién tnica.

Ahora, verifiquemos las propiedades de estabilidad de la ecuacién (4.7). Multiplicando
(4.7) por uy, se obtiene

Ta 2
oK = e(*7%) (T=t0) g,

ot = ﬁ / "g(©)sin (l‘”f) .

Por la igualdad de Parseval, tenemos

con

o0 o0
nra )2 _
lellisog = > lel? = ) T3 g2
k=1 k=1

esto implica que

nmwa

2
el a0.q = €CF) T g]| Lo

si tomamos ¢(x) = kuk(x), entonces al sustituir en (4.7) obtenemos

ke~ (7)1, (2) = g(a).

Luego
19]| L0, — 0 cuando k — oo,

pero
[10l|£a0,qg = k — 00 cuando k — oo,

lo cual muestra que el problema es inestable.

La ecuacién (4.7) se puede escribir como
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de tal forma que se reduce a una ecuacién integral de Fredholm de primer tipo

Y/
Ko= /0 K (z,€)p(€)de = g(z), (48)

con el kernel

0% f (1) () P

obsérvese que el problema de la ecuacién (4.8) es mal-planteada, ya que la solucién no
depende continuamente de los datos, debido a la inestabilidad del problema (4.7).

Ahora, como los conjuntos de funciones {u,} y {p,} son sistemas ortonormales en
L5]0, ¢], entonces, un sistema singular para el operador integral K en (4.8) viene dado por

et ()« fh (5}

Por lo tanto, las funciones singulares son completas en Ls[0,¢], y tenemos que N (K) =
N(K*) = {0}, y D(KT) = R(K) es denso en L0, ¢]. Entonces, del Teorema 3.2.2 se sigue
que (4.8) y por tanto su problema inverso es soluble si, y solo si,

[e.e]
Z e2( | gnl® < o0 (4.9)
n=1

donde g, son los coeficientes de Fourier de g. En este caso la solucion es dada por

x) = \/gni::l 62<n?a)2gn sin (?) (4.10)

(4.9) y (4.10) muestran que este problema inverso es extremadamente mal planteado: existe
solucion si los coeficiente de Fourier {g,} de g decaen extremadamente rapido (més rapido

nmTa 2
que {e_<7) }), es decir, para g muy suave, [6].

Nota: Para K(x, &) suficiente suave, el operador K definido anteriormente es compacto en
un espacio de Banach razonable, tales como un espacio L,,. Incluso si la corresponden-
cia es biyectiva su inversa no serd continua. Asi pequefos errores en los datos g son
amplificados en la solucién . En este sentido el problema de inferir ¢ de g estd mal
planteado.

Por otro lado, como el kernel K(z, &) tiene derivadas parciales continuas de cualquier
orden en 0 < z,£ < ¢, entonces podemos considerar que el operador lineal K actia de
Cl[0,/] en CP[0, /], donde p € N. En este caso el problema de resolver (4.8) también es mal
planteado.
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Ahora, obtendremos una estimacién de estabilidad suponiendo que tenemos informacién
adicional sobre la solucién del problema. Por simplicidad, asumimos que a® = 1, u(z,t) es
continua, y que tiene derivadas continuas u;(x,t), uy.(x,t) y satisface (4.5) para0 <z <1,
to —e < T donde ¢ es un numero fijo positivo. Ademds, supongamos que u(z,t) no es
idénticamente cero.

Para t € [tg — &, T, consideremos la funcién de energia
4
o) = [ atyat,
0

derivando dos veces, obtenemos

!
gt = 2/0 u(x, t)ug(z, t)de,

g'(t) =2 /Ol {(Ut(:r,t))Q + u(:r,t)utt(x,t)} dx.

Como
(ut(xvt))t = (umﬁ<xvt))t = (ut<x7t))xx = UOCSCJ?I(‘T’t)v

entonces

g'(t) = 2/Ol [(Ut(ﬂl,t))Z + u(x,t)umm(:z,t)} dx.

Integrando el segundo término por partes y tomando en cuenta las condiciones de frontera
definidas en (4.5) obtenemos

l l l
= U (2, 8)) 2 dz = wi(z,1))? de,
| i@ nar = [ uae0ar = [ e

por lo tanto,

l
J'(t) =4 /0 (u(x,t))* da.

Ahora, consideremos la funcién h(t) = In(g(t)). Queremos demostrar que h(t) es con-
vexa, es decir que h”(t) > 0 para t € [tg — e, T|. Notemos que

W) = j(t) 4" (09(t) - (¢'(1))”]

_ QAEt /Oé (ut(x,t))2dx/0€ (u(x,t))? do — (/Oéut(a:,t)U(%t)dﬂfﬂ

T 20 :Hut(m,t)HQHu(x,t)HQ - <“t($,t),u(x,t)>2] .

Q

<
~—

Q

Por lo tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz, obtenemos que h”(t) > 0 para
t € [to —e,T]. La no-negatividad de h”(t) en el intervalo [ty — &, T] nos dice que h(t) es una
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funcién convexa, lo cual implica que

h(t) < h(to — a)T_(t_Ot_E) + h(T);_—((ttOO_—i))’
para t € [ty — &, T]. De donde se sigue que
In(9(1) < 7= oy I (alta =€) + 7 =S n(o(T)),
entonces
(1) < lgto — )] =07 [g(1)] 05, (411)

para t € [to — &, T]. Esta estimacién de energia se utiliza para encontrar una condicién de
estabilidad para la solucién del problema de calor con retroceso en el tiempo. Se procede
como se indica a continuacién.

Consideremos la funciones wu;(x,t) donde ¢ = 1,2, las cuales satisfacen condiciones
similares a la de u(x,t), es decir pedimos que sean solucién de la ecuacién de norma finita
en el tiempo inicial

¢ 1/2
[/ (ui(z, to —e))?dx| <C, i=1,2, (4.12)
0

donde C' es una constante positiva. Denotando

u(x,t) = ul(x7t) - u2($7t)7
obtenemos de (4.11)

Tt t=(tg—e)
¢ ¢ T—(tg—¢) I4 T—(tg—e)
/ u?(z,t)dr < [/ u?(x,to — 5)dx] [/ u2(:L“,T)d1:] .
0 0 0

Tomando t =ty y usando la desigualdad (4.12) obtenemos

T—tQ €

[[u(z, to)l| Lo, < (2C) ™00 [u(z, T)l| 0% " - (4.13)
Esta desigualdad es el estimador de la estabilidad condicional para la ecuacién de calor
con retroceso en el tiempo. Esto se obtiene utilizando la hipétesis de que u;(z,t), i = 1,2
satisface la desigualdad (4.12), es decir, sus normas en L2[0, {] para t = t; — € son acotadas.
Esta estimacién es un tanto extrana, ya que se obtuvo de una solucién del problema inverso
asumiendo dnicamente (4.12) y esto no proporciona la compacidad del conjunto en Ls0, £].
Veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.2.1. Consideremos el siguiente problema de valores a la frontera

U = U, O0<zx<1 0<t<T (4.14)
uw(0,t) = wu(l,t) =0, 0<t<T.

con condicion inicial

u(z,0) = ¢(x) = { af’_ ., i i ig’ (4.15)

Praoblema inverso u, = u_x (GC),
solucidn exacta fifx) = ulx,0)

Figura 4.1: u(x,0) = ¢(z)

La solucion del problema directo se puede encontrar utilizando separacion de variables y
series de Fourier. El resultado es

4 e sin nm ()2t -
u(z,t) = = Z 7522)6 (™ sin(nr). (4.16)
n=1

El propdsito es resolver el problema inverso: suponiendo que conocemos la solucion u(x,T)
con T = 1.5, queremos recuperar el valor inicial p(x) = u(z,0).

Como ya hemos discutido anteriormente el problema es extremadamente inestable. Uti-
lizaremos el método de regularizacién de Tijonov aplicado al problema (4.8) tomando cua-
tro términos de la serie que representa al kernel IC(z,&). Asimismo consideramos el valor
u(z,1.5) utilizando cuatro término de la serie (4.16). También consideraremos el caso en
que a los datos le agregamos un ruido aleatorio

u(z,1.5)+6 con § <]||gll.
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Caso 1. Datos sin ruido.

Solucidn de u, = u x (GC) al tiempo T,
i u(xT) = gi), n =200
T T T T T

=u(x,t)

gx)

Figura 4.2: u(z,1.5) = g(x)

Observe en la Figura (4.3) la solucién obtenida sin ruido en los datos. En este caso,
obtenemos una buena solucién sin realizar regularizacién de Tijonov al problema truncado,
debido a que al truncar las series ya estamos aplicando una especie de regularizacién por
medio de filtrado, al excluir los términos de alta frecuencia que son los mas inestables.
Problema inverso u = u x (GC),
Solucidn sin regularizacidn y sin ruido en los datos
funcian fuente fi exacta :

1,09

01 i
0

Figura 4.3: u(w, 1.5) = g(x), [leespete—buprerll 0 1904

Pezxacta | |

85
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Ahora veamos las soluciones obtenidas con la Regularizacion de Tijonov en la Figura
(4.4), el cual utiliza el método de Gradiente Conjugado y una tolerancia de 10716 (como

método de paro).

Problerna inverso = (G,

e.r=088032, k=1, alpha=1e-012, T=1.5

funcion fuente fi exacta
—-—-funcidn fuente fi aproximada

05F
L e e T —

e

PO S SN NS SN N S NSNS
0

o =1 x 10712, [#ezacta=gaprosll ) 93013

I ‘Soezacta | ‘

Problema inverso u, = u_x (GC),

e.r=013761, k = 1, alpha=1e-014, T=1 5

funcidn fuente fi exacta
—-—--funcidn fuente fi aproximada

fi(x)

A e S e

- I N S I (N S N
0

a=1x10"14 [[eewacta=Paprozll =0.1376
’ H‘Pewacta” !

e

05

01
1}

Problerna inverso = (G,

e.r=0.43344 k=1, alpha=1e-013, T=1.5

funcidn fuente fi exacta
—-—--funcidn fuente fi aproximada

o = 1 x 10713 ||Soexacta_80ap'r‘oxH :04334

I ‘Cpezacta | I

Problema inverso u, = u_x (GC),
e.r=012025, k = 1, alpha=1e-016, T=1.5

funcion fuente fi exacta : ; : !
— - —-funcidn fuente fi aproximada
= : <
, ; ~
: .
02k B
v :
7 :
(]| B 5 _ S oag
01 I i i i | 1 i i i
i} g1 02 03 04 05 0B 0OF 08 08 1
%
a=1x 10—16’ llpeaacta=¢apros|| =0.12026

H(PeacactaH

Figura 4.4: Soluciones del problema del calor con retroceso en el tiempo (4.14, sin ruido en

los datos), con Regularizacién de Tijonov.

Cabe destacar que, cuando a < 1 x 107! la solucién ya no cambia y el error relativo
es 0.12026, ademas esta es la mejor solucién para el problema sin ruido en los datos.
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Caso 2. Datos con ruido. En la siguiente Figura se muestra la funcién u(z,T) = g(x)
con ruido, la cual se construye de la siguiente forma:

gx) =g(x)+06, con [|8]|=1.5625x 107°.

Solucidn de u, = v x (GC) al tiempo T,

T W T) = 9, 71 =200
3 T T T T T T T T T
A ........ ........ e Hibipsefremos Feponsniionn e fionnndonnd
| LT SR 1 | ........................ i
=
,‘i 15k I S N
) i
= : :
O Moot i S R e ................. B,
i} 1 i i L I | i i |
i 01 02 03 04 05 0B 0F 08 09 1

Figura 4.5: u(z, 1.5) = g(x), datos con ruido.

En la Figura (4.6) podemos apreciar la solucién obtenida sin utilizar un método de
regularizacién.

Problema inverso u = u x (GC),
«10'™  Solucisn sin regularizacién y con ruido en los datos
4 T

fi00

Figura 4.6: Funcién inicial ¢(z) = u(z,0) obtenida sin regularizacién.
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Notemos que, la amplificacién exponencial del error aparece para un tiempo corto ar-
bitrario (T" > 0), pero llega a ser peor a medida que aumenta 7' . A diferencia del caso
anterior, en esta ocasién es necesario utilizar un método de regularizacién para obtener
una solucién que describa las condiciones iniciales en forma razonable. Utilizando el méto-
do de regularizacién de Tijonov combinado con el método de gradiente conjugado con una
tolerancia de 10716, se obtienen los resultado mostrados en la Figura 4.7.

.62

i

Problema inverso u, = u x (GG,
e.r=0.81759, k =1, alpha=1e-012, T=1.5
funcidn fuente fi exacta I ‘ : I
B funcidn fuente fi aproximada 4
03 =
] g : tei i
01 1 i i i | 1 i i i
0 01 02 03 04 05 0B OF 08 09 1
x
— 2, ~ta gk
a=1x10 12’ llpezacta=@aproz|| —=0.822
||Soea:acta”
Problema inverso U= (GC),
er=012093, k=1, alpha=7e-014, T=1.5
funcidn fuente fi exacta : : : !
—-—-funcidn fuente fi aproximada
L S
# N
03k e S E
: i : ! : :
o
R R = =
a1 1 i i : I 1 i i ]
1] 01 02 03 04 05 06 OF 08 09 1
b
— —-14 Pexacta —Paproz|| __
o =7 x 10714, [$ezacta—eaproall _) 1909

‘Lpencactal

10

10

Problema inversa u, = u x (GC),
e.r=016556, k = 1, alpha=1e-013, T=1.5

funcidn fuente fi exacta

-funcidn fuente fi aproximada

0.4 .
: S
i : s : : iRy
O mtm
01 1 i ; i | 1 i i i
] 0.1 o2 03 04 05 0B 07 08B 083 1
b
_ —13 Pexacta—Paprox|| __
a=1x 10713, [ezacta—vapracll _) 1656
||Soea:acta,||
Problema inverso U= (GC),
e.r=043625 k=1, alpha=1e-014, T=1.5
T
7 3 R E :
: : \ :
[ :
0.4 bl \. - 4
w
03 i
Y
T
0.2 e
5 \'.
N :
: ._/ ; ; 8
i i
U 7 it Y s R e
funcidn fuente fi exacta
. : ] ; : — - —-funcidn fuente fi aproximada
0 0.1 0z 03 04 05 0B 07 08B 083 1

X

a=1x10"1, [geacta—daprorl] _ 4363

||§Dewacta

Figura 4.7: Soluciones del problema del calor
ruido), con Regularizacién de Tijonov.

con retroceso en el tiempo (4.14, datos con
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Este problema inverso es extremadamente mal condicionado. A pesar de que el problema
tiene solucién Unica para g en la cual sus coeficientes de Fourier g, decaen extremadamente
rapido (mucho més que {e_("”)2}), el problema es altamente inestable debido a que un
error pequefio en el n—ésimo coeficiente de Fourier es amplificado por el factor e(nm?.
De hecho, un error alrededor de 1078 en el quinto coeficiente de Fourier de los datos nos
conduce a un error de aproximadamente 103 en la temperatura inicial. Debido a esta alta
inestabilidad de los modos de alta frecuencia, debemos retener solamente tres primeros
términos en la serie de Fourier y filtrar todos los demés, con el objeto de controlar el
crecimiento del ruido en la solucién del problema (4.8). Al problema filtrado resultante, el
cual sigue siendo mal condicionado, se le aplica la regularizacion de Tijonov en combinacion
con el método iterativo de gradiente conjugado. Retener més términos en la serie de Fourier
amplifica el ruido enormemente y hace casi imposible recobrar una buena solucién a pesar
de la regularizacion del problema resultante. Lo anterior muestra el necesario “compromiso
entre precision y estabilidad”.

El problema de calor con retroceso en el tiempo es un problema extremadamente dificil
y altamente inestable como ya se ha demostrado. En el caso unidimensional se puede hac-
er truncamiento de las serie asociada al kernel en (4.8), ademas de la discretizacion de
la integral por medio de la regla del punto medio. En el caso de los datos sin ruido, es
posible recobrar una solucién razonable sin realizar regularizacion adicional. Sin embargo,
en el caso de datos con ruido, a pesar de la “preregularizacién”, debido al truncamien-
to y discretizaciéon de la integral, el problema discreto resultante sigue siendo muy mal
condicionado y la regularizacién es indispensable, como muestran los resultados.

4.3. Ecuacién de Calor en 2-D sobre un segmento finito

Consideremos la caja rectangular D = [0, X] x [0,Y], y sea 9D su frontera. Ahora,
tomemos en cuenta el siguiente problema de valores en la frontera en dos dimensiones, para
una funcién u = u(x, y,t)

up = a*(Ugy +uyy), en D, t >ty >0, (4.17)
u(z,y,0) = ¢(x,y), en D, Condicién inicial,
u(xz,y,t) = 0 sobre dD, t <0.

El problema directo se puede resolver por medio de separacion de variables y series de
Fourier, de tal manera que llegamos a

co oo
u(:n,y,t) = Z Z ‘Pmne_a2[(%)2+(%)2](t_to)umn(%y)»

m=1n=1

donde
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U (2, y) = sin (mx) sin (gy) , m,n=12 ...,

X
y
4 vorX . [/mm
Pmn = ﬁ /0 /0 gp(é-a C) s (75) sin ( <) dgdCa m,n = ]-7 2’ R
es decir,
u(z,y,t) =

Y X 00 ©0 4 € Osin 775 sin nm( e_[(%fﬂ%ﬂ(t_m)sin mmnx sin nmy
o Jo XY Y X Y

m=1n=1

(4.18)

4.3.1. Problema Inverso

El problema de la ecuacién de calor bidimensional (4.17) con retroceso en el tiempo es:
dado g(z,y) = u(z,y,T) encontrar ¢(x,y) = u(z,y,0), para T > ty > 0. Reescribiendo y
evaluando (4.18) en ¢t = T, obtenemos

/OY /oX { )3)3 Ty o (mTﬂg> sin (HTWC) sin (755 ) sin (F) () 5] (T“’} (€, C)ddC.

(4.19)

Notemos que, este problema se reduce a la siguiente ecuaciéon de Fredholm de primer tipo

Y X
Ko= / / K (2,9, &, C)lE, C)dedC = g, y), (4.20)
0 0

con kernel

) dedc

K60 = 3537 g (5 Join (555 s (P sn (52 (R0,
m=1n=1
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Para dar solucién a este problema inverso, vamos a discretizar la ecuacién (4.20) con la
cuadratura del punto medio, para asi obtener un sistema linear discreto K¢ = g. Tomando
h:%,k:%,a:i:(i—%)hyyj:(j—%)kdondel§i§My1§j§N,0btenemos

(Klijip =

ﬁﬁ2:fiﬂn(mw%;%»Sm<nﬂ?;%»Sm(mwi;%»Sm<nﬂ?;%weﬂpgﬂa{w”ﬂ@%w

=1ln=1

para resolver este sistema de ecuaciones, se hace el siguiente cambio de variables

(4,) <« G-1)M+i =r,
(1,p) < (P-1N+I = s.

Ahora, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.1. Supongamos que conocemos la solucion del problema directo u(z,y,T) =
g(z,y) de la ecuacion (4.17) al tiempo T =0.01 con a =1, donde X =1 yY = 1.

Vamos a resolver el problema inverso usando Regularizacion de Tijonov y el método de
Gradiente Conjugado, ademdas de considerar 8 modos de la serie (4.21), la cual representa

el kernel del problema (4.20).

Para obtener una distribucién de temperaturas en el tiempo T, g(x,y) = u(z,y,T), dada
una distribucién inicial de temperaturas ¢(z,y) = u(zx,y,0), resolvemos numéricamente
(4.17) usando un método implicito de direcciones alternantes (ADI, ver apéndice D), donde
se considera una malla de tamano 160 x 160, luego, usamos una malla gruesa e interpolamos,
de esta forma obtenemos (Figura 4.8):
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Solucidn de u, = u (GC) al tiempo T=0.01,
Uiy T) = alx.y)

g | vl
= 06
e R
5 ﬂl LAY
= s s SR NG
02l AR,
5 i ?Ff::"g’:‘ Ooﬁd::lt:%‘“%:{{%
eyt tel R
; G5 S

g(z,y) (Datos con ruido).

Curvas de nivel de glx,y)

Curvas de nivel.

Figura 4.8: Solucién del problema directo de la ecuacién de calor bidimensional,

u(z,y,0.01) = g(z,y).
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Para obtener la solucién mostrada en la Figura 4.8 se utiliz6 la condicién inicial ¢(z, y)
siguiente

2y) Slx2y71_'r2y7
2(1l—x), siz>y, 1—xz<y;

= 4.22
233‘, 51$§y71—$2y

Condician Inicial Exacta

1 -~
= 08+ |
Z gpfot T
I _ A AR, r
= AT TR TR TR :
g e i S, :
A
05
1 ;

1

Figura 4.9: Condicién inicial exacta ¢(x,y).

En la Figura 4.10 se muestra la mejor solucién recuperada, comparada con la exacta.
La solucién recuperada difiere de la ”exacta” en dos aspectos: su amplitud es menor, y no
se pueden recuperar las discontinuidades de la derivada a lo largo de las lineas diagonales
del dominio.
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Condicidn Inicial Exacta

=)
“;_: I'I \““:‘\ i
= DA SRy,
% SN
g A A B
s
Condicién inicial ¢ exacta,
Curvas de Nivel de |a condicidn inicial exacta (con ruido)
(7 =N
= =
o9z =
ﬁ'_'f._,7 =
0s [
07
06
= 05
0.4
03
0z | j
= =)
01 [ =)
s =
0.1 0z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

X

Curvas de nivel de la
condicién inicial exacta.

Problema Inverso u, =, (GC),
e.r.=0.039077, k = 25, alpha=1e012, T=0.01

s
AR LY

P AT RIS Ao e
RS NN
T
R LT S B TR A

Yk

e,
5%
oot

Condicién inicial recuperada
usando regularizacién

Curvas de Mivel de |a condicidn inicial recuperada por regularizacian

Curvas de nivel de la
condicion inicial recuperada.

Figura 4.10: Soluciones del problema del calor bidimensional con retroceso en el tiempo.
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Notemos que, la diferencia entre la condicién inicial exacta y la recuperada por regu-
larizacién es pequena, es decir, la condicién inicial recuperada tiene un error del 4 % com-
parada con la exacta.

Diferencia puntual entre
la candicidn inicial exacta {con ruido)
y la recuperada por regularizacian.

T ——
BOE | s
_§ -
=004 g
2

0.02 .-

Figura 4.11: Diferencia entre la condicién inicial exacta y la recuperada.

Ejemplo 4.3.2. Ahora, nuevamente consideremos X = 1,Y =1, y a diferencia del ejemplo
anterior, T =0.05; en este ejemplo vamos asumir como condicion inicial u(x,y,0) = @(x,y)
a la funcion “peaks”de MATLAB® 7.0. Ver Figura 4.12.

Resolvemos numéricamente el problema directo, considerando una malla de tamano
160 x 160 y usando el método ADI, del cual obtenemos la funcion u(x,y,T) = g(x,y) que
se muestra en la Figura 4.13.
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Condicidn Inicial Exacta

=ulx.y0)

fhiexan:tl:}{ )

Figura 4.12: Condicién inicial exacta con ruido.

Por la manera en que hemos obtenido g(z, y) podemos asumir que los datos tienen ruido,
ademas, notemos que hemos perdido las discontinuidades que se tienen en la condicién
inicial, como es de esperarse. Por otro lado, cabe aclarar, que usamos este tiempo final T’
por que de otra forma tenemos: si 7' es mayor no recuperamos informacion y, si T es mas
pequeno, no podremos ilustrar el método de regularizacién del problema inverso.

En la figura 4.13 se ilustra la funcién g(z,y) con sus correspondientes curvas de nivel.
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Solucidn de u, = 0, (GC) al tiempa T =005,
ulx,y.T)= glx.y)

L
o4y
=
=
o
—
=
1
—
S
e
—
o]
R e e e
R g T T o
= ‘%‘F‘-‘ﬁ“‘

g(z,y), obtenida por el método ADI.

Curvas de nivel de glx,y)

Curvas de nivel.

Figura 4.13: Solucién del problema directo de la ecuacion de calor bidimensional,
u(z,y,0.01) = g(z,y).
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Ahora, observemos en la figura 4.14 la comparacién entre la condicién inicial exacta
(con ruido) y la condicién inicial recuperada por el método de regularizaciéon de Tijonov y
Gradiente Conjugado, donde el pardmetro de regularizacién es o = 10715,

Condicion Inicial Exacta Problema Irverso u, = u, (GC),
o e.r.=0.27615, k = 35, alpha=1e-012, T=0.05

ey 0)

SO,
OO
SRR
AR
AT
TN

ey T)

fhiexau::t(X )

Thilx, ¥

-5 o = Mo ow e mom
;

0,

¥ voo

Condicidn inicial ¢ exacta, Condicién inicial recuperada

usando regularizacién.

Curvas de Nivel de la condicidn inicial exacta (con ruido)

Curvas de Mivel de la condicidn inicial recuperada por regularizacian

09

0ar

07

06

= 04F

04t

03r

02r

01r

0.1 02 03 04 05 06 07 08 08
b

Curvas de nivel de la Curvas de nivel de la
condicion inicial exacta. condicion inicial recuperada.

Figura 4.14: Soluciones del problema del calor bidimensional con retroceso en el tiempo.

Observe que, perdemos aproximadamente el 28 % de informacién.
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Diferencia puntual entre
la condicidn inicial exacta (con ruido)
y la recuperada por regularizacion.

-fi |
wer

[fhi

Figura 4.15: Diferencia entre la condicién inicial exacta y la recuperada.

Estos problemas inversos son extremadamente mal planteados, por lo que al igual que
en el caso de una dimensién, errores pequenos en el n—ésimo coeficiente de Fourier se
amplifican enormemente, y debemos encontrar un equilibrio entre precision y estabilidad.
Por otro lado, el operador de difusiéon suaviza la solucién del problema directo, por lo
tanto, si la funcién ¢ no es suficientemente suave, entonces no podremos recuperar toda
la informacién de esta. Ademds, en tiempos largos, las singularidades de la funcién ¢ se
pierden, y resulta dificil o hasta imposible recuperar completamente la condicién inicial,
especialmente en regiones con gradientes altos o no continuos. Una de las razones por las
que no podemos recuperar en forma razonable el dato inicial, cuando este tiene una forma
compleja, es que al truncar la serie que representa el nticleo en el problema (4.20) no es
posible recuperar las caracteristicas fundamentales de ¢ con un nimero finito de funciones
trigonométricas (tres en este caso).
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CAPITULO B

Conclusiones

Los problemas inversos son de suma importancia en las aplicaciones, ya que la mayoria
de estos problemas pueden ser escritos como ecuaciones operacionales de primer tipo, con
operadores tanto lineales como no lineales (en este trabajo nos hemos enfocamos tinicamente
en operadores lineales), por ejemplo la ecuacién integral de Fredholm de primer tipo. En
el presente trabajo se definié el mal planteamiento de estos problemas, y se construyeron
ejemplos que ilustran el mal planteamiento de los problemas inversos.

Se formalizaron algunos conceptos basicos del mal planteamiento y regularizacion,
mostramos un ejemplo en el cual ilustramos grafica y analiticamente las dificultades que
se presentan en la solucién de los problemas inversos. Cabe resaltar, que normalmente el
ruido en los datos es el que provoca el mal planteamiento en los problemas inversos, ya
que un poco de “ruido” se amplifica tremendamente en el proceso de solucién, debido a las
divisién por los pequenos valores singulares del operador. El crecimiento de este error se
controla mediante los métodos de regularizacion los cuales buscan restaurar la estabilidad
de las soluciones con relaciéon a los datos. El método de regularizacién més comun es el
de Tijonov, que al igual que otros métodos de regularizacién, depende de un parametro de
regularizacién « (escogido a priori para los ejemplos mostrados, aunque existen métodos
adecuados para determinar el valor de dicho pardmetro).

Hemos visto que el método de regularizaciéon de Tijonov tiene una representacién varia-
cional, por lo cual podemos utilizar métodos directos o iterativos para calcular la solucién
de un problema inverso, por ejemplo podemos resolver el problema inverso usando técnicas
de minimos cuadrados.

Asi mismo, hemos revisado métodos de regularizacion iterativos los cuales tienen como
parametro de regularizacion el nimero de iteraciones k, donde a menor k£ mayor regulari-
zacién y viceversa. No obstante, debemos tener cuidado de no utilizar un k& demasiado
pequeno, ya que podriamos estar lejos de la solucion exacta.
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Realizamos también una revision de la teoria de Operadores Compactos, la inversa
generalizada y métodos de optimizacién, ya que ésta teoria esta intimamente relacionada
con la regularizacién de problemas mal planteados, y nos es de gran utilidad para resolver
los problemas inversos abordados en el capitulo 4.

Por otro lado, resolvimos el problema del calor con retroceso en el tiempo en 1 y 2
dimensiones, usando el método de regularizacién de Tijonov en conjunto con el método
de Gradiente Conjugado. Tales problemas son extremadamente mal planteados, ya que
un pequeno error en la n—ésimo coeficiente de Fourier es amplificado tremendamente, de
donde se concluye que: debemos encontrar un equilibrio entre precisién y estabilidad.

Hemos obtenido buenas aproximaciones de las soluciones considerando datos con y sin
ruido para el problema en 1 dimensién, debido al truncamiento de la serie asociada al kernel
del problema y la discretizacién de la integral por medio de la regla del punto medio, por lo
cual es posible obtener una solucién razonable sin realizar regularizaciéon cuando los datos
no tienen ruido. No obstante, cuando los datos tienen un cierto nivel de ruido, a pesar del
truncamiento y la discretizacion, el problema inverso sigue siento muy mal condicionado y es
necesario aplicar regularizaciéon para obtener resultados favorables. En el caso del problema
de calor en 2 dimensiones, podemos asumir que los datos tienen ruido por la manera en que
se obtuvieron. Ademas, las soluciones recuperadas difieren de la exacta en que su amplitud
es menor y no se pueden recuperar las discontinuidades, ya que el problema directo suaviza
la solucidn, y en tiempos largos, las singularidades de la condicién inicial se pierden, debido
a que ésta no es lo suficientemente suave.

Asi, los resultados numéricos obtenidos permiten afirmar que el método utilizado es una
técnica numérica eficiente para regularizar los problemas inversos mal planteados en este
trabajo. Desde el punto vista computacional la implementacion es rapida y eficiente.



APENDICE A

Resultados Importantes

Lema A.1.1. Un subconjunto compacto M de un espacio métrico es cerrado y acotado.

Teorema A.1.1. (Dimension Finita). Si un espacio normado X tiene la propiedad que
la bola unitaria cerrada es compacta, entonces dim(X) < oo.

Teorema A.1.2. (Compacidad). Si dim(X) < oo, M C X es compacto < M es cerrado
y acotado.

Teorema A.1.3. (Rango y espacio nulo). Sea T' un operador lineal

a) El rango R(T) es un espacio vectorial.
b) Sidim(D(T)) =n < oo, entonces dim(R(T)) < n.
¢) El espacio nulo N(T') es un espacio vectorial.

Teorema A.1.4. (Dimensién Finita). Si X es un espacio normado de dimension finita,
cualquier operador lineal sobre X es acotado.

Lema A.1.2. (Continuidad.) Sean X y Y espacios normados. Entonces

a) Cualquier operador compacto T : X — Y es acotado (continuo).

b) Si dim(X) = oo, el operador identidad I : X — X (el cual es continuo) no es
compacto.

Demostracion.
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a) ||T|| = sup ||T'z||. La bola unitaria B = {z € X : ||z|| = 1} es acotada.
||[|=1
Como T es compacto, entonces T'(B) es compacto sobre Y (espacio métrico). Luego
por el lema A.1.1 es acotado

|| < o0

b) Si el operador I fuera compacto, entonces la bola unitaria seria compacta y dim(X) =
oo. Esto contradice el Teorema A.1.1.

Teorema A.1.5. (Criterio de compacidad.) Sean X y Y espacios normados y T :
X — Y un operador lineal. T' es compacto < mapea cualquier sucesion acotada {x,} € X
sobre una sucesion {Tzy} CY que tiene una subsucesion convergente.

Demostracion.

=) Si T es compacto y {x,} € X acotada, entonces {T'z,} es compacta, y por definicién
tiene una subsucesién convergente.

<) Sea B C X acotado, queremos demostrar que T'(B) es compacto.
Sea {yn} en T(B), yn = Txp, x, € B. Como {Tx,} tiene una subsucesién conver-
gente, entonces T'(B) es compacto.

T es compacto.

Teorema A.1.6. (Dominio 6 rango de dimension finita). Sean X, X espacios nor-
mado y T : X — Y un operador lineal.

a) Si T es acotado y dim(T(X)) < oo, entonces T es compacto.

b) Sidim(X) < oo, el operador lineal T : X — Y es compacto.

Teorema A.1.7. Sea {T,,} una sucesion de operadores lineales compactos de un espacio
normado X en un espacio de Banach Y. Si ||T,, — T|| — 0, entonces T es compacto.



APENDICE B

Descomposicién en Valores Singulares (SVD)

Sea A una matriz m X n con m > n, entonces existen matrices unitarias u ortonormal
Unan v Vazn tales que
UTAV =% (B.1)

donde ¥ es una matriz diagonal de tamano m x n cuyas entradas ¢; son los llamados valores
singulares de la matriz A ordenados en orden decreciente, o1 > 09 > -+ > g, > 0.

Los vectores u; que forman las columnas de U son llamados vectores singulares de A por
la izquierda, mientras los vectores v; son llamados vectores singulares de A por la derecha.

Despejando A en la ecuacién (B) obtenemos la factorizaciéon de A o SVD de A de tal
forma que

A=UxvT (B.2)
la cual tiene la siguiente forma
01

02

A = | uy|us| -+ | um on v | v | |

- - man o - mxm L dman
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Teorema B.1.8. Toda matriz Ape, admite una descomposicion en valores singulares.
Ademds, los valores singulares estdn determinados de forma tunica.

Proposicién B.1.1. Los valores singulares cumplen con

i. Sea r =rango(A), A tiene r valores singulares distintos de cero.

ii. Si A € C™ y sus valores singulares son o1 > -+ > op

= |det(A) |=01-...-0p

i13. Los valores singulares de A € C™ "™ son las raices cuadradas positivas de los valores
propios de AT A y también de los de AAT.

w. Si A€ C™" esinvertible y oy > -+ - > o, son sus valores singulares, los de A~ serdn.:
1 1
> >
On o1

v. Todo elemento de la diagonal o; cumple:
A’Uj = 04Uy, 1 S] S n.

vi. Si A€ C"™" (no necesariamente simétrica) su nimero de condicion se define como

0’1(14)
on(A)

cond(A) = (B.3)

Esta matriz es llamada mal-condicionada si cond(A) es grande, por ejemplo, 107,
10%6, etc. Y decimos que, A es bien-condicionada si cond(A) es pequeno, por ejem-

plo, 1, 10, 103.
vit. S1 A€ C™" yogy >--- > 0, son sus valores singulares, entonces
T
1AlF = Y of (B.4)
i=1
Al = o (B.5)
. 3 0
Ejemplo B.1.3. Sea A = 0 -2 |’ encontrar la SVD de A.

AT A = [ 90 ], los valores propios de ATAson \j =9y Ay = 4.

0 4

Ademss notemos que ATA = VX2VT por lo cual X2 = [ ?) 2 ] = Y= [ g g }

Ahora buscamos los vectores propios de AT A y los normalizamos para formar la matriz

V. Para A\; = 9 tenemos que le corresponde el vector propio v; = [ (1] ] vyal =41Ie

corresponde el vector propio vy = [ _01 ], de donde se obtiene V = [ (1) _01 ]
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Por tltimo, para obtener U se opera de forma andloga: AAT = (UXVT)(VEUT) =

us2uT,
10
= 1]

Por tanto A = UXV7T

=l 0]y

2 0
Ejemplo B.1.4. Sea A= | 0 -3 |, encontrar la SVD de A.
0 O
At A= 0 9| los valores propios de A* A son Ay =9y Ay =4.

30
= Y=10 2
00

Ahora los vectores propios de AT A normalizados correspondientes a A\; y Ay son v; =

0 = 1 or tanto
1 Yy v2 = 0 , pOr tan

analogamente para A x AT

d

I
o'o

=
O O =
= o O

de esta manera

01
1 0"

b

Il

|

—_
S O =
= o O

O W

N O
| — |
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aPeEnDICE C

Método Implicito

Vamos a introducir la idea del método implicito, considerando el problema de encontrar
la funcién u(z,t) la cual satisface la ecuacién de calor homogénea, dada como

w = gy, 0<z<l t>0 (C.1)
u(z,0) = ¢(z), 0<z</{ Condicién inicial
u(0,t) = wu(l,t) = 0, t >ty Condiciones de frontera

En este problema, asumimos que la funcién ¢(z) es conocida. Vamos a resolver el
problema usando aproximacién de las derivadas por medio de diferencias finitas de modo
que este nos lleve a un esquema de tipo implicito, es decir, utilizaremos esquemas de
diferencias finitas de tiempo hacia atras. Para esto, hay que seguir los siguientes pasos:

1. Dividamos el intervalo (0, ¢) en J subintervalos y el intervalo de tiempo (0,7"), donde
T es el tiempo final, en N subintervalos

t, = nAt, n=0,1,..., N.
rj = jAz, j=0,1,...,J.

donde At = % y Ax = §. Los puntos tienen la forma (z;,t,), y constituyen una

malla donde deseamos encontrar los valores aproximados Uj" de la solucién exacta
u(xj, tn).

2. Evaluamos la ecuacién diferencial en el punto (z,t) = (z;,t,) y obtenemos:
g (25, t0) = a®uy(24, ty) (C.2)

También necesitamos evaluar las condicién inicial y las de frontera respecto a los
puntos de la malla.
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3. Vamos aproximar las derivadas en el punto (z;,t,) con diferencias finitas. Considere-
mos un esquema de diferencias implicito, es decir, utilizaremos una aproximacion de
diferencias finitas de tiempo hacia atras, de estd forma obtenemos

n+1 n n+1 n+1 n+1
U™ =up | U - 207 + U

= C.3
At ¢ (Ax)? (C-3)
U]Q =¢(z;) (Condicién inicial) (C.4)
Uy =Uj’ = 0 (Condiciones de Frontera) (C.5)
La molécula computacional es de la siguiente manera:
£ it T t
F LN N n+i
&y
¥ . tﬂ_
xj_l 'x_i' I_i' +1
Figura C.1: Molécula del método implicito.
La ecuacién (C.3) se puede reescribir de la siguiente manera:
—UM + (L4 20) U —oUTH =07 j=1,...,J -1, (C.6)

donde v = a? (AA;)Q.

Cabe resaltar que, el método implicito es incondicionalmente estable, ya que su

factor de amplificacién
1

T 114w sin?(3kAz)’

A(k)

cumple con la condicién de Von Neumann, es decir, A(k)es menor que 1 en valor absoluto
YV k y para todo valor de v. Por lo que, At y Ax se escogen tomando en cuenta criterios de
precision.

Este método, a diferencia de los métodos explicitos, tiene un costo computacional alto,
ya que es necesario resolver en cada nivel de tiempo t,1; un sistema de ecuaciones de
tamano (J — 1) x (J — 1) con una matriz constante
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A=I+v ) _ ) (C.7)

0 -1
-1 2

donde I es la matriz identidad de tamano (J —1) x (J —1).

El costo computacién de este método es muy alto, debido a la utilizacion de memoria
(por la necesidad de almacenar la matriz), por el nimero de operaciones que hay que
realizar, al tener que resolver un sistema de ecuaciones en cada paso de tiempo.

Notemos que la mayoria de los coeficientes de la matriz A del sistema son cero, por
lo cual esta es una matriz rala (sparse). Ademads, la matriz A es una matriz tri-diagonal
y diagonalmente dominante. Podemos aprovechar esta estructura para ahorrar memoria
y resolver el sistema de manera muy eficiente. El método mas eficiente en este caso es el
algoritmo de Thomas. Este método consiste en reducir un sistema tri-diagonal a un
sistema bi-diagonal superior por medio de la eliminacién del término U;_; de la ecuacién
(C.6),de tal manera que obtengamos

v Uun + l/fnil
T €Y+l fj con € 1+2v— yej_l’ J 1+2v— I/ej_1’ (C-8)
para 7 = 1,2,...,J — 1 con eg = fy = 0. Este sistema bi-diagonal se puede resolver de

manera ficil por medio de sustitucion hacia atrds:

Uy =0;
Para j=J —1,...,1 hacer

Uj = fJn +€jUj+1;

Terminar

Esta metodologia es parte de los algoritmos que se conocen como resolvedores rapidos
(fast solvers). La técnica de solucién es un caso particular de una técnica denominada
de reduccion ciclica. Debido a que la matriz original es diagonalmente dominante cada
coeficiente e; en (C.8) es menor a uno en valor absoluto, lo cual garantiza que el uso de
las relaciones de recurrencia como U; = f; + ejUj;1 = f;, para encontrar la solucién, es
numéricamente estable.
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APENDICE D

Métodos Implicitos de direcciones alternantes (ADI)

Consideremos la caja rectangular D = [0, X] x [0, Y] y denotemos por 0D a su frontera.
Sea a > 0 un coeficiente de difusiéon constante. El problema parabdlico bidimensional
(ecuacién de calor), con condiciones de frontera Dirichlet, cosiste en calcular u = u(z,y, t)
tal que

up = a2(um +uyy), en D, t >0, (D.1)
w(z,y,0) = ¢°(z,y), en D,
u(z,y,t) = h(z,y,t) sobre dD, t <0

Construimos una malla uniforme sobre el dominio D de la siguiente manera: Se divide
[0, X] en I subintervalos, [0,Y] en J subintervalos. Los puntos de la malla sobre D son

r, = iAx, i=0,1,..., 1.
yi = JjAy, j=0,1,...,J

donde Az = % y Ay = % Dividimos el intervalo de tiempo [0,7] en N subintervalos, de
tal manera que los niveles de tiempo discretos son t,, = nAt, n=1,..., N, con At = %

Como los métodos implicitos son muy eficientes en una dimensién, ya que contamos
con un resolvedor rapido y eficiente para sistemas tridiagonales, que es el algoritmos de
Thomas. En el problema bidimensional, para cada n se debe resolver un sistema lineal de
ecuaciones de tamano [(I — 1) x (J —1)] x [(I — 1) x (J — 1)]. Por ejemplo, supongamos
vy = 1y, entonces la matriz del sistema es:
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A I
-1 A I 0
1 -1 A I
A=1+ 5” . . . ) (D.2)
0 i
-1 A
donde A es de la forma
4 -1
-1 4 -1 0
-1 4 -1
A =
0 -1
-1 4

Obsérvese que la matriz A viene dada por bloques, ademéas no hay forma de permutar
renglones y columnas, para poder resolver el sistema de forma eficiente. Por lo cual, en
dos dimensiones es natural buscar métodos bidimensionales que sean implicitos en una
direccién pero no en ambas. El siguiente esquema (Paeceman-Rachford(1955)), es un
ejemplo de este tipo de esquemas

ynti/2 _pn 252Un+1/2 ) 5§Un
—_ = L Implicit Explicit . (D.3
AL a e +a (Ay)? mplicito en x, Explicito en y. (D.3)
Un+1 . Un+1/2 252Un+1/2 25§Un+1
= L Explicit Implicit .(D4
AL a (Bx)? +a (Ay)? xplicito en x, Implicito en y.(D.4)
donde
U = Uy,
5920U = U1 —2U;; + Uiz,
5ZU = Ui,j—l — QUZ‘J' + Ui7j+1.
Sea v, = aQ(AATt)Q YUy = a? ( AAyt)Q. El esquema anterior se puede reescribir de la siguiente
forma
L covrrni1)2 L ovm
1 1
(1= Sumd)U™ = (L4 Jmdp)Un 2, (D.6)

el cual constituye un sistema de dos problemas implicitos unidimensionales. La solucién de
cada uno de estos sistemas involucra solo conjuntos de ecuaciones tridiagonales. El trabajo
necesario, en un paso de tiempo, necesita de la solucién de J — 1 sistemas tridiagonales
de orden J — 1. En la siguiente figura se puede observar el orden en el que se pueden
resolver estos sistemas tridiagonales. A éste tipo de esquemas se les conoce comunmente
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como esquemas implicitos de direcciones alternantes 6 ADI (alternating direction
implicit).
El método ADI es incondicionalmente estable, y su factor de amplificacién es el sigu-

iente:

(1 — 2u,sin?(3k1A2)) (1 — 2vy sin? (2 k2 Ay))
(14 2u, sin®(1k1A2)) (1 + 2u sin? (3r2Ay))

/\(Hl, /4/2) =

Ademids, este esquema implicito es de segundo orden respecto a At, Az y Ay, ya que
su error de truncamiento es O[(At)? + (Az)? + (Ay)?].



116




APENDICE E

Cédigos Computacionales

A continuacion se muestran los cédigos computacionales creados para los ejemplos vistos
en el presente trabajo, estos fueron realizados en el ambiente de MATLAB® versién 7.0.

Ejemplo de la solucién de un problema directo y Ejemplo 2.1.1, pags. 12 - 14.

problema_inverso.m

% Parametros de un modelo de imagen &ptica en 1-D. end
gama = 0.05;
C = 1/(gamaxsqrt(2*pi)); % Grafica el Problema directo
figure(1)
% Construccién del Kernel (Aplicando Cuadratura del punto medio). plot(x,f_ver’,’-r’,x,d,’--g’,x,d1,’ob’);
x = 0: 0.018:1; grid on
h=1/length(x); axis([0 1 -0.2 1.2]);
for i = 1:length(x) xlabel(’x’)
for j= 1:length(x) title([’Problema directo, n = ’,int2str(length(x))],’Color’,’b’)
K(i,j)= hxCxexp(-(((i-j)*h)"2)/(2*(gama)~2)); legend (’funcién fuente f exacta’,’d_{true} = K*f (datos sin ruido)’,
end ’d = d_{true} + eta (datos con ruido)’)
end
% Resuelve el problema inverso usando SVD
% Solucién exacta del sistema discreto Kf = d (funcién fuente). [U,S,V] = svd(X);
f_ver = £(x); f1 = Vx(8"-1)*(U’)*d1;
% Datos (imagen borrosa) con y sin ruido % Grafica el Problema inverso sin regularizacién
d = K*(f_ver’); J% datos sin ruido figure(2)
for i = 1:length(x) % construccién de los datos con ruido plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’--g’);
j = rand; grid on
if j < 0.5 xlabel(’x’)
d1(i,1) = d(i,1) + rand*0.01; ylabel (°£(x)?)
else title({[’Problema inverso, n = ’,int2str(length(x))],[’datos d con ruido’l},
d1(i,1) = d(i,1) - rand*0.01; ’Color’,’b?)
end legend (’funcién fuente f exacta’,’funcién fuente f aproximada’)
f.m
function f_ver = f(x) elseif (x(i) >= 0.5 & x(i) <= 1)
% Construccién de la funcién fuente f. f_ver(i) = (sin(2*pi*x(i)))"4;
else
for i =1:length(x) f_ver(i) = 0;
if ( x(i) >= 0.1 & x(i) <= 0.25 ) end
f_ver(i) = 0.75; end

elseif ( x(i) >= 0.3 & x(i) <= 0.32)
f_ver(i) = 0.25;
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Ejemplo 2.2.1, pags. 16 - 17.

svd_K.m

% Construccién del Kernel (Aplicando Cuadratura del punto medio). % Grafica los valores singulares de K
gama = 0.05; i=1:n;
C = 1/(gama*sqrt(2xpi)); figure(1)
n = input(’\n Nimero de datos \n’); semilogy(i,S(i,i),’*-r’);
x = 0: 1/n:1; xlabel(’indice i’)
h=1/length(x); ylabel(’i-ésimo valor singular’)
for i = 1:length(x) title([’Valores singulares de K’],’Color’,’b’)

for j= 1:length(x)

K(i,j)= h*Cxexp(-(((i-j)*h)"2)/(2*(gama)"2)); % Grafica vectores singulares v_{i}.

end j = input(’\n i-ésimo vector singular que desea grafica \n’);

end figure(2)
plot(x,U(:,j)?,’-r’);

% Descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz K. grid on
[U,8,V] = svd(K); xlabel(’x’)

ylabel({’v_{’,num2str(j),’}’})
title({[’Vector singular v_{’,int2str(j),’}’1}, ’Color’,’b’)

Ejemplo de regularizacion TSVD y de regularizacion de Tijonov, pags. 17 - 22.
problema_inverso_regularizado.m

% Regulariza el problema inverso por medio de Tijonov o TSVD.

% Dados K, d, f, x, [U,S,V] = svd(K) % Grafica la solucién regularizada.
metodo = input(’\n Qué método de regularizacién desea usar, plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);
presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov".\n’); grid on
alfa=input (’\n Ingrese el valor umbral axis([0 1 -0.2 1.2]);
(parametro de regularizacién).\n’); haxis(axis);

f1 = zeros(length(x),1); xlabel(’x’)
%Método de Regularizacién ylabel (C£(x)?)
for i = 1:length(x) title([’Problema inverso regularizado, n = ’,int2str(length(x)), ’,

w = regularizacion(S(i,i), alfa, metodo); alfa = ’, num2str(alfa)],’Color’,’b’)

£f1 = (wx(1/S(1,1))*(U(:,1i)?*d1)*V(:,1i)) + f1; legend(’funcién fuente f exacta’, ’funcién fuente f aproximada’)
end
errores.im
% Regulariza el problema inverso. err(j) = norm(f1-f_ver’)
metodo = input(’\n Qué método de regularizacién desea usar, end

presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov" \n’);
alfa = 0.0000001:0.00000025:0.1; % Grafica la Norma de la solucién del Error
% del método de Regularizaciénm.

% Obtiene la norma del error. figure(2)
for j = 1:length(alfa) semilogx(alfa,err)

f1 = zeros(length(x),1); axis(axis);

for i = 1:length(x) xlabel(’alfa’)

w = regularizacion(S(i,i), alfa(j), metodo); ylabel(’|lerror||’)
f1 = (wx(1/S(i,1))*(U(:,1i)’*d1)*V(:,1)) + f1; title([’Norma de la Solucién del Error’],’Color’,’b’)
end

Ejemplo 2.2.2, pags. 26 - 27.

error_ruido.m

% Dados K, d, di, f, x, [U,S,V] = svd(K) e_ruido = (wx(1/8(i,1))*(U(:,i)’*eta)*V(:,i)) + e_ruido;
% d := datos sin ruido, d1 := datos con ruido f1 = (wx(1/8(i,1))*(U(:,1) *d1)*V(:,i)) + f1;
eta = d-di; end
delta = norm(eta); % nivel del ruido norma_e_ruido = norm(e_ruido)
p = input(’\n Cuanto vale p, 0 < p < 2 \n’);
alfa = (delta)p; % parametro de regularizacién % Grafico de la solucién regularizada.
plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);
%Regularizacién del problema inverso. grid on
metodo = input(’\n Qué método de regularizacién desea usar, axis([0 1 -0.2 1.2]);
presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov".\n’); xlabel(’x’)
f1 = zeros(length(x),1); ylabel (*£(x)’)
e_ruido = zeros(length(x),1); title({[’Problema inverso regularizado,’],[’n = ’,int2str(length(x)),
for i=1:length(x) >, alfa = ’, num2str(alfa)]},’Color’,’b’)

w = regularizacion(8(i,i), alfa, metodo); legend (’funcién fuente f exacta’, ’funcién fuente f aproximada’)
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error_ruido_p.m

% Dados K, d, d1, f, x, [U,S,V] = svd(K)

% d := datos sin ruido, dl1 := datos con ruido
eta = d-di;

delta = norm(eta); %nivel del ruido

p = 0.0001:0.0001:1.9999;

% Regulariza el problema inverso.

metodo = input(’\n Qué método de regularizacién desea usar,
presione 1 para "TSVD" o 2 para "Tijonov".\n’);

for j = 1:length(p)
alfa(j) = (delta) p(j);
alfa_p(j) = alfa(j)~((2-p(§))/2*p(j));
e_ruido = zeros(length(x),1);
for i=1:length(x)
w = regularizacion(S(i,i), alfa(j), metodo);

Ejemplo 2.2.3, pags. 35 - 38.
regularizacion_descenso_maximo.m

% Regularizacién iterativa.

% Dados K, di, f, x

% di:= datos con ruido.

tao = input(’\n ;Qué valor desea darle a tao, tal que
0 < tao < 1/ |IKI|"2\n??);

iter = input(’\n ;Cuéntas iteraciones desea? \n’);

fo = zeros(length(x),1); % solucién inicial.

% Resuelve por medio de Descenso Maximo.
f1 = desc_max(K,d1,fo,tao,iter);

desc_max.m

function f = desc_max(K,d,fo,tao,iter)
% Método de Descenso Maximo

% gradJ := J’, K Kernel
% fo := valor inicial de f
% iter := numero de iteraciones

% tao —> f_{n+1} = f_{n} - tao*J’(f_{n})

errorDM.m

% Regularizacién iterativa.

% (Descenso Maximo)

% Dados K, d1, f, x

% d1 := datos con ruido.

tao = input(’\n ;Qué valor desea darle a tao, tal que
0 < tao < 2/ |IKII"2\n’7);

iter = 1:20:10001;

for j = 1:length(iter)

fo = zeros(length(x),1);
f1 = desc_max(K,d1,fo,tao,iter(j));

Ejemplo 3.4.1, pag. 66.

regularizacion_Gradiente_Conjugado.m

% Regularizacién por Gradiente Conjugado

% Dados K, di, f, x

% d1 := datos con ruido.

fo = zeros(length(x),1); Ypunto inicial
iter = input(’\n Nimero de iteraciones \n’);

% Método de GC

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);
K1 = K’#K + alfa*eye(length(x),length(x));

di1l = K’*d1;

f1 = grad_conj2(K1,d11,fo,iter);

e_ruido = (w*(1/S(i,i))*(U(:,i)’*eta)*V(:,i)) + e_ruido;
end
norm_e_ruido(j) = norm(e_ruido); %norma del ruido
end

%Grafica la norma del ruido vs alpha”((2-p)/p).
plot(norm_e_ruido,alfa_p,’-r’);

grid on

axis([0 0.18 0 1.1]);

axis(axis);

xlabel(’ | |le_{alpha}~{ruido}||’)

ylabel(’alfa~{(2-p)/(2p)}’)

title({[’ | le_{alpha}~{ruido}|| vs alfa~{(2-p) / 2p},’],[’n =",

int2str(length(x)),’, 0 < p < 2, Regularizacién.’]},’Color’,’b’)

% Grafico de la solucién regularizada

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b%);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel (’f_k(x)?)

title([’Problema inverso regularizado (Descenso Maximo), k = ’,
int2str(iter), ’, tao = ’, num2str(tao)],’Color’,’b’)

legend(’funcién fuente f exacta’, ’funcién fuente f aproximada’)

f = fo;

for i = 1:iter
gradJ =(K’*Kxf - K’*d);
f = f - tao*gradJ ;

end

err(j) = norm(f1-f_ver’,inf); % norma del error
end

% Grafico de la norma del error vs nimero de iteraciones.

semilogx(iter,err,’*-r’)

axis(axis);

xlabel(’Iteracién k’)

ylabel(’ | lerror||’)

title([’Norma de la Solucién del Error, Descenso Maximo,
tau =’ ,num2str(tao) ],’Color’,’b’)

% Grafico de la solucién regularizada
plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b’);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel (*f_k(x)?)

title([’Problema inverso regularizado (Gradiente Conjugado), k = 7,

int2str(iter)], ’Color’,’b’)
legend(’funcién fuente f exacta’, ’funcién fuente f aproximada’)
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grad_conj2.m

function f = grad_conj2(K,d,fo,ni)

% ni = nimero de iteraciones
go = Kxfo - d; Y gradiente inicial.
dir_o = -go; % direcci6n de bisqueda inicial.
:ni
= Kxdir_o; % Vector auxiliar
dir_o’*r; % Escalar auxiliar

r
s =
a

= (go’*dir_o) / s;’% pardmetro de bisqueda lineal

error _.GC.m

% Regularizacién iterativa
% (Gradiente Conjugado)
% Dados K, di, f, x

% d1 := datos con ruido.

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);
K1 = K’*K + alfaxeye(length(x),length(x));

dil1l = K’*d1;

iter = 1:1:10;

for j = 1:length(iter)
fo = zeros(length(x),1);

Ejemplo 3.4.2, pags. 67-68.

f = fo - axdir_o; % actualizacién de la solucién aproximada
g = go - axr; % actualizacién del gradiente

b = g’*r/s; % Calculo de beta_k

dir = g - bxdir_o; 7% actualizacién de la direccién conjugada
go = g;

fo = £f;

dir_o = dir;

f1 = grad_conj2(K1,d11,fo,iter(j));

err(j) = norm(fi-f_ver’,inf);
end
figure(1)
semilogx(iter,err,’.-r’)
axis(axis);

xlabel(’Iteracién k’)
ylabel(’|lerror||?)
title([’Norma de la Solucién del Error, CG’ 1,’Color’,’b’)

regularizacion_Precondicionador_Gradiente_Conjugado.m

% Regularizacién por Gradiente Conjugado con Precondicionador (PGC)
% Dados K, di, f, x

% di := datos con ruido.

fo = zeros(length(x),1); Y%punto inicial

iter = input(’\n Nimero de iteraciones \n’);

% Matriz precondicionadora

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);
K1 = K’#K + alfakeye(length(x),length(x));

di1l = K’*d1;

M = matriz_precond(K1);

pre_grad_conj.m

function f = pre_grad_conj(K,d,fo,M,iter)
go = Kxfo - d; % gradiente inicial.
for q = 1:length(fo)
ro(q,1) = go(q)/M(q,q);
end
dir_o = ro; %% direccién de bisqueda inicial.
dot0 = go’*ro;

for i=1:iter

w = Kxdir_o; % Vector auxiliar

a = (dot0) / (dir_o’*w); % pardmetro de bisqueda lineal
f = fo - a*dir_o; % actualizacién de la solucién aproximada
g = go - a*w; % actualizacién del gradiente

error _ PGC.m

% Regularizacién iterativa

% Gradiente Conjugado con Precondicionador (PGC)
% Datos K, di, f, x

% dl:= datos con ruido.

alfa = input(’\n Qué valor desea darle a alpha \n’);
K1 = K’#K + alfa*eye(length(x),length(x));

dil = K’*d1;

iter = 1:1:10;

% Matriz precondicionadora
M = matriz_precond(K1);

% Método de PGC
f1 = pre_grad_conj(K1,d11,fo,M,iter);

% Grafico de la solucién regularizada

plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’-.b%);

grid on

axis([0 1 -0.2 1.2]);

xlabel(’x’)

ylabel (’£_k(x)?)

title([’Problema inverso regularizado (PGC), k = 7,
int2str(iter)], ’Color’,’b’)

legend(’funcién fuente f exacta’, ’funcién fuente f aproximada’)

for q = 1:length(fo)
r(q,1) = g(q@)/M(q,q);

end
dot = g’*r;
b = dot/dot0; % Calculo de beta_k
dir = r + b*dir_o; % actualizacién de la direccién conjugada
go = g;
fo = f;
r0 = r;
dir_o = dir;
dotO = dot;
end
for j = 1:length(iter)
fo = zeros(length(x),1);

f1 = pre_grad_conj(K1,d11,fo,M,iter(j));

err(j) = norm(f1-f_ver’,inf);
end
figure(2)
semilogx(iter,err,’.-r’)
axis(axis);

xlabel(’Iteracién k’)
ylabel(’|lerror||?)
title([’Norma de la Solucién del Error, PCG’ 1,’Color’,’b’)
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Ejemplo 4.2.1, pags. 75-80.

GC_EDP _cuadratura.m

n_f = input(’\n Nimero de términos para la serie de Fourier \n’); fi_o = zeros(q,1); %punto inicial
T = input(’\n Valor de la temperatura final T que desea. \n’); iter = input(’\n Nimero de iteraciones. \n’);
1 = input(’\n Valor final del intervalo [0, 1] \n’); f1 = grad_conj2(K,g,fi_o,iter);
alfa = input(’\n Que valor alfa desea para la regularizacién de
Tijonov (K™{T}*K + a*I)f = K"{Th*g \n’); % Grafico de la solucién sin regularizacién de Tijonov
q = input(’\n Numero de subdivisiones en el intervalo [0,1] \n’); figure(2)
plot(x,f_ver’,’-r’,x,f1,’:b’);
% Cuadratura del punto medio grid on
h= 1/q; xlabel(’x’)
for i = 1:q ylabel (’fi_k(x)’)
x(i) = (i - (1/2))*h; title({[’Problema inverso u_t = u_xx (GC),’],[’Solucién sin
end regularizacién y con ruido en los datos.’]}, ’Color’,’b’)

legend(’funcién fuente fi exacta’,’funcién fuente fi aproximada’)
%Construccién del Kernel

a=1; % coeficiente de difusién % Solucién con regularizacién de Tijonov
for i = 1:q tol = %input(’\n Que tolerancia desea? \n’);
for j=1: q T_K = K’*K + alfaxeye(q,q);
K(i,j) = 0; T_g = K'*g;
for n = 1:n_f [norma,iter,F] = grad_conj(T_K,T_g,fi_o,tol);
K(i,j) =

(sin(n*pi* (i-(1/2))/q) *sin(nxpix(j-(1/2))/q) *exp(-T*((n*pixa)/1)~(2)) Int1K£i2]) 5 size(F);

end norma = norm(f_ver-F(n_1,:)’);

K(i,j) = (2/@)*K(i,3); err_rel = norma/(norm(f_ver)) % error relativo de la solucién aprox.

end
end % Grafico de la solucién sin regularizacién de Tijonov
figure(3)
% Valor conocido u(x,T) = g(x) plot(x,f_ver’,’-r’,x,F,’-.” ,x,F(n_1,:),7:b’);
% (La funcién se puede construir con 6 sin ruido) grid on
g = gl_edp(x,n_f,T); axis([0 1 -0.1 0.6]);
xlabel(’x’)
% Condicién inicial analitica ylabel (*fi_k(x)?)
% phi(x) = u(x,0) title({[’Problema inverso u_t = u_xx (GC),’],[’e.r.=7,
f_ver = phi_cond_i(x); num2str(err_rel), ’, k = ’, int2str(iter),’, alpha=’,
num2str(alfa),’, T=’, num2str(T)]}, ’Color’,’b’)

% Solucién sin regularizacién de Tijonov. legend (’funcién fuente fi exacta’,’funcién fuente fi aproximada’)

gl _edp.m

function g = gl_edp(x,n_f,T)

for i= 1: length(x) % Grafico de u(x,t) = g(x)
gi,1) = 0; figure(1)
for n = 1:n_f plot(x,g);
g(i,1)=(sin(n*pi/2)/(n"2))*exp(-T* ((n*pi) "2))*sin(n*pi*x(i)) grid on
v gli,); xlabel(’x’)
end ylabel(g(x)=u(x,t)’)
g(i,1) = (4/(pi~2))*g(i)+ rand*0.000000115; % g(x) con ruido title({[’Solucién de u_t = u_{xx} (GC) al tiempo T,’],
ond [’u(x,T) = g(x), n =’,int2str(length(x))]}, ’Color’,’r’)

phi_cond_i.m

function f_ver = phi_cond_i(x) elseif x(i)>0.5
for i = 1:length(x) f_ver(i,1) = 1-x(i);
if x(i)<= 0.5 end
f_ver(i,1) = x(i); end

grad_conj.m

function [norma,iter,F] = grad_conj(X,d,fo,tol) f = fo - axdir_o; % actualizacién de la solucién aproximada
F(1,:) = fo; g = go - axr; % actualizacién del gradiente
go = Kxfo - %% gradiente inicial. b = g’*r/s; % Calculo de beta_k
dir_o = -go; %% direccién de busqueda inicial. dir = g - b*dir_o; % actualizacién de la direccién conjugada
iter=0; go = g;
norma=norm(go) ; fo = f;
dir_o = dir;

while (norm(go) > tol) iter = iter+i;

r = K+dir_o; % Vector auxiliar F(iter+1,:)= fo;

s = dir_o’*r; % Escalar auxiliar end

a = (go’*dir_o) / s; % paradmetro de bisqueda lineal norma=norm(g) ;



122

Ejemplo 4.3.1, pags. 83-87, y Ejemplo 4.3.2, pags. 87-91

GC_EDP _cuadratura.m

% Parametros de la doble suma (series de Fourier) %%k
= input (’\n Numero de términos para la serie de Fourier
(parametro x) \n’);
input (’\n Numero de términos
(parametro y) \n’);

n_f = para la serie de Fourier

%% % Temperatura final %%%
T = input(’\n Que valor de la temperatura final T desea. \n’);

%% % Longitud del cuadrado [0,L_1]x[0,L_2], 0<=x<=L_1, 0 <=y<=L_2.
L_1 = input(’\n Valor final del intervalo [0, L_1], 0<=x<=L_1. \n’);
L_2 = input(’\n Valor final del intervalo [0, L_2], 0<=y<=L_2. \n’);

%% % Particién de los intervalos [0,L_1], [0,L_2].
M = 40; % subdivisiones en el intervalo [0,L_1]
N = 40; % subdivisiones en el intervalo [0,L_2]

%% % Parametros de discretizacién (cuadratura del punto medio)
h= L_1/M;
k= L_2/N;
for i = 1:M
x(1) = (1 - (1/2))*h;
end
for j = 1:N
y(G) = (G - (1/2))*k;
end

%% % Construccién del operador K, donde Kxphi=g(x,y,T)
a = 1;% coeficiente de difusién

for i = 1:M;
for j = 1:N;
for 1 = 1:M;
for p = 1:N;

r= (G- + i ;

s = (p~1)*M + 1 ;

K(r,s) = 0;

form = 1:m_f

for n = 1:n_f
K(r,s) =
sin(mxpix(1-(1/2)) /M) *sin(n*pix (p-(1/2))/N)
*sin(mxpix(i-(1/2))/M)*sin(n*pix (j-(1/2))/N)
*exp(-(a~2)*((m*pi/L_1)"2 + (n*pi/L_2)"2)*T)
+ K(r,s);
end
end
K(r,s) = (4/(MxN))*K(r,s);
end
end
end
end

%% % Temperatura final u(x,y,T) = g(x,y)

CASO M = N

o/ Resuelve para la condicién inicial "peaks" o la piramide.
figure(1);

[g,fi_ver_cuad] = picos_piramide(160,160,L_1,L_2,T);

%% Malla gruesa

g_int = interpola(g);
%% Interpolacién lineal
for i = 1:M

for j = 1:N

g_cuad(i,j) = (g_int(i,j) + g_int(i+1,j) + g_int(i,j+1)
+ g_int(i+1,j+1))/4;

end

end

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause
for i = 1:M
for j = 1:N
r = (G-1)*M + i;
g K(r,1) = g_cuad(i,j);
end
end

%% % Solucién del sistema K*fi = g K
fi_o = ones(M*N,1); %%punto inicial
tol = input(’\n Qué tolerancia desea? \n’);

%%% Regularizacién de Tijonov

alfa = input(’\n Que valor alfa desea usar para la regularizacién de
Tijonov (K“{T}*K + axI)f = K™{Th*g \n’);

% Resuelve (K’*K + alfa*I)*fi = K’*g_k

T_K = K’*K + alfakeye (M*N,M*N) ;

T_g = K'*xg_K;

% Resuelve el sistema (K’*K + alfaxI)*fi = K’#g_k usando GC
figure(3);

iter = input(’\n Numero de iteraciones.\n’); % 25 para piramide,

% 40 para picos.
[e_r_,fhi] = grad_conj_bid(x,y,T_K,T_g,fi_o,iter,alfa,T,fi_ver_cuad);
disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

dif_puntual = abs(fhi - fi_ver_cuad);

figure(4);

surf (x,y,dif _puntual);

%axis([0 1 0 1 0 61);

xlabel(’x’)

ylabel(’y’)

zlabel(’ |fhi - fi_{ver}|’)

title({[’Diferencia puntual entre’],[’la condicién inicial exacta
(con ruido)’], [’y la recuperada por regularizacién.’]},
’Color’,’b’)

disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

Curvas de nivel
la condicién inicial exacta (con ruido) %

y la aproximada por regularizacién. %%%%
figure(5);
contour(x,y,fi_ver_cuad,SO);
xlabel(’x’); ylabel(’y?)

title({’Curvas de Nivel de la condicién inicial exacta (con

ruido)’}, ’Color’,’r’)
figure(6);
contour (x,y,fhi,50);
xlabel(’x’);  ylabel(’y’)

title({’Curvas de Nivel de la condicién inicial recuperada por
regularizacién’}, ’Color’,’r’)

figure(7);

contour(x,y,g_cuad,50);

xlabel(’x’); ylabel(’y’)

title({[’Curvas de nivel de g(x,y)’1}, ’Color’,’r’)

disp(’Termina simulacién.’)
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picos_piramide.m

function [u,fi_ver_cuad] =picos\_piramide(I,J,L_1,L_2,T)

% Método implicito de direcciones alternantes en 2-D
% Condiciones de frontera Dirichlet homogéneas

dt = le-4 % Paso del Tiempo
N_iter= T/dt; % Nimero de iteraciones
dx = L_1/1; % delta x

dy = L_2/J; % delta y

nux = dt/dx"2;
nuy = dt/dy"2;

% Construccién de la malla bidimensional
x = (0:dx:L_1)";
y = (0:dy:L_2)7;

HWhhhhh% CONDICIONES INICIALES %A%%%%%

% CASO 1: Una condicién inicial suave con valores positivos y

% negativos.

% En este caso debera escogerse I = J
%u = abs(peaks(I+1));
%fi_ver = u ;

% CASO 2: Una condicién inicial no suave para mostrar el
% principio del méximo
% I y J pueden escogerse en forma arbitraria

u = piramide(x,y,L_1,L_2);

fi_ver = u ;

% Grafica de la condicién inicial
figure(1);

surf (x,y,u)

xlabel(’X?)

ylabel(’Y?)

disp(’Presione enter para continuar.’)
pause

WAARLARLLALY% EMPIEZA CONDICION INICIAL %% A
ot to o Toto o T o o Tl MALLA GRUESA Tl e toToto o oloo oo
% Grafico de la condicién inicial en malla gruesa

% y puntos de la cuadratura.

% Cuadratura del punto medio

h= L_1/40;

k= L_2/40;

for i = 1:40

x1(i) = (i - (1/2))*h;
end

for j = 1:40

y1(3) = (G - (1/2))*k;
end

fi_ver_int = interpola(fi_ver);
fi_ver_cuad = zeros(40,40);
for i = 1:40

for j = 1:40

fi_ver_cuad(i,j) = (fi_ver_int(i,j) + fi_ver_int(i+1,j) +
fi_ver_int(i,j+1) + fi_ver_int(i+1,j+1))/4;

end
end

figure(1)

surf(x1,yl,fi_ver_cuad);

xlabel(’x’)

ylabel(’y?’)

zlabel(’fhi_{exact}(x,y)=u(x,y,0)’)
title({[’Condicién Inicial Exacta’]}, ’Color’,’r’)
disp(’Presione enter para continuar.’)

pause

u_cuad = zeros(40,40);
t_1=0;

TERMINA CONDICION INICIAL %
MALLA GRUESA h

% Calculo de los coeficientes e(i) en el algoritmo de Thomas.
% ex(i) son los coeficientes para los sistemas tridiagonales en la

% direccién x,

% ey(j) son los coeficientes para los sistemas tridiagonales en la

% direccién y
nuxm = 0.5%nux;
ex(1) = 0;

nuxm/ (1+nuxm* (2-ex(i-1)));

®
"
~
.
<
"

nuym = O.5%nuy;

ey(1) = 0;
for j = 2:J

ey(j) = nuym/(1+nuym*(2-ey(j-1)));
end

% Arreglo auxiliar para almacenar cdlculos intermedios
unew = zeros(I+1,J+1);
% figure(2);

% ITERACIONES EN EL TIEMPO
for n = 1:N_iter
% Se comienza resolviendo los SISTEMAS TRIDIAGONALES EN LA DIRECCION X
for j = 2:J 7 Se resuelve un sistema tridiagonal para cada j
£x(1) 0;
for i = 2:I 7 Algoritmo de Thomas
d = (1-nuy)*u(i,j) + 0.5xnuy*(u(i,j-1) + u(i,j+1));
£fx(i) = (d + nuxm*fx(i-1))/(1+nuxm*(2-ex(i-1)));
end
unew(I+1,j) = 0; % Condicién de frontera homogénea en x = L_1
for i = I:-1:2
unew(i,j) = fx(i)+ex(i)*unew(i+1,j);

end

unew(1,j) = 0; % Condicién de frontera homogénea en x = 0
end
u = unew; % Actualizacién para ir a la otra direccién

% Se continua para resolver los
% SISTEMAS TRIDIAGONALES EN LA DIRECCION Y
for i = 2:1 %, Se resuelve un sistema tridiagonal para cada i
fy(1) = 0;
for j = 2:J % Algoritmo de Thomas
d = (1-nux)*u(i,j) + 0.5%nux*( u(i-1,j)+u(i+1,j) );
fy(j) = (@ + nuymxfy(j-1))/(1+nuym*(2-ey(j-1)));
end
unew(i,J+1) = 0; % Condicién de frontera homogénea en y = L_2
for j = J:-1:2
unew(i,j) = fy(j)+ey(j)*unew(i,j+1)

end

unew(i,1) = 0; % Condicién de frontera homogénea en y = 0
end
u = unew; % Actualizacién para avanzar en las iteraciones en el

% tiempo

SASIIIALAhA% ANIMACION MALLA GRUESA g(x,y,T) Uhhedbsb sl hshstelods

u_int = interpola(u);
for i = 1:40
for j = 1:40
u_cuad(i,j) = (u_int(i,3) + u_ int(i+1,3) + u_int(i,j+1) +
u_int(i+1,j+1))/4;
end
end

figure(2);
surf (x1,yl,u_cuad);
xlabel(’x’)
ylabel(’y’)
zlabel (’g(x,y)=u(x,y,T)’)
t_1 =t_1 + dt;
title({[’Solucién de u_t = u_{xx} (GC) al tiempo T =’,
num2str(t_1), ’,’],[’ulx,y,T) = g(x,y)’]}, ’Color’,’r’)
M(n) = getframe;
end

ot T T Tt T T T To TS To T o To To T To T o To T o T To o o To o o T o o T o T T T o T T o o T Jo o T o o T o o T o o T o o T o T o T o o T oo o

function u = condin(I,J)
u = zeros(I+1,J+1);
i1l = 1/4;
i1 = 3/4;
i = i1-2:11+43;
§ = j1-2:j1+3;
u(i,j) = 1;
i = 3*%i1-2:3%i1+3;
§ = 3%j1-2:3%j1+3;
uli,j) = 1;

return
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interpola.m

function u = interpola(v)
k = 0;
h = 1/40;
u = zeros(41,41);
for i = 1:4:161
k=k+1;
1=0;

grad_conj_bid.m

for j = 1:4:161

1=1+1;
u(k,1) = v(i,j);
end
end
x = 0:h:1; y = x;

function [err_rel,fi] = grad_conj_bid(x,y,K,d,fo,n_it,alfa,T,fi_ver)
fi=zeros(length(x),length(y));

go = Kxfo - d;

%% gradiente inicial.

dir_o = -go; %% direccién de busqueda inicial.

iter=0;
norma=1;

for k=1:n_it

K*dir_o;

= dir_o’*r;
(go’*dir_o) / s;
fo - axdir_o;

go - a¥r;
= g’*r/s;

= g - bxdir_o;
=g
= f:

H
dir_o = dir;

iter = iter+l;
norma = norm(go) ;

piramide.m

Vector auxiliar

Escalar auxiliar

parametro de bisqueda lineal
actualizacién de la solucién aproximada
actualizacién del gradiente

Calculo de beta_k

% actualizacién de la direccién conjugada

Sese e s

end

%h% ANIMACION
for 1 = 1:length(x)
for p = 1:length(y)
s = (p-1)*length(x) + 1;
£fi(1,p) = £(s);
end
end
norma = norm(fi_ver - fi);
err_rel = norma/(norm(fi_ver));
surf(x,y,fi);
xlabel(’x’)
ylabel(’y?’)
zlabel (’fhi(x,y)=u(x,y,T)’)
title({[’Problema Inverso u_t = u_{xx} (GC),’],[’e.r.=’,
num2str(err_rel),’, k = ’,int2str(iter),
num2str(alfa),’, T=’, num2str(T)]}, ’Color’,’b’);
M(k) = getframe;
pause(.5);

norma=norm(g) ;

function z = piramide(x,y,L_1,L_2)

m = length(x);
n = length(y);
z=zeros(m,n) ;
for j = 1:((n+1)/2)
for i = 1:((m+1)/2)

if (x()>=y(§)) & ((1-x(1)) >= y(3))
z(j,1) = 2xy(§);
z(j,m+1-i) = z(j,i);
z(n+1-j,i) = z(j,1);
z(n+1-j,m+1-1) = z(j,1);
elseif (x(i)>=y(j)) & ((1-x(i)) <= y(j))
z(j,1) = 2x(1-x(i));
z(n+1-j,i) = z(j,1);
z(j,m+1-i) = z(j,1);

z(n+1-j,m+1-i) = z(j,1);
elseif (x(i)<=y(j)) & ((1-x(1)) <= y(§))
z(j,1i) = 2x(1-y(§));
z(n+1-j,i) = z(j,1);
z(j,m+1-i) = z(j,i);
z(n+1-j,m+1-i) = z(j,1);
elseif (x(1)<=y(j)) & ((1-x(i)) >= y(j))
z(j,1) = 2*x(i);
z(j,m+1-i) = z(j,i);
z(n+1-j,i) = z(j,i);
z(n+1-j,m+1-1) = z(j,1);

’, alpha=’,
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