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Resumen

Para modelar adecuadamente la dinamica de las variables financieras se requiere, sin duda
alguna, de la teoria de procesos estocésticos. Una de las ramas de esta teoria que han cobrado
creciente importancia es el calculo estocastico debido a su utilidad en el modelado continuo. En
este trabajo se proponen dos modelo de dos factores para los precios de futuros del petréleo,
los cuales son un ejemplo mas de la importancia del uso de la teoria del cédlculo estocastico
en finanzas. En el desarrollo de este trabajo se da un breve antecedente de las herramientas
necesarias para modelar dichos precios, tales como, los procesos de Ito, el famosos lema de
Ito, la ecuacion de Kolmogorov hacia atréds y el teorema de Girsanov, entre otras herramientas
matemdticas. La base del modelo I es el trabajo hecho por Muth y Sargent, el cual emplea la
teoria de expectativas racionales. Esta teoria se utilizo a partir de los anos 60°s y se usé para
describir las situaciones econémicas en las que el resultado depende de lo que la gente espera
que suceda. Esencialmente este modelo se inspira en el trabajo de Eduardo Schwartz y Cortazar
[1](2002).

El segundo modelo que se propone se fundamenta en el modelo I. Este nuevo modelo es
posible llevarlo a un espacio libre de riesgo bajo la nueva medida de probabilidad, hecho que es
importante en finanzas. Esto es factible gracias al Teorema de Girsanov, con el cual se hace el
cambio de medida de probabilidad en R?, sin suponer que hay independencia de los procesos,
situacién que a nuestro conocimiento no se encuentra en la literatura.



Introduccion

Como es bien sabido el petréleo [2] es un recurso natural no renovable y actualmente
también es la principal fuente de energia en los paises tanto desarrollados como en via de
desarrollo. El petréleo es muy importante pues la vida sin ese material no podria ser como la
conocemos. Del crudo obtenemos gasolina y diesel para nuestros autos y autobuses y combustible
para barcos y aviones. Lo usamos para generar electricidad, obtener energia calorifica para
fabricas, hospitales y oficinas y diversos lubricantes para maquinaria y vehiculos. La industria
petroquimica usa productos derivados de él para hacer plasticos, fibras sintéticas, detergentes,
medicinas, conservadores de alimentos, hules y agroquimicos. El petréleo [3] ha transformado la
vida de las personas y la economia de las naciones. Su descubrimiento creé riqueza, modernidad,
pueblos industriales présperos y nuevos empleos, motivando el crecimiento de las industrias
petroquimicas.

Existe un mercado grande de precios del petréleo al contado y futuros. En este trabajo nos
enfocaremos en el mercado de futuros, éste mercado es gigantesco, muy liquido y representativo
de la situaciéon econémica de los commodities y hay muchas bolsas en el mundo que negocian
con contratos futuros. La bolsa NYSE ofrece contratos de futuros a distinto plazo, la Bolsa
de Comercio de Chicago (www.cbot.com) y la Bolsa Mercantil de Chicago (www.cme.com)
son las dos bolsas de futuros mas grandes de Estados Unidos de América. Las dos bolsas més
importantes de Europa son Euronext (www.euronext.com), la cual se fusioné con la Bolsa de
Valores de Nueva York (www.nyse.com) en 2006, y Eurex (www.eurexchage.com) copropiedad de
Deutsche Borse (Bolsa Alemana) y la Bolsa Suiza, todas las bolsas mencionadas con anterioridad
son solo algunas de las mas importantes en el mundo. La bolsa de futuros permite negociar entre
si a las personas que desean comprar o vender mercancias en el futuro. El precio del petréleo y
en especial el precio de sus futuros es, por lo tanto, un tema de gran importancia.

Desde hace anos existe un gran interés por modelar dichos precios. Este interés surge de la
creciente volatilidad de los mismos y ha habido varios esfuerzos para aplicar la teoria moderna
de opciones. Hay literatura [1],[5], [7],[20] de modelos de valuacién de activos relacionados con
el petréleo cuyo subyacente es el precio del mismo. Por otra parte sabemos que los modelos
realizados con la teoria de derivados dependen fuertemente del precio, de la volatilidad, del
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rendimiento y la correlacién entre los procesos estocasticos, ejemplo de ello es el modelo de
dos factores de Schwartz y Gibson [1]. Los precios de los instrumentos financieros vinculados al
petréleo requiere el conocimiento del comportamiento estocéstico del activo subyacente. Segin
Schwartz [1] el riesgo del precio de los productos bésicos tiene un enorme impacto sobre los
beneficios de las empresas y esto puede ser cubierto con éxito en la medida en que el proceso
estocastico de la materia prima subyacente se conoce, por lo que los modelos propuestos en la
literatura tienen como base el determinar el proceso estocastico del precio del commodity, es
decir de la materia prima (en este caso el petroleo).

Schwartz comenta en su articulo que los modelos estocasticos del comportamiento de los
precios de las materias difieren en el papel desempenado por el rendimiento y el precio del
comodity, en el nimero de factores usados para describir la incertidumbre. El concepto de factor
se refiere a aquel elemento que influya para determinar el precio del futuro de la materia prima, es
decir, el precio, el inventario, el rendimiento de conveniencia, etc. Los primeros modelos suponen
un rendimiento constante y un proceso de un factor (precio del subyacente), ejemplo de ello es
el modelo de Brennan y Schwartz [20] (1985), en el cual se describe que el comportamiento
del precio sea el movimiento browniano geométrico. Esta especificacion del camino aleatorio
de los precios de los productos basicos se utilizé hasta hace una década, cuando comenzd a
ser incluido la reversién a la media en los modelos, como una respuesta a la evidencia de la
volatilidad de los rendimientos futuros. Hablar de un factor significa tener poca informacion
sobre el comportamiento estocastico de los futuros: como ejemplo de esto se tiene los modelos
de Schwartz (1997) [5], Cortazar y Schwartz (1997) [1]. Una consecuencia no deseada de los
modelos de un factor, es que todas las posibles estimaciones de los futuros estan perfectamente
correlacionadas, un hecho que desafia la evidencia empirica.

Para tener un comportamiento estocastico mas realistas, los modelos de dos factores con
reversion a la media fueron introducidos, ejemplos de ello son Gibson y Schwartz [7] (1990),
Schwartz [5] (1997), Schwartz y Smith (2000). Estos modelos estocasticos se han adoptado con
bastante lentitud, y una posible razén para esto podria ser que aunque los modelos de dos
factores se comportan razonablemente bien la mayoria de las veces, para algunas condiciones
del mercado se comportan mal, haciendo estimaciones al dia un tanto dudosas. Ademas, la
mayoria de los procedimientos de estimacién de parametros propuestos en la literatura son
bastante complicadas y requieren el uso de muchos datos, al no tener esto se traduce en pérdida
de informacién importante. Una caracteristica importante en los modelo mencionados es que
se supone que la volatilidad es constante, lo que hace que el modelo sea realmente sencillo al
momento de estimar los pardametros. Sin embargo en el modelo de Gibson y Schwartz se tiene
un modelo no estandar, debido a que los movimientos brownianos correspondientes a cada uno
de los procesos estocasticos (el precio y el rendimiento de conveniencia) estén correlacionados.

Para entender mejor el modelo propuesto por Gibson y Schwartz, en el cual se utilizan como
factores el precio y el rendimiento de conveniencia, Schwartz explica en su articulo el rendimiento
de conveniencia. El precio de los futuros de un activo financiero que no paga dividendos es igual



0. Introduccién 4

al precio spot del activo més la tasa de interés (costos de financiacién) durante la vigencia del
contrato de futuros. Cualquier pago de dividendos sobre el activo financiero se debe restar de
los costos de transporte. En el caso de los productos basicos, los precios de futuros suelen ser
méas bajos que el precio de contado (precio spot) més la tasa de interés durante la vigencia del
contrato de futuros. Este "déficit”, que es como un dividendo implicito que se acumula para el
dueno de la mercancia en cuestion, pero no al titular del contrato de futuros, es lo que se conoce
como rendimiento de conveniencia de la mercancia.

A pesar de que los modelos de dos factores son una buena estimacién para determinar el
valor del futuro, surgen los modelos de tres factores que parecen ser mejores para explicar las
variaciones de dia a dia en futuros de materias primas a plazo. Existen muy pocos ejemplos de
este tipo de modelos en la literatura. Schwartz (1997) [5] presenta un modelo de tres factores,
pero su tercer factor es calibrado utilizando precios de los bonos en vez de los precios de futuros de
productos basicos. El modelo de tres factores propuesto en el articulo de Cortazar y Schwartz [1]
estd relacionado con el trabajo de Schwartz (1997), pero estos tres factores se calibran utilizando
s6lo los precios de los productos béasicos. En esta tesis no se da un modelo de tres factores, pero
seria interesante en el futuro proponerlo.

El objetivo de este trabajo es proponer un modelo estocastico de dos factores que influyen
en la estructura de los precios futuros del petroleo. Este modelo se inspira en el articulo de
Eduardo Schwartz y Cortézar [1] (2002), el que se basa en el modelo de dos factores de Gibson
y Schwartz y en la teoria de expectativas racionales. Esta fue desarrollada por John F. Muth
[24] en 1961. El modelo que se da tiene como factores el precio y el inventario. Se opta por el
factor inventario y no por el rendimiento de conveniencia, pues se cree que forma un papel muy
importante en la determinacion de los precios del petréleo. Ademas el inventario esta relacionado
con el rendimiento de conveniencia. En este modelo se obtiene el precio del futuro en funcién de
los factores y sus volatilidades.

En el primer capitulo se presentan los preliminares necesarios para el desarrollo del tema.
Se comienza tocando algunos conceptos de probabilidad y el Movimiento Browniano Geométrico
el cual describe el comportamiento de un gran niimero de precios de activos. Se dan algunos
aspectos de la integral de Ito y una parte de la teoria de ecuaciones diferenciales estocésticas,
las cuales son la herramienta principal para la modelacién de la dindmica de muchos procesos
estocasticos, incluyendo el modelo que se propondra en este trabajo. En esta seccion se explora
la relacion estrecha entre una ecuacién diferencial estocastica y ciertas ecuaciones diferenciales
parciales parabdlicas y en particular se estudian las ecuaciones de Kolmogorov. Se da también
la version multidimensional del teorema de Girsanov la cual serd 1til en la obtencion del modelo
neutro al riesgo, hecho en este trabajo.

En el segundo capitulo se estudia el concepto de derivados, en particular los mercados
de futuros, ya que la mayoria de operaciones de los commodities (mercancias) se efectian en
el mercado de futuros. Se da el concepto de rendimiento de conveniencia, el cual refleja las
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expectativas del mercado con respecto a la disponibilidad futura del commodity, es decir, cuanto
mayor sea la posibilidad de que ocurra situaciones de escasez mayor serd el rendimiento de
conveniencia. La relacion estrecha entre el rendimiento de conveniencia y los inventarios son
importantes para este trabajo, pues como ya se menciono uno de los factores en este trabajo
es el inventario, el cual nos ayudard a determinar los precios de futuros. También se introducen
algunos conceptos de mercados completos y de la teoria de arbitraje.

En el capitulo tres se describe el modelo de dos factores de Schwartz y Gibson [1], en el que
se describen dos procesos estocasticos que influyen en la estructura de los precios de futuros del
petroleo: uno de los factores es el precio del petréleo, el cual sigue un movimiento browniano
geométrico y el otro factor es el rendimiento de conveniencia que se modela como un proceso
estocastico de Ornstein-Ulenbeck. El modelo de Schwartz y Gibson aporta a este trabajo la idea
de manejar a la volatilidad constante y tomar correlacionados a los movimientos brownianos
asociados a estos procesos.

El cuarto capitulo ofrece un pequeno panorama de la teoria de expectativas racionales,
la cual se desarrollé en respuesta a los defectos percibidos en teorias basadas en expectativas
adaptativas. Las expectativas adaptativas, nos dicen que las expectativas sobre el valor futuro de
una variable econdmica se basan en valores del pasado. Por ejemplo, la gente predice la inflacién
mirando a la inflacién en anos anteriores y bajo esta teoria se tiene que si la economia sufre un
constante aumento de las tasas de inflacién (tal vez debido a las politicas del gobierno), la gente
siempre subestimara la inflacion. Este resultado puede considerarse como poco realista, porque
tarde o temprano estos individuos se dan cuenta de la tendencia de la informacion pasada y la
tomaron en cuenta en la formacion de sus expectativas. La hipdtesis de expectativas racionales
que se exponen en este capitulo va en este sentido, en el que se supone que los individuos
tienen toda la informacion disponible para la formacion de sus expectativas. A pesar de que
las expectativas pueden resultar incorrectas, estds no se desviaran de forma sistematica de los
valores esperados.

La hipétesis de expectativas racionales ha sido usada para apoyar algunas conclusiones rad-
icales sobre la politica econémica. Un ejemplo de esto es la propuesta de una politica ineficiente
desarrollada por Thomas Sargent y Wallace Neil [18]. Durante la década de 1970 las expectativas
racionales parecian haber hecho que la teoria macroeconémica anterior en gran medida fuera
obsoleta, lo cual culminé con la critica de Lucas [18]. Sin embargo, aunque esto ha fracasado, en
teoria ha sido ampliamente adoptada a lo largo de la macroeconomia moderna como un supuesto
de modelado y no como una proposicién de politica econémica.

En el capitulo cinco y como resultado del capitulo previo, se describe el modelo estocéstico
para los precios de futuros del petréleo, el cual es proveniente de la teoria de expectativas
racionales, que en si se basa en el modelo de Muth-Sargent. En el espiritu de este modelo
que describe el comportamiento del mercado de bienes, se propone un modelo continuo que
posteriormente se reescribe como dos ecuaciones diferenciales estocasticas, las cuales describen
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a el precio y el inventario. Por ultimo se utiliza el lema de Ito-Doeblin y la condicién de no
arbitraje para obtener una ecuacién diferencial parcial estocastica para los futuros. Debido a
que se obtienen dos ecuaciones estocasticas acopladas, no es posible llevar el modelo a un espacio
libre de riesgo, ya que en este caso no se cumplen las hipotesis del Teorema de Girsanov. Por
lo tanto se plantea un segundo modelo, el cual si es posible llevar a un espacio libre de riesgo
(w, FAF St > 0), P), debido a que las ecuaciones diferenciales estocésticas propuestas, las
cuales describen a los dos factores: inventario y precios, estan basadas en el comportamiento
del movimiento browniano geométrico, es decir estas ecuaciones se modelan de forma semejante
que el movimiento browniano geométrico, lo que nos da como resultados que se pueda aplicar
el Teorema de Girsanov y asi obtener el modelo neutro al riesgo. Ademas este modelo se espera

que sea mejor que el modelo uno, ya que en éste se obtienen las razones de cambio relativas.



Capitulo 1

Antecedentes para el analisis del
modelo estocastico de dos factores

1.1. Conceptos basicos de teoria de probabilidad

Notaciones

Sea R el conjunto de los niimeros reales, R, el conjunto de los reales positivos, entendiéndose
por positivos si son mayores a cero, R el conjunto de reales extendidos {—oo} UR U {oo}, Z
el conjunto de enteros y N los enteros positivos. Si E es un conjunto no vacio, entonces una
o-algebra de subconjuntos de E, es una coleccién £ de subconjuntos de E tal que, £ € £y £ es
cerrada bajo las operaciones de complementacién y de unién numerable. Si A es una colecciéon
de subconjuntos de E, 0(A) denotard la o-algebra generada por A, es decir, la minima o-algebra
que contiene a A.

La pareja (E, &), que consiste de un conjunto no vacio E y una o-élgebra £ de subconjuntos
de E se llama un espacio medible.

Sean (E,&) y (F,F) dos espacios medibles; una funcién f : E — F se dice que es una
funcién medible con respecto de las o-dlgebras € y F, si para todo A € F, se tiene f~1(A) =
{reE: f(x) e A} € £ Si AC E, la funcién indicadora de A, la denotaremos por 4.

Si E es un espacio topolégico, la o-algebra generada por los abiertos de E es llamada la
o-algebra de Borel de E y la denotaremos por B(E).
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Aqui una medida sobre un espacio medible (£, £) siempre serd positiva, en caso contrario
diremos que es una medida con signo. Un espacio de medida es una terna (E, &, u), donde
(E, &) es un espacio medible y p es una medida en (E, E).

Un espacio de probabilidad (2, F, P) es un espacio de medida tal que P(2) = 1.

Si una proposicién concerniente a los puntos de un espacio de medida (F, &, i) es cierta
para todos los puntos del conjunto FE, excepto en los puntos de un conjunto A C FE tal que
1(A) = 0, entonces se dice que la propiedad es cierta casi donde quiera, abreviado c.d. Si
el espacio es un espacio de probabilidad (2, F, P), entonces se dice que la propiedad es cierta
casi seguramente, abreviado c.s. Cuando trabajemos con varias medidas de probabilidad, si una
propiedad es cierta casi seguramente respecto de la probabilidad P, a esta la denotaremos por
P-c.s.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Si (£, £) es un espacio medible entonces cualquier
aplicacion X : €2 — E que sea medible es llamada variable aleatoria, abreviado v.a. La féormula
pux(A) = P{X1(A)}, para toda A € &, define una medida de probabilidad ux en (E,E&),
llamada la distribucién de X .Aqui utilizaremos la notacién uyx(A) = P[X € A]. Si X es una
v.a. con valores reales, entonces la esperanza de X se define como EX = [, XdP, siempre que
esta integral exista. Si ademds f es una funcién medible de R en R entonces Ef(X) = fQ fdux,
siempre que ambas integrales existan.

Definicién 1. Dos subconjuntos A, B € F se dice que son independientes si
P(ANB) = P(A)P(B).

Definicién 2. Un proceso estocdstico es una coleccion parametrizada de variables aleatorias
{Xi}i>0, definidas sobre un espacio de probabilidad (2, F, P) y con valores en R™.

Definicién 3. Un proceso estocdstico {X;}i>o tiene
i) Incrementos independientes si y sélo siV 0 < t; <ty < ...<t,, los incrementos
Xy, — Xoy, Xy, — X4y, ooy Xy, — Xy, Son v.a. independientes.

ii) Incrementos estacionarios si y solo si X; — X tiene la misma distribucion que
Xipn — Xegn, Yh > 0.

Definicién 4. Sea (2, F) un espacio medible.
a) Una filtracion en (Q, F) es una familia de o-dlgebras de Q, {F; >0 tales que:

i) Fy C F para toda t > 0.
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ii) Sis,t €R, s,t >0y s <t, entonces Fs C F;.

b) Sea P : F — [0,1] una medida de probabilidad. Se dice que{F;}i~o es una filtracion
completa si el espacio de probabilidad (Q, F, P) es completo y todos los conjuntos de probabi-
lidad cero estan en JFy.

c) Sea (0, F,P) un espacio de probabilidad equipado con una filtracion {F;}icpo,r. Sea
{Xi}iep ) una sucesion de variables aleatorias indexadas port € [0,T], se dice que la sucesion
de variables es un proceso estocdstico adaptado, si para cada t, la variable aleatoria X, es

Fi-medible.

Definicién 5. Sea (Q, F, P,{Fi}i=0) un espacio de probabilidad filtrado. Un proceso {Hy;}>¢ es
admisible como integrando estocdstico si:

i) Hy es Fy-adaptado.

ii) [o E[H?(s)]dt < co.
Definicién 6. Sea (Q, F, P,{Fi}+>0) un espacio de probabilidad filtrado. Un proceso {H;}>¢ es

previsible simple si y solo si existe una particion ™ = {tg,t1,- -, t,} de [0,T] con 0 =ty <
h<---<t,=Tyv.a Z,---,Z, tal que:

i) Z; es Fy,_,-medible.
i) E[Z2] < oo.

Definicién 7. Sea (0, F, P, {F:}i~0) un espacio de probabilidad filtrado, y {X;}+>0 un proceso
{Fi}i>0-adaptado. Decimos que {X;}i>o es:

a) un proceso integrable o de cuadrado integrable, respectivamente, si
E|X;| < 00, 6 E|X;|* < oo,
respectivamente.

b) una submartingala si para todo t > 0 se tiene EX; < +o0o y E[X/F] > X, c.s. para
s <t (donde X;" es la parte positiva de X;).

c¢) una supermartingala si cada v.a. X, es integrable y E[X,/Fy] < X, c.s., s <t (donde
X, es la parte negativa de X;).
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d) una martingala si cada v.a. X; es integrable y E[X;/Fs] = X c.s.

e) de variacion cuadrdtica finita, si existe un proceso, al que denotaremos por ([X, X|¢)i>o0,
que sea creciente y tal que para toda t > 0 y toda sucesion de particiones {m,}n,>1 del intervalo
[0,t] con

T ={t}i=0,...,n} y|m| = ns0 0

(donde |m,| = max{[t}, —t|,i =0,...,n — 1}) se tiene que

n

Z(Xt}:—l - th_1)2 _>5—>oo [Xa X]t7

k=1

es decir [X, X, es limite en probabilidad de la variacion cuadrdtica Y, (X  — Xpm ).

El proceso ([X, X]i)i>0 es llamado la variaciéon cuadrdtica de {X,;}i>o.

Definicién 8. Una funcion V :t — V, de Ry U {0} en R se dice que es de variacion finita si
para todo t se tiene:

Var(V), = sup{z Vi v [, 0=1to < t1 < ... <tpp1 =t} <oo.
i=1
La funcion Var(V); se llama la variacion de V en [0,¢].

Teorema 1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad.

i) La variacion cuadrdtica del movimiento Browniano es:

[B,B), =t.

Demostracién [13] pag. 102.
En la siguiente seccién se definira el movimiento browniano.

Comentarios: El concepto de procesos estocastico es fundamental para el desarrollo de
la teoria financiera en ambientes de riesgo. Estos procesos son ttiles para describir el compor-
tamiento aleatorio de las variables financieras en el tiempo: los precios de los activos, las tasas
de interés, los tipos de cambio, etc. Usualmente, en los modelos financieros se requiere que los
precios, presentes y pasados, de los activos sean conocidos para producir prondsticos. Esta idea
es la razén por la que se introduce el concepto de filtracion, el cual nos representa la informacién
disponible en el tiempo t. El hecho de que la filtracién esté aumentando significa que hay mas
y mas informacién conocida conforme el tiempo transcurre y que la informacién pasada no se
olvida.

10
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1.2. Movimiento Browniano

1.2.1. Movimiento Browniano

En 1827, mientras el médico y botanico escocés Robert Brown examinaba particulas de
polen’ (de Clarckia Pulchella) en el microscopio, observo que cuando estas se encontraban sus-
pendidas en agua y en otros liquidos se movian sin cesar en forma erratica. En un principio, Brow
pensé que las particulas tenian movimiento propio e incluso vida. Posteriormente, el fenémeno
se asoci6é no solo con particulas de polen, sino también con particulas de materia inorgénica
como el polvo fino de algunos materiales (vidrio, carbon, roca, etc.). Fué hasta principios del
siglo XX, cuando se demostro que el movimiento irregular de las particulas de polen se debia al
golpeteo constante de las moléculas invisibles de agua sobre las moléculas visibles de las particu-
las de polen. En 1905, el fisico Albert Einstein escribe un articulo sobre mecéanica estadistica
que proporciona la formulacién matematica del movimiento browniano, la cual se deriva que la
dispersién promedio del desplazamiento de la particula en un liquido, en un tiempo dado, es
proporcional a dicho tiempo.

En 1900, el mateméatico Louis Bachelier en su tesis “ Theorie de la speculation “ sobre el
modelado del comportamiento aleatorio de los precios de las acciones de la bolsa de Paris, se
anticipé a Einstein con la formulacién matemética del movimiento browniano, abordando un
problema completamente diferente al de la mecanica estadistica o al del movimiento erratico de
particulas de polen suspendidas en agua.

Definicién 9. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad fijo, el movimiento Browniano
(estandar y unidimensional) es una funcion

B:[0,00) x Q2 =R

tal que para cada t > 0, la funcion B(t,-) : Q@ — R es una variable aleatoria definida en (2, F),
que en forma breve se denotard como {By}i>o.

Para cada w € Q, la funcion B(-,w) : [00,0) = R es continua en [00,0), estds funciones
son llamadas trayectorias.

La familia {B;}i>0 satisface las siguientes condiciones:
i) By = 0 casi sequramente, es decir, P{w € Q: By(w) =0} =1

ii) Para cualquier conjunto de tiempos 0 < t; < ty < ... < t,, los incrementos

B, — By, By, — By,, ..., By, — By

n—1

'[16]

11
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son independientes y estacionarios.
iii) Para cualquier par de tiempos t y s con 0 < s <t, By — B; ~ N(0,t — s).

iv) Be(w) es una funcion continua de Ry en R.

Se puede definir el movimiento browniano no estdndar sustituyendo la condicién iii) por
B; — By~ N(0,c(t — s)), donde ¢ es una constante positiva.

Definicién 10. Sea (2, F, P,{Fi}i>0) un espacio de probabilidad filtrado, un Movimiento Brow-
niano d-dimensional es un proceso By = (B}, ..., BY) que satisface las siguientes propiedades:

i) Cada B}, con i =1,...,d es un movimiento browniano en R.
i) Los procesos B} y Bg son independientes si i # j
ii1) Para cada t > 0 el vector de variables aleatorias B, es Fy-medible.

i) Para cualquier par de tiempos t y s con 0 < s < t, el vector de incrementos Bs — B, son
independientes de la filtracion F;.

Comentarios: Como ya se comento el movimiento browniano describe el comportamiento
de las particulas de polen y después de investigaciones sobre este fenémeno se obtuvo una
formulaciéon matematica.

El movimiento browniano, sin lugar a dudas se encuentra implicita o explicitamente en casi
toda la teoria financiera en tiempo continuo en ambientes estocasticos. Por esta razon para el
modelo que se abordara en esta tesis es relevante conocer dicho proceso. En finanzas se utiliza
el movimiento Browniano Geométrico® para describir el comportamiento de los precios, este
movimiento tiene las propiedades de ser un proceso gaussiano y de Markov.

1.3. Integral de It6, ecuaciones diferenciales estocasticas
y ecuaciones de Kolmogorov

Como ya se menciono la integral de Ito es fundamental para la teoria de calculo estocastico,
por esta razon se vera la construcciéon de la integral de It6 para procesos generales a partir de

2Su ecuacién se muestra en el ejemplo 1

12
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procesos simples, ademas de daran algunos teoremas y algunas propiedades importantes de esta
integral.

Por otro lado tenemos la subseccion de ecuaciones diferenciales estocéasticas en la cual se
mencionan algunos teoremas. En esta subseccién el objetivo es saber utilizar bien estas ecuacio-
nes, asi como saber resolverlas.

En la ultima subseccién se hace una relacién entre la teoria del calculo estocastico y la
ecuacion de Kolmogorov, es decir se ve como a partir de ambas se obtiene la misma ecuacién
diferencial parcial. Ademas se dan varios ejemplos de la ecuacién de densidad de transicién. Toda

la teoria que se vera en esta seccién es parte fundamental para el modelo de precios futuros del
petroleo.

1.3.1. Integral de Itd6 para procesos previsibles simples

Para poder definir la integral de Ito en general, primero se define para integrandos de
procesos previsibles simples H(t) y después se extiende a procesos no simples como limite de
procesos previsibles simples. Este proceso se describe a continuacion:

Sea m = {tg, t1, ...t, } una particién de [0, 7], tal que 0 =ty < t; < ... <t, =T.

Supongamos que H(t) es constante en t sobre cada intervalo [t;,;41), es decir que H(t)
sea un proceso previsible simple. La importancia de que este proceso sea previsible recae en que
para definir la integral es necesario que este sea adaptado.

Se define la integral de Ito para los procesos previsibles simples como:

I(H)t - H(to)[Bt - Bto] - H(O)Bt70 < t S tl

[(H)t = H(O)Bt + H(tl)[Bt - Btl]atl < t S t2

I(H)t - H(O)Bt —|— H(tl)[Bt - Bt1] + H(tg)[Bt — Btz]atQ < t S t3

En general si t, <t < tx,1, entonces

](H>t = H(tj)[Btj-H _Btj] +H(tk)[Bt_Btk]' (11)

13
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El proceso I(H), es la integral de It6 para procesos previsibles simples, el cual se denota:

I(H), = /0 ' H(s)dB..

Teorema 2. La integral de Ito definida en la ecuacion 1.1 es una martingala.

Demostracién. [13] pag. 128.

Teorema 3. (Isometria de Itd) La integral de Ité definida en la ecuacion 1.1 satisface:

plani) - | [ w s

Demostracién. [13] pdg. 128.

Teorema 4. La variacion cuadrdtica al tiempo t de la integral de Ito definida en la ecuacion
1.1 es:

[I(H), I(H)), = / H?(s)ds.

Demostracién. [13] pdg. 131.

1.3.2. Integral de It6 para integrandos generales

Teorema 5. Sea { B, }i>0 un movimiento Browniano en R definido en el espacio de probabilidad
(0, F,P,). Sea {H(t) }+ejo,r) un proceso admisible, entonces existe una sucesion {Hy(t) }eor) de
procesos previsibles simples tal que

T

lim [ E|H(t) — H,(t)|*dt = 0.

n—oo 0

Teorema 6. Sea {B;}i>0 un movimiento Browniano en R definido en el espacio de probabilidad
(2, F, P,). Sea {H(t)}1epo,1) un proceso admisible entonces existe una sucesion {Hy(t)}iep,m de
procesos previsibles simples, tal que I(H,); = fot H,(s)dBs, entonces I(H,); converge en L*? a
un proceso I(H), en [0,T], es decir:

lim E[sup |[I(H), — I(H,)*] = 0.

n—oo OStST

14
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Usando estos dos teoremas se ve la generalizacion de la integral de Ito para integrandos
generales (procesos admisibles), ahora si podemos hablar de las propiedades y de como se define
un proceso de Ito, y asi poder emplearlos durante los siguientes capitulos.

Definicién 11. (Proceso de It6). Sea {B;}i>0 un movimiento Browniano en R definido en

el espacio de probabilidad (2, F, P), un proceso de It6 es un proceso estocdstico { X }ieor) sobre
(Q,F, P) de la forma:

t t
X; = X0+/ u(s)ds—l—/ v(s)dBs. (1.2)
0 0
donde: Xy es el valor del proceso al tiempo t=0, u(s) y v(s) son procesos admisibles.

Teorema 7. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad.

i) Sea Xy = fo s)dBs, (t > s), con H(s) un proceso admisible, entonces:

(X, X]; = [/OtH(s)st,/OtH(s)dBSL:/OtHZ(s)ds

Demostracion [13] pag. 134 (vi).

ii) Sea X; un proceso de Ito definido en la ecuacion 1.2, entonces:

(X, X = /Ot v?(s)ds

Demostracion [13] pag. 143.

iit) Sean X y'Y dos procesos de Ité, entonces
t t
XtY;t—XOYOZ/ Xdeg+/ }/;dXS“‘[X,Y]t
0 0

Deﬁnicion 12. Sea {Xt}t>0 un proceso de Ito, y sea {I'(t)}i>0 un proceso adaptado, tal que

E{fo (s)%ds} y fo v(s)dB;, sean finitas para cada t > 0, entonces se define la integral
con respecto al proceso de [to como:

/ $)dX, = / ds+/0t1“( Jo(s)dB.,.

Teorema 8. Sean {H;}i>0 y {Gi}i>0 dos procesos admisibles definidos en (S, F, P, ), entonces
se tienen las siguientes propiedades:

15
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1)
t
la integral / H(s)dBs, es F; — medible
0
¢
el proceso {/ H(s)st} es una {Fi}t>0 — martingala.
0 0<t<T

iii) (Isometria de It6)

(/OtH(s)st>2 =F Uot HZ(S)dBS] :

/Ot(ﬁH(S) + aG(s))dB,s = 5/0tH(s)st + Oé/OtG(s)st.

/OTH(s)dBS:/OtH(s)stJr/tTH(s)dB

Demostracién [12] pag. 30 y [13] pag. 134.

Teorema 9. (Férmula de Ité en dimension uno). Sea X; un proceso de Ité definido en
la ecuacién 1.2 y sea f(t,x) una funcién de clase C*(R, x R), entonces para t > 0:

Ft,X0) = £0,X0) + [ 2 (s, X )ds + [3 9 (s, X,)dX, + L [ 2L (s, X,)d[X, X]s =

F(0, Xo)+ fy (s Xo)ds+ [ 55(s, Xo)o(s)dBy+ [y 55 (s, XoJuls)ds+3 [y 5 (s Xo)v?(s)ds.

Demostracién [13] pag. 138.

En notacién diferencial:

10%f
2 0x?

of
ot

of

df(taXt) - a

L, X)) dt 4+ =2 (¢, X)d X, + === (¢, X,)d[X, X];.

16
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Ejemplo 1. Sea un proceso de Ité dado por:

t t
S, = / 11Ssds + / vS,dB,
0 0

En finanzas este proceso modela el comportamiento del precio del activo, donde, i es el
rendimiento medio esperado y o es la volatilidad instantdnea por unidad de tiempo. En este caso
se dice que el precio S; del activo sigue un movimiento Browniano geométrico.

donde p y o son constantes.

Sea g(t,S;) € C*(Ry x R), entonces por la formula de Ité obtenemos:

dg 8 1 &g dg

Teorema 10. (Fo’rmula de Ité-Doeblin multi-dimensional[] 1] )

Sea X; un proceso de Ité n-dimensional, dado por dX; = udt + vdB;.

donde: X, = (X, (t), ..., X)), tt = (w1, .., ), dB(t) = (dBy (1), ..., dBp(t))',

V11 ... Uim
Unt -+ Unm

y sea f(t,z) € C}R, x R*Y) entonces la férmula de Ité n-dimensional en su forma
diferencial es:

df(t, X,) = a -(t ) dt+z tXt dX! + Zax tXt )X, X7,

donde: d[X!, X]], = 69dt, (69 =1,sii=j,0 sii#j).

Demostracion. Ver [12] pags. 48-409.

1.3.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Definicién 13. Sea el espacio de probabilidad (2, F, P), entonces se define la ecuacion dife-
rencial estocdstica como:

17
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dXt = [L(t, Xt)dt + U(t, Xt>dBt
Xo= 2.

Una solucién de la ecuacién anterior en [0, 7] es un proceso X; : [0,7] — R" que satisface
casi seguramente:

t t
X, =X, +/ w(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs.
0 0

Teorema 11 (Existencia y unicidad de las Ecuaciones Diferenciales Estocésticas). Sea T'> 0 y
() [0, 7] x R = R™, o(-,-) : [0,T] x R™ — R™™, funciones medibles tales que satisfacen:

a)u y o son continuas,
eVt € [0, T] y Vo € R™: [[u(t, )| + [[o(t,z)|| < C(1+ ||z]).

Sea Xo = Z v.a., la cual es independiente de la o-dlgebra generada por Bs(-) y tal que
E[|Z]] < o0,

entonces la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = /L(t,Xt)dt + U(t,Xt)dBt, 0 S t S T
XO =Z.

tiene solucion continua unica X;(w), con la propiedad de que X(w) es adaptado a la fil-
tracion FZ generada por Z y Bs(-), con s <ty

T
E[/ | X, [2dt] < oo.
0

Demostracion [12] pag. 69.

Ejemplo 2. Observe que si tenemos la ecuacion diferencial estocdstica de X; dada por:

{ dXy = pXidt + 0 XydBy donde: |1 y o son constantes.

Xo = o,

18
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Como 1 y o son constantes entonces cumplen inmediatamente las condiciones del teorema
11, por lo que existe una solucion y es unica. Veamos que Zy = log(X}) es solucion de la ecuacion
diferencial estocdstica, aqui Zy = f(Xy,t) = log(Xy), entonces por la formula de Ito se obtiene
que

Zi—Zo= [y Lds + [} SdX, — [T 162X 2ds

Zy— Zy =0+ [} +dX, — [} 5302 X2ds

sustituyendo d X, en la ecuacion anterior:
Zy=Zo+ Jy 3 (nXuds + 0 X dBy) = [] 53202 X2ds
= Zy=Zo+ [(n—%)ds + [, 0B,

= Z;, = log(Xo) + (n — L)t + 0B,

= 7y = log(zo) + (10 — %2)75 + o B;

Por lo tanto )

Xy =exp{Z;} = zoexp{(n — %)t + 0B}, (1.3)

es solucion de la ecuacion diferencial estocdstica.

Definicién 14. Se denota por
p(to, tr; 2, y)*

la densidad (en la variable y) de la variable X, , con la condicion de que Xy, = x. En otras
palabras, para h Borel-medible

By uh(X (1)) = / h(y)p(to. t: . ) dy.

La propiedad de Markov dice que para 0 < ty <ty se tiene

Ero olh(X (12))|F)] = / h(y)p(to, b v, y)dy.

3La densidad de transicién p cumple con las condiciones en la definicién 2.1, [17] pag. 47.
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Ejemplo 3. (Movimiento Browniano con deriva)

Considere la ecuacion diferencial estocdstica
dX; = pdt + dB;,
para el intervalo [ty,t1] la ecuacion anterior es equivalente a
Xy = Xio + p(ts — to) + (By, — By,),

como X, = x, entonces
th =+ M(tl - to) + (Bt1 - Bto)a

sabiendo que el valor esperado de X, es x + u(ty —to) y su varianza es (ty —to), la densidad de
transicion de la variable X3, es:

p(t07t1;xay) =

1 ) exp {_(y — (2 + p(ty — to)))? } |

27T<t1 — 1o Q(tl - to)

Notemos que p depende de t1 y ty unicamente, esto es en la diferencia (t; —tg). Esto sucede
siempre y cuando las variables u(t,z) y o(t,z) no depende de t.

Ejemplo 4. (Movimiento Browniano Geométrico)

Considere la ecuacion diferencial estocdstica
dXt = /J,Xtdt "‘ O—XtdBt
con condicion inicial Xy, = x, por el ejemplo 2, la solucion de la ecuacion diferencial estocdstica
para dados dos tiempos ty y ty esta dada por:
o2
X = wexp{(p — 5 )(ts —to) + o (B, — Byy)}- (1.4)

Como la variable aleatoria B, — By, tiene densidad

(b— E(By, — By))? } b, (1.5)

1
P(B;, — B;, € db)* = ———¢x {—
(Bu o ) 27 (t; — to) P 2(t1 — to)

sabiendo que E(By, — By,) = E(By,—t,) = 0, entonces

1 b?
P(B;, — B:, € db) = ————¢Xx ———— 5 db.
( t1 to ) 27T(t1 — 750) P{ 2(t1 — to)}

4Ver [18] pag. 56
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Ahora haciendo un cambio de variable, b= B, — By, e y = Xy,, la ecuacion 1.4 la reescribimos

como:
2

o
y=wexp{(n— 5 )(ts —to) + b}, (1.6)
por otro lado la ecuacion 1.6 es equivalente a que
1 Y o?
b= —[log = — (n— —)(t1 — o)}, (1.7)
o T 2
de donde la derivada dy = oy es equivalentemente db = Z_Z'

Observe que como b tiene la densidad descrita en la ecuacion 1.5, entonces para obtener la
densidad (aplicada a y) de X;,, basta obtener la densidad (aplicada a b) de Xi,, ya que se bajo
un cambio de variable se obtuvo que la ecuacion 1.4 sea equivalente a 1.6, y ademds como 1.6
es equivalente a la ecuacion 1.7, la cual es funcion de b. Por lo tanto en base a esta observacion
se tiene que la densidad de Xy, resulta ser:

p(t(]) t].? .CE, y)dy — P(th E dy) =
1 1 Y 0.2 2}
expd ——————flog L — (u— L)t —to))? L dy.
oy 27T(751 — to) p{ 2(t1 — t0)0'2[ & T (M 92 )< 1 0)] Y

Teorema 12. (Representacion de Feynman-Kac®)

Considere la ecuacion diferencial estocdstica:

dXt = /,L(t, Xt)dt + U(t, Xt>dBt
Xo = o,

y sea h(y ) una funcién Borel medible. Para T > 0 y t € [0,T| se define la funcion
g(t,z) = Eph( = [LhW)p(t,T;z,y)dy, tal que E; |h(X(T))| < oo, Y t,z, entonces
g(t,z) satzsface la szguzente ecuacion diferencial parcial con valores a la frontera:

0%g
- (

0%z

%(t, z) + M(t,x)g—i(t,x) + %(;Q(t,x)
g(T7 $) = h(l’)

Proposicién 1. (Operador diferencial). Sea f € C?*(R, x R), se define el operador dife-
rencial asociado a f como:

t,x) =0.

(AN = TE T ) 4 by 2 ),

entonces el proceso My = f(X;) — fo Af(X5)ds es una Fi-martingala, donde {X;}i>o0 es una
solucion de la ecuacion diferencia estocastzca dXt p(t, Xy)dt + o(t, Xy)dBs.

°[13] pag. 268
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Observemos: Si { X, }:>¢ es una solucién de dX; = u(t, Xy)dt+o(t, Xy)dBy, tal que Xy = x,
entonces por la Proposicién 1, dada una funcién f € C*(R, x R), se tiene:

B0 = )+ 8 [ t Afxgas) = o+ £ ( [ t AfCx)ds),

ahora por el Teorema 11 se sabe que Vt € [0, T] y Vo € R?, ||u(t, z)|| + |lo(t, 2)|| < K(1+ ||z|),
entonces E (fot Af(Xs)ds> es finita pues:

E (/Ot Af(XS)ds) =5F (iﬁ? |Af(XS)|) <K (1 +E (i’g? |X8|2)> < 0.

Por el Teorema de Lebesgue "(x — Af(z) cuando s — X, ambas son funciones continuas)
entonces:

SE o=t # (1 [ Ar0xas) = st

Por lo que el operador diferencial A es llamado el generador infinitesimal. Este generador se
define a continuacion para x € R™.

Definicién 15. (Generador infinitesimal)

Sea X; un proceso de Ité como en el teorema 10, y sea h € C* (R, x R*1), entonces el
generador infinitesimal A se define como:

Z palt Z Gyl Ox 0% oz.00, %)

’Lj_

donde: C se puede expresar en forma matricial como C(x) = o(x)o’ (z), con o (x) la transpuesta
de la matriz o(z) = (0(x)); ;-

1.3.4. Ecuacion de Kolmogorov

Proposicién 2. (Ecuacion de Kolmogorov hacia atrds). Considere dX; = u(t, X;)dt +
o(t, X;)dBy, y sea p(to,t1;x,y) la densidad de transicion, entonces la ecuacion de Kolmogorov
hacia atrds es:

U2<t0, 1}) (92

t() 0,01;L,Y 0 Pllo, 115,y 9 2p 0,01,y

6Ver [15] Teorema 5.3, pgs. 58-59
"Ver [15]
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En el caso de que p y o sean funciones sélo de x, y p(to, t1; x, y) dependa de t; y ¢y inicamente
en la diferencia 7 = t; — ty, entonces se puede reescribir p(7;x,y) en lugar de p(to, t1;z,y), v la
ecuacion de Kolmogorov hacia atras quedaria:

0 ' B 0 ' o?(x) 0* '
_E (T,I,y)—u(f)g (T,$,y>+ 2 @p(ﬂx,y)-

Ejemplo 5. (Movimiento Browniano con deriva)

Del ejemplo 3 sabemos que dada dX; = pudt + dBy, su densidad de transicion es:
1 _ _ 2
exp {_y (z + plts — o)) }7
27 (t1 — to) 2(t1 — to)

entonces como la densidad de transicion depende de T = t1 —tg, por lo tanto p se puede reescribir
como p(7;x,y), una vez reescrita la densidad de transicion, tomemos las parciales de p:

p(to, t1;2,y) =

o [ 1 ply—z—pr) (y—z—pr)
ol = Z—i_ T + 272 p:
Q:(y—x—m)p
Ox T '
0 0 (y—x—pr)  (y—a—pr)0 1 (y—z—pr)
' = o DY TRt g P
Entonces
Q+18_2 CJuly—z—pr) 1 (y—xz—pr)] 0
ol T 2020 ~ T 27 272 P=5:F

la cual es la ecuacion de Kolmogorov hacia atrds.

Ejemplo 6. (Movimiento Browniano Geométrico)

Por el ejemplo 4, dado dX; = pX,dt + 0 X dB;, su densidad de transicion es:

p(to, tr; x, y)dy = P(Xy, € dy) =
1 1 y o2 2}
expy 5 alog — — (u— )t =t ,
ay 27T<t1 - to) p{ 2<t1 — t0)0'2[ & T <’u 92 )( 1 0)]

De la misma forma que en el ejemplo anterior se puede verificar que p satisface la ecuacion de
Kolmogorov hacia atrds, es decir:

$3+1 P 0
K oLP w5l = 5P
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Proposicién 3. (Ecuaciéon general de Kolmogorov hacia atrds). Considere dX; =
wu(t, Xp)dt + o(t, X;)dB, n- dimensional, y sea p(tg,ti;x,y) la densidad de transicion, entonces
la ecuacion de Kolmogorov hacia atrds es:

0
(gp—{_ Ap)(tﬂatlaxay) = 07
0

donde: A es el generador infinitesimal.

Observe que en la ecuacién de Kolmogorov hacia atras se mantienen constantes las variables
t; e y, vy las variables son ty y x, las cuales son llamadas variables hacia atras.

Proposicién 4. (Ecuacion general de Kolmogorov hacia adelante). Considere dX; =
w(t, Xy)dt + o(t, X;)dB; n-dimensional, y sea p(to,t1;x,y) la funcion de densidad de transicion,
entonces la ecuacion de Kolmogorov hacia adelante es:

9 ;
p<t07t1;x7y) =A p(t07t1;x7y)7
otq

donde A* es el adjunto® del generador A vy esta dado por:

A" = Xn: 9 +1zn:C~ >
B — Mo T2 4 Y Ox;0z,

v 2,7=1

con, C(t,z) = o(t,x)ol (t, ).

La ecuacion de Kolmogorov hacia adelante también es conocida como la ecuacion de Fokker-
Planck.

Observe que en la ecuacién hacia atras se mantienen constantes ¢t y x, y las variables son T’
e y, las cuales son llamas variables hacia adelante.

Relacién entre el calculo estocastico y la ecuaciéon de Kolmogorov hacia atras.

Considere
dXy = p(Xy)dt + o (X,)dBy, (1.8)

8Es decir (A¢, 1)) = (¢, A*), para ¢,¢ € C3(R, x R), donde (-,-) denota el producto interior en L?, ver
demostracién en el apéndice C
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sea h(y) una funcién Borel-medible y definamos
v(t,x) = B h(X(T)), para 0 <t <T,

entonces teniendo en cuenta que

o(t,z) = / hy)p(T — b2, y)dy,

de donde: 9 p
e -

0 0
soulta) = [ )T = iy

0? 02

@v(t,w) Z/Rh(y)@p(T—t;x?y)dy,

por lo tanto,

%U(t, x) + u(m)%v(t, x) + %JQ(x)%v(t, x) =
/Rh(y)[—p(T —tiz,y) + M(ff)%p(T —tz,y) + %OQ(IE)%MT —tix,y)]dy, (1.9)

como la densidad de transicién p(T — t; z,y) satisface la ecuacién de Kolmogorov hacia atras,
es decir

—p(T = t;2,y) + () Zp(T — t;2,y) + 30*(2) Zzp(T — t;2,y) = 0, por lo tanto por la
ecuaciéon 1.9 se tiene que:
0 1 0?
av(t,x) + ,u(x)a—xv(t, r) + éaz(x)@v(t,m) = 0.
Sea (0,&) la condicién inicial de la ecuacién 1.5. Para simplificar la notacién se escribird E en
lugar de Fy¢.

Teorema 13. Sea Xy =&, el proceso v(t, X;) satisface la propiedad de martingala:

Elv(t, Xy)|Fs] =v(t, Xs), 0<s<t<T.

La formula de It6 aplicada a v(t, X;), implica que

0 0 1 92
dU(t, Xt) = av(t, Xt)dt + — (t, Xt>dXt + =

axv 2@@<t,Xt>d[X, X]ta

en su forma integral
'U(t, Xt) — U(O, Xo) =
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/t[av(s X.) + (X0 Lo(s, X2) + 202X (s X)]ds+/t (x)Z (s, X.)dB

a. s s) s s 50 s) | o ) <Xs o s)q y A5 S
TR Mt o0 2 a2 ; Oz

por el teorema 13 tenemos que v(t, X;) es martingala, por lo que la integral fot[%v(s,Xs) +

(X5 2v(s, X,) + 102(X,) Z5v(s, X,)]ds es cero para todo t, es decir es cero para cualquier

intervalo en [0, ¢], por lo tanto:

0 0 1, 0? . .

av(t, Xt)+,u(Xt)%v(t, Xt)+§a (Xt)@v(t, X;) = 0, casi en todos lados respecto a medida dx
(1.10)

Por lo tanto dados estos dos distintos argumentos, uno basado en la ecuaciéon de Kolmogorov

hacia atras y el otro basado en la formula de Ito, se llega a la misma conclusién.

Comentarios: Para modelar adecuadamente la dindmica de las variables financieras se
requiere, sin duda alguna, de la teoria de procesos estocasticos. Una de las ramas de esta teoria
que han cobrado creciente importancia, debido a su utilidad en el modelado continuo, es el
calculo estocéstico. Por lo tanto en este capitulo se describieron teoremas y conceptos impor-
tantes del calculo estocastico, los cuales seran empleados para modelar los precios de futuros del
petroleo. Cabe destacar que el uso de los procesos de It6 son muy importantes en los modelos
financieros, pues con estos procesos se ha descrito el comportamiento del precio, el rendimiento
de conveniencia, tasas, etc.

1.4. Martingalas y el teorema de Girsanov

1.4.1. Martingalas

Las martingala desempena un papel esencial en el modelado de los mercados financieros y
en la valuacion tedrica de muchos instrumentos que estos utilizan.

Definicién 16. Sea (2, F, {F:}i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado. Una aplicacion
T:Q — R, U{o0} es llamada un tiempo de paro si para todo t € R, el evento {T <t} € F; .
Notemos que {T = 0o} = {T < 00}¢ € F = Foo y también {T <t} € F; < {T >t} € F;. Es
evidente que cualquier constante no negativa es un tiempo de paro. En caso de que la filtracion
{Fi}i>0 sea continua por la derecha, el que T sea tiempo de paro relativo a ella equivale a pedir
que {T" < t} € F; para todo t > 0. Si {Xi}i>0 es un proceso y T es un tiempo de paro, se
denotard por {X[ }i>o el proceso detenido en T, i.e. tal que X[ (w) = Xpwyn(w) para todo
t>0.

Definicién 17. Sea (2, F, P,{Fi}i~0) un espacio de probabilidad filtrado, y {X;}i>0 un proceso
{Fi}i>0-adaptado. Decimos que {X;}i>0 es una martingala local si existe una sucesion {T,}n>1,
de tiempos de paro relativos a la filtracion {F}}i>o, llamada sucesion localizante, tal que
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i) para todo w € Q yn € N
Tn(w> S TnJrl(w)a

i) para casi todo w € )

lim 7,(w) = oo,
n—oo

i) para cada n € N, el proceso (I{{r,},-01X ™ )i>0 €s martingala, donde
Litradnso) X™)1(W) = L(gra}m0y (W) X7 (W)

Interpretacién de una martingala como un juego justo

Si X, representa el valor del juego al tiempo t, sea X; — X las ganancias netas en la posicion

Por lo tanto la mejor prediccién para las ganancias netas para un juego justo es:
E[X, — X|Fs] = E[X{|Fs] — E[X|Fs] = E[X¢|Fs] — Xs =0 cas..
Es decir esto sucederd si y solo si E[X;|F,] = X,.

por lo tanto, habra un juego justo si y sélo si X; es martingala.

Ejemplo 7. Sea {X,,}22, una sucesion de v.a.i. tales que X,, € L', y sea So =0, S, = > | X;.
El proceso { S, }52, resulta ser una caminata aleatoria que inicia en 0, entonces:

i) 0(X1,..., Xn) = (S0, ..o, Sn) = Fn, donde Foy = o(Sp) = {0,Q}. Como la o-dlgebra esta
generada por las S, ’s, por lo que la o-dlgebra esta en funcion de las S,, por lo tanto S, es
adaptado a la filtracion F,.

i) E[Spi1|Fn] = E[Z?:ll XilFol =500 Xi+ E[Xpq1|Fu] = Sn+ E(Xp41). En base a esta
ecuacion veamos que condiciones se necesitan para que el proceso sea: martingala, supermartin-
gala 6 submartingala.

» Si E(X;) =0,V € N entonces {S,}22, es una martingala.
» Si E(X;) <0,V5 € N entonces {S,}52, es una supermartingala.

» Si E(X;) >0,Vj € N entonces {S,}22, es una submartingala.
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Ejemplo 8. Sea {F,}>2, una filtracion y sea & € L'. Definase Z, = E[£|F,], entonces:

i)Por definicion Z,, es F,-medible, por lo tanto {Z,}°, es adaptado a la filtracion {F,}n>0-

i)
E[Z, 1| Fo] = EE[E|Fanil|Fn] = EE|FL] = Z,.
Por lo tanto el proceso {Z,}2, es una martingala.

Definicién 18. Considere un espacio de probabilidad fijo (2, F, P) equipado con una filtracion
{Fiti>0. Un proceso {X;}i>0 adaptado a la filtracion {Fi}i>o es una semimartingala continua
st se puede escribir como:

Xy = Xo+ M, + Ay,
donde {M,;}i~0 es una martingala local continua, nula en cero y {Ai}i~o €s un proceso

adaptado continuo de variacion finita y nulo en cero.
Proposicion 5. Toda semimartingala continua es de variacion cuadrdtica finita y esta variacion
cuadrdtica resulta ser su corchete’.
Demostracién [15] pag. 87.
Teorema 14. Considere un espacio de probabilidad fijo (2, F, P) equipado con una filtracion

{Fiti>0. Sea {X:}i0 un proceso adaptado con valores en R™ de trayectorias continuas. Supon-
gase que X es una martingala local y que las cordenadas X! satisfacen

(a) d[X], X{] = 6Ydt, (6" = 1,sii=j,0 sii#j),
entonces {X; h>0 €s un movimiento browniano.

Notemos que de la unicidad del corchete para martingalas continuas en la condicién (a) es
equivalente a que:

X! X] — 6"t es una martingala local.

Demostracién [15] pag. 96.

9Se refiere al corchete [+, -];
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1.4.2. El teorema de Girsanov

El teorema de Girsanov construye explicitamente una medida de probabilidad que permite
transformar “un movimiento Browniano con tendencia” en un movimiento Browniano sin ten-
dencia!’, este dltimo definido en un espacio de probabilidad equivalente. Este teorema constituye
una herramienta fundamental en la valuacion tedérica de muchos y diversos productos derivados.

En esta seccién se veran algunos teoremas importantes sobre la nueva medida de proba-
bilidad f’, los cuales nos ayudaran a abordar el teorema de Girsanov, ya que en este se hace
el cambio de medida de probabilidad de P a P. El teorema de Girsanov que se verd en esta
seccién es para el caso del movimiento browniano, el cual no se demostrara, pero se desarrolla
un ejemplo en el cual se explica como se encuentra la nueva medida de probabilidad.

Teorema 15. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sea Z una variable aleatoria no negativa
c.s., con la propiedad de que E(Z) =1, entonces para A € F se define

P(A) = / Z(w)dP(w),

P es una nueva medida de probabilidad absolutamente continua con respecto a P. Ademds
st X es una variable aleatoria no negativa, entonces

E(X)=E(XZ).

Si Z es estrictamente positiva c.s., entonces

Demostracién [13] pag. 33.

Teorema 16. Dado (2, F, P,{Fi}i>0) un espacio de probabilidad filtrado, sea t tal que 0 <t <
T, y sea Y una variable aleatoria Fi-medible, entonces

E(Y) = BE(YZ(t)),

donde, Z(t) = E[Z|F"

10Ge refiere a la deriva (drift)

117 es llamada la derivada Radon-Nikodym y se denota por Z = %, ver [13].
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Demostracion:

E(Y)=E(YZ()) = E(E[YZ|F]) = E(YE[Z|F]) = E(YZ(1))-.

Teorema 17. Dado (Q, F, P,{F:i}i>0) un espacio de probabilidad filtrado, sean s,t, tales que
0<s<t<T, yseaY una variable aleatoria F;-medible, entonces

E[Y|F] = < BYZ(t)"|F].

1
Z(s)
Demostracion:

i) Bs claro que E[Y|F,] = 7= E[Y Z(t)|F,] es F,-medible.

Z(s)

ii)Por definicién de esperanza condicional se tiene la siguiente igualdad:

1 - -
/AZ<S)E[YZ(15)\]-“S]dP: /AYdP’ VA€ F,, (1.11)

el lado izquierdo de la ecuacién 1.11 se puede reescribir como

1 - - 1
——FB\YZ()|F|dP = E(Ia—=—EY Z(1)|Fs)).
| FFEW ZOFIP = Blla =BV Z(0)F.)
Ahora definamos Y’ = %E[YZ (t)|F.], entonces usando el Teorema 16 se tiene E(Y') =
E(Y'Z(s)), es decir

~ 1
E([AmE[YZ(t)LFsD = E(LLE[Y Z(1)|FJ]) = E(E[Y Z()|Fs]) = E(1.Y (1))
de nuevo definamos Y = I,Y", entonces usando el Teorema 16 se tiene E(Y) = E(Y Z(t)), por
lo que
. 1 _ .
B(Lig5 EIY Z0\F)) = BULY Z(1)) = B(LY) = / YdP..
s A
Teorema 18. Girsanov (en una dimension). Sea Wy con 0 < t < T un movimiento
Browniano en un espacio de probabilidad (2, F, P), y {F:}t>o0 la filtracion correspondiente. Sea
0(t), 0 <t <T un proceso adaptado. Definimos

¢
Zy = exp{— / s)dWs — —/ 0*(u)du}. Sea Z = Zr, entonces E(Z) = 1.
0

12Como en el teorema 16.

30



1. Antecedentes para el analisis del modelo estocastico de dos factores 31

t
Sea Wy = W, + / 0(u)du.
0

Ahora definamos una nueva medida de probabilidad

HMZKFMMHMAmgﬂ

supongamos que se cumple

E[/O 02 (u) Z*(u)du) < oo,

entonces el proceso Wy, 0 <t < T es un movimiento Browniano bajo la medida de proba-

bilidad P.

Demostracién [13] pag. 213.

Teorema 19. Girsanov (miltidimensional). Sea W (t) = (Wy(t), ..., Wu(t)) un movimiento
Browniano de dimension d en un espacio de probabilidad (2, F, P), y {F:}>0 la filtracion cor-
respondiente. Sea 0(t) = (61(t),...,0a(t)), 0 < t < T un proceso adaptado de dimension d.
Definimos

t 1 t
Zy = ea:p{—/ 0(s) - dW, — 5/ 10(u)||*du}. Sea Z = Zr, entonces E(Z) = 1.
0 0

Sea W (t) = W(t) + /t O(u)du.

Ahora definamos una nueva medida de probabilidad

supongamos que se cumple
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E| / 10(0)|2 2 (u)du] < oo,

entonces el proceso I/T/(t), 0 <t<T esun movimiento Browniano de dimension d, bajo la
medida de probabilidad P.

Ejemplo 9. En este ejemplo se muestra como a partir de un proceso de Ito se construye la
nueva medida de probabilidad y un nuevo proceso de Ito, tal que este proceso resulte ser una
martingala bajo la nueva medida de probabilidad. Esto se logra con el teorema de Girsanov.

Sea (Q, F,{Fi}t>0, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea {Bi}i~o un movimiento
browniano, consideremos el siguiente proceso:

t t
Yt:x+/ o(}/;)st+/ b(Y,)ds,
0 0

definamos

t t
Xt:Yt—/ b(Ys)ds:H/ o(Y,)dB,,
0 0

como x es una constante y la integral fot o(Y5)dBs es una martingala, por lo tanto el proceso
X, es martingala respecto a la medida P.

Notemos que d|Y,Y ], = 02(Y,)ds = d[X, X]s.

Ahora

ny— { tHdX—l tHQ 2(Y,)ds}
dP t = €Xp 0 S s 2 0 50 s)as

es martingala positiva con respecto a P de esperanza 1, la cual es la exponencial de Doleans' :
e(fy H)dX,) = e(L,) = M,

donde Ly = [, Hyds, y M, satisface M, =1+ [ M,dL.

13La, exponencial de Doleans se define como la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica dY; = YVid Xy, v
se denota como ¢(X). Cuya solucién es Y; = exp(X; — Xo — %[X, XJe).
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Por el teorema de Girsanov

t t
X, — /—dXM Xt—[L,X]tht—/ d[X,H-X}SZXt—/ H,o*(Y,)ds,
0 0

estas iqualdades se dan, ya que:
d[X, M), = M H,0*(Y;)ds,

(X, M], = [y Hoo*(Y.)ds,
dX,H - X|s = Hyo*(Y;)ds.

Por lo tanto si tomamos

H, = — obtenemos la P-martingala.

t
y Y, =X, +/ b(Ys)ds es martingala respecto a la medida P.
0

Comentarios: La utilidad de usar el teorema de Girsanov es para generar ambientes de
neutralidad al riesgo en la valuacion de productos derivados, es decir, ambientes en donde el
precio de un producto derivado no depende de las preferencias del riesgo de los agentes, es
necesario cambiar la tendencia del proceso que originalmente guia al precio del subyacente. En
este caso una simple aplicacion de éste teorema proporciona el resultado deseado, que en nuestro
caso la implementaciéon de éste teorema es de suma importancia, ya que nos permite llevar el
modelo con riesgo a un ambiente de neutralidad al riesgo.
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Capitulo 2

Instrumentos financieros, Arbitraje y
mercados completos, Futuros

En los ultimos anos los mercados de derivados han adquirido una importancia cada vez
mayor en el mundo de las finanzas y las inversiones. Para todo aquel que quiera ser un profesional
de las finanzas, es fundamental saber como operan estos mercados. Por esta razon la teoria que
encontraran en este capitulo es retomada de algunos de los libros mencionada en la bibliografia
[4], [12].

En este capitulo analizamos rdapidamente, algunas caracteristicas de los derivados, y en
particular, los mercados de futuros, ya que estos son importantes para esta tesis, pues en el
capitulo 5 se da un modelo para los precios de futuros del petréleo.

2.1. Instrumentos financieros

La naturaleza dinamica de los mercados financieros ha dado como resultado el uso extensivo
de una gran variedad de instrumentos financieros como mecanismos para la cobertura de los
riesgos implicados en las distintas operaciones de negocios modernos (administracién de riesgo
y administracién de activos y pasivos). Su importancia es vital para el desarrollo econémico en
todos los niveles. Por lo que un instrumento financiero es cualquier contrato que de origen tanto
a un activo financiero de una empresa como a un pasivo financiero o instrumento de capital de
otra empresa.

= Un activo financiero puede ser:
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1. efectivo,
2. un derecho contractual para recibir de otra empresa efectivo u otro activo financiero,

3. un derecho contractual para intercambiar instrumentos financieros con otra empresa
bajo condiciones que son potencialmente favorables, o

4. un instrumento de capital de otra empresa
= Un pasivo financiero es cualquier obligaciéon contractual para:

1. entregar efectivo u otro activo financiero a otra empresa, 0

2. intercambiar activos financieros con otra empresa bajo condiciones que son poten-
cialmente desfavorables;

Los instrumentos financieros incluyen tanto instrumentos primarios, como cuentas por co-
brar, cuentas por pagar y valores de capital, asi como instrumentos derivados: como opciones
financieras, futuros y contratos anticipados, swaps de tasas de interés y swaps de divisas.

2.1.1. Derivados financieros

Un derivado financiero es un instrumento financiero cuyo valor se basa en el precio de otro
activo, de ahi su nombre. El activo del que depende toma el nombre de activo subyacente!, por
ejemplo el valor de un futuro sobre el oro se basa en el precio del oro. Los subyacentes utilizados
pueden ser muy diferentes, acciones, indices bursatiles, valores de renta fija, tipos de interés o
también materias primas.

Los derivados se pueden catalogar de tres formas:

1. Opciones:

= Un Call es una opcion de compra que otorga al tenedor el derecho mas no la obligaciéon
de comprar un activo en una fecha especifica a cierto precio.

» Put[Opcién put] es una opcién de venta que otorgada al tenedor el derecho més no
la obligacion de vender un activo en una fecha especifica a cierto precio.

El precio establecido en ambos contratos se conoce como precio de ejercicio o precio strike.

2. Swaps son contratos para intercambiar flujos de efectivo en el futuro de acuerdo a una
formula establecida.

Wer apéndice A

35



Instrumentos financieros, Arbitraje y mercados completos, Futuros 36

3. Contratos futuros, forward. Diremos que un contrato futuro al igual que un contrato
forward son acuerdos para comprar o vender un activo en una fecha especifica en el futuro

a un precio determinado.

A continuacion veamos un grafico que muestra la utilidad de los inversionistas en funcién
del precio final de la accion de una opciéon de compra y una de venta, suponiendo que son
opciones europeas, de modo que se ejercen sélo a su vencimiento:
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Figura 2.1: Utilidad neta de: a) comprar un contrato que consiste en 100 opciones de compra
sobre Intel con un precio de ejercicio de 20 y b) comprar un contrato que consiste en 100 opciones
de venta de abril sobre Intel con un precio de ejercicio de 17.50

Los derivados financieros se pueden catalogar dependiendo del subyacente en:

s Financieros

Sobre tipo de interés.

Sobre acciones.

Sobre divisas.

Sobre bonos.

= No financieros

Sobre riesgo crediticio.
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e Sobre recursos bésicos / “commodities”, materias primas:

o metales.
o cereales.
o citricos.
o energia (petréleo, gas, electricidad...).

o otros.
s Otros mas:

e Sobre condiciones climaticas.
e Sobre indices generales de precios e inflacion.

e [.os bonos de carbono.

Las caracteristicas generales de los derivados financieros son los siguientes:

= Su valor cambia en respuesta a la variaciéon del precio del activo subyacente. Existen
derivados sobre productos agricolas y ganaderos, metales, productos energéticos, divisas,
acciones, indices bursdtiles, tipos de interés, etc.

= Requiere una inversion inicial neta muy pequena o nula, respecto a otro tipo de contratos
que tienen una respuesta similar ante cambios en las condiciones del mercado. Lo que
permite mayores ganancias como también mayores pérdidas.

= Se liquidaran en una fecha futura.

» Pueden cotizarse en mercados organizados (como las bolsas) o no organizados (“Over the
counter” )

Puesto que los principales derivados financieros son los futuros y las opciones, las formas
en que son utilizados son las siguientes:

Los Futuros son utilizados de la siguiente forma:

1. Para cubrirse del riego de la variacién de un valor subyacente a un costo minimo.

2. Para invertir efectivo temporalmente hasta que se puedan comparar los valores que uno
desee; esto es, los Futuros nos dan la oportunidad de sustituir temporalmente inversiones
de una manera rapida y barata.

3. Son un método para especializarse en la seccion de acciones ya que remueven el riesgo de
movimientos generales en el mercado.
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4. Son un medio de modificar asignaciones en acciones versus bonos rapidamente y a bajo
costo, sin afectar el mercado en los valores individuales.

Por su parte, las Opciones son utilizadas de la siguiente manera:

1. Para ajustar el riesgo y rendimiento de una posicién determinada a un costo muy bajo.

2. Para cubrirse de los riesgos de movimientos en los precios y en cantidades; es decir, las
Opciones son mejores que los futuros cuando la cantidad que uno desea proteger es incierta.

2.2. Arbitraje y mercados completos

En esta seccién se presentan la nocién de arbitraje y las principales ideas de mercados
completos en tiempo continuo.

Supongamos que el precio de un activo 5; estd modelado por el movimiento browniano
geométrico

dSt = MStdt + O'StdBt.

Definicién 19. Un portafolio de inversion es definido como un proceso ¢ = (¢t)o<i<r =
((HP; Hy)) con valores en Ry, adaptado a la filtracién natural {F;}>o del movimiento brow-
niano, es decir hay un espacio de probabilidad filtrado (2, P, F,{Fi}i>0) tal que el proceso By es
un movimiento browniano con respecto a la filtracion {F;}i>0 y a la medida de probabilidad P,
a esta probabilidad se le llama “medida de probabilidad del mercado”; los componentes HY y H;
son las cantidades de activos sin riesqo y con riesgo respectivamente que tiene el portafolio al
tiempo t.

Definicién 20. FEl valor del portafolio al tiempo t estd dado por
Vi(9) = H}'S} + HyS:;

donde S? es el precio de los activos sin riesgo al tiempo t.

Definicién 21. El portafolio se llama auto-financiable si se cumple

Vi(¢) = HYdS? + H,dS,.

Notemos que aplicando la férmula de integracién por partes a la definicion del valor del
portafolio obtenemos:
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0

dVy = H?dS? + dH?S? + d[H", S ],
+H,dS; + dH;S; + d[H, S
= H)dS} + dH} S} + H,dS; + dH,S;.

Que V; cumpla con la igualdad en la definicion 21 indica que un portafolio auto-financiable es
un portafolio donde las variaciones de su valor provienen tinicamente de los cambios o variaciones
en los precios de los activos que lo integran?.

Definicién 22. Una medida de probabilidad P* se dice que es neutra al riesgo si

(i) P* y la medida de probabilidad del mercado P son equivalentes.

(i1) Bajo P*, el proceso del precio descontado del activo con riesgo es una martingala.

Definicién 23. Un portafolio ¢ = ¢o<i<r = (HY, Hy) es admisible si es auto-financiable y si
el valor descontado Vi(¢) = HY + H,S; del correspondiente portafolio es no negativo para toda
t >0, y ademds cumple que sup;cjo,m)Vi es de cuadrado integrable bajo P*.

Lema 1. Sea P* una medida de probabilidad neutra al riesgo y sea Vi(¢) el valor del portafolio
al tiempo t. Con la medida P* el valor descontado del portafolio es una martingala.

Definicién 24 (Arbitraje y Arbitraje fuerte). . (a) Un arbitraje es un portafolio ¢, admisible
y auto-financiable para el que existe T' € 1 tal que

1. P[Vo(¢)
2. PVr(¢) =2 0] = 1;

0] =1

3. E[Vi(¢) > 0] > 0.

(b) Un arbitraje fuerte es un portafolio ¢ admisible y auto-financiable para el que existe
T €1 tal que

1. P[Vo(¢) = 0] = 1;
2. PlVe(¢) > 0] = 1.

Zbasado en tesis de Miguel Angel pag. 20
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Entonces un arbitraje fuerte es un “almuerzo gratis” (free lunch), mientras que un arbitraje
es un “billete de loteria”.

Definicién 25. Se dice que una opcion es replicable ¢ simulable si existe un portafolio admisible
tal que el valor del portafolio al tiempo T (donde T es la fecha de maduracion de la opcion) es
1gual al pago terminal de la opcion.

Teoremas Fundamentales de Valuacion de Activos

Teorema 20 (Primer Teorema Fundamental). Si un modelo de mercado tiene una medida de
probabilidad neutra al riesgo, entonces no hay arbitraje.

Demostracién. Ver [13] pag. 231.
Definicién 26. Un modelo de mercado se dice que es completo si cualquier opcion es replicable.

Definicién 27 (Segundo Teorema Fundamental). Consideremos un modelo de mercado que
tiene una medida de probabilidad neutra al riesgo. Entonces el modelo de mercado es completo
sty solo si la medida neutra al riesgo es unica.

Demostracién. Ver [13] pag. 232.

2.3. Futuros

Los futuros son productos derivados que pueden ser usados como un instrumento para
la formacion eficiente de precios en el mercado de los diferentes activos y como un medio de
proteccion o cobertura contra riesgos de especulacién o de inversién. Los futuros sobre productos
fisicos estandarizados tales como productos agricolas, metales, petréleo y sus derivados, han sido
utilizados desde hace muchos anos.

Los mercados de futuros se remotan hasta la Edad media. En principio se crearon para
satisfacer las necesidades de agricultores y negociantes. Pero el mercado de futuros, tal como se
conoce ahora inici6 en el ano de 1865 en la Bolsa de Chicago, las operaciones que se realizaban
eran principalmente con granos. En 1972 tuvo lugar la iniciacién de contratos futuros en moneda
extranjera. La Bolsa de Chicago fue la primera en negociar con estos contratos. Ahora en la
actualidad los futuros son uno de los principales instrumentos financieros.
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2.3.1. Contratos Futuros

Los contratos a futuro ¢ simplemente futuros, al igual que los contratos forward, son acuer-
dos que obligan a una de las dos partes a comprar y a la contraparte a vender un activo financiero
a un precio establecido en una fecha futura. Sin embargo, a diferencia de los contratos forward
que se negocian sobre mostrador, los contratos futuros se cotizan y operan en una bolsa de
futuros. Este tipo de contratos tiene caracteristicas estandarizadas, principalmente, en lo que se
refiere a el tamano y a la fecha de vencimiento. Los contratos futuros son impersonalizados, es
decir, las dos partes que intervienen en el contrato no se conocen entre si. Por lo que para reforzar
el cumplimiento de los contratos, cada una de las partes entrega una cantidad, esta recibe el
nombre de margen o aportacion inicial, a la persona que se le entrega este margen es a la Camara
de Compensacion, la cual asegura el cumplimiento de las obligaciones adquiridas, también lig-
uida diariamente los contratos, maneja margenes y administra el riesgo de incumplimiento, a
cambio de esta comision.

Definicién 28 (Valor presente de un futuro sobre un activo de inversién). Consideremos un
contrato futuro sobre un activo de inversion con un precio inicial Sy, entonces Fyr y Sy estdn
relacionados:

For=25 exp” T (2.1)

donde:

T: tiempo hasta la fecha de entrega en un contrato de futuros.

So: precio del activo subyacente.

» F,p: precio del futuro.

r: tasa de interés libre de riesgo compuesta continuamente.

t: tiempo en la que se ejerce el contrato de futuros.

Ahora una manera de comprobar la ecuacion 2.1, es:

Considere la estrategia siguiente: Compre una unidad del activo y tome una posicién corta
en un contrato de futuros para venderlo en F en el tiempo T. Esto cuesta Sy al tiempo t y
ciertamente le genera una entrada de efectivo de F en el tiempo T. Por lo tanto Sy debe ser igual

al valor presente de F, es decir Sy = Fyp exp "7 o equivalentemente a For =5 exp” (T,

Analizando la ecuacién 2.1, tenemos lo siguiente:
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SiFyr > S exp”(T=% | los arbitrajistas pueden comprar el activo y vender en corto contratos
futuros sobre dicho activo. Si F, p < S exp” "= pueden vender en corto el activo y tomar una
posicién larga® en contratos sobre dicho activo.

La incertidumbre sobre el comportamiento de los precios en un mercado constituye el prin-
cipal elemento determinante de la existencia de los mercados de futuros. A continuacion se
presenta el funcionamiento del mercado:

Valuacién diaria de precios de mercado (mark-to-market)

La bolsa de futuros como cualquier otro mercado organizado y reconocido por las autori-
dades financieras, al final de cada jornada tiene la obligaciéon de reportar precios futuros de
cierre, los cuales cambian dia a dia dependiendo de la oferta y demanda de dichos contratos.
Con los precios de cierre, los agentes valtian sus posiciones y revisan si, ese dia, se han generado
perdidas o ganancias. En el caso de mercados de subyacentes, las perdidas o ganancias por la
valuacién diaria a precios de cierre no se liquidan, mientras que en la bolsa de futuros las perdi-
das 6 ganancias diarias si se liquidan a precios de cierre. Es decir, las perdidas o ganancias que
obtiene cada uno de los participantes en el mercado, se van realizando diariamente, de acuerdo
con los movimientos del precio del valor subyacente, y por ende del precio futuro. De acuerdo
a los flujos que se generan, las operaciones con futuros resultan en un juego de suma cero, en
el sentido de que lo que pierde un participante lo gana el otro, esto es, la suma de perdidas o
ganancias es igual a cero.

Comentarios: Por lo anterior, la diferencia de forma entre los contratos forward y los
contratos futuros es la estandarizacion de los ultimos. La diferencia de fondo es que los contratos
futuros se liquidan diario, mientras que los contratos forward se liquidan hasta el vencimiento.
De esta manera, un contrato futuro que vence dentro de N dias se puede ver como la suma de
N contratos forward, cada uno con vigencia de un dia.

También los futuros financieros permiten a los agentes econémicos administrar el riesgo del
mercado con costos bajos de transaccion. Ademas, el riesgo de crédito de estos instrumentos
es minimo debido a la asociacién de la bolsa de futuros con una camara de compensacién y
liquidacién, la cual a cambio de una comisién actia como contraparte de todas las partes y
administra el riesgo de incumplimiento de las obligaciones generadas en los contratos.

3ver apéndice A

42



2. Instrumentos financieros, Arbitraje y mercados completos, Futuros 43

2.3.2. Futuros sobre commodities

Los Commodities® son generalmente materias primas como los metales preciosos, petréleo,
productos alimenticios etc., los precios de estos productos son imprevisibles. Estos productos son
comercializados, por lo general, por personas que no tienen necesidad de la materia prima, por
ejemplo pueden soélo estar espéculando sobre la orientaciéon de oro sin querer almacenar o hacer
joyas. La mayoria de operaciones se efectiian en el mercado de futuros, lo que da por resultado
que existan ofertas para comprar o vender la mercancia en algin momento en el futuro. El
acuerdo entre las personas participantes en el futuro se cierra antes de que los productos basicos
deban entregarse.

En esta subseccién primero analizaremos los futuros de commodities que son activos de
inversion como el oro y la plata, y después los futuros de activos de consumo que son el petroleo,
el gas, los cereales, entre otros.

Ingresos y costo de almacenamiento

La ecuacién 2.1 muestra que al no haber costos de almacenamiento e ingresos, el precio a
plazo de un commodity que es un activo de inversién se obtiene por medio de:

Fir =50 eXpT(T_t) .

Los costos de almacenamiento se manejan como un ingreso negativo, supongamos que U
es el valor presente de todos los costos de almacenamiento durante la vida de un contrato de
futuros, entonces con base a la ecuacion Fy 7 = (Sy—1I) exp” =", la cual determina el valor de un
activo de inversion que proporciona ingresos con valor presente I durante la vida de un contrato
de futuros, se deduce que el valor de un futuro que presenta un costo de almacenamiento es:

For=(So+U) eXpT(T’t) (2.2)

El siguiente ejemplo, proporciona una aplicacion de esta formula.

Ejemplo 10 (Precio de futuros de oro). Considere un contrato de futuros sobre oro a un
ano. Supongamos que no hay ingresos y que el almacenamiento del oro cuesta 2 dolares por
onza al ano, realizando el pago al final del ano. El precio spot es de 600 ddolares y la tasa libre

4Ver [4] pag. 113
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de riesgo es de 5 porciento anual para todos los vencimientos. Fstos corresponden a r=0.05,
So=600,T=1,y
U = 270051 =1 90.

Con base a la ecuacion 2.4, el precio del futuro teorico, F, se obtiene por medio de

F = (600 + 1,90)e~ %% = 632,76.

Analicemos que sucede cuando el precio de futuros es demasiado alto:

Supongamos que el precio real de futuros de oro es mayor a 632.76 dolares, es decir de 700
dolares. Un arbitrajista puede:

1. Adquirir en préstamo 60,000 dolares a una tasa de interés libre de riesgo del 5 porciento
para comprar 100 onzas de oro.

2. Vender en corto un contrato de futuros de oro para entregar en un ano.

El contrato de futuros asegura que el oro adquirido pueda venderse en 70,000 délares. Si se
usan 63,076 ddlares para pagar los intereses y el principal sobre el préstamo y 200 délares para
pagar el almacenamiento, la ganancia neta es

70,000-63,076-200=6,724 dolares.

Ahora analicemos que sucede cuando el precio de futuros es demasiado bajo:

Ahora supongamos que el precio del futuro es menor a 632.76 ddlares, es decir de 610
dolares. Un inversionista que ya posee 100 onzas de oro con fines de inversion puede:

1. Vender el oro en 60,000 dolares.

2. Tomar una posicion larga en un contrato de futuros de oro para entregar en un ano.

Los 60,000 se invierten a una tasa libre de riesgo del 5 porciento durante un ano y aumentan
a 63,076 dolares. El contrato de futuros asequra que el oro pueda readquirirse a 61,000 dolares.
El inversionista ahorra 200 délares en costo de almacenamiento. Por lo tanto, el contrato de
futuros mejora la posicion del inversionista en
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63,076-61,000+200=2,276 dolares.

Por otra parte, si los costos de almacenamiento incurridos en cualquier momento son pro-
porcionales al precio del commodity, también se manejan como rendimiento negativo, en este
caso, basandose en la ecuaciéon F;r = Spexp 9T~ la cual determina el valor de un futuro
que tiene un rendimiento promedio anual ¢, sobre un activo durante la vida de un contrato de
futuros con una composicién continua, se tiene que el valor del futuro de un activo con éste

costo de almacenamiento es:
For=5 exp(’”r“)(T*t) (2.3)

donde u representa los costos anuales de almacenamiento como una porcion del precio spot
neto de cualquier rendimiento ganado sobre el activo.

Commodities de consumo

Por lo general, los commodities consumibles en comparacién con los activos de inversion,
estan sujetos a importantes costos de almacenamiento. Ahora revisaremos con detalle las es-
trategias de arbitraje que se usan para determinar los precios futuros a partir de precios spot®.
Ahora supongamos que en vez de la ecuacién 2.4, tenemos

Fir > (So+ U)expr™9. (2.4)

para aprovechar esta oportunidad, un arbitrajista puede implementar la estrategia siguiente:

1. Adquirir en préstamo un monto de Sy + U a la tasa libre de riesgo y usarlo para comprar
una unidad del commodity, y pagar los costos de almacenamiento

2. Vender en corto un contrato a plazo sobre una unidad del commodity.

Si consideramos el contrato de futuros como un contrato a plazo, esta estrategia genera utilidad
de FF — (S + U) exp"™ en el tiempo T. En el ejemplo 11 se ilustra esto para el oro. No hay
ningtin problema al implementar la estrategia para algiin commodity. Sin embargo, a medida
que los arbitrajistas los hacen, Sy tendria que aumentar y F disminuiria hasta que la ecuacién
2.6 ya no fuera cierta. Por lo que concluimos que 2.6 no puede sostenerse durante ningtin periodo
significativo.

5En el caso de algunos commodities, el precio spot depende del lugar de entrega. Asumiremos que el lugar de
entrega para contratos con precio spot y de futuros es el mismo
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Ahora supongamos que
Fop < (So+U)exp"™Y. (2.5)

En el caso de los activos de inversion, como el oro y la plata, podemos argumentar que
muchos inversionistas mantienen el commodity tnicamente con fines de inversiéon. Cuando ob-
serven la desigualdad de la ecuacién 2.7, consideraran que es rentable, pues para obtener la
oportunidad de arbitraje, tienen que hacer:

1. Vender el commodity, ahorrar los costos de almacenamiento e invertir el producto a la tasa
de interés libre de riesgo.

2. Tomar una posicion larga en un contrato a plazo.

Nuevamente el ejemplo 11 ilustra esta estrategia. El resultado que nos da esto es una utilidad
libre de riesgo al vencimiento del contrato de (Sy + U)exp" ™ —F respecto de la posicion
que habrian tenido los inversionistas si hubieran mantenido el commodity. Se concluye que la
ecuacion 2.7 se puede sostenes durante mucho tiempo. Por lo tanto como no se pueden sostener
las ecuaciones 2.6 y 2.7 durante mucho tiempo, entonces debemos tener F, 7 < (Sp+U) exp” 1),

En el caso de commodities que no son mantenidos significativamente con fines de inversion,
el argumento anterior no es valido. Los individuos y las empresas que mantienen en inventario un
commodity de este tipo lo hacen por su consumo, no por su valor como una inversion. Se niegan
a vender el commodity y a comprar contratos a plazos porque estos no pueden consumirse, por
ejemplo, los futuros de petréleo no pueden usarse para abastecer una refineria. Por lo tanto, no
hay nada para evitar que la ecuacién 2.7 se sostenga. Por lo que, todo lo que podemos afirmar
de un commodity de consumo es que se cumpla

Fyr < (So+U)exp" ™0, (2.6)

Si los costos de almacenamiento se expresan como una proporcién u del precio spot, el resultado
equivalente es
For <5 exprrOT=t) (2.7)

[ Rendimiento de conveniencia u oportunidad (Convinience yield)]

Observemos que en las ecuaciones 2.8 y 2.9 no se tiene una igualdad, esto es por que los
usuarios de un commodity de consumo pueden considerar que la prioridad del commodity fisico
proporciona beneficios que no obtienen los tenedores de contratos futuros. Por ejemplo, una
refineria de petrdleo no considera de la misma manera un contrato de futuros sobre petrodleo
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crudo que el petréleo crudo mantenido en inventario, ya que éste es un insumo para el proceso
de refinamiento, en tanto que un contrato de futuros no puede utilizarse con este propésito. En
general, la propiedad del activo fisico permite a un fabricante mantener en operacién el proceso
de produccion y quizas beneficiarse de situaciones de escasez local temporal, un contrato de
futuros no hace lo mismo. Los beneficios de mantener el activo fisico se conoce en ocasiones
como el rendimiento de conveniencia que proporciona el commodity.

Ahora si se conoce el monto en ddlares de los costos de almacenamiento y este monto tiene
un valor presente U, el rendimiento de conveniencia y, se define de tal manera que

Fexp?T= = (Sy 4 U) exp™ ™1

Si los costos de almacenamiento por unidad son una proporcién constante, u, del precio
spot, y, se define de tal manera que

(T— r+u)(T—t) )

Fexp?™=% = S exp!

es decir
F = SyexplrtevT=1 (2.8)

El rendimiento de conveniencia simplemente mide el grado en el que el lado izquierdo es
menor que el lado derecho de la ecuacion 2.8 ¢ 2.9. En el caso de activos de inversion, el
rendimiento de conveniencia debe ser cero; de otro modo hay oportunidades de arbitraje, como
las del ejemplo 11.

En general el rendimiento de conveniencia refleja las expectativas del mercado con respecto
a la disponibilidad futura del commodity. Cuanto mayor sea la posibilidad de que ocurra situa-
ciones de escasez mayor sera el rendimiento de conveniencia. Si los usuarios del commodity tienen
grandes inventarios, hay poca posibilidad de escasez en el futuro cercano y el rendimiento de
conveniencia tiende a ser bajo. Por otro lado, los inventarios bajos dan lugar a altos rendimiento
de conveniencia.

Comentarios:Como ya se dijo el rendimiento de conveniencia es inversamente proporcional
a los niveles de inventario, es decir existe una dependencia del inventario, éstas es una de las
razones fundamentales para pensar que el inventario es un factor determinante para predecir
los precios de futuros del petrodleo, ya que el inversionista puede obtener beneficios monetarios
al tener existencia en inventarios de la mercancia en cuestion. Por esta razén en este trabajo se
pretende incluir el inventario en el modelo estocastico para los precios de futuros del petréleo.
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Capitulo 3

El modelo de Black-Scholes y el modelo
estocastico de Schwartz de dos factores

Debido a que en la teoria financiera el modelo de Black-Scholes es fundamental para el
desarrollo de otros trabajos, en este capitulo se explica una forma de obtener dicho modelo.
Ademas se desarrollara el modelo estocastico de Schwartz de dos factores, el cual es un modelo
de los precios de futuros para el petroleo y es la base del trabajo hecho en esta tesis.

3.1. EIl modelo de Black-Scholes

Consideremos un movimiento Browniano { B;}+>¢, definido sobre un espacio de probabilidad
filtrado (2, P, F, {F: }+>0). Supongamos que el precio del activo al tiempo t es Sy, y que éste esta
conducido por el movimiento browniano geométrico, es decir

dSt = ,uStdt + O'StdBt, (31)

Una vez que se determiné el proceso Sy, se prosigue a dar el valor del precio de una opcidn,
la cual claramente es funcion de los distintos parametros que intervienen en las clausulas del
contrato, tales como:

= K= el precio de ejercicio,

= T-t= la vida del contrato,
donde:
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 49

e T es la fecha de vencimiento vy,

e t es la fecha de inicio del contrato.

Es claro que el valor de la opciéon también dependera de las propiedades del activo, es decir
depende de las variables:

S;= el precio del activo,

p= rendimiento esperado,
= o=la volatilidad,

r= tasa de interés, que se tenga en el mercado de crédito a fin de calcular el valor del
dinero en el tiempo.

Por lo que el valor de la opcién al tiempo t se puede escribir como
Vi=V(S, K,T —t,o,u,r). (3.2)

Tomando a S; y t como las variables relevantes en el contrato, entonces para mayor comodidad
de la notacion, el valor de la opcién se puede reescribir como V; = V;(Sy, t).

Ahora aplicando la formula de It6 al valor V; de la opcién se obtiene

oV ov. . 19*V , oV
- =~ 4z - B.. )
S/LSt—i— ; +2 20 Sp)dt + SO’Std ¢ (3.3)

Considere ahora un portafolio con w; unidades del activo S; y wy unidades de la opcién Vi (S, t).
Denotemos a m; como el valor del portafolio, entonces

dV (S, t) = (

T = w1 Sy + waVi(Sy, 1), (3.4)
ahora por auto-financiabilidad del portafolio tenemos que
dmy = widSy + wadVi(Sy, t). (3.5)
Sustituyendo los valores de dS; y dV;(S;,t) en la ecuacién 3.5, se tiene que:

ov ov oV 19*V
dﬂ't = (U)l + wgg)ustdt + (w1 + UJQE)O'StdBt + wg(% + 5@0’%93)6# (36)

La ecuacién anterior contiene dos tipos de términos: los términos de tendencia (drift) mul-
tiplicados por dt, y el término aleatorio multiplicado por dB;. Este ultimo término modela el
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 50

riesgo del mercado del portafolio, el cual se puede eliminar si se escoge adecuadamente las can-
tidades w; y wy en la conformacién del portafolio. Por lo tanto a fin de eliminar el riesgo del
portafolio se selecciona wy y wy de tal manera que se anule el término estocastico de la ecuacién
3.6, es decir

+ o 0
w1 + wy— =0,
1 2 9
claramente existen infinitas posibilidades, pero si por ejemplo se toma w; = —%—‘5/ = -Ay
wo = 1, se tiene
oV 10%V
dr® = (5 4+ === 0252 dt. 3.7
ur ( at + 2 882 o t) ( )
Es usual referirse a esta eleccion particular de w; = —A y wy = 1 como cobertura Delta.
Por lo tanto si se emplea esta cobertura en la ecuacién 3.4, se obtiene
™ = V() 1) — AS,, (3.8)

lo cual significa que se estd cubriendo una venta en corto de A unidades del subyacente de una
opcion, entonces el portafolio resultante con esta cobertura es 7T§A) = Vi(S;,t) — AS;. Si esta
cantidad se deposita en un banco que paga una tasa de interés r, entonces el cambio del valor
del portafolio, durante el tiempo dt, es

dr\” = 7¥rdt = (V,(S,, t) — AS,)rdt. (3.9)

En este caso dt es el tiempo en el que se aplica la tasa r.

Ahora si existe oportunidad de arbitraje, es decir, oportunidades de generar ganancias libres
de riesgo, entonces los mercados no estan en equilibrio. Reciprocamente, si los mercados estan
en equilibrio, entonces no existen oportunidades de arbitraje. Por lo tanto, bajo el supuesto de
no arbitraje, se tiene que

drl” = dr®. (3.10)

Reescribiendo la ecuacién 3.10 se obtiene

oV 10°V ov

que es equivalentemente a
oV 10*V ov
(E + 5@0253) + S = Vr =0, (3.12)

la cual es conocida como la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes.

Las condiciones de frontera con las cuales se determina una solucién unica a la ecuacion
3.12 son las siguientes:
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 51

* Viuuwro = F(0,1) =0y F' = mix(Sr — K, K — St),con T = t.
» Vi =C(0,t) =0y C = max(Sr — K,0).
- put:P<0,t):przméX(K—ST70)

Observe que la ecuacién 3.12 es una ecuacién diferencial parcial lineal parabdlica. Las
ecuaciones diferenciales parciales parabdlicas estan relacionadas con la ecuacion de difusion de
calor, la cual tiene la forma

ou  0*u

esta relacion se debe a que algunas veces para poder resolver la ecuacion 3.12 se tienen que hacer
transformaciones' para llevarla a su forma canénica, es decir para obtener la ec. 3.13.

3.2. Ec. diferencial parcial para futuros

En esta seccion se determina la ecuacién diferencial parcial de un futuro, empleando los
mismos argumentos que en la seccién anterior.

Nuevamente considere un movimiento Browniano {B;};>¢, definido sobre un espacio de
probabilidad filtrado (2, P, F,{F;}:+>0). Aqui también se supone que el precio del activo al
tiempo t es Sy, y qué éste esta conducido por movimiento Browniano geométrico, es decir

dSt = ,uStdt + O'StdBt, (314)

Suponiendo esto y sabiendo que los futuros dependen del precio del subyacente S; y de t,
entonces aplicando la formula de It6 a el valor de los futuros F;(S;, t) se tiene

oF OF 10°F OF
dF (Sta ) (a ,USt a +§W 252)dt+8—05td3t (315)

Considere ahora un portafolio con w; unidades de Sy y wy unidades de F;(S;,t). Definamos 7,
como el valor del portafolio, entonces

Ty = wlst -+ ’U)QFt(St, t), (316)
entonces por auto-financiamiento del portafolio se tiene

d’ﬂ't = U)ldSt + U}QdFt(St, t), (317)

LAl aplicar las transformaciones descritas en el apéndice B se obtiene una ecuacién de calor
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 52

sustituyendo las ecuaciones 3.14 y 3.15 en 3.17 se obtiene la siguiente expresion para el cambio
del valor del portafolio:
oF oF OF 10°F
dmy = (wy + wo—— ) pSydt + (w1 + wo—)0S;dB; + wo(— + = ——0252)dt. 3.18

t (1 Qas)lut ( 1 283) t t 2(at 2 052 t) ( )
Asi como en la derivacién del modelo de Black-Scholes, aqui también se tiene que la ecuacion
anterior contiene dos tipos de términos: los términos de tendencia (drift), multiplicados por dt y
el término aleatorio, multiplicado por dB;. De igual forma este tultimo término modela el riesgo
de mercado del portafolio, el cual se puede eliminar si se escoge adecuadamente w; y ws en la
conformacion del portafolio. Es decir, a fin de eliminar el riesgo del portafolio se selecciona w;
y wo de tal manera que se anule el término estocastico de la ecuacién 3.18, es decir

oF

wy + wy—— = 0.
1 299
Claramente existen infinitas posibilidades, pero si por ejemplo se toma w; = —BB—I; =—-Ay
wo = 1, se tiene
2
) OF 10°F 4,
Como ya se vio en Black-Scholes es usual referirse a esta eleccién particular de w; = —A'y

wy = 1 como cobertura Delta. Por lo tanto si se emplea esta cobertura en la ecuacion 3.16, se

obtiene
m® = —AS, + F,(S,, 1), (3.20)

lo cual significa que se estd cubriendo una venta en corto de A unidades del activo, por lo que
el portafolio resultante con esta cobertura es 7r§A> = —AS; + F;(S;,t). Ahora si esta cantidad se

deposita en un banco que paga una tasa de interés r, entonces el cambio del valor del portafolio,
durante el tiempo dt, es

dr}” = m{¥rdt = (—AS; + F,(S,t))rdt. (3.21)

En este caso dt es el tiempo en el que se aplica la tasa r.

Bajo el supuesto de no arbitraje, se tiene que

drl” = ar®. (3.22)
Reescribiendo la ecuacion anterior se obtiene
OF 10*°F 9 2 oF
— - dt = (——— F t))rdt 2
<8t + 55520 S7) ( P Sy + F (S, t))rdt, (3.23)
equivalentemente
OF 10*°F 9 o2 oF
(E + 5@0 St) + %Sﬂ" — F(St, t)’f’ = 0, (324)
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 53

Observemos que la ecuacién 3.24 es semejante a la ecuacion diferencial parcial dada en el
modelo de Brennan y Schwartz (1985)[20], excepto por que en el modelo de Brennan aparece

la parcial de F con respecto a S; multiplicado por el rendimiento de conveniencia (convinience
yield).

3.3. El modelo estocastico de Schwartz de dos factores

El trabajo hecho por Schwartz-Cortazar es un modelo de dos factores de la estructura
temporal de los precios futuros del petréleo que puede estimarse a partir de los datos disponibles
de precios de futuros. Para Schwartz-Cortazar es importante tener una base para iniciar dicho
modelo, es decir, parte de un modelo estocastico de un factor, el cual describe que el precio esta
conducido por un movimiento browniano geométrico.

3.3.1. Modelo de un factor

El modelo de un factor es el primero que supone que los precios al contado de las materias
primas siguen la ecuacion diferencial estocastica:

dSt = k(ILL —1In St)Stdt + O'StdBt,
es decir, el precio esta conducido por un movimiento browniano geométrico.

Definamos a X; = In.S; y apliquemos la formula de I[to, entonces se obtiene:

donde: av = p — % es el rendimiento de conveniencia a largo plazo, y k > 0 es el coeficiente de

reversion a la media.

Observemos que el proceso estocastico que cumple con 3.25 es un proceso de Ornstein-
Uhlenbeck[9]. Ahora en la seccién que sigue se procede a ver el modelo de dos factores propuesto
por Schwartz-Cortazar.
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 54

3.3.2. El modelo de dos factores de Schwartz-Cortazar y su modelo
libre de riesgo

Debido que para describir los precios futuros del petréleo, no basta con saber tinicamente
cual es su dindmica, también es necesario tener una idea de que factores influyen directamente en
el comportamiento de estos, es decir factores como el rendimiento de conveniencia, el inventario,
la tasa de interés, etc.. Como se describid en el capitulo anterior, el rendimiento de convenien-
cia es importante para determinar el precio de un commodity, por lo que Schwartz toma este
rendimiento como uno de los factores clave para obtener los precios futuros del petroleo.

Sea S; el precio al contado del petréleo y sea d; el rendimiento de conveniencia, Schwartz-
Cortazar (1997)[1][5] propone el modelo de dos factores como

(I) para la dindmica del precio del petréleo

dSt = (ILL — (5t>Stdt + O'lstdBl (t), (326)

(II) y para el rendimiento de conveniencia,

8, = k(a — 6,)dt + 02dBs(t), (3.27)

con
d[Bl, Bg]t = pdt,

donde, S; es el precio del petréleo, d; es el rendimiento de conveniencia, k es el coeficiente
de reversién a la media, o es el rendimiento de conveniencia a largo plazo, p representa el
rendimiento total a largo plazo del petroleo, o1 > 0 y 05 son las volatilidades correspondientes a
cada proceso, Bi(t) y Bz(t) son movimientos Brownianos, y p es la correlacién asociada a estos
movimientos.

El proceso de la dinamica de los precios que propone Swchartz en la ecuacién 3.26 sigue un
movimiento browniano geométrico. Por otro lado el proceso para el rendimiento de conveniencia
instantaneo descrito por la ecuacion 3.27 es un proceso de Orstein-Ulenbeck. Notemos que si
en lugar de que d; esté determinado por la ecuacién 3.27, éste fuera un nuevo proceso, de tal
manera que d; = k1In.S;, entonces el modelo de dos factores descrito con anterioridad se reduce
al modelo de un factor, es decir,

aplicando la formula de [to-Doeblin a d; = kIn S}, se obtiene
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 55

dé; = k((pn + o) — 6;)dt + 01d By (1),

por otro lado si §; es constante este se reduce al modelo de Brennan-Schwartz 2.

Debido a que es necesario utilizar procesos estocéasticos neutrales ante el riesgo o de riesgo
ajustado, entonces el modelo que propone Schwartz tiene que ser llevado a un espacio libre de
riesgo, por lo que estos procesos ajustados al riesgo para el precio y el rendimiento de conveniencia
se obtienen usando el teorema de Girsanov ®. A continuacién se hace en detalle el cambio de
medida de probabilidad, usando el teorema mencionado:

Sea (Q, F,{F:}i=0, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea B, = (Bi(t), Ba(t)) el

movimiento browniano sobre R?, consideremos el siguiente proceso:

6(t) = (Bu(1). Bat)) = (M1 1Y

01 02

donde r es la tasa de interés libre de riesgo, y A es la prima de riesgo® del rendimiento de
conveniencia.

Tenemos que

(i) El procesos 0(t) es adaptado a la filtracién {F;}io, pues cada uno de los procesos en cada
entrada del vector son adaptados a la filtracién {F;};~0, ya que son constantes.

(il) Z; = exp{— [, 0(s) - dW, — 1 [ ||6(u)||du} es martingala, entonces E(Zr) = 1.

Demostracién de (ii):

Como se cumple la condicién de Novikov Eexp{3 f(f 16(w)||*du}] < oo, entonces por definicién
de Z;, se tiene que el proceso Z; es martingala.

Ahora veamos que se cumple que E(Z7) = 1.

Una demostracion sencilla es usar el hecho de que Z; es martingala, es decir, F(Z;) =
E(Zo) =1.0

2 Ver [21] pag. 18

3Ver Teorema 18 del capitulo I.

4Rendimiento adicional esperado en una inversién por aceptar el riesgo inherente a ella, en contraposicién de
otra inversion sin riesgo.
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26

Otra opcion es la siguiente:

Z, = eap{— / dW——/ 10(w)|2du) =

copl A B ()~ T - )~ 50
Ahora —r kX top—ro kX,
B(Z) = Blesp{="_—Bit) = ~Balt) = 5[(— =) + ()1} =
E(exp{— U_erl(t)—i—sz(t)})%p{_%[(M;’f’>z % 2]}’

- T

)’}

CB0)) = (=" B = el

B(exp{—"—

01 01

y
Bleap(2 By(0)) = Blern(~ 211 B(1) = eap(5(0)7),
por lo tanto E(Z;) = 1.0

Ahora definamos a

P(A) = /AZ(w)dP(w), VA e F,

entonces por el Teorema de Girsanov B*(t) = (Bj(t), B5(t)) se define como
)
du / —du)

B*(t) = (Bi(t), Ba(t)) + /

(Bi(6) + 1 Balt) + ),
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el cual resulta ser un movimiento browniano en R? bajo la nueva medida de probabilidad

P.
Por lo tanto en su forma diferencial se tiene que:
dB(t) = dB;(t) — “—Lat
01
' kA
dBs(t) = dB;(t) — —dt
02

Sustituyendo a dB(t) y dBx(t) en las ecuaciones 3.26 y 3.27 se tiene:

= para los precios

dSt = (u — 5,5)Stdt + UlstdBl(t) =

(1t — 6,)8,dt + o1 Sy(dB(t) — X Lat) =

01

(T — 5t)5tdt + alStdBf(t),
= el rendimiento de conveniencia instantaneo,
d(5t = ]C(Oé — (St)dt + UQdBQ(t) =

k(o — 6,)dt + oa(dB3(E) — “2ar) =

02

k(o — 6,) — Ndt + ood B3 (t).

Por lo tanto, el modelo libre de riesgo de dos factores bajo la medida de probabilidad P estd dado

por:

dSt = (T — 5t)Stdt + O'lstdBik<t>
46, = [k(c— 6,) — Ndt + o»d B3 ().

Ademads como el corchete es invariante bajo el cambio de probabilidad, entonces se sigue

satisfaciendo: d[B}, Bs|; = pdt

donde p es el coeficiente de correlacion.
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3. El modelo B-S y el de Schwartz 58

Observemos que el modelo descrito por las ecuaciones 3.28 y 3.29 es semejante al modelo de
Gibson-Schwartz’, en el cual se hace el supuesto de que la tasa de interés es determinista. En la
préctica, se puede ver que la volatilidad del rendimiento de conveniencia (convinience yield) es
un orden de magnitud mayor que la volatilidad de los tipos de interés. En consecuencia, dejando
que la tasa r sea término estocastico nos da mucho mejor el modelo cualitativo. Sin embargo
este modelo tiene una variante, la cual es X\ y esta aparece en el rendimiento de conveniencia.

Por otra parte la estimacién estadistica de un modelo sdlo puede hacerse a partir de obser-
vaciones del mercado, en consecuencia, ya no se puede hacer directamente de las especificaciones
de un modelo de riesgo neutral dado por las ecuaciones 3.28 y 3.29 . Tenemos que trabajar hacia
atras y recuperar la dindmica de las variables del estado bajo la estructura de probabilidad
objetiva ¢ histérica . Esto nos exige hacer suposiciones sobre los precios del mercado de riesgo,
Ay S, es decir cada valor del precio al azar debe tener su propio precio de riesgo. La suposicion
mas simple es que A sea constante.

Bajo este supuesto, la dinamica histérica de dos factores es exactamente de la misma forma

que para la medida neutra al riesgo. De hecho, el modelo sigue siendo lineal, y se podrian estimar
todos los parametros empiricamente utilizando el método estandar de filtros de Kalman [21].

3.3.3. Ecuacion diferencial parcial

Asi para la obtencion de la Ecuacion diferencial parcial estocastica, apliquemos la formula
de It6-Doeblin a F'(S, 0, t):

oF oF 1 (0°F oF 0’F
dF (S, 04, t) = Edst + %d&g + 3 { 952 5 d[S, STt + 2a 8(5d[5 o) + Wd[é P }
0 0 0? 1 9 9 10*, oF
—{%( 6)FS+85( (—0) = NF + 955 = (0109p) 'S + 5952 (o S>F+§w<a2)F_8_T}dt
oF OF »
%O—QdB ( ) s UlstdBl (t)
Aplicando la propiedad de no arbitraje y sabiendo que %—f = —g—?, entonces:

*Ver [7] pag. 3

58



3. El modelo B-S y el de Schwartz 59

0 0 0? 1 o? 1 0? oF
—(r— _ —N— - FS+-— (028N F+-— (o \F—21_ — ]
as(r 5)FS+85(k3(a J) )\)F+858 (o109p) S+2832 (015%) +28(52 (03) 5T 0 (3.30)

con condicion de frontera F'(S;,d;, T = 0) = S

Para encontrar la solucién se propuso lo siguiente:

Sea

F(S;, 6, T) = Soexp(Ao(T) + A1 (T)6: + Ao(T)T)

con Ag(0) = A1(0) = A3(0) =0,

solucién al problema diferencial parcial con valores iniciales.

Ahora tomando las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién F y susti-
tuyendo en la ecuacién 3.30 se obtiene

04(T) | 0A(T)

aT a7 Ot

F(r —68) + A(T)(k(o — §) — \)F + g (244(T)01056 + AX(T)o2) — F(

DA (T)
oT

T+ AyT)) =0

Para que la ecuacién anterior se satisfaga, se tiene que cumplir el siguiente sistema de
ecuaciones:

OAL(T) B
o+ A (T)k = -1 (3.31)
0A»(T) _
oL+ Ay(T) =0 (3.32)
afg’;ﬂ =7+ A (T)ka — Ay (T)\ + A1(T)o1096 + Alos (3.33)

De la ecuacién 3.32, obtenemos inmediatamente que Ay(7") = 0. La ecuacién 3.31 se resuelve
por factor integrante, con lo cual se obtiene que:
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Av =~ 1~ exp(~kT)

Sustituyendo A;(7") en ecuacién 3.33 y resolviendo se tiene

2 2 2
[ oo o 0% .\ (1= exp(—kT)) o3 (1 - exp(~2KT))
Ao(T) = (7’— ]{; —Oé—|—2—k2) T+(0102p— ﬁ—{—k}@) ]{}2 —|—Z ]{}3 s

>

donde & = o — 2.

e

Por lo tanto, la soluciéon a la EDPE con valores a la frontera esta dada por:

2 2

(710'2p ~ 0—1 01
i —CY+2—]€2)T+(0'10'2P_?+

F(S;,0:,T) = Sexp((r —

(1= exp(~kT)] | o3 (L= exp(=2kT)) 8\ oy

ka) & A 3 i

la cual coincide con la solucién de Jamshidiam y Fein [23].

Observemos que F(S;,d;,T) satisface la ecuacién de Kolmogorov hacia adelante, la cual
coincide con la ecuacion 3.30, por lo tanto, F es funcién de densidad de transicion.

3.3.4. El modelo parsimonioso de Schwartz

En esta seccién, se modifica el modelo descrito en la seccién anterior a fin de obtener
una representacion parsimoniosa del modelo de dos factores. Esta modificacién es esencial para
comprender la extension a un modelo de tres factores. Schwartz-Cortazar ha mostrado que el
modelo se puede escribir de una manera mas simple con menos parametros, razén por la cual le
llama modelo parsimonioso [1], [5].

Definamos una nueva variable y tal que al rendimiento de conveniencia d; se le reste el
rendimiento de conveniencia a largo plazo a.

y =10 —a. (3.34)
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Definamos v como el retorno de precios a largo plazo del petroleo, el cual se define como la
diferencia entre el rendimiento de conveniencia a largo plazo («) y el rendimiento total a largo
plazo (u). Esto es

v=p— (3.35)
con estos cambios de variable obtenemos
dSt = (?} - y)Stdt -+ O'lstdBl (t), (336)

En esta formulaciéon del modelo se trata de que los factores S; e y sean variables de estado no
transitivos® y, por lo tanto, para transformar los procesos originales 3.36 y 3.37 en los procesos
ajustados al riesgo se asigna una prima de riesgo a cada proceso. Es decir se define \; con7 = 1,2
como la prima de riesgo asociada a los factores, asi usando el Teorema de Girsanov, los procesos
ajustados al riesgo son

dS; = (v—y — \)Sidt + 01.5,dB5 (t), (3.38)
do = [—ky — Xo]dt + 02d B (1), (3.39)

d[ By, B3] = pdt.

Cabe destacar que el modelo parsimonioso, tiene un parametro menos que el otro modelo de
Schwartz, y ademas tiene la misma capacidad explicativa, pero es mas parsimonioso y es la base
del modelo de tres factores que desarrolla Schwartz, el cual no se mencionara en este trabajo,
pues el objetivo es describir un modelo de dos factores basado en el modelo de Schwartz.

Comentarios: Para el modelo de dos factores de Swchartz-Cortazar se describe al subya-
cente como un proceso de It0, asi mismo se utiliza un proceso de [t6 para modelar el rendimiento
de conveniencia (convinience yield), el cual es importante para describir los precios futuros, pues
con este factor integrado en el modelo, el inversionista puede obtener y no obtener beneficios
monetarios al tener existencia en inventarios de la mercancia en cuestién. Por esta razén se pre-
tende incluir el inventario directamente en el modelo de dos factores para futuros del petroleo.

6Ver apéndice A y http://es.wikipedia.org/wiki/Microeconomia
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Capitulo 4

Expectativas racionales

4.1. Breve antecedente

La teoria de las expectativas racionales es un modelo considerado como una escuela de
pensamiento econdémico y es ampliamente utilizada como una técnica de modelado en todas las
ramas de la economia, ésta teorfa la propuso por primera vez John F. Muth [19](de la Universidad
de Indiana) en la década de los 60’s. El utiliz6 éste término para describir las muchas situaciones
econdmicas en las que el resultado depende en parte de lo que la gente espera que suceda. Por
ejemplo, el precio de un producto agricola, depende del niimero de hectareas de plantas, que a
su vez depende de la cosecha de los agricultores y de lo que esperan vender. Del mismo modo, el
precio de una accién o bono depende en parte de lo que los compradores y vendedores supongan
sobre el nivel de inflacion en el futuro.

Adema&s de Muth, muchos economistas como AC Pigou, John Maynard Keynes, y John
R. Hicks [18], creen que las expectativas de la gente sobre el futuro juega un papel central
en la determinacién del ciclo econémico. Keynes se refiere a esto como “olas de optimismo y
pesimismo”, lo cual ayuda a determinar el nivel de actividad econémica. Pero los defensores de
la teoria de expectativas racionales van mas a fondo en su analisis de estas, pues la influencia
entre las expectativas y los resultados de flujo van en ambos sentidos, es decir en la formacion
de sus expectativas, la gente trata de predecir lo que realmente ocurrira, ellos utilizan el hecho
de que las normas funcionan bien porque los mayores “beneficios”se dan para alguien que actia
sobre la base de los mejores prondsticos, ya sea en alguien que invierte en el mercado de valores
0 alguien que esta considerando la compra de un coche nuevo, y cuando la gente tiene que
pronosticar un precio determinado tienden a ajustar sus normas de previsién para eliminar los
errores evitables. Por lo tanto, no hay retroalimentaciéon continua de los resultados tltimos de
las expectativas actuales.
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Lucas plantea que los agentes hacen uso eficiente de la informacién disponible y que no come-
ten errores sistematicos, la critica de Lucas trae como consecuencia el desuso de la econometria
tradicional y sugiere extremar la coherencia en los modelos. A pesar de las criticas que recibié el
enfoque de las expectativas racionales se convirtié en el estandar para modelar las expectativas
en los modelos.

El uso de las expectativas racionales tuvo repercusion en la forma de hacer politicas, asi Sar-
gent plantea que los agentes se adaptan a las politicas, es decir que los coeficientes de las ecua-
ciones dindmicas no dependen sélo de parametros estructurales (gustos, tecnologia, etc.) sino
también de reglas de politicas seguidas por el gobierno, por lo que, si se cambian las reglas de
politica cambia la conducta de los agentes.

Los economistas que creen en las expectativas racionales, basan su creencia en el supuesto
econémico en que las personas se comportan de manera que maximizan su utilidad (su disfrute
de vida). Los economistas han utilizado el concepto de expectativas racionales para comprender
una variedad de situaciones en las que la especulacién sobre el futuro es un factor crucial en
la determinacién de la accién actual. La teoria de expectativas racionales representa una base
fundamental en la construccion del “camino aleatorio” 6 de los “mercados eficientes”, de la teoria
de los precios de valores, la teoria de la dinamica de la hiperinflacién, el “ingreso permanente”,
“el ciclo de vida de las teorias de consumo”, y el diseno de los derechos econémicos de las
politicas de estabilizacion.

4.2. Modelo e hipdtesis de las expectativas racionales

Como ya se mencioné las expectativas racionales fueron planteadas por Muth y posterior-
mente desarrolladas por Lucas, Sargent y otros. En los 60’s e incluso en los 70’s los modelos
neokeynesianos eran los mas utilizados y los parametros de los macromodelos eran calculados
por los métodos estadisticos econométricos. Sin embargo estos modelos que generalmente utiliz-
aban expectativas adaptativas' para anadir dindmica a los modelos, fueron criticados cuando no
pudieron explicar el fenémeno de la inflaciéon que aparecié en los 70’s, por lo que fue necesario
implementar una nueva expectativa, estas expectativas son las racionales.

Las expectativas que la gente desarrolla con la informacion pasada, se les define como
idéntica a la mejor estimacién del futuro (el prondstico 6ptimo) que utiliza toda la informacién
disponible. Por lo tanto, se supone que los resultados que se estan prondsticando no difieren
sistematicamente del mercado de equilibrio, a esta expectacion se le conoce como expectativas
racionales, las cuales no difieren de forma sistematica o previsible de los resultados de equilibrio,

Wer siguiente seccion
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4. Expectativas racionales 64

es decir, se supone que la gente no comete errores sistematicos® al predecir el futuro y que las
desviaciones de prevision son solo al azar.

Por ejemplo, supongamos que P es el precio de equilibrio en un mercado simple al tiempo n,
determinado por la oferta y la demanda. La teoria de expectativas racionales, dice que el precio
real no se desviara de la expectativa si hay informacién, causado por informacion imprevisible
en el tiempo en que las expectativas se formaron. En otras palabras a priori el precio real es

igual a su expectativa racional:
P,=PFP +¢ (4.1)

Pt = E[P,/Fy_1] (4.2)

n

donde:

= P° es la expectativa racional, la cual se define como el valor esperado del precio P, dada
la informacién hasta un tiempo menor n-1 (es decir dada la filtraciéon F,,_1),

= ¢ es el término de error aleatorio, que tiene un valor esperado cero, y es independiente de
e
Pe.

El error aleatorio cometido en la expectativa va evolucionando con el tiempo, es decir en
cada instante de tiempo n se tiene un error distinto.

La ecuacion 4.1 es la forma matematica de definir a las expectativas racionales.

La hipotesis de las expectativas racionales sugieren el siguiente proceso:

Las variables siguen cierto patrén de conducta.

Los errores revelan discrepancia entre el patréon de conducta de la variable y el esperado
por el agente.

El agente revisa sus errores para no caer de nuevo en los mismos errores en el futuro.

El agente no comete errores sistematicos, por lo que busca informacién hasta que el bene-
ficio marginal de la informacion es igual al costo marginal.

La teoria de expectativas racionales es la base de la hipdtesis del Mercado Eficiente. Si el
precio de un activo no refleja todos los detalles del mismo, entonces existen “sin explotar las

2Ver apéndice A
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oportunidades de beneficios” de alguien que puede comprar 6 vender con la seguridad de obtener
una ganancia, lo que impulsa a los precios hacia el equilibrio. En las mas fuertes versiones de
esta teoria, donde todas las oportunidades de ganancias han sido explotadas, todos los precios
en los mercados financieros son “correctas” y reflejan los fundamentos del mercado como futuros
flujos de utilidades y dividendos.

En la siguiente seccion se verd una aplicacién de las diferentes expectativas, asi como el
tipo de error que se comete cuando se modelan.

4.3. El modelo de Muth y las diferentes expectativas

La teoria de expectativas racionales es muy extensa y se puede aplicar en muchos modelos
econémicos, sobre todo en modelos de oferta y demanda. Para fines de nuestro interés, en este
trabajo veremos unicamente el modelo de Muth y la aplicacién de las expectativas racionales a
éste. Asi mismo se veran los tipos de errores que causan las diferentes expectativas.

El modelo de Muth describe el comportamiento del precio en el mercado de bienes, el cual
se muestra a continuacién:

D,=u—pP, (Demanda),

O, =P, +k+u, (Oferta),

donde:

» Y, kpy >0
= u, son variables aleatorias gaussianas.
En éste modelo Muth supone que el agente conoce el valor tedrico de las variables enddgenas,
ademsds el agente revisa sus variables exdgenas pasadas, presentes y futuras.
Se sabe que el equilibrio en el mercado de bienes se obtiene cuando la cantidad ofrecida es
igual a la demandada D,, = O,,, entonces por esta igualdad se tiene que el comportamiento de

los precios sera:
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Las expectativas de los precios pueden ser modeladas de diferentes formas, por lo que a
continuacion se da una clasificacién de estés:

1. Expectativas estadisticas: P’ = P, ;.

Usando estas expectativas, el precio tendra el siguiente comportamiento:

w—=k 1

P,=———=P, 1 — =uy,.
g8 B
El error de prediccion es:
e bH—k v 1
en=PFP,— P =——— (- +1)P,_1 — =u,.
ERY R

En este caso el error de prediccion tiene dos componentes, uno sistematico o predecible,
el cual como es conocido es evitable por lo que no tiene sentido que los agentes cometan
estos errores cuando pueden evitarlos, y otro aleatorio o impredecible.

2. Expectativas adaptativas: P¢ = (1 — \)P,_1 + APS_,

También pueden escribirse como:

N-1
Pe=(1=X> NP+ NPy,
=1

Pi=(1=X)) NP (4.3)
=0

Los precios, de acuerdo a estas expectativas tendran el siguiente comportamiento:

w—=rk 1
P,=———-—-=-P ——u,
g g 5
El error de prediccion es:
w—kK v 1
en=PFP,— P, =———(5+1)FP — >u,
CR R

utilizando la ecuacién 4.3, el error queda de la forma:
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p—k v = 1
gn:Pn_qu:—_ S+ 1)1 =X NP, i1 — =up,.
5~ (g+ ); 13

Donde existe un error sisteméatico en la formacién de expectativas, y el error aleatorio es
el mismo que en las expectativas estadisticas.
3. Expectativas racionales: P¢ = E[P,/F,_1] = E,_1P,.

Donde E[P,/F,_1] indica el valor que se espera obtener del precio en el tiempo n, dado
que se tiene toda la informacion hasta el tiempo n-1.

Asi

—k 1
Po=t"" _1EPFu] — Zup,

g B B

tomando expectativas en el periodo n-1:

EIP/Foct] = L% = LEIP./Foct] = G Eoertn
como Elu,/F,—1] = 0 entonces
E[P,/Fn-1] = M—_k (4.4)
B+
El error de prediccion es:
n= P Py = P G DBIRF] -

utilizando la ecuacion 4.4, el error queda de la forma:

1
en =P, — P, = —=u,
B

Donde no existe un error sisteméatico en la formacién de expectativas, sdlo uno aleatorio.
Es importante saber la forma del error que se comete cuando uno hace una prediccién, ya
que este error nos dice que tanto nos alejamos o nos acercamos del precio real. En esta tesis

unicamente nos interesa la teoria de expectativas racionales.

Comentarios: Debido a que las teoria de expectativas racionales, es una teoria que facilita
la prediccion del precio de un bien en el mercado, pues es la mejor estimacion del futuro que
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utiliza toda la informacién disponible haciendo que este precio diste en una minima cantidad
del precio real en el siguiente tiempo, ya que no se cometen errores sistematicos. Es por esto que
se empleara esta teoria y se hard uso del modelo de Muth modificado por Sarget, ya que con
esté se pretende obtener un modelo de dos factores que se ajuste mejor a los precios de futuros
del petréleo.
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Capitulo 5

Modelo estocastico para los precios de
futuros del petréleo

El trabajo que se desarrollard en éste capitulo es un modelo estocéastico para los precios
de futuros del petrdleo, el cual se basa en el modelo de Muth-Sargent, donde se describe el
comportamiento del mercado de bienes y en el que se hace uso de la teoria de expectativas
racionales.

5.1. Extension del modelo de Muth-Sargent

El modelo discreto que describe el comportamiento del precio en el mercado de bienes segiin
Muth-Sargent es:
Dn = _6 P ns

(5.1)
O, = VP + up, (5.2)

I, = o[PS, — P, (5.3)
On = Dy, + I, = I_1], (5.4)
Py = E[P,/Fna] = P, (5.5)

donde

= «, [ y 7y son constantes,

= D, es la demanda,
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5. Modelo estocastico para los precios de futuros del petrdleo 70

O,, es la oferta,

I,, es el inventario,

P, es el precio,

P? es la expectativa racional del precio,

u, son variables aleatorias gaussianas.

El modelo continuo que se describe a continuacién es una versién en tiempo continuo del
modelo de Muth-Sargent, el cual esta basado en el espiritu de Muth, es decir en su teoria de
las expectativas racionales pero no como filosofia sino como técnica tal como dijo Sargent. En
ese sentido lo planteé Juan Manuel Pérez Porria en Banxico (Esteban Martina'. El modelo
continuo se expresa de la siguiente forma:

Dt - _6Pt7 (56)
Ot = /V-Pt + Uy, (5 7)
I, = aP, + v, (5.8)
Ot :Dt+jt7 (5 9)

donde:

= «, [ y 7y son constantes,
= D, es la demanda,

= O es la oferta,

= [; es el inventario,

= P, es el precio,

= u; y v; son variables aleatorias gaussianas.

Aunque el trabajo en estd tesis esta inspirado en el de Schwartz-Cortazar (modelo de
Schwartz-Gibson), ademés de que el precio sea un factor para determinar los precios de fu-
turos del petroleo, se tendra como segundo factor al inventario en lugar del rendimiento de con-
veniencia 6 de oportunidad (convinience yield). Si los usuarios del commodity tienen grandes
inventarios, hay poca posibilidad de escasez en el futuro cercano y el rendimiento de conveniencia

I'Comunicacién privada entre ellos
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tiende a ser bajo, pero si existe escasez y se tienen grandes inventarios, entonces el rendimiento
de conveniencia sera alto.

Ahora de la ecuacién 5.8 se obtiene que

P,==" 4, (5.10)

y de la ecuacion 5.9, se tiene que

I, = (B+7)P + u,. (5.11)

Las ecuaciones 5.10 y 5.11 son nuestro modelo continuo para determinar los precios de
futuros del petroleo.

5.2. El modelo estocastico para los precios de futuros del
petréleo

Modelo 1

Las ecuaciones 5.10 y 5.11 se pueden reescribir como ecuaciones diferenciales estocasticas
dadas por:

I
AP, = 2dt + 04dZ, (5.12)

(6%
dI, = (B 4 7)Pdt + oxdX,. (5.13)

donde:

=,y y « son constantes,

= 0x y 0z son las volatilidades de cada proceso respectivamente, las cuales son contantes
(Supuesto 1),
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s 7, y X; son movimientos Brownianos estandar definidos sobre un espacio fijo de probabi-
lidad filtrado (2, P, F,{Fi}+>0) (Supuesto 2),

= p es la correlacién asociada a estos movimientos, tal que d[Z, X|; = pdt (Supuesto 3).

Este modelo es muy sencillo, ya que son dos ecuaciones diferenciales estocasticas en las
cuales se observa una interaccion entre el precio y el inventario, es decir en la EDE del precio
existe una dependencia del valor del inventario, asi mismo se observa que en el inventario existe
la dependencia del valor del precio al tiempo t, por lo tanto tenemos ecuaciones acopladas.

Las ecuaciones 5.12 y 5.13 describen un modelo lineal, por lo que al igual que en el trabajo
de Schwartz, la estimacion estadistica del modelo sélo puede hacerse desde observaciones, en
consecuencia, ya no se puede hacer directamente de las especificaciones del trabajo hecho en
esta seccion. Por lo tanto se podrian estimar todos los parametros empiricamente utilizando el
método estandar de filtro de Kalman [21], lo cual no se hara aqui.

5.3. La ecuacién diferencial parcial estocastica

A continuacién se da la ecuacion diferencial parcial estocastica para el futuro, para después
obtener el valor de los precios de futuros del petroleo.

Denotemos a F'(P;, I;,t) como el valor del futuro (6 funcién del futuro), la cual depende de
los valores del precio, el inventario y el tiempo, entonces aplicando la formula de It6-Doeblin a
F obtenemos:

LOF T  OF oF b1 0°F
F(P,I;,t)= [ [— C,P) + —]ds — =07
(Pi, 11, ) /0[81)04 81( ! )+6’t] +/02[8p20
t
2 oF Uzaxp+ d8+/ —szZ +/ a—ngdXs,
Op0i o O
que en su forma diferencial es:
OF I 8F oF 1.0°F OF
dF (P, 1, —(CyP) + —dt >+ 2
( ty 4ty ) [(9p o i ( 1 ) at] + 2[8p2 oz + @p@iUZUXp+
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’F F F
aa > O'X]dt + g Udet + %deXt,
P

donde C; = (5 + 7).

El valor esperado de F (P, I;,1;) es

t 92 2
OF I OF aF]ds) 1E(/[8F2 OF 0°F 21ds).

E(F (P, I1,t) =FE 1P 2
F(r ) = B G L O ot ot S
ya que E( Ude )=0y E( %5 xdX,) = 0, pues son martingalas.

Aplicando la condicién de no arbitraje, es decir E(F (P, I;,t)) = 0 ¥Vt € [0,7T], y como

%—f = —g—?, entonces se tiene que la ecuacién diferencial parcial estocastica de F(P,, I;,t) es:

OF I aF 1 0°F OF O*F OF
apa 5 —(C1P) + [70§+2a—iazaxp+ a2a2 ox] — == =0 (5.14)

aT
donde C; = (B + 7).
Con condicién F(P;, I;, T = 0) = P.

La ecuacion 5.14 y la condicién inicial constituye la ecuacion diferencial parcial estocastica
para los precios de futuros.

5.3.1. Solucién de la ecuaciéon diferencial parcial

Para encontrar la solucién a la ecuacién 5.14, y debido a que la soluciéon debe de ser seme-
jante a la obtenida en el modelo de Schwartz, se propone lo siguiente:

Sea
F(Pp,Ip,T) = exp(Ao(T) + A1 (T)P + Ay(T)I),

con Ay(0) = A»(0) =0y A;(0) = =P
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solucién al problema diferencial parcial con valores a la frontera (ecuacién 5.14).

Ahora tomando las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién F con
respecto a S, T,P, y sustituyendo en la ecuacién 5.14 se obtiene

[Ao(T)Cy = FgP )P + [ = 20N + poxo A(T) As(T) + 303 A3(T) + 0% AY(T)] -

Para que la ecuacién anterior se satisfaga, se tiene que resolver el siguiente sistema de
ecuaciones:

0A(T)
A3(1)Cy = (5.15)
A(T)  0Ay(T)
: 2=, (5.16)
0.0-pA (T As(T) + 502 AX(T) + 02 A3(T)] = &zgg)_ (5.17)

El sistema anterior lo vamos a resolver en dos partes:

1.- Vamos a resolver el sistema dado por las ecuaciones 5.15 y 5.16
Solucion:

El sistema a resolver es
A\
Ay )

por lo que det(B — A1) = \? — %

Q= O
e
SN—
Y
B
N—
I
™
7N\
B
SN—

:>)\1’2::|: %

Los vectores propios de cada valor propio son:

o
= Para el valor propio \; = + % su vector propio es : v; = ( *\a )
1

(&1
. . — —
= Para el valor propio Ay = — % su vector propio es : vy = ( o >

1
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5

Por lo tanto la solucién es:

Xm:%“mgﬁ?«%§>@wﬂ—%ﬂ<ﬂz%>

P
Ahora como X (0) = ( 16’ ), entonces Cy = 2L yCy=—-EL J«

por lo que:
A(T) = 5 lexp{y/ ST} + exp{—/ 2 T}]
A5(T) = gpoy [ Elexp{ [T} + exp{—/ 2 T}]

2.- Ahora resolvamos la ecuacién 5.17.

Solucion:

Ao(T) — Ap(0) = [} 2299 g5 = [F]o,0.pA1(s)As(s) + L[02A3(s) + 02 A3(s)]]ds

como Ay(0) = 0, por lo tanto

A(T) = (5213 /& (5 + 52 (exp {2y S T) —exp{ =2 STY) osoup(exp{y/ S2T )+

exp{— %2T} —2)] + (6% + 02)T]

Una vez obtenidos los valores de Ay(T'), A1(T), A2(T), entonces la solucién a la EDPE con

valores iniciales esta dada por:

F(P.1.T) = exp{ (5[5, /& (5 + 525) (exp{2/ ST} —exp{-2/ ST+

a,0.p(exp{y/ G2T }exp{—/ 22T} =2)]+ (02 +02) T+ (exp{y/ G- T }exp{—

lnP

& (exp{y /G T} — exp{—y/ STHI},

donde, Cy = (B + 7).

STH+

Comentarios: No fue posible llevar el modelo a un espacio libre de riesgo (Q, F, { F; }+~0, P),
ya que la teoria de expectativas nos lleva a ecuaciones estocasticas acopladas, por lo que, es nece-
sario hacer modificaciones al modelo, para llevarlo a este espacio, es decir se necesita determi-
nar ecuaciones estocéastica que tengan un comportamiento semejante al movimiento browniano
geométrico, en la siguiente seccion se establece este modelo, el cual si es posible llevarlo a un
espacio neutro al riesgo (Q, F, {F; }i~o, ) En general se logré obtener un modelo para los pre-
cios de futuros del petréleo, y aunque a veces no es posible determinar una ecuacién analitica,
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en este trabajo si se logro establecer una solucién analitica para el modelo estocéastico de los
precios de futuros del petréleo.

A pesar de que el objetivo no es estimar los parametros, estos son importantes para es-
tablecer si el modelo se ajusta a los precios de futuros del petréleo. Por lo que aun no se puede
hacer una comparacién entre este modelo y el de Schwartz-Cortazar, debido a que hace falta la
estimacion de parametros.

5.4. Modelo 11

Debido a que en el modelo I se obtuvieron ecuaciones diferenciales estocasticas acopladas,
razéon por la cual no se pudo llevar el modelo a un espacio libre de riesgo, en esta seccion se
da un nuevo modelo, el cual se espera que sea posible llevarlo a un espacio neutro al riesgo.
Este nuevo modelo trata de obtener la razén de cambio relativa y no la absoluta en el precio y
el inventario, por lo que esta razén deseada nos la da el movimiento browniano geométrico, es
decir cada factor se asemejard a un movimiento browniano geométrico, sin ser exactamente el
mbg, es decir el modelo queda de la siguiente forma:

I
dP, = L P,dt + 0, P,dZ,, (5.18)
[0

Como cada factor se parece mucho a el mbg se espera que sea un mejor modelo, sin embargo,
esto no se podra determinar en este trabajo, debido a que no se hara la estimacién de parametros.

A continuacion se hace el cambio de medida para obtener el modelo en un espacio libre de
riesgo:

Sea (2, F, {F:}+>0, P) un espacio de probabilidad filtrado y sea B; = (Z;, X;) un movimiento
browniano en R2. Consideremos el siguiente proceso:

0(t) = (0:(2),0a(8)) = (=, ),

O'Z7O'X

donde r es la tasa de interés libre de riesgo, y A es la prima de riesgo® del rendimiento de
conveniencia.

2Rendimiento adicional esperado en una inversién por aceptar el riesgo inherente a ella, en contraposicién de
otra inversion sin riesgo.
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Tenemos que

(i) El procesos 0(t) es adaptado a la filtracién {F;};~o, pues cada uno de los procesos en cada
entrada del vector son adaptados a la filtracion {F; };~0, ya que son constantes.

(i) Z = exp{— [, 0(s) - dW, — 1 [|6(u)||*du} es martingala,

Demostracién de (ii):

Como se cumple la condicién de Novikov Efexp{3; fg 10(u)]]?du}] < oo, ya que cada uno de
los procesos en cada entrada del vector son constantes, entonces por definicién de Z;, se tiene

que el proceso Z; es martingala.

Ahora veamos que se cumple que E(Z7) = 1.

Una demostracion sencilla es usar el hecho de que Z; es martingala, es decir, E(Z;) =
E(Z()) =1.¢

Sea Zp = Z, definamos

y sea

B (t) = (Zt,Xt)+/O(i Ay

O'Z’ ox
r A
== (Zt —|— —t, Xt + —t)
0z Ox
= (Zt*7Xt*)7

el cual del Teorema de Girsanov resulta ser un movimiento browniano bajo la nueva medida de
probabilidad P, por lo tanto en su forma diferencial se tiene que

dZ, = dZ; — —dt,
0z

A
dX, = dX; — =-dt.

Ox
Sustituyendo a dZ; y dX; en las ecuaciones 5.18 y 5.19 se tiene que:
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= Para los precios

I
dP, = LPdt + o, P.dZ, =
0]

I
Pdt + o, P(dZF — —dt) =
(0% Oy

I
(2 — r)Pdt + 0, PdZ;.
(6%

s Para el inventario

A
(B +7)Pdt + oxI,(dX; — —dt) =

Ox

Asi el modelo de dos factores bajo la medida de probabilidad neutra el riesgo P es:
I
dP, = (& — r)Pdt + o, P,dZ;, (5.20)
o

Ahora sea F(P,, I;,t) la funcién del futuro, la cual depende de los valores del precio, el
inventario y el tiempo. Aplicando la formula de Ito6-Doeblin a F obtenemos:

OF OF LOF 1.0°F OF O°F
F(P, I t) = | —-d dP, dl+ | S[5=d[P, Ply+2—d[P, 1 dll, I
oty = [ Grase [ Share [ Shares [0S atp piov2 S dtp 1+ S Ll 1)
que es equivalente a:
F(P I,t) = [j[%5(2 = r)P+ 2(C1P = NI + 9)ds + [) 315503 P2 + 225 020 PIp+

PLPo%)ds + [y Loy PdZ: + [y LoxIdX;,

donde Cy = (5 + 7).
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El valor esperado de F(P,1,t) es:

E(F(P;, I, 1)) = E(Jy |25 (£—r)P+2E(CLP= N I+92)ds)+E( [y 355 0% P*+225. 070 x PIp+
2L 5% 1%d
0% [?]ds).

Nuevamente por la condicién de no arbitraje tenemos E(F(P;, I;,t)) =0

oF 1 oF oF 1.0°F oF 0PF
—(==1)P+ ——(CiP = NI+ —— + =[50 P+ 2——0,0,Pp+ ——021"] =
8p(a r)P + 5 (Cy NI 5 +2[ 2 log apaiazax p+ 52 0a =0
Como %—f = —g—?, por lo tanto
or 1 oF oF 1.0°F oF 0?F
(=P VP+—(C{P -\ — — + [—2P2 12— Plp+ —02%% = 22
o (a r)P + 5 (Cy A) 5T + 2[8]02 o P? + 8p8iaz0x P+ 572 0 | =0 (5.22)

con condicién F(P, I, T =0) = P.

La ecuacion anterior y la condicion de frontera constituyen el modelo para precios futuros.
No sélo determina el valor del precio futuro, si no también la parte del inventario.

5.4.1. Solucién de la ecuacién diferencial parcial

Para encontrar la solucion a la ecuacién 5.22, y debido a que la solucién debe de ser se-
mejante a la obtenida en el modelo de Schwartz, se propone lo mismo que en el modelo I a
saber:

Sea

F(P,I,T) = exp(Ao(T) + A (T)I + Ay(T)T)

con las condiciones: Ay(0) = A5(0) =0y 4;(0) = £,

solucion al problema diferencial parcial con valores a la frontera.

Ahora tomando las derivadas parciales de primer y segundo orden de la funcién de futuros
F, con respecto al precio P, al tiempo T y al inventario I, y sustituyendo en la ecuacién 5.25 se
obtiene:
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0A(T), . P 9A(T)

[Ao(T)CL T~ 5T ]P+[EA1(T) o7

1
]]+anaZP]A1(T)A2(T)+§[ang%(T)]Q—kP?a%Af(T)]—

AYT)N — r Ay(T)P — 220 —

Para que la ecuacion anterior se satisfaga, se tiene que satisfacer el siguiente sistema de
ecuaciones:

Ay(T)CL T = a‘g;T), (5.23)
Al(T)P _ 9Ay(T)
= (5.24)
%[IQUg(Ag(T) + P20, A3(T)] — Ao(T)N + [Ipoxoz Ay (T)As(T) — 1Ay (T)|P = %;T) (5.25)

1. Aqui nuevamente se resolvera el sistema dado por las ecuaciones 5.23 y 5.24
Solucién:

Haciendo el mismo procedimiento que en el modelo anterior, se tiene que

A(T) = Bl Jexp{y/CLLT} + exp{—/ LELT}]

Ay(T) = B &% lexp{/ ST} + exp{—/EELTY]

2. Se resuelve la ecuacién 5.25.

Solucion:

Ao(T)—Ao(0) = [ 25 ds = [T

. [120% A2(T)+P20% AX(T)|— Ao (T) IN+[I pox 07 Ay (T) As(T) —
r Ay (T)] Plds

1
2

como Ay(0) = 0, por lo tanto

Ao(T) = (22204 /o) (exp{2y/ CLITY —exp{—24/ CLLTY) 42T (P25 ) toxozpP L (2) (%)
() exply G121} + exp{=y Q2T)) = 2+ & (B3 o) (exp{2y [ ST+

exp{—2¢/ ALLTY) — 2T)(B5)] + (H52)(, /%) (exp{y/SLLT} — exp{—/ALLTY) —

AIZ?IIZH (expq %T} + exp{— %T} —2).
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Una vez obtenidos los valores de Ay(T"), A1(T"), A2(T), entonces la solucién a la EDPE con
valores iniciales es:

n o | | 0.2 P2
F(P.I.T) = exp{(55)°[(3\/aipr)(exp{2y/ T} — exp{-2y/ X T}) + 2T)(%5-) +

UXUZPP[<§)(CIQPI>

(/&) (@p{y/ BT} + exp{=/S2T}) = 2) + g (923 /ar) (exp {2y SPITY +

exp{—2y/ < T})

—2T) (S5 )4+ (1) ([ ) (exp{ ) ST —exp{— /CLLTY) — (AL 22 ) (exp{y/ SLLT )+

exp{—y/ LT} = 2) + B [exp{y/ AT} +exp{—/ LHTH+ 5L, [ 5rlexp{/ A7 T+

2 C1PI
exp{—/ < TY}

donde, Cy = (B8 + 7).

Comentarios: Este modelo fué posible llevarlo a un espacio neutro al riesgo (2, F, { F; =0, P),
ya que no existe ningtiin problema al hacer uso del Teorema de Girsanov, pues se satisfacen todas
las condiciones necesarias para lograr esto. Por la importancia en el uso de la neutralidad al
riesgo en las finanzas, podemos decir que este modelo es relativamente bueno.
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Conclusiones

Se logro el objetivo de esta tesis, el cual era proponer un modelo estocastico para los precios
de futuros del petréleo. Sin embargo como en finanzas es muy importante la neutralidad al riesgo
y como en el modelo propuesto se obtuvieron ecuaciones acopladas, por lo que no fue posible
obtener esta neutralidad al riesgo. Por lo tanto se tuvo que modificar el modelo para obtener un

modelo en el espacio neutro al riesgo (w, F,{F:}t > 0), P).

Se propuso una soluciéon analitica para los distintos modelos de los precios de futuros del
petréleo Modelo I, Modelo II). Se espera que estas soluciones satisfagan respectivamente cada
una de las ecuaciones diferenciales parciales estocésticas 5.14 y 5.22.

Una parte fundamental para obtener el precio del futuro del petréleo en este trabajo, es la
estimacion de parametros, ya que una vez obtenidos estos serd posible determinar cual de los
dos modelos es mejor, es decir cudl de ellos se ajusta a los precios de futuros del petréleo. Sin
embargo esta estimacién es un trabajo para futuro, pues con esto se complementa esta tesis.
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Apéndice A
Algunos conceptos de economia

Prima: La cantidad pagada por el contrato inicial.

Expectativas: En caso de incertidumbre, una expectativa es lo que se considera lo mas
probable que suceda. Una expectativa es una suposicion centrada en el futuro, puede o no ser
realista.’

Error sistematico: En estadistica, un error sistematico es aquel que se produce de igual
modo en todas las mediciones que se realizan de una magnitud. Puede estar originado en un
defecto del instrumento, en una particularidad del operador o del proceso de medicién, etc. Se
contrapone al concepto de error aleatorio.”

Subyacentes (activos): Es el activo financiero sobre el cual se hace una opcién, el cual
puede ser materias primas, divisas o indices.

Strike (precio) o precio de ejercicio: Es el importe por el que el subyacente se puede
comprar (call) 6 vender (put) en la fecha de ejercicio. Esto se denota por K. Esta definicién sélo
se aplica realmente a los calls y puts.

Vencimiento (fecha): Fecha en la que puede ejercerse la opcién o la fecha en que la opcién
deja de existir o dar a su titular derechos. Esto se denota por T.

Valor temporal de una opcion: Diferencia entre la prima de una opcién y su valor
intrinseco. Sumado a su valor intrinseco da el valor de mercado de una opcién. Representa el

Thttp://es.wikipedia.org/wiki/Expectativa
Zhttp://es.wikipedia.org/wiki/Errorsistematico
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valor que tiene para el poseedor de una opcion en el que durante el tiempo de su validez, el
movimiento del precio del activo subyacente sea favorable. Serda mayor cuanto mas lejos se halle
de la fecha de ejercicio y cuanto mayor sea la volatilidad del precio del activo subyacente.

Valor tiempo del dinero: Es un concepto basado en la premisa de que un inversionista
prefiere recibir un pago de una suma fija de dinero hoy, en lugar de recibir el mismo monto en
una fecha futura. En particular, si se recibe hoy una suma de dinero, se puede obtener interés
sobre ese dinero. Adicionalmente, debido al efecto de inflacién (si esta es positiva), en el futuro
esa misma suma de dinero perdera poder de compra.

Posicién larga: (Irse en Largo) Situacién que se produce cuando un corredor posee mayores
cantidades de un titulo o moneda (compra), de las que debe entregar (venta). Esto se hace,
cuando se piensa que el mercado va hacia la alza. En otras palabras es la posicién que implica
la compra de un activo.

Posicién Corta: (Irse en Corto) Situacién que se produce cuando un corredor debe entregar
mayores cantidades de un titulo o moneda (venta), de las que posee o recibe (compra). Esto
se hace, cuando se piensa que el mercado va hacia la baja. En las operaciones de opciones y
futuros, cuando la persona que en el futuro tiene que entregar determinado activo (materias
primas, divisas, titulos, etc.) a un precio establecido, no lo posee de momento, ya que confia en
que en un futuro su precio baje y pueda asi comprarlo a un precio menor antes de la fecha de
entrega. En otras palabras es la posicion que implica la venta de un activo.

Posicion al Descubierto: Posicién compradora o vendedora al contado no cubierta con
posiciones a futuro o con opciéon compensatorias o posiciones a futuro o con opcién no compen-

sadas con compras o ventas de contratos opuestos.

Venta en corto: Se dice que vendemos en corto si tenemos una posicién corta es decir «;
del portafolio son negativas, entonces decimos que estamos en corto en el activo.

Transitividad: Generalmente, si un consumidor prefiere la cesta A a la cesta B, y la cesta
B a la C, también deberia preferir la cesta A a la C.

Precio spot: Precio para entrega inmediata.
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Apéndice B

Transformaciones canonicas de las
ecuaciones diferenciales parciales

Definicién 29. Una ecuacion en derivadas parciales es aquella que contiene una incognita

que depende de dos ¢ mds variables independientes y en donde tambien aparecen sus derivadas

parciales, entonces (x,t) se les llama variables independientes y u(x,t) la variable dependientes
Un ejemplo de una ecuacion diferencial parcial (EDP), es:

ou  0%*u

Una ecuaciéon de segundo orden lineal en dos variables tiene la forma:

9%u 9%u 9%u ou ou
A— 2B— —+D—+ F F B.2
8x2+ oty +C(‘32+ o + 8y+ U=G(x,y) (B.2)

donde: A,B,C,D,EF y G pueden ser constantes reales ¢ funciones de x,y. Cuando G(z,y)
0, se dice que la ecuacion 1.11 es homogénea; de lo contrario, es no homogénea

La EDP de segundo orden homogénea con coeficientes reales, se dirda que es

= hiperbdlica si B? —4AC >0
» parabolica si B? —4AC =0

= eliptica si B2 — 4AC < 0
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Cada ecuacién diferencial parcial de segundo orden con coeficientes reales, se puede llevar a
su forma canodnica simplemente aplicando algunas transformaciones. Bajo las transformaciones
adecuadas para cada una de las EDP “s se tienen las siguientes formas canoénicas:

. . . L. Pu 0% .,
= Si es hiperbdlica entonces su forma canoénica es: — — a”——, ecuacién de onda.

ot? 02’

ou 0%u

= Si es parabdlica entonces su forma canénica es:— = k—,
ot Ox?
0?u N 0%u
oy? 0z

ecuacion de calor.

= Si es eliptica entonces su forma candnica es: = (, ecuacion de Laplace bidimen-

sional.

Los conceptos anteriores son importantes, ya que en muchos de los modelos financieros
se obtienen ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, estas ecuaciones se pueden
resolver facilmente haciendo transformaciones, las cuales nos ayudan a obtener una EDP de
segundo orden en su forma canodnica, y una vez obtenida esta forma, las tecnicas para resolver
la EDP pueden variar de acuerdo a el tipo de EDP. Las transformaciones y las técnicas para
resolver EDP se describen en muchos libros de ecuaciones diferenciales parciales con valores a
la frontera'. En conclusién siempre es conveniente llevar la EDP a su forma candnica, ya que
esta forma es més sencilla de resolver.

Wer [9] pags. 465-557
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Apéndice C

Demostracion de que A* es el adjunto
del generador A

A* es el adjunto del generador A

Demostracion

Por demostrar que (A¢,v) = (¢, A*), para ¢,¢ € C*(R, x R), donde (-,-) denota el

producto interior en L2,
Sean ¢,1 € C*(R, x R), entonces
(p(x), A*p(z)) =
($(x), = iy i (@) + 5 Tty Ciyp (@) =

(D(b(x), Ty g (@) + (b(w), § Ty Ciygoa (2)) =

St [, B(2) S () + 5 300 Coy [y, d(@) g () =
D i M fnh %(x)¢(x>dx +3 ZZj:l Cij fuh %(x)w<x)d$ =

(T g (@), () + (3 300, Cogoe (@), () =
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(S w22 (2) + 3 00, Gyt (), () =
(Ap(x), ()

Por lo tanto A* es el adjunto del generador A. ¢
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