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Introducción

Los procesos estocásticos dependen de leyes causales y probabiĺısticas; están sometidos al
azar y son objetos de análisis estad́ıstico. Se centran en el estudio y modelización de sistemas
que evolucionan en el espacio y en el tiempo con leyes de carácter aleatorio.

Los procesos estocásticos se clasifican de diversas formas; por ejemplo, atendiendo al
carácter del espacio de estados ó del espacio paramétrico, se tienen los procesos discretos
y continuos. Otra clasificación se basa en las relaciones de dependencia existentes entre las
variables del proceso y en este sentido tenemos por ejemplo: Procesos con incrementos inde-
pendientes; Procesos de Markov; Martingalas; Procesos estacionarios.

En el caṕıtulo I de este trabajo se consideran algunos conceptos y resultados prelimina-
res para los siguientes caṕıtulos. Aśı como también una breve introducción sobre teoŕıa de
semigrupos.

Los procesos estocásticos que se consideran en el caṕıtulo II son los procesos estacionarios,
tanto en sentido estricto como en sentido amplio. La estacionariedad es tomada como una
noción de equilibrio y suele ser la situación a considerar en gran parte de los supuestos de la
termodinámica [17].

En el caṕıtulo III de este trabajo se consideran los procesos de Markov en tiempo dis-
creto (llamadas cadenas de Markov) y en tiempo continuo, donde se presenta otra noción de
equilibrio llamada balance detallado debida a Boltzmann, la cual es equivalente a la noción
de irreversibilidad de una cadena de Markov dada por Kolmogorov [13], que establece que la
probabilidad de visitar los estados x1, x2, x3, . . . xn, x1 en ese orden, es la misma que visitarlos
en sentido inverso, es decir, x1, xn, . . . , x2, x1 y es el estado de referencia en termodinámica de
procesos irreversibles [13]. Es importante mencionar que un proceso de Markov que satisface
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la condición de balance detallado es estacionario en sentido estricto.

Por otro lado, explicar los fenómenos irreversibles en sistemas macroscópicos a partir de la
evolución reversible de sus componentes microscópicas, dando predicciones cuantitativas, es el
problema fundamental de la mecánica estad́ıstica [18]. Ésta consiste de dos partes diferentes:
la mecánica estad́ıstica de sistemas en equilibrio y aquella de sistemas fuera de equilibrio. La
relación entre los estados macroscópicos y microscópicos en la mecánica estad́ıstica está dada
por la fórmula de entroṕıa dada por Boltzmann, donde también se utiliza la condición de
balance detallado [13].

En el último caṕıtulo de este trabajo se consideran los sistemas clásicos lattice que se
pueden considerar como procesos estocásticos con parámetro de tiempo T = ZN . En estos
sistemas el equilibrio es maximizar la ecuación del principio variacional [8]. En este sentido, los
estados de equilibrio son estados de Gibbs, los cuales son medidas de probabilidad espećıficas,
el equilibrio en la lattice se mantiene a través del balance detallado [13]. Se sigue a David
Ruelle [8] en este caṕıtulo el cual da un formalismo en sistemas clásicos lattice.

Como bien se menciona en [13], un sistema que no está en equilibrio es un sistema estacio-
nario abierto con tasa de producción de entroṕıa positiva, es decir, intercambia sustancias y
enerǵıa con su medio ambiente. Lo que nos impone la condición de balance detallado es que,
en media, el sistema pasa tantas veces del estado x al estado y como del estado y al estado x,
lo cual tiene una ventaja f́ısica. La mayoria de los sistemas que interesa simular siguen las leyes
de la mécanica clásica o cuántica, las cuales son invariantes bajo traslaciones del tiempo. Con
la condición de balance detallado, una simulación también lo es, siendo aśı una representación
más adecuada de lo que se observa en la naturaleza.

Aśı pues tenemos tres nociones de equilibrio que podŕıan pensarse ajenas, pero que en

realidad están relacionadas de la siguiente forma:

Balance Detallado ⇔ Equilibrio en el sentido de Gibbs.

Balance Detallado ⇒ Estacionariedad Estricta.

A lo largo del trabajo se exponen algunos ejemplos de sistemas en equilibrio y de no equilibrio.



Resumen

Se presentan algunas nociones de equilibrio en sistemas estocásticos y se estudian algunas
relaciones entre ellas. Mostramos algunos ejemplos con las nociones de equilibrio consideradas
de los cuales algunos están en equilibrio y otros fuera de equilibrio.

vii



viii RESUMEN
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades sobre Procesos Estocásticos

Sea (S,S) un espacio medible y T cualquier subconjunto de N,Z,R,R+ ó ZN , donde
N ∈ N = {0, 1, 2, . . .}. Sea S una σ-álgebra sobre S y (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad.

Definición 1. Sea (S,S) un espacio medible, un núcleo estocástico es una función p :
S ×S → [0, 1] tal que

1. Para todo e ∈ S fijo, A −→ p(e,A), A ∈ S, es una medida de probabilidad.

2. Para todo A ∈ S fijo, e −→ p(e,A) es una función medible.

Definición 2. Sea (Ω,F, P ) espacio de probabilidad y (S,S) espacio medible. Sea Y ⊂ F una
sub-σ-álgebra de F. Sea X variable aleatoria tal que X : Ω −→ S. Decimos que µ tal que
µ : Ω×S −→ [0, 1] es una distribución condicional regular de X dada Y si cumple con,

1. Existe Ω0 ∈ F, P (Ω0) = 1 tal que para todo ω ∈ Ω0 fijo, la función B 7−→ µ(ω,B) es
medida de probabilidad en (S,S).

2. Para toda B ∈ S la función ω 7−→ µ(ω,B) es una versión de P [X ∈ B|Y].

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 3. Sea (S,S) espacio medible. Una función de transición es una función
p : [0,∞)× S ×S → [0, 1] tal que

1. p(t, ·, ·) es núcleo estocástico para toda t ∈ [0,∞).

2. Satisface la ecuación de Champan-Kolmogorov

p(t+ s, x,A) =

∫
S
p(t, x, dy)p(s, y, A).

3. p(0, x, A) = δx(A).

4.
∫
S p(t, x, dy)f(y) −→ f(x) cuando t → 0.

Definición 4. Sea (S,S) un espacio medible. Sea p : S ×S −→ [0, 1] un núcleo estocástico.
Sea µ : S −→ [0,∞] una medida, decimos que µ es invariante respecto a p si∫

S
µ(de)p(e,A) = µ(A)

Además si µ es medida de probabilidad diremos que µ es distribución invariante.

Sea (S,S) un espacio medible y sean {n1, n2, . . . , nk} ⊂ T con k ∈ N. La proyección k-
dimensional es la función Πn1,...,nk

: ST −→ S{n1,n2,...,nk} con S{n1,n2,...,nk} = S × . . . × S y
Πn1,...,nk

(a0, a1, . . .) = (an1 , an2 , . . . , ank
).

Identificaremos al conjunto ST como el conjunto de las funciones continuas tales que
ST = {f : T −→ S}. Por lo tanto para F = {t1, t2, . . . , tk} ⊂ T finito, SF = {f : F −→ S}.

Una familia F = {Πn1...nk
: k ∈ N, k ≥ 1 y ni ∈ T} es una familia de proyecciones

k-dimensionales con k fijo.

Definición 5. Sea {Xt}t∈T un proceso estocástico. Sea F ⊂ T un subconjunto finito tal que
F = {t1, t2, . . . , tn} con n ∈ N. La distribución finito dimensional del proceso {Xt}t∈T
sobre F es la distribución del vector aleatorio (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn).

Sea F ⊂ T subconjunto finito. La σ-álgebra producto SF de SF es la σ-álgebra generada
por conjuntos de la forma A1 ×A2 × . . .×Ak donde Ai ∈ S con i = 1, . . . , k.



1.1. GENERALIDADES SOBRE PROCESOS ESTOCÁSTICOS 3

La σ-álgebra ciĺındrica C es la menor σ-álgebra que hace medibles a las proyecciones finito
dimensionales; es decir C = {Π−1

n1...nk
(A) : k ∈ T, n1, . . . , nk ∈ T,A ∈ SF }.

Definición 6. Sea (S,S) un espacio medible y F ⊂ T con F finito. Sea PF : SF −→ [0, 1]
una medida de probabilidad en SF . Decimos que la familia {PF : F ⊂ T, F finito} es un
sistema proyectivo si F ⊂ G ⊂ T con G finito, entonces PF = (PG)ΠG

F
, es decir, la medida

de probabilidad en F es la proyección de F en G de PG.

Definición 7. Sea (S,S) espacio medible . Supongamos que {PF : F ⊂ T, F finito} es un
sistema proyectivo. Una medida de probabilidad

P : C −→ [0, 1]

se dice que es un ĺımite proyectivo del sistema proyectivo {PF : F ⊂ T, F finito} si F ⊂ T ,
F finito y PF = PΠF

. Además este ĺımite es único.

Observemos que PF es la medida de probabilidad en F y PΠF
es la distribución de proba-

bilidad de la proyección ΠF .

Teorema 1. (Teorema de Consistencia de Kolmogorov). Sea S un espacio métrico completo
y separable. Sea S = B(S) la σ-álgebra de Borel en S. Sea T un conjunto cualesquiera
para cada F ⊂ T finito. Sea PF : SF −→ [0, 1] una medida de probabilidad. Supóngase que
{PF : F ⊂ T, F finito} es un sistema proyectivo. Entonces

{PF : F ⊂ T, F finito}

tiene ĺımite proyectivo único.

Demostración. Ver [4], pp. 25-28.

Teorema 2. (La construcción de Kolmogorov). Sea S un espacio métrico completo y separable
y para cada F ⊂ T con F finito, sea PF una probabilidad en SF tal que el sistema

{SF ,SF , PF ,Π
L
F }F⊂L⊂T,F,L finitos (1.1)

sea proyectivo. Entonces el sistema 1.1 tiene ĺımite proyectivo P , único. En particular el
sistema canónico (SF ,SF , P, {Πt}t∈T ) satisface que PΠ−1

F = PF , para todo F ⊂ T y F
finito, es decir, el proceso {Πt}t∈T tiene cono distribuciones finito dimensionales a la familia
{PF }F⊂T,F finito.

Demostración. Para cada F ⊂ T , F finito, el espacio (ST ,SF ) satisface las hipótesis del
Teorema de consistencia de Kolmogorov y sea P el ĺımite proyectivo dado por el Teorema de
consistencia de Kolmogorov. Entonces el proceso (ST ,ST , P, {πt}t∈T ) satisface las condiciones
deseadas.
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�

Tenemos las siguientes nociones de equivalencia entre dos procesos estocásticos.

Definición 8. Sean (Ω,F, P ) y (Ω′,F′, P ). Sean {Xt}t∈T y {Yt}t∈T procesos estocásticos

i) Si Xt : Ω → S y Yt : Ω′ → S decimos que los procesos son equivalentes si para
toda n ∈ N, t1 < t2 < . . . < tn el vector aleatorio (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) tiene la misma
distribución que (Yt1 , Yt2 , . . . , Ytn).

ii) Si Xt, Yt : Ω → S, decimos que un proceso es modificación del otro si ∀ t ∈ T ,
P (Xt = Yt) = 1.

iii) Si Xt, Yt : Ω → S, decimos que los procesos son indistinguibles si existe A ∈ F,
P (A) = 1 tal que A ⊂ {ω ∈ Ω : Xt(ω) = Yt(ω) ∀t ∈ T}

Observemos que dados dos procesos {Xt}t∈T y {Yt}t∈T si uno es modificación del otro
entonces son equivalentes. Si los procesos son indistinguibles entonces uno es modificación de
otro. Se sabe que las afirmaciones rećıprocas son falsas. Lo mostramos con el siguiente ejemplo
en donde dos procesos serán equivalentes, aún más uno modificación de otro pero, en general,
no serán indistiguibles. Esto se debe a la no medibilidad de algunos conjuntos de interés.

Ejemplo 1. Si S = {0, 1}, T = [0, 1], B= 2S y A = {0}. Entonces A /∈ BT .

Demostración. Consideremos el espacio de probabilidad (Ω,L, λ) donde Ω = [0, 1], L =
σ-álgebra de los Lebesgue medibles en [0, 1] y λ = la medida de Lebesgue. Sean Φ,Ψ : Ω → ST

tales que, dado ω ∈ Ω

Φ(ω) : T → S, Φ(ω, t) = 0 ∀ (ω, t) ∈ Ω× T

Ψ(ω) : T → S, Ψ(ω, t) =

{
0, ∀ t ∈ T r {ω}
1, si t = ω

= 1{ω}(t)

Observemos que Φ(ω) es simplemente la función constante cero, es decir, 0 = (0, 0, . . .) ∈ ST .
Por tanto Φ(Ω) = {0} = A. Sin embargo, Ψ(Ω)

∩
A = ∅. Sea C la σ-álgebra ćılindrica.

Ahora usemos el hecho de que A ∈ C(ST ) si y sólo si existe {t1t2 . . .} ⊂ T y existe B ∈
C(S{t1t2...}) tal que A = π−1

{t1t2...}(B). Por tanto, si {0} ∈ C(ST ) entonces existe {t1t2 . . .} ⊂ T ,

existe B ∈ C(S{t1t2...}) tal que {0} = π−1
{t1t2...}(B), es decir, Si y ∈ T r {t1t2 . . .} y f = 1{y},

f(ti) = 0 se tiene que
π{t1t2...}f = (0, 0, . . .) ∈ B
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por lo tanto f ∈ π−1
{t1t2...}(B) = {0} lo cual es una contradicción a que A ∈ C(ST ).

Para todo t fijo, tenemos que

{ω ∈ Ω : Ψ(ω, t) = Φ(ω, t)} = {ω ∈ Ω : 1{ω}(t) = 0} = [0, 1]r {t}

por lo tanto Ψ y Φ son equivalentes. Y además

{ω ∈ Ω : Ψ(ω, t) = Φ(ω, t) para toda t ≥ 0} = {ω ∈ Ω : 1{ω}(t) = 0 para toda t ≥ 0} = ∅

es decir, Ψ es modificación de Φ.

Sea C ∈ C con C un ćılindro finito, entonces

Ψ−1(C) = {ω ∈ Ω : Ψ(ω, t1) ∈ B1, . . . ,Ψ(ω, tn) ∈ Bn}.

y Φ−1(C) = Ω si 0 ∈
∩n

i=1Bi y ∅ en otro caso. Por tanto Ψ−1(C) difiere de Φ−1(C) en
un conjunto de medida cero. Por ser completa la medida de lebesgue Ψ−1(C) ∈ L para todo
C ∈ C. Por lo tanto Ψ es medible de (Ω,L) en (ST ,BT ).

Sean P = λ ◦ Φ−1, Q = λ ◦Ψ−1 distribuciones de Φ y Ψ en (ST ,BT ), aśı

P(C) = λ({ω ∈ Ω : Φ(ω, t1) ∈ B1, . . . ,Φ(ω, tn) ∈ Bn})
= λ({ω ∈ Ω : Ψ(ω, t1) ∈ B1, . . . ,Ψ(ω, tn) ∈ Bn})
= Q(C).

Entonces P y Q coinciden en C y por tanto en todo BT . Ahora supongamos que A ∈ BT ,
entonces

P(A) = λ(Φ−1(A)) = λ(Ω) = 0

Q(A) = λ(Ψ−1(A)) = λ(∅) = 1

es decir, P y Q no coinciden en BT lo cual es una contradicción, por tanto A /∈ BT .

�

1.2. Teoŕıa elemental de semigrupos

En las matemáticas existe una gran conexión entre lo que son los procesos estocásticos y
los semigrupos de operadores. En la actualidad estas conexiones han permitido el desarrollo de
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métodos estocásticos para el estudio de problemas de aplicación. En esta sección se presenta
una breve introducción de semigrupos y la conexión con los procesos estocásticos.

Definición 9. Sea V un espacio de Banach, con norma || · ||. Un semigrupo fuertemente
continuo sobre V , es una familia de transformaciones lineales y acotadas {Tt}t≥0, Tt : V −→
V con las siguientes propiedades:

1. TtTs = Ts+t = TsTt

2. T0f = f para toda f ∈ V

3. ĺımt→0+ ||Ttf − f || = 0 para toda f ∈ V

Si {Tt}t≥0 cumple con las condiciones anteriores, diremos simplemente que {Tt}t≥0 es un
semigrupo.

Teorema 3. Sea {Tt}t≥0 un semigrupo y V un espacio de Banach. Entonces para todo t ≥ 0
fijo, ĺımh→0 ||Tt+hf − Ttf || = 0 para toda f ∈ V .

Demostración. Tenemos que para t ≥ 0, f ∈ V fijos con g = Ttf ∈ V

||Tt+hf − Ttf || = ||ThTtf − Ttf ||
= ||Thg − g||

pero ||Thg − g|| → 0 cuando h → 0, por lo tanto

||Tt+hf − Ttf || −→h→0 0

�

Definición 10. Sea {Tt}t≥0 un semigrupo en V . Sea D ⊂ V , definido como

D = {f ∈ V : ĺım
t→0

Ttf − f

t
existe en V }.

Sea L : D → V y Lf = ĺımt→0
Ttf−f

t . Al operador L se le llama el Generador infinitesimal
del semigrupo {Tt}t≥0

Corolario 1. El conjunto D es subespacio vectorial de V y L es un operador lineal.
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Demostración. Tenemos que D = {f ∈ V : ĺımt→0
Ttf−f

t existe}, entonces D ⊆ V y D ̸= ∅
ya que 0 ∈ D. Sean f, g ∈ D, entonces

ĺım
t→0

Tt(f + g)− (f + g)

t
= ĺım

t→0

Ttf + Ttg − f − g

t

= ĺım
t→0

Ttf − f

t
+ ĺım

t→0

Ttg − g

t

donde tales ĺımites existen, por tanto f + g ∈ D. Si además a ∈ R, entonces

ĺım
t→0

Tt(af)− (af)

t
= ĺım

t→0

a(Ttf − f)

t

= a ĺım
t→0

Ttf − f

t

aśı af ∈ D y D es subespacio vectorial de V . Además con el mismo argumento, es claro que
L es un operador lineal.

�

Proposición 1. Sea L el generador infinitesimal del semigrupo {Tt}t≥0 con D su dominio.
Si f ∈ D entonces Ttf ∈ D y LTtf = TtLf = d

dtTtf .

Demostración. Ver [3], pp. 139 - 140.

Definición 11. Decimos que el semigrupo es uniformemente continuo si

sup
||f ||≤1

||Ttf − f || −→t→0 0

Para tales semigrupos tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4. a) Si {Tt}t≥0 es uniformemente continuo entonces es fuertemente continuo.

b) Si {Tt}t≥0 es un semigrupo fuertemente continuo que actúa sobre V , entonces D es
denso en V .

c) {Tt}t≥0 es uniformemente continuo si y sólo si D = V y L es continuo.

d) Si V es de dimensión finita entonces todo semigrupo es uniformemente continuo.

Demostración. Ver [4], pp. 449 - 452.
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Ejemplo 2. Supongamos que L es un operador tal que D = V y L es continuo y acotado.

Sea Ln = L · · ·L y sea
∑n

k=0
(tL)k

k! : V → V . Si f ∈ V , para t ≥ 0

||
n∑

k=0

(tL)k

k!
f || ≤ {

n∑
k=m+1

∥tL∥k

k!
}||f || −→n,m→0 0

entonces {
∑n

k=0
(tL)k

k! }∞n=1 es sucesión de Cauchy en V . Tomando el ĺımite se obtiene

etLf := ĺım
n→∞

n∑
k=0

(tL)k

k!
f

al operador Tt = etL : V → V se le llama el operador exponencial. Como podemos observar el
operador exponencial es un semigrupo y para toda f ∈ V

d

dt
etLf = LetLf.

Es importante mencionar que para todo semigrupo uniformemente continuo el generador
infinitesimal y el semigrupo de éste es de la forma del ejemplo anterior. Para una prueba ver
[3].



Caṕıtulo 2

Procesos Estocásticos Estacionarios

Consideramos en este caṕıtulo la primer noción de equilibrio de este trabajo para procesos
estocásticos. Se considera que un proceso estocástico estacionario está en equilibrio. Algunos
resultados y ejemplos fueron tomados de [3].

Definición 12. Un proceso estocástico con T = N,Z,R+ ó R se dice que es estacionario
en sentido estricto si las dos distribuciones finito dimensionales del proceso son invariantes
bajo traslaciones de tiempo, es decir,

PXt1 ,...,Xtn
(C) = PXt1+h,...,Xtn+h

(C)

Para toda t1, . . . , tn, h ∈ T y para cualquier conjunto medible C ⊂ Sn.

2.1. Procesos Estocásticos de Segundo Orden

Definición 13. Un proceso estocástico complejo ó real valuado se dice que es estacionario en
sentido amplio ó de segundo orden si las variables aleatorias {Xt}t∈T tienen segundos
momentos los cuales son invariantes bajo traslaciones del tiempo con Xt : Ω −→ C ó R; para
ser más precisos

i) E(Xt+h) = E(Xt) para toda t, h ∈ T .

9
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ii) E(Xt+hX̄s+h) = E(XtX̄s) para toda t, s, h ∈ T .

Si un proceso estocástico estacionario en sentido estricto tiene segundos momentos entonces
es estacionario en sentido amplio pero no a la inversa, ver Teorema 6.

Consideremos procesos con segundo momento finito. Las variables del proceso {Xt}t∈T las
podemos pensar como elementos en el espacio de Hilbert H = L2(Ω,F, P ). Definimos

∥X∥ =
√

E(|X|2) y ⟨X,Y ⟩ = E(XȲ )

y la Función Covarianza del proceso se define como

K(s, t) = E(XsX̄t) = ⟨Xs, Xt⟩

Definición 14. Una matriz K se dice que es no negativa definida ó que es semidefinida
positiva si es una matriz hermitiana cuadrada n × n donde para todo x ∈ Cn tenemos que
xKx ≥ 0.

Teorema 5. Una función K : T × T −→ C es la covarianza de algún proceso {Xt}t∈T si y
sólo si K es no negativa definida.

Demostración. Para la necesidad, observemos que si K es función de covarianza de {Xt}t∈T ,
entoces

K =

 E(X2
t1) E(Xt1Xt2) . . . E(Xt1Xtn)

...
...

. . .
...

E(XtnXt1) E(XtnXt2) . . . E(X2
tn)


con α1, . . . , αn ∈ C se tiene que

(α1 . . . αn)

 E(X2
t1) E(Xt1Xt2) . . . E(Xt1Xtn)

...
...

. . .
...

E(XtnXt1) E(XtnXt2) . . . E(X2
tn)


 α1

...
αn

 = E|
d∑

i=1

αiXi|2 ≥ 0.

Por tanto K es no negativa definida. Para la suficiencia se debe construir un proceso {Xt}t∈T
con función de covarianza K. Ver[3] pp. 26-28.

�

Ejemplo 3. Consideremos una función aleatoria X : [0,∞)×Ω −→ C Xt = f(t)A(w) donde
f(t) no es aleatoria y A(w) no depende de t. Si 0 < E(|A|2) < ∞, entonces {Xt}t∈T es
estacionario en sentido amplio si y sólo si f(t+ s)f(t) depende solamente de s ∀ t, s ∈ T .
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Demostración. Mostraremos primero la necesidad. Supongamos que {Xt}t∈T es estacionario
en sentido amplio, por tanto

E(Xt+sXt) = K(s)

Pero Xt+s = f(t+ s)A(w) y Xt = f(t)A(w), aśı;

E(Xt+sXt) = E(f(t+ s)f(t)AA)

= f(t+ s)f(t)E(AA)

= f(t+ s)f(t)E(|A|2) = K(s)

por lo tanto f(t+ s)f(t) sólo depende de s para todo t, s ∈ T .

Para la suficiencia, si f(t+ s)f(t) sólo depende de s, entonces

E(Xt+sXt) = f(t+ s)f(t)E(|A|2) = K(s)

Por tanto {Xt}t∈T es estacionario en sentido amplio.

Ahora probemos que las únicas funciones f(t) que son como en el ejemplo anterior son las
funciones f(t) = BeiLt con B ∈ C, B ̸= 0 y L constante real.

Demostración. Sea f(t) = BeitL, entonces de la relación ya demostrada

f(t+ s)

B
=

f(t)

B

f(s)

B
,

se obtiene que
f(t+ s)f(t)

B
=

|f(t)|2

B

f(s)

B
.

Pero |f(t)|2 = B2 entonces queda

f(t+ s)f(t)

B
= f(s),

lo cual demuestra que la función satisface la condición deseada. Reciprocamente, si f(t+s)f(t)
depende sólo de s para todo s, t, entonces como se demostró en el ejemplo anterior, se tiene
que

f(t+ s)f(t) = CK(s)

donde C = E(|A|2) es una constante.

Ahora bien, con s = 0 en la expresión anterior se tiene |f(t)|2 = CK(0) para toda t,
entonces f(t) = BeitL con B = CK(0) y alguna constante real L.
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Ejemplo 4. Si A1 . . . , An son ortogonales con Xt =
∑n

j=1Aje
iλjtcon λj real, {Xt}t∈T es un

proceso estacionario en sentido amplio.

Demostración. Si A1, . . . , An son ortogonales, entonces E(AiAj) = 0 ∀ i ̸= j. Por tanto

E(Xt+hXs+h) = E(

n∑
j=1

Aje
iλj(t+h)

n∑
k=1

Ake
iλk(s+h))

= E(

n∑
j=1

n∑
k=1

AkAje
i(λj(t+h)−λk(s+h)))

=

n∑
j=1

E(|Aj |2eiλj(t−s))

=

n∑
j=1

n∑
k=1

E(AjAke
iλjteiλjs)

= E(XtXs)

Por tanto {Xt}t∈T es estacionario en sentido amplio.

Ejemplo 5. Sea {ξn}n∈Z sucesión ortonormal, los ”promedios móviles” se definen como:

Xn =

∞∑
k=−∞

Ckξn−k

con
∑∞

k=0 |Ck|2 < ∞, para que la serie converja. Entonces {Xn}n∈Z es estacionario en sentido
amplio.

Demostración. Tenemos que

E(Xt+hXs+h) = E(

∞∑
k=−∞

Ckξt+h−k

∞∑
j=−∞

Cjξs+h−j)

= E(
∞∑

k=−∞

∞∑
j=−∞

CkCjξt+h−kξs+h−j)

=
∞∑

k=−∞

∞∑
j=−∞

E(CkCjξt+h−kξs+h−j)

=

∞∑
k=−∞

∞∑
j=−∞

E(CkCjξt−kξs−j)

= E(XtXs)

Por lo tanto {Xn}n∈Z es estacionario en sentido amplio.
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Teorema 6. Si un proceso X es estacionario en sentido estricto y tiene segundo momento
entonces es estacionario en sentido amplio.

Demostración. Tenemos que X es estacionario en sentido estricto y tiene segundo momento
finito, por tanto

E(Xt+h) =

∫
C
xdPXt+h

=

∫
C
xdPXt

= E(Xt)

Para toda t, s, h ∈ T , y

E(Xt+hXs+h) =

∫
C2

xydPXt+h,Xs+h

=

∫
C2

xydPXtXs

= E(XtXs).

Finalmente

E(Xt+sXt) =

∫
C2

xȳdPXt+sXt
=

∫
C2

xȳdPXs,X0 = K(s).

�

2.1.1. Construcción de un proceso estacionario en sentido amplio

Sea H = L2(Ω,F, P ) y U : H −→ H operador unitario, es decir, un operador lineal cuyo
rango es un conjunto denso y para todo vector y y x de H se tiene que ⟨Ux,Uy⟩ = ⟨x, y⟩ sobre
un subespacio cerrado M ⊂ H, es decir, U está definido sólo en M . Tomando cualquier vector
x ∈ M , la sucesión {Xn}n∈Z, donde Xn = Unx para todo n ∈ Z, es un proceso estacionario
en sentido amplio pues:

E(Xn+mXn) = ⟨Un+mx,Unx⟩ = ⟨Umx, x⟩ = K(m).

Rećıprocamente ¿Cómo construir un operador unitario cuando sólo tenemos el proceso esta-
cionario?, para ésto tenemos dos casos, el caso discreto y el caso continuo.
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1. Sea T = Z. Dado {Xn}n∈T proceso estacionario en sentido amplio, sea M el subes-
pacio cerrado más pequeño de H el cual contiene a todos los vectores {Xn}. Sea
M1 ⊂ M el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de {Xn}, entonces
M = span{Xn}n∈T , es decir, la cerradura de M1.

Como {Xn}n∈Z ⊂ L2(Ω,F, P ) es estacionario en sentido amplio, y

E(Xn+mXn) = K(m) = ⟨Xn+m, Xn⟩

Sea UXn = Xn+1 para toda n ∈ Z entonces

⟨UXn+m, UXn⟩ = ⟨Xn+m+1, Xn+1⟩ = K(m) = ⟨Xn+m, Xn⟩

U es una transformación entre las variables del proceso que respeta el producto interno
y si suponemos que M es denso en H, entonces se puede extender linealmente a un
operador lineal sobre M que es unitario.

2. Ahora, si T = R, sea {Xt}t∈T proceso estacionario en sentido amplio,M = span{Xt}t∈T ⊂
L2(Ω,F, P ) con M denso en H. Para t ∈ T fijo si Ut se define en M como

UtXs = Xt+s ∀ t, s ∈ T .

entonces se tiene que

⟨UtXs+h, UtXs⟩ = K(h) = ⟨Xs+h, Xs⟩.

entonces Ut se extiende a un operador lineal unitario sobre M . La familia {Ut}t∈T es un
grupo de operadores unitarios pues X0 ∈ M y

UtUhXs = UtXh+s = Xt+h+s = Ut+hXs

por tanto
UtUh = Ut+h ∀ t, h ∈ T .

Para procesos estacionarios de segundo orden se tienen las siguientes propiedades impor-
tantes.

Proposición 2. Sea {Xn}n∈Z estacionario es sentido amplio. Entonces existe Y ∈ L2 tal que

ĺım
n−m→∞

1

n−m

n−1∑
j=m

Xj = Y

en la norma L2.

Demostración. Ver[3] pg. 40.
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Corolario 2. Tenemos que Y = 0 si y sólo si

1

N

N−1∑
j=0

K(j) −→ 0

donde K es la función de Covarianza de {Xn}n∈Z.

Demostración. Utilizando la proposición anterior, para cualquier m ∈ Z

⟨Y,Xm⟩ = ⟨ ĺım
n→∞

1

n−m

n−1∑
j=m

Xj , Xm⟩

= E( ĺım
n→∞

1

n−m

n−1∑
j=m

XjXm)

= ĺım
n→∞

1

n−m

n−1∑
j=m

E(XjXm) si N = n−m

= ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
j=0

E(Xj+mXm)

= ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
j=0

K(j)

Puesto que el ĺımite existe. Si Y = 0 entonces ĺımN→∞
1
N

∑N−1
j=0 K(j) = 0. Inversamente si

ĺımN→∞
1
N

∑N−1
j=0 K(j) = 0, entonces ⟨Y,Xm⟩ = 0 para cada m ∈ Z, pero Y pertenece al

subespacio generado por {Xm}m∈Z, por tanto Y = 0.

�

2.2. Procesos Estacionarios en Sentido Estricto

Consideremos los siguientes ejemplos de procesos estacionarios en sentido estricto.

Ejemplo 6. Sea A una variable aleatoria para toda t ∈ T , observemos que Xt = A(ω) es
estacionaria, pero Xt = eiλtA no siempre es estacionaria. Sin embargo si

Xt = Aei(λt+ϕ)
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donde A es real y ϕ es variable aleatoria con distribución uniforme sobre [−π, π] e indepen-
diente de A, entonces {Xt} es estacionario.

Demostración. Observemos que a las variables Xt las podemos ver como

γ(ω)(t) = (A(ω) cos(λt+ ϕ), A(ω) sin(λt+ ϕ))

con t, h ∈ R, aśı

-

6

�

?

A

&%
'$

Imagen γ(I)

-

6

�

?

A

&%
'$

Imagen γ(I + h)

Consideremos coordenadas polares, por lo tanto sean Bi = [Ri
1, R

i
2] × [θi1, θ

i
2]. Si i = 1 se

tiene que

P (Xt ∈ B1) = P (γω(t) ∈ B1) = P (A ∈ [R1
1, R

1
2], (λt+ ϕ) ∈ [θ11, θ

1
2])

= P (A ∈ [R1
1, R

1
2], ϕ ∈ [θ11 − λt, θ12 − λt])

= P (A ∈ [R1
1, R

1
2])P (ϕ ∈ [θ11 − λt, θ12 − λt])

= P (A ∈ [R1
1, R

1
2])(θ

1
1 − θ12)

= P (Xt+h ∈ B1)

Si i = 2 se tiene que

P ((Xt1 , Xt2) ∈ B1 ×B2) = P (A ∈ [R1
1, R

1
2], A ∈ [R2

1, R
2
2], (λt1 + ϕ) ∈ [θ11, θ

1
2], (λt2 + ϕ) ∈ [θ21, θ

2
2])

= P (A ∈ ∩2
i=1[R

i
1, R

i
2], ϕ ∈ [θ11 − λt1, θ

1
2 − λt1] ∩ [θ21 − λt2, θ

2
2 − λt2])

= P (A ∈ ∩2
i=1[R

i
1, R

i
2])P (ϕ ∈ [θ11 − λt1, θ

1
2 − λt1] ∩ [θ21 − λt2, θ

2
2 − λt2])

= P (A ∈ ∩2
i=1[R

i
1, R

i
2])P (ϕ ∈ [θ11 − λ(t1 + h), θ12 − λ(t1 + h)] ∩ [θ21 −

λ(t2 + h), θ22 − λ(t2 + h)])

= P ((Xt1+h, Xt2+h) ∈ B1, B2)

Aśı se sigue con las distribuciones finito dimensionales (cuando i=n), para finalmente concluir
que {Xt}t∈T es un proceso estacionario en sentido estricto.

Ejemplo 7. Sea T = Z. Una sucesión independiente {ξn}n∈T es un proceso estacionario, si
y sólo si las variables aleatorias son distribuidas identicamente.
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Demostración. Para la necesidad, si {ξn} es estacionario, entonces P ((ξ1, . . . , ξn) ∈ C) =
P ((ξ1+h, . . . , ξn+h) ∈ C). Si n = 1, P (ξ1 ∈ C) = P (ξ1+h ∈ C) para toda h ∈ Z, es decir, {ξn}
son distribuidas identicamente.

Para la suficiencia, si {ξn} son distribuidas identicamente, entoces

P ((ξ1, . . . , ξn) ∈ C) = P (ξ1 ∈ A1), . . . , P (ξn ∈ An)

= P (ξ1+h ∈ A1), . . . , P (ξn+h ∈ An)

= P ((ξi+h, . . . , ξn+h) ∈ C)

Aśı, {ξn} es estacionario.

Ejemplo 8. Si X0, X1, . . . es una sucesión estacionaria y g : RN −→ R es medible, entonces
Yk = g(Xk, Xk+1, . . .) es estacionaria.

Demostración. Si x ∈ RN, entonces gk(x) = g(xk, xk+1, . . .) y si B ∈ BRN, sea A = {x :
(g0(x), g1(x), . . .) ∈ B}. Aśı

P ({ω : (Y0, Y1, . . .) ∈ B}) = P ({ω : (X0, X1, . . .) ∈ B})
= P ({ω : (Xk, Xk+1, . . .) ∈ B})
= P ({ω : (Yk, Yk+1, . . .) ∈ B})

2.3. Teorema Ergódico

Definición 15. Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad y supongamos que Ψ : Ω −→ Ω es
una transformación medible. Decimos que Ψ preserva la medida siempre que

P (Ψ−1A) = P (A) ∀ A ∈ F

Si Ψ tiene inversa, la inversa automaticamente preserva la medida y Ψ es llamada invertible.

Teorema 7. (Teorema Ergódico de Birkhoff). Sea Ψ una transformación que preserva
la medida sobre un espacio de probabilidad (Ω,F, P ), y sea f ∈ L1. Entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(Ψkω) = f̃(ω)

existe casi dondequiera en L1. Más aún, f̃ ∈ L1 y
∫
A f̃ =

∫
A f para toda A ∈ FI = {C ∈ F :

Ψ−1C = C}, donde FI es llamada la sigma-álgebra de los conjuntos invariantes.
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Demostración. Ver [3].

Si consideramos un proceso estacionario en sentido estricto para el teorema Ergódico ob-
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 8. (Ley de los Grandes Números para Procesos Estacionarios). Sea T = Z
y {Xn}n∈T un proceso estacionario en sentido estricto con E(|Xn|) < ∞. Entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

Xk = X̃

existe casi seguramente y en L1. El ĺımite X̃ es integrable y E(X̃) = E(X0).

Observemos que si E(X2
n) < ∞, entonces {Xn} es estacionario en sentido amplio y por

tanto según la Proposición 2

ĺım
N→∞

1

N

N−1∑
j=0

Xj = Y, aśı X̃ = Y .

Para procesos estacionarios en tiempo continuo tenemos el siguiente teorema:

Teorema 9. Sea {Xt}t∈T , T = R un proceso estacionario medible y supongamos que E(|Xt|) <
∞. Entonces

ĺım
N→∞

1

N

∫ N

0
Xtdt = X̃

existe casi seguramente. Además X̃ es integrable y E(X̃) = E(X0)

El Teorema Ergódico implica el Teorema 8 y la prueba es la siguiente:

Demostración. Sea (Ω,F, P ) espacio de probabilidad con Ω = RN y F = C la σ-álgebra
ciĺındrica como en el Teorema de Consistencia de Kolmogorov. Sea Ψ(a0a1 . . .) = (a1a2 . . .).
Observemos que Ψk(a0a1 . . .) = (akak+1 . . .) y además Xk(a0a1 . . .) = ak donde Xj ∈ L1 para
toda j. Por tanto

X0(Ψ
k(ω)) = X0(Ψ

k(a0a1 . . .))

= X0(akak+1 . . .)

= ak

= Xk(a0a1 . . .)

= Xk(ω)

Entonces probemos que Ψ es una transformación que preserva la medida. Tenemos pues que
Ψ : Ω −→ Ω, es decir, Ψ : RN −→ RN.
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1. Ψ es medible.
Sea D ∈ C. Supongamos que D tiene la siguiente forma D = {(a0, a1, . . .) : ai0 ∈ B} =
{Xi1 ∈ B} donde i0 ∈ {0, 1, 2, . . .} fijo, aśı

Ψ−1(D) = {(a0a1 . . .) : ai0+1 ∈ B} = {Xi0+1 ∈ B}

Donde éstos D generan a C.

2. P (Ψ−1(D)) = P (D)

P (Ψ−1(D)) = P (Xi0+1 ∈ D)

= P (Xi0 ∈ D)

= P (D)

Por tanto

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

Xk = ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

X0(Ψ
k(ω)) = E(Xk|FI)

Y el Teorema 8 implica la Ley de los Grandes Números.

Teorema 10. (Ley de los Grandes Números). Sean X1, X2, . . . variables aleatorias in-
dependientes e identicamente distribuidas, con E(|Xi|) < ∞ y E(X0) = µ, entonces

ĺım
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

Xk = µ

casi dondequiera y en L1.

Demostración. Por lo anterior sólo basta mostrar que E(X0|FI) = E(X0) = constante,
es decir, FI ⊂ τ , donde τ :=

∩∞
k=0 τk con τk = σ(Xk+1, Xk+2, . . .). Observemos que τ0 =

σ(X1, X2, . . .) = C.

Sea A ∈ FI , entonces queremos que A ∈ τ =
∪∞

k=0 τk, es decir, A ∈ τk ∀ k ∈ {0, 1, 2, . . .}.
Y tenemos que FI = {C ∈ C : Ψ−1C = C}. Si τ0 = C entonces A ∈ τ0. Sea A = (X0(ω) ∈
A0, X1(ω) ∈ A1, . . .):

Ψ−1A = Ψ−1(X0(ω) ∈ A0, X1(ω) ∈ A1, . . . , Xn(ω) ∈ An)

= {ω ∈ Ω : (ω1, ω2, . . .) ∈ A}
= {ω ∈ Ω : (ω1 ∈ A0, ω2 ∈ A1 . . .)}
= (X1(ω) ∈ A0, X2(ω) ∈ A2, . . .) ∈ τ1
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Por tanto, si A ∈ τl entonces

Ψ−kA = Ψ−1(Xl ∈ A0, Xl+1 ∈ A1, . . . , Xl+n ∈ An)

= {ω ∈ Ω : (ωl+k ∈ A0, ωl+k+1 ∈ A1, . . .)}
= (Xl+k(ω) ∈ A0, Xl+k+1(ω) ∈ A1, . . .) ∈ τl+k

Si A ∈ FI entonces A ∈ τl, por lo tanto A ∈ τk ∀k que finalmente concluye que A ∈ τ . Por
lo tanto FI ⊂ τ . Por la Ley 0-1 de Kolmogorov si A ∈ FI entonces P (A) = 0 ó P (A) = 1
entonces E(X0|FI) es constante.

�



Caṕıtulo 3

Balance Detallado

En este Caṕıtulo estudiaremos lo que es la noción de Balance Detallado para procesos
estocásticos con la propiedad de Markov tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo
donde el espacio de estados S es un espacio métrico compacto y µ una medida invariante con
p núcleo estocástico.

3.1. Cadenas de Markov en tiempo discreto.

Consideraremos procesos estocásticos a tiempo discreto, tales que tienen la propiedad de
Markov. El conjunto T será igual a N y el espacio de estados S un espacio métrico compacto.
El espacio de probabilidad será (Ω,F, P ).

Definición 16. Se dice que {Xn}n∈T es una cadena de Markov con respecto a la filtración
{Fn}n∈T si:
1. {Xn}n∈T es adaptado a {Fn}n∈T .
2. Para cada n < t, A ∈ S.

P (Xt ∈ A|Fn) = P (Xt ∈ A|Xn).

La propiedad 2 se llama propiedad de Markov.

21
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Definición 17. Sea {pn}n∈T una sucesión de núcleos estocásticos. Supóngase que {Xn}n∈T
es una cadena de Markov respecto a {Fn}n∈T . Decimos que {pn}n∈T es la función de tran-
sición de {Xn}n∈T si m < n,

P [Xn ∈ B|Fm] = pnm(Xm, B).

Si S es a lo más numerable, entonces la función de transición se puede ver de forma
matricial:

P =


p(0, 0) p(0, 1) . . . p(0, k) . . .
p(1, 0) p(1, 1) . . . p(1, k) . . .

...
...

. . .
...

...
p(k, 0) p(k, 1) . . . p(k, k) . . .


Además si pn(Xn, B) no depende de n, entonces se dice que la función de transición de la
cadena de Markov es estacionaria. La integral que define a una medida invariante µ en tiempo
discreto se reduce a calcular una suma, por tanto µ = (µ(0), µ(1), . . .) es medida invariante
de una cadena de Markov con probabilidad de transición p(x, y) si µ(y) =

∑
x µ(x)p(x, y).

Definición 18. Si S es a lo más numerable, diremos que µ está en balance detallado
respecto al núcleo estocástico p si

µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x)

Para todo x, y ∈ S.

Si µ cumple la condición de balance detallado, también se le llama medida reversible.
Observemos que si µ está en balance detallado respecto a p, entonces µ es invariante. La
prueba es sencilla:∑

x

µ(x)p(x, y) =
∑
x

µ(y)p(y, x) por estar en balance detallado

= µ(y)
∑
x

p(y, x)

= µ(y)

Sin embargo, si µ es medida invariante no implica que µ esté en balance detallado lo cual se
muestra con los ejemplos.

Definición 19. Sea t ∈ T . Se dice que un estado x ∈ S es recurrente si

P (

∞∪
n=1

(Xn = x)|X0 = x) = 1, para alguna n ≥ 1.

Un estado x ∈ S es transitorio si y sólo si no es recurrente.
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Definición 20.

1. Un estado x ∈ S es llamado absorbente si P (Xn+1 = x|Xn = x) = 1.

2. Dos estados x, y ∈ S se comunican si para algún n, P (Xn = y|X0 = x) > 0 y para
algún m, P (Xm = x|X0 = y) > 0.

3. Si Tx = mı́n{n ≤ 1 : Xn = x} con x ∈ S, decimos que x es recurrente positivo si
E[Tx|X0 = x] < ∞.

Si todos los estados de una cadena de Markov se comunican, entonces decimos que la
cadena es irreducible.

Un ejemplo de la clasificación de estados es el siguiente diagrama.

1 3

2-

6

I

- �?

?
1
2

1
2

1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

���� ����
����

Como se puede observar, se tienen tres estados en donde todos ellos se comunican. La
matriz de transición es  1

2
1
2 0

0 1
3

2
3

1
3

1
3

1
3

 .

Teorema 11. Una cadena de Markov irreducible y positivo recurrente tiene una única distri-
bución invariante µ, dada por

µ(x) =
1

E(Tx|X0 = x)
, x ∈ S.

Demostración. Ver [21].

Teorema 12. (De Kolmogorov sobre condiciones de reversibilidad). Sea p irreducible. Una
medida µ es reversible si y sólo si
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1. Si p(x, y) > 0 entonces p(y, x) > 0

2. Sea n ≥ 2. Para alguna sucesión x0, x1, . . . , xn ∈ S con xn = x0 y Π1≤i≤np(xi, xi−1) > 0
se tiene

Πn
i=1

p(xi−1, xi)

p(xi, xi−1)
= 1

Demostración. Probemos primero la necesidad. Supongamos que µ es una medida reversible.
Si p(x, y) > 0 entonces

p(y, x) = P (Xn = x|Xn−1 = y)

=
P (Xn = x,Xn−1 = y)

P (Xn−1 = y)

=
P (Xn−1 = y,Xn = x)

P (Xn−1 = y)

Ya que P (Xn−1 = y) ̸= 0 tenemos P (Xn−1 = y) > 0 y puesto que p(x, y) > 0 entonces
P (Xn−1 = y,Xn = x) > 0 concluimos pues que p(y, x) > 0.

Ya que µ está en balance detallado, entonces p(xi, xi−1) =
µ(xi−1)
µ(xi)

p(xi−1, xi), aśı

Πn
i=1

p(xi−1, xi)

p(xi, xi−1)
=

p(x0, x1) . . . p(xn−1, xn)

p(x1, x0) . . . p(xn, xn−1)

=
p(x0, x1) . . . p(xn−1, xn)

µ(x0)
µ(x1)

p(x0, x1) . . .
µ(xn−1)
µ(xn)

p(xn−1, xn)

=
µ(x1)µ(x2) . . . µ(xn)

µ(x0)µ(x1) . . . µ(xn−1)

=
µ(xn)

µ(x0)

=
µ(x0)

µ(x0)

= 1

Para la suficiencia sea x ∈ S tal que existe n ∈ N y existen x0, x1, . . . , xn con x0 = a, xn = x
y Πn

i=1p(xi−1, xi) > 0. Sea

µ(x) = Πn
i=1

p(xi−1, xi)

p(xi, xi−1)

Sea m ∈ N, ∃ y0, y1, . . . , ym con y0 = a, ym = x y Πn
i=1p(yi−1, yi) > 0.
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Sean z0 = x0 = a, z1 = x1, . . . , zn = xn = ym = x, zn+1 = ym−1, . . . , zn+m = y0. Observemos
que Πn+m

i=1 p(zi−1, zi) > 0. Entonces

Πn+m
i=1

p(zi−1, zi)

p(zi, zi−1)
= 1

pero

Πn+m
i=1

p(zi−1, zi)

p(zi, zi−1)
=

Πn
i=1p(xi−1, xi)Π

m
j=1p(yj , yj−1)

Πn
i=1p(xi, xi−1)Πm

j=1p(yj−1, yj)

Sean z0 = a0 = x0, z1 = x1, . . . , zn = xn = x, zn+1 = ym = y, . . . , zn+m+1 = y0 y tenemos que

p(xi, xi+1) > 0 ⇒ p(xi+1, xi) > 0

p(yi, yi+1) > 0 ⇒ p(yi+1, yi) > 0

y además p(x, y) > 0 ⇒ p(y, x) > 0. Ahora Πn+m+1
i=1 p(zi−1, zi) > 0 y

Πn+m+1
i=1

p(zi−1, zi)

p(zi, zi−1)
= 1

Aśı, por lo anterior

Πn+m
i=1

p(zi−1, zi)

p(zi, zi−1)
=

Πn
i=1p(xi−1, xi)p(x, y)Π

m
j=1p(yi, yi−1)

Πn
i=1p(xi, xi−1)p(y, x)Πm

j=1p(yi−1, yi)
= 1

pero

µ(x) =
Πn

i=1p(xi−1, xi)

Πn
i=1p(xi, xi−1)

, µ(y) =
Πm

j=1p(yi, yi−1)

Πm
j=1p(yi−1, yi)

entonces

1 =
Πn

i=1p(xi−1, xi)p(x, y)Π
m
j=1p(yi, yi−1)

Πn
i=1p(xi, xi−1)p(y, x)Πm

j=1p(yi−1, yi)

= µ(x)
p(x, y)

p(y, x)

1

µ(y)

Entonces de la última igualdad tenemos que

µ(x)p(x, y) = µ(y)p(y, x)

�

Para ilustrar esto consideremos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 9. Sea S el espacio de estados tal que S = N y sean

p(0, y) =


1
2 si y=0
1
2 si y=1
0 si y ≥ 2

y para x > 0

p(x, y) =


1
2 si y=0
1
4 si y=x
1
4 si y=x+1
0 en otro caso

las funciones de transición de la cadena. Entonces tenemos que la matriz de transición de la
cadena es:

P =


1
2

1
2 0 0 0 . . .

1
2

1
4

1
4 0 0 . . .

1
2 0 1

4
1
4 0 . . .

1
2 0 0 1

2
1
2 . . .

...
...

...
...

...
. . .


Con la definición de medida invariante µ(y) =

∑
x µ(x)p(x, y) encontramos ésta con la matriz

de transición anterior y obtenemos que µ = (µ(0), µ(1), µ(2), µ(3), . . .) = (1/2, 1/3, 1/32, 1/33, . . .).
Sin embargo esta medida invariante no está en balance detallado pues por ejemplo:

p(0, 3)µ(0) = 0(
1

2
) = 0 ̸= 1

18
= (

1

2
)(

1

32
) = p(3, 0)µ(3).

Ejemplo 10. (Cadena con dos estados). Sea T = N y {Xn}n∈T una cadena de Markov con
espacio de estados S = {0, 1}. Sea 0 ≤ p ≤ 1 y 0 ≤ q ≤ 1 con matriz de transición

P =

(
1− p p
q 1− q

)
Para este proceso tenemos que la distribución invariante es µ = ( q

q+p ,
p

q+p) la cual es única
y está en balance detallado. En el caso en que p = q = 0 cualquier medida de probabilidad
será distribución invariante. Entonces para una cadena de Markov con dos estados siempre
tenemos balance detallado.

Ejemplo 11. (Cadena con tres estados). Sea T = N y {Xn}n∈T una cadena de Markov con
espacio de estados S = {0, 1, 2} donde su matriz de transición es

P =

 p(0, 0) p(0, 1) p(0, 2)
p(1, 0) p(1, 1) p(1, 2)
p(2, 0) p(2, 1) p(2, 2)


con

∑
y p(x, y) = 1 y p(x, y) ≥ 0 para x, y ∈ S. Usando el teorema de Kolmogorov sobre

condiciones de reversibilidad, la cadena {Xn}n∈T tendrá distribución invariante en balance
detallado si y sólo si
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i) Si p(x, y) > 0 entonces p(y, x) > 0 con x, y ∈ S.

ii) Si p(x, y)p(y, x) > 0 entonces p(x, y)p(y, z)p(z, x) = p(y, x)p(z, y)p(x, z) con x, y, z ∈ S.


p(0, 0) p(0, 1) p(0, 2)

p(1, 0) p(1, 1) p(1, 2)

p(2, 0) p(2, 1) p(2, 2)


Ejemplo 12. Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados S = {0, 1, 2} donde
su matriz de transición es

P =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0


Calculando su distribución invariante obtenemos que ésta es µ = (13 ,

1
3 ,

1
3). Pero la cadena no

está en balance detallado pues

µ(1)p(1, 0) =
1

3
(0) ̸= 1

3
(1) = µ(0)p(0, 1).

3.1.1. Cadena de Markov con espacio de estados finito

Consideremos ahora una cadena de Markov {Xt}t∈T con espacio de estados finito S =
{1, 2, . . . , N}, tenemos el siguiente resultado dado por [13]. Sea D = (dxy)xy = I − P con P
matriz de transición y sea D(H) el determinante de D con renglones y columnas en el conjunto
de ı́ndices H ⊂ S y D(∅) = 1.

Teorema 13. La única distribución de probabilidad invariante π = (πx)x∈S de la cadena de
Markov {Xt}t∈T puede ser expresada como

πx =
D({x}c)∑
y∈S D({y}c)

Demostración. La única distribución invariante π es la solución del sistema de ecuaciones
πD = 0 y π1 = 1 donde 1 = (1, . . . , 1)t. Entonces debemos resolver

(π1, . . . , πN )


d11 d12 . . . d1N
d21 d22 . . . d2N
...

...
. . .

...
dN1 dN2 . . . dNN

 = 0
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y
∑N

x=1 πx = 1. Ya que
∑N

y=1 dxy = 0 entonces para z ̸= y

dxy = −
∑
z=1

dxz

Aśı basta resolver el sistema de ecuaciones

(π1, . . . , πN )


1 d11 d12 . . . d1(y−1) d1(y+1) . . . d1N
1 d21 d22 . . . d2(y−1) d2(y+1) . . . d2N

1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 dN1 dN2 . . . dN(y−1) dN(y+1) . . . dNN

 =


1
0
...
0


con

Dy =


1 d11 d12 . . . d1(y−1) d1(y+1) . . . d1N
1 d21 d22 . . . d2(y−1) d2(y+1) . . . d2N

1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 dN1 dN2 . . . dN(y−1) dN(y+1) . . . dNN


entonces πDy = (1, 0, . . . , 0). Probemos que detDy ̸= 0.

Sabemos que D = I − P con P matriz de transición la cual es irreducible y recurrente.
Por el teorema de Perron-Frobenius tenemos que

dimker(I − P ) = 1

entonces N = dimker(I − P ) + dim Im(I − P ) y además 1 ∈ ker (I − P ) pues (I − P )1 = 0.
Supongamos que dimDy = 0, entonces

1 =
∑
l̸=y

BlCl

pero los Cl son linealmente independientes, por lo tanto Bl = 0 lo cual es una contradicción
por tanto concluimos que dimDy ̸= 0.

Entonces tenemos que πDy = (1, 0, 0, . . . , 0), es decir, π = (1, 0, . . . , 0)D−1
y . Pero

D−1
y =

adj(Dy)

detDy

con adj(Dy) matriz transpuesta de cofactores de Dy, es decir,

D−1
y =

1

detDy

 CF11 CF21 . . . CFN1
...

...
. . .

...
CF1N CF2N . . . CFNN


T
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entonces

(1, 0, . . . , 0)D−1
y =

1

detDy
[CF11, CF21, . . . , CFN1]

donde CFxy = (−1)y+1D({y}c) por tanto

πy =
D({y}c)

(−1)y+1 detDy

Ahora, tenemos que

detDy = det


1 d11 d12 . . . d1(y−1) d1(y+1) . . . d1N
1 d21 d22 . . . d2(y−1) d2(y+1) . . . d2N

1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 dN1 dN2 . . . dN(y−1) dN(y+1) . . . dNN



= det


1 −d1y d12 . . . d1(y−1) d1(y+1) . . . d1N
1 −d2y d22 . . . d2(y−1) d2(y+1) . . . d2N

1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 −dNy dN2 . . . dN(y−1) dN(y+1) . . . dNN



= (−1) det


1 d1y d12 . . . d1(j−1) d1(j+1) . . . d1N
1 d2y d22 . . . d2(j−1) d2(j+1) . . . d2N

1
...

...
. . .

...
...

. . .
...

1 dNy dN2 . . . dN(j−1) dN(j+1) . . . dNN



= (−1)y(−1) det


1 d12 d13 . . . d1y . . . d1N
1 d22 d23 . . . d2y . . . d2N

1
...

...
. . .

...
. . .

...
1 dN2 dN3 . . . dNy . . . dNN


= (−1)y+1 detD1

entonces (−1)y+1 detDj = detD1, ó bien πy(−1)y+1 detDy = πy detD1 y tomando la suma
sobre y ∑

y∈S
πy(−1)y+1 detDy =

∑
y∈S

πy detD1

= detD1

Pero tenemos que πy(−1)y+1 detDy = D({y}c) por tanto detD1 =
∑

y∈S D({y}c), aśı

πy =
D({y}c)

(−1)y+1 detDy

=
D({y}c)
detD1

=
D({y}c)∑
y∈S D({y}c)
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�

3.1.2. Cadena de Markov con espacio de estados infinito numerable

Ejemplo 13. (Ĺınea de Espera). Una ĺınea de espera con un servidor se puede modelar con
un proceso estocástico en donde la variable aleatoria se define como el número de personas u
objetos en el sistema en un momento dado con espacio de estados S = N.

Una ĺınea de espera es un cadena de Markov ya que la probabilidad condicional de llegar
a un estado futuro depende solamente del estado actual en el que se encuentra el sistema, sin
importar el estado inicial de dicho sistema. Sea ξn el número de nuevos clientes que llegan
durante el n-ésimo peŕıodo. Suponemos que ξ1, ξ2, . . . son variables aleatorias independientes,
no negativas y real valuadas y tienen en común la densidad g. Sea X0 el número de clientes
presentes inicialmente y para n ≤ 1, Xn denota el número de clientes presentes al final del n-
ésimo peŕıodo. Si Xn = 0, entonces Xn+1 = ξn+1 y si Xn ≤ 1, entonces Xn+1 = Xn+ξn+1−1.
Aśı, la matriz de transición de una ĺınea de espera está definida por

W =



g(0) g(1) g(2) g(3) . . .
g(0) g(1) g(2) g(3) . . .
0 g(0) g(1) g(2) . . .
0 0 g(0) g(1) . . .
0 0 0 g(0) . . .
...

...
...

...
. . .


Como podemos observar en W , la ĺınea de espera no está en balance detallado pues si π es
distribución invariante, se tiene que 0 = π(2) ·0 = π(2)W (2, 0) ̸= π(0)W (0, 2) = π(0)g(2). Sea
µ =

∑∞
x=0 xg(x) la esperanza. Las condiciones para que esta cadena sea irreducible y positivo

recurrente son:

1. Si g(0) > 0 y g(0) + g(1) < 1, la ĺınea de espera es irreducible.

2. Si la ĺınea de espera es irreducible, entonces es positivo recurrente si µ < 1.

La prueba de estas condiciones se puede ver en [21]. Por lo tanto por el Teorema 11 existe su
distribución invariante. Para calcularla usamos la función generadora como sigue:
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Sea µ la media, Ψ(t) =
∑∞

y=0 π(y)t
y con π distribución invariante y G(t) =

∑∞
y=0 g(y)t

y.

Supongamos que g(−x) = 0. Sea f(w, x) = g(x− (w − 1)+) y
∑∞

w=0 π(w)f(w, x) = π(x). Aśı

Ψ(t) =

∞∑
y=0

π(y)ty =

∞∑
y=0

[

∞∑
w=0

π(w)f(w, y)]ty

=

∞∑
w=0

∞∑
y=0

π(w)f(w, y)ty donde los sumandos son no negativos

=

∞∑
w=0

π(w)

∞∑
y=0

f(w, y)ty

=

∞∑
w=0

π(w)

∞∑
y=0

g(y − (w − 1)+)ty

=

∞∑
w=0

π(w)

∞∑
y=0

g(y − (w − 1)+)ty−(w−1)+t(w−1)+

=

∞∑
w=0

π(w)t(w−1)+
∞∑
y=0

g(y − (w − 1)+)ty−(w−1)+

=

∞∑
w=0

π(w)t(w−1)+G(t)

= [π(0) + π(1) +
∞∑

w=0

π(w)tw−1]G(t)

= [π(0) + π(1) +
1

t

∞∑
w=0

π(w)tw]G(t)

= [π(0) + π(1) +
1

t
(Ψ(t)− π(0)− π(1)t)]G(t)

Por lo tanto Ψ(t) = [ t−1
t π(0) + 1

tΨ(t)]G(t) y despejando a Ψ(t) obtenemos que

Ψ(t) =
(t− 1)G(t)

t−G(t)
Ψ(0)

Observemos que

ĺım
t→1−

t− 1

t−G(t)
= ĺım

t→1−

1

1−G′(t)

pero G′(t) =
∑∞

y=0 yt
yg(y) por lo tanto

ĺım
t→1−

G′(t) =
∞∑
y=0

yg(y) = µ y ĺım
t→1−

G(t) = 1
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aśı

ĺım
t→1−

t− 1

t−G(t)
=

1

1− µ

y

ĺım
t→1−

Ψ(t) = ĺım
t→1−

(t− 1)G(t)

1−G′(t)
π(0) =

1

1− µ
π(0)

=
π(0)

1− µ

Donde este ĺımite existe pues µ < 1. Por lo tanto, π(0) = 1− µ y Ψn(0)
n! = π(n). Donde

Ψn(t)

π(0)
=

(
(t− 1)G(t)

t−G(t)

)(n)

=

n∑
k=0

(
n
k

)(
t− 1

t−G(t)

)(n−k)

Gk(t).

Aśı, la distribución invariante de la ĺınea de espera es:

π(n) = (1− µ)
n∑

k=0

1

(n− k)!k!

(
t− 1

t−G(t)

)(n−k)

t=0

g(k)

3.1.3. Versión del Teorema Ergódico para cadenas de Markov

Para cadenas de Markov con espacio de estados S se tiene una versión del Teorema Ergódi-
co el cual no es una consecuencia de éste.

Teorema 14. (Teorema Ergódico para Cadenas de Markov). Si {Xn}n∈Z es irreducible, re-
currente positiva y su distribución invariante es π, entonces para toda f : S −→ R tal que∑

i∈S |f(i)|πi < ∞, se cumple que, con probabilidad 1,

ĺım
N→∞

1

N

N∑
k=1

f(Xk) =
∑
i∈S

f(i)πi

Demostración. Ver [17] pg. 24.

Teorema 15. (Teorema de Convergencia). Sea p función de transición de una cadena de
Markov irreducible y positivo recurrente. Si la cadena es aperiódica, es decir, el peŕıodo de la
cadena es uno. Entonces

ĺım
n→∞

pn(x, y) = π(y),

para x, y ∈ S.

Demostración. Ver [2] pp. 262 - 263.
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3.2. Proceso de Markov en tiempo continuo

Sea S el espacio de estados para los procesos de Markov en tiempo continuo un espacio
métrico compacto y sea T = R+.

Definición 21. Sea s, t ∈ T . Un proceso estocástico {Xt}t∈T es un proceso de Markov con
respecto a la filtración {Ft}t≥0 si para cada s < t

P (Xt = x|Fs) = P (Xt = x|Xs).

Sea s ≤ t. Tenemos otra definición de proceso de Markov: Un proceso estocástico {Xt}t∈T
es de Markov respecto a la filtración{Ft}t≥0 si y sólo si para todo t ∈ T , para todo A en Ft y
para todo B ∈ σ({Xr : t ≤ r})

P [A ∩B|Xt] = P [A|Xt]P [B|Xt]

es decir, con la información del pasado y del futuro, A y B son condicionalmente indepen-
dientes. Ver [3] pp. 9 - 10.

3.2.1. Construcción de un proceso de Markov

Al proceso estocástico lo podemos pensar como X : T ×Ω −→ ST donde ST es el conjunto
{f : T → S|f es función}. Aśı, la distribución del proceso estocástico {Xt}t∈T es la distribución
de X tal que PX : C −→ [0, 1] y PX(A) = P (X ∈ A), con A ∈ C.

Definición 22. Sea (Ω,F, P ) espacio de probabilidad. Sea {Xt}t∈T un proceso con valores en
(S,S). Sea p una función de transición. Decimos que {Xt}t∈T está gobernado por p si para
alguna medida de probabilidad µ : S → [0, 1] se tiene que

P [X(tn) ∈ Bn, . . . , X(t0) ∈ B0] =

∫
S
µ0(dx0)

∫
B1

pt1(x0, dx1), . . . ,

∫
Bn

ptn−tn−1(xn−1, dxn)

para todo n ∈ N, ∀ 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn y B1, B2, . . . , Bn ∈ S.

Teorema 16. Si {Xt}t∈T está gobernado por una función de transición p, entonces {Xt}t∈T
es de Markov respecto a la filtración {Ft}t≥0.

Demostración. Ver [3], p. 183.
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El siguiente ejemplo muestra que una cadena de Markov es un proceso estacionario.

Ejemplo 14. Sea {Xn}n∈Z una cadena de Markov con probabilidad de transición p(x,A)
y distribución invariante π. Si X0 tiene distribución π, entonces X0, X1, . . . es un proceso
estacionario.

Esto es por que

P ({ω : (X0, X1, . . . , Xn) ∈ B}) =

∫
B0

π(dx0)

∫
B1

p(x0, dx1) . . .

∫
Bn

p(xn−1, xn)

=

∫
B0

π(dxk)

∫
B1

p(xk, dxk+1) . . .

∫
Bn

p(xk+n−1, xn+k)

= P ({ω : (Xk, Xk+1, . . . , Xn+k) ∈ B})

Ahora con el Teorema de Kolmogorov construyamos un proceso de Markov:
Dado (S,S) espacio medible. Dada µ : S → [0, 1] medida de probabilidad y dada p : [0,∞)×
S×S → [0, 1] función de transición con el Teorema de Kolmogorov construyamos un proceso.

Tenemos que S{t1,...,tn} = S × . . . × S = {f : {t1, . . . , tn} → S}. Para todo t ∈ R+ fijo,
S{t} = {f : {t} → S}. Para 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn consideremos el espacio (S{t1,...,tn},S⊗ . . .⊗S).
Se puede probar con el Teorema de extensión de Carathéodory que existe una medida µt :
S⊗ . . .⊗S → [0, 1] tal que

µt1...tn(B1 × . . .×Bn) =

∫
S
µ(dx0)

∫
B1

pt1(x0, dx1), . . . ,

∫
Bn

ptn−tn−1(xn−1, dxn)

Entonces sea θ = {µt1...tn : n ∈ N, 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn}. Probaremos que θ es un sistema
proyectivo. Tenemos que Π : S{t1,...,tn} −→ S{t1,...,tn−1}.

Por demostrar que µt1...tn−1 = µt1...tn(Π
−1
{t1...tn−1}{t1...tn}).

Por un lado tenemos que

µt1...tn−1(B1 × . . .×Bn−1) =

∫
S
µ(dx0)

∫
B1

pt1(x0, dx1), . . . ,

∫
Bn−1

ptn−1−tn−2(xn−2, dxn−1)

y para µt1...tn(Π
−1
{t1...tn−1}{t1...tn}(B1 × . . .×Bn−1)) tenemos que

Π−1
{t1...tn−1}{t1...tn}(B1 × . . .×Bn−1) = B1 × . . .×Bn−1 × S
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entonces
µt1...tn(Π

−1
{t1...tn−1}{t1...tn}(B1 × . . .×Bn−1)) =∫

S
µ(dx0)

∫
B1

pt1(x0, dx1), . . . ,

∫
Bn−1

ptn−1−tn−2(xn−2, dxn−1)

∫
S
ptn−tn−1(xn−1, dxn)

pero
∫
S ptn−tn−1(xn−1, dxn) = ptn−tn−1(xn−1, S) = 1. Por tanto θ es un sistema proyectivo.

Aśı consideraremos Ω = SR+ y C = σ-álgebra ciĺındrica, Xt : ω → S tal que Xt(ω) = ω(t).
Sea P : C −→ [0, 1] el ĺımite proyectivo.

3.2.2. Semigrupo de Markov

Definición 23. Sea S un espacio métrico compacto con S la σ-álgebra de Borel. Sea C(S) el
espacio de funciones continuas sobre S con la norma del supremo, es decir, ∥f∥ = supx∈S |f(x)|.
Sea {Tt}t≥0 un semigrupo sobre C(S) con Ttf ∈ C(S) para toda t ≥ 0 y f ∈ C(X). Decimos
que {Tt}t≥0 es un semigrupo de Markov si satisface las siguientes propiedades:

1. T0 = I.

2. Tt+sf = TtTsf ∀ f ∈ C(S) y ∀ s, t,≥ 0.

3. Tt1 = 1 para todo t.

4. Para toda f ∈ C(S) la función t 7→ Ttf es continua por la derecha.

5. Ttf ≥ 0 para toda función no negativa f ∈ C(S).

Lo que nos interesa estudiar es la familia de operadores de {Tt}t≥0 definidos sobre S por,

Ttf(x) =

∫
S
Tt(x, dy)f(y). (3.1)

Esta familia está identificada con el semigrupo de Markov {Tt}, ver [4] p.460. Ahora veamos
que el semigrupo {Tt}t≥0 definido en 3.1 efectivamente es un semigrupo de Markov.

Demostración. 1. Si t = 0 entonces

T01x =

∫
S
T0(x, dy)f1y

=

∫
S
δx(dy)1y = 1x
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2. Para la condición de semigrupo se tiene que

Tt(Tsf(x)) =

∫
S
Tt(x, dy)Tsf(y)

=

∫
S
Tt(x, dy)

∫
S
Ts(y, dz)f(z)

=

∫
S
[

∫
S
Tt(x, dy)Ts(y, dz)f(z)]

=

∫
S
Tt+s(x, dy)f(y) = Tt+sf(x)

3. Tt1x =
∫
S Tt(x, dy)1y =

∫
S 1y(x) = 1x para toda t.

4. Para toda f ∈ C(S) la función t 7→ Ttf es continua por la derecha por ser semigrupo.

5. Ttf(x) =
∫
S Tt(x, dy)f(y) ≥ 0 pues Tt(x, dy) ≥ 0.

�

Definición 24. El generador infinitesimal del semigrupo de Markov {Tt}t≥0 es definido por

Lf = ĺım
t↓0

Tt − I

t
f

para f ∈ D(f) = {f ∈ C(S) : ĺımt↓0
Tt−I

t f existe sobre C(S)}.

Ejemplo 15. (Modelo de Aprendizaje y Olvido). Para ilustrar la teoria anterior estu-
diamos un proceso estocástico de aprendizaje en ensayos de respuesta dicotómica y un número
finito de estados absorbentes, en donde se construye un modelo probabiĺıstico para representar
un proceso de aprendizaje. El modelo incluye tanto el proceso de adquisición de información
como el proceso de olvido de información, aśı como el supuesto de que el proceso puede ter-
minar en uno cualquiera de r estados. Definamos

A1 es el estado recurrente de adquisición.

A2 es el estado recurrente de olvido.

fi, i = 1, 2, . . . , r es el estado en que el individuo termina el proceso de aprendizaje, es
un estado final y éste es absorbente.

(τ, t), 0 ≤ τ ≤ t ≤ ∞ es el intervalo temporal donde el sistema viaja en A1 y A2.
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Todas las transiciones entre los estados se supone que están gobernadas por la fuerza de las
respuestas:

υAiAj es la intensidad entre los estados Ai y Aj con i ̸= j y i, j = 1, 2.

µAjfi, j = 1, 2, i = 1, 2, . . . , r es la intensidad entre cualquiera de los estados A y uno
de los estados finales fi.

υAiAi = −(υAiAj +
∑r

k=1 µAifk) es la intensidad de permanecer en el estado recurrente
Ai con i ̸= j y i, j = 1, 2.

Observemos que υA1A2 > 0 aśı como υA2A1 > 0 y υA1A1 ̸= 0 pues si υA1A1 = 0 entonces
A1 será absorbente. Se supone además que

r∑
i=1

µA1fi > 0 o bien
r∑

i=1

µA2fi > 0

Entonces tenemos el espacio de estado E = {A1, A2, f1, . . . , fr} y notemos que el espacio
de Banach V en este ejemplo es Rr+2, el cual es finito dimensional aśı definimos L como el
asociado al proceso:

L =



υA1A1 υA1A2 µA1f1 µA1f2 . . . µA1fr

υA2A1 υA2A2 µA2f1 µA2f2 . . . µA2fr

0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 0


El polinomio caracteŕıstico es P (λ) = det(L−λI) = (−λ)r[(υA1A1−λ)(υA2A2−λ)−υA1A2υA2A1 ]
donde los valores propios son λi = 0 con i = 3, 4, . . . , r + 2 y

λ1,2 =
υA1A1 + υA2A2 ±

√
(υA1A1 + υA2A2)

2 − 4(υA1A1υA2A2 − υA1A2υA2A1)

2

donde λ1, λ2 < 0. Sea KA =
√

(υA1A1 − υA2A2)
2 − 4(υA1A1υA2A2 − υA1A2υA2A1) y sean

s1 =
υA1A1 − υA2A2 +KA

2
y s3 =

υA1A1 − υA2A2 −KA

2

Los vectores propios asociados a los valores propios λ1 y λ2 son:

νλ1 = (1,
−s1
υA1A2

, 0, . . . , 0)t, νλ2 = (1,
−s3
υA1A2

, 0, . . . , 0)t.
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Para los otros λi vectores con i = 3, 4, . . . , r + 2 consideramos el sistema

υA1A1 υA1A2 µA1f1 µA1f2 . . . µA1fr

υA2A1 υA2A2 µA2f1 µA2f2 . . . µA2fr

0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 0





m1

m2

m3

m4
...

mr+2


=



0
0
0
0
...
0


donde el vector νλi

= (x1i, x2i, 0, . . . , 1, . . . , 0) con i = 3, . . . , r + 2 haciendo m1,m2,mi ̸= 0 y
mj = 0 con i = 3, . . . , r + 2 y j ̸= i. Puesto que υA1A1υA2A2 − υA1A2υA2A1 ̸= 0 con

x1i =
µA2fi−2

υA1A2 − µA1fi−2
υA2A2

υA1A1υA2A2 − υA1A2υA2A1

, i = 3, 4, . . . , r + 2

x2i =
µA1fi−2

υA2A2 − µA2fi−2
υA1A1

υA1A1υA2A2 − υA1A2υA2A1

, i = 3, 4, . . . , r + 2

Entonces la matriz de vectores propios es:

V =



1 1 x13 x14 . . . x1(r+2)
−s1

υA1A2

−s3
υA1A2

x23 x24 . . . x2(r+2)

0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1



Consideremos los siguientes bloques de la matriz V:

A =

(
1 1

−s1
υA1A2

−s3
υA1A2

)
B =

(
x13 x14 . . . x1(r+2)

x23 x24 . . . x2(r+2)

)
Entonces podemos reescribir la matriz V de la siguiente forma:

V =

(
A2×2 B2×r

0r×2 Ir×r

)
con 0r×2 una matriz con entradas todas cero de dimensión r renglones y 2 columnas, Ir×r es
la matriz identidad de dimensión r×r. Aśı, para obtener la matriz inversa de V, trabajaremos
con ella por bloques. Sea
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U = V−1 =

(
C2×2 D2×r

Er×2 Fr×r

)

ya que U es inversa de V, entonces

I(r+2)×(r+2) =

(
A2×2 B2×r

0r×2 Ir×r

)(
C2×2 D2×r

Er×2 Fr×r

)

haciendo la multiplicación de matrices por bloques tenemos que:(
I2×2 02×r

0r×2 Ir×r

)
=

(
AC2×2 +BE2×2 AD2×r +BF2×r

Er×2 Fr×r

)
Entonces 0 = E, F = I, I = AC + BE ⇒ I = AC y AD + BF = 0 ⇒ AD + B = 0. Ya que
I = AC → C = A−1, aśı AD = −B ⇒ D = −A−1B y por tanto

U = V−1 =

(
A−1

2×2 −a−1B2×r

0r×2 Ir×r

)
donde A =

υA1A2

s1 − s3

( −s3
υA1A2

−1
s1

υA1A2
1

)
Para lo cual, encontramos la matriz de transición de la cadena:

Pt = V


eλ1t 0 0 . . . 0
0 eλ2t 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


(r×2)×(r×2)

U

si l es tal que: l =

(
eλ1t 0
0 eλ2t

)
podemos usar nuevamente operaciones de matrices por bloques:

Pt =

(
A B
0 I

)(
l 0
0 I

)(
A−1 −A−1B
0 I

)
=

(
Al B
0 I

)(
A−1 −A−1B
0 I

)
=

(
AlA−1 −AlA−1B +B

0 I

)
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donde todo se reduce a calcular AlA−1 y AlA−1B +B. Entonces

AlA−1 =

(
1 1

−s1
υA1A2

−s3
υA1A2

)(
eλ1t 0
0 eλ2t

)( −s3
s1−s3

−1
s1−s3

s1
s1−s3

1
s1−s3

)

=

 s1eλ2t−s3eλ1t

s1−s3

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s1−s3
υA2A1

(eλ2t−eλ1t)

s1−s3
s1eλ1t−s3eλ2t

s1−s3



para calcular AlA−1B +B tenemos que

AlA
−1

B =


s1eλ2t−s3eλ1t

s1−s3
x13 +

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s1−s3
x23 . . .

s1eλ2t−s3eλ1t

s1−s3
x1(r+2) +

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s1−s3
x2(r+2)

υA2A1
(eλ2t−eλ1t)

s1−s3
x13 +

s1eλ1t−s3eλ2t

s1−s3
x23 . . .

υA2A1
(eλ2t−eλ1t)

s1−s3
x1(r+2) +

s1eλ1t−s3eλ2t

s1−s3
x2(r+2)



con x1i, x2i definidos anteriormente, aśı finalmente tenemos que −AlA−1B +B es la ma-
triz:


s1eλ2t−s3eλ1t

s3−s1
x13 +

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x23 + x13 . . .

s1eλ2t−s3eλ1t

s3−s1
x1(r+2) +

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x2(r+2) + x1(r+2)

υA2A1
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x13 +

s1eλ1t−s3eλ2t

s3−s1
x23 + x23 . . .

υA2A1
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x1(r+2) +

s1eλ1t−s3eλ2t

s3−s1
x2(r+2) + x2((r+2))



o bien, factorizando tenemos que −AlA−1B +B es:

 (
s1eλ2t−s3eλ1t

s3−s1
+ 1)x13 +

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x23 . . . (

s1eλ2t−s3eλ1t

s3−s1
+ 1)x1(r+2) +

υA1A2
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x2(r+2)

υA2A1
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x13 + (

s1eλ1t−s3eλ2t

s3−s1
+ 1)x23 . . .

υA2A1
(eλ2t−eλ1t)

s3−s1
x1(r+2) + (

s1eλ1t−s3eλ2t

s3−s1
+ 1)x2(r+2)



donde s1 = υA1A1 − λ1, s3 = υA1A1 − λ y s1 − s3 = λ2 − λ1, entonces ya que

Pt =

(
AlA−1 −AlA−1B +B

0 I

)
donde Pt es el semigrupo asociado al proceso y las probabilidades de transición entre estados
de aprendizaje son:

PA1A1 =
eλ1t(λ2 − υA2A2)

λ2 − λ1
+

eλ2t(λ1 − υA2A2)

λ1 − λ2
,

PA2A2 =
eλ1t(λ2 − υA1A1)

λ2 − λ1
+

eλ2t(λ1 − υA1A1)

λ1 − λ2
,
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PA1A2 =
eλ1tυA1A2

λ1 − λ2
+

eλ2tυA1A2

λ2 − λ1
y PA2A1 =

eλ1tυA2A1

λ2 − λ1
+

eλ2tυA2A1

λ1 − λ2
.

Observemos que por la información que nos da la matriz de transición, las probabilidades
de estar en un estado final y pasar a un estado recurrente A1 y A2 son cero, es decir,

PfjAi
= 0 para toda i = 1, 2 y j = 3, 4, . . . , (r + 2)

Las probabilidades de transición a un estado final son :

QA1fj =
eλ1t − 1

λ1(λ1 − λ2)
[(λ1 − υA2A2)µA1fj + υA1A2µA2fj ]

QA2fj =
eλ2t − 1

λ2(λ2 − λ1)
[(λ2 − υA1A1)µA2fj + υA2A1µA1fj ]

para j = 1, 2, . . . , r. Como lo muestra la matriz de transición, tenemos r estados absorbentes,
es decir,

Pfjfj = 1 donde j = 1, 2, . . . , r

Sabemos que λ1, λ2 < 0, entonces pues tomemos las probabilidades de transición PAiAi con
i = 1, 2.

ĺım
t→0

PAiAi =
eλ1t(λ2 − υAiAi)

λ2 − λ1
+

eλ2t(λ1 − υAiAi)

λ1 − λ2

= 0

para PAiAk
con i ̸= k y i, k = 1, 2.

ĺım
t→0

PAiAk
=

eλitυAiAk

λi − λk
+

eλktυAiAk

λk − λi

= 0

Y finalmente para QAifj con i, k = 1, 2., j = 1, 2, . . . , r y i ̸= j ̸= k tenemos:

ĺım
t→0

QAifj = ĺım
t→0

eλit − 1

λi(λi − λk)
[(λi − υAkAk

)µAifj + υAiAk
µAkfj ]

=
−1

λi(λi − λk)
[(λi − υAkAk

)µAifj + υAiAk
µAkfj ]

Es decir, la probabilidad de que el individuo transite en los estados absorbentes por un tiempo
es cero, aśı podemos asegurar que siempre se alcanza un estado final absorbente en cualquier
momento.
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3.3. Cadena de Markov encajada de un proceso de Markov de
Saltos.

Consideremos un proceso a tiempo continuo {Xt}t∈T con T = R+ tal que comienza en
el estado x0 al tiempo t = 0 y permanece en este estado un tiempo aleatorio τ1 hasta que
salta al estado x1 distinto del anterior y permanece un tiempo aleatorio τ2 hasta saltar a un
nuevo estado x3 y permanece en este estado un tiempo aleatorio τ3 y aśı sucesivamente como
se muestra en la siguiente figura.

Proceso de Saltos

- t

6Xt

τ1 τ2 τ3 τ4 τ5 τ6 τ7

Definición 25. Sea S un conjunto a lo más numerable. Sea Xt es estado del sistema al tiempo
t, definido por

Xt =


Y0, si 0 ≤ t < τ1,
Y1, si τ1 ≤ t < τ2,
Y2, si τ2 ≤ t < τ3,
...

con Y0, Y1, . . . variables aleatorias con valores en S y con 0 ≤ τ1 < τ2 < τ3 < . . . donde
τ1, τ2, τ3, . . . son variables aleatorias con valores en T . El proceso {Xt}t∈T es llamado proceso
de Saltos.

Para un proceso definido anteriormente puede suceder que no esté definido para toda
t ∈ T , esto pasa cuando los tiempos de estancia en los estados Xτi (es decir, la diferencia



3.3. CADENADEMARKOV ENCAJADADE UN PROCESO DEMARKOVDE SALTOS.43

γx = τi − τi−1) sean cada vez más pequeños de tal forma que ĺımi→∞ τi < ∞, es decir,
el proceso realiza un número infinito de saltos en un intervalo de tiempo acotado. Cuando
esto sucede decimos que el proceso explota. Para evitar la explosión del proceso de saltos
supondremos que ĺımi→∞ τi = ∞.

Supongamos que el proceso de Saltos {Xt}t∈T es un proceso de Markov. Aśı, el proceso
{Yn}n∈N es una cadena de Markov la cual es llamada la cadena encajada del proceso de Markov
{Xt}t∈T , donde las variables τi − τi−1 son independientes y P (τi − τi−1 > t|Yi = x) = qxe

−qxt

con Q matriz de transición de la cadena encajada. Para garantizar la existencia de un proceso
de saltos seguiremos a [3].

Definición 26. (Lamperti). Sea (S, d) espacio métrico y S la σ-álgebra de Borel. Una función
de transición tiene la propiedad de Feller sobre S y S si Ttf definido por

Ttf(x) =

∫
S
p(t, x, dy)f(y)

es una función continua siempre que f sea acotada y continua.

Definición 27. Sea (S, d) espacio métrico y S la σ-álgebra de Borel.

i) Una función de transición pt sobre (S,S) se dice que es continua estocásticamente
si

ĺım
t→0+

pt(x,Nϵ(x)) = 1

para toda ϵ > 0, x ∈ S y con Nϵ(x) = {y ∈ S : d(x, y) < ϵ}.

ii) Se dice que pt es uniformemente continua estocásticamente si el ĺımite anterior
converge uniformemente en x para cualquier ϵ fijo positivo.

Definición 28. Una función de transición que es uniformemente continua estocásticamente
y tiene la propiedad Feller sobre un espacio de estados S métrico compacto es llamada una
función de transición Normal.

Cabe mencionar que el término Normal no se refiere a la distribución Normal de una
variable aleatoria.

Teorema 17. Sea S un espacio métrico compacto y supongamos que {Xt}t∈T es un proceso
estocástico con valores en S el cual es gobernado por una función de transición de Markov
Normal. Entonces existe un proceso {X̃t}t∈T modificación de {Xt}t∈T , tal que excepto para un
ω-conjunto de probabilidad cero, las trayectorias X̃(·)(ω) son continuas por la derecha y tienen
limite por la izquierda ∀ t ∈ T .
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Demostración. Ver [3], p. 187.

Ya que procesos uno modificación del otro tienen las mismas distribuciones finito dimen-
sionales, {X̃t}t∈T es gobernado por la misma función de transición que {Xt}t∈T y tiene la
misma distribución inicial. Sin embargo, que el espacio de estado S sea métrico compacto es
una hipótesis fuerte. Puesto que en este trabajo sólo utilizamos espacio de estados S = Rn

ó S = Zn con n ≥ 0 los cuales son localmente compactos y son unión numerable de compactos
podemos añadir un punto ∆ /∈ S al espacio S para utilizar el siguiente resultado

Teorema 18. Sea S un espacio topológico localmente compacto y τ su topoloǵıa. Sea ∆ un
śımbolo tal que ∆ /∈ S. Sea

S∆ := S ∪ {∆}
τ∆ := τ ∪ {A ⊂ S∆ : S rA compacto }

entonces (S∆, τ∆) es un espacio topológico compacto haussdorff.

Demostración. Ver [15], p. 183.

La topoloǵıa τ∆ es llamada la compactificación por un punto. Entonces todo espacio local-
mente compacto está contenido en un espacio compacto. Además si S es un espacio métrico
localmente compacto el cual es unión numerable de compactos entonces su compactificación
por un punto S∆ es metrizable. Aśı tendremos que S∆ es un espacio de estados métrico
compacto con la siguiente función de transición.

Teorema 19. Sea S un espacio métrico localmente compacto y sea p una función de transición
definida como p : [0,∞) × S ×B(S) −→ [0, 1]. Entonces la función definida por p̃ : [0,∞) ×
S∆ ×B(S∆) −→ [0, 1] con

p̃(t, e, A) =

{
p(t, e, Ar {∆}) si e ∈ S

1A(∆) si e = ∆

es función de transición.

Demostración. Sea t ≥ 0 fijo. Consideremos dos casos: e ∈ S y e /∈ S.

Si e ∈ S entonces e ̸= ∆ por lo tanto

i) p̃(t, e, A) = p(t, e, Ar {∆}) ≥ 0.
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ii) Sean A1, A2, . . . ∈ B(S) con Ai ∩Aj = 0 para i ̸= j. Entonces

p̃(t, e,∪iAi) = p(t, e,∪iAi r {∆})
= p(t, e,∪i(Ai r {∆}))
=

∑
i

p(t, e, Ai r {∆})

=
∑
i

p̃(t, e, Ai r {∆})

iii)

p̃(t, e, S∆) = p(t, e, S∆ r {∆})
= p(t, e, S)

= 1

iv) ∫
S∆

p̃(s, e, dy)p̃(t, y, A) =

∫
S∆

p(s, e, dy)p(t, y, Ar {∆})

=

∫
S
p(s, e, dy)p(t, y, Ar {∆})

= p(t, e, Ar {∆})
= p̃(t, e, A)

= p̃(t+ s, e, A)

Si e = ∆ entonces

i) p̃(t,∆, A) = 1A(∆) ≥ 0.

ii) Sean A1, A2, . . . ∈ B(S), entonces

p̃(t,∆,∪iAi) = 1(∪iAi)(∆)

=
∑
i

1Ai(∆)

=
∑
i

p̃(t,∆, Ai)

iii) p̃(t,∆, S∆) = 1S∆
(∆) = 1.
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iv) Si ∆ ∈ A, entonces∫
S∆

p̃(s,∆, dy)p̃(t, y, A) =

∫
S∆

p̃(s,∆, dy)

=

∫
S
p̃(s,∆, dy)

= 1

= p̃(t,∆, A)

= p̃(t+ s,∆, A)

Si ∆ /∈ A, entonces ∫
S∆

p̃(s,∆, dy)p̃(t, y, A) = 0

= p̃(t,∆, A)

= p̃(t+ s,∆, A)

�

Para algún proceso continuo por la derecha sobre un espacio métrico los tiempos de per-
manencia

γx = ı́nf{t ≥ 0 : xt ̸= x}

son variables aleatorias, tomando ı́nf ∅ = +∞ sea Fx(t) = Px(γx ≤ t).

Tenemos el siguiente lema, el cual se necesita para la prueba del teorema que afirma que
las γx tienen distribución exponencial con parámetro qx.

Lema 1. Sea a : [0,∞] → [0,∞) y f : [0,∞) → [0,∞) tales que ĺımn→∞ a( t
n)

n = f(t) existe
∀ t ≥ 0, donde f(t) es monótona. Entonces f(t) = e−ct para alguna constante c ∈ [0,∞].

Demostración. Para cualesquiera α ∈ N y para todo t ≥ 0 tenemos,

f(αt) = ĺım
n→∞

a(
αt

n
)n

= ĺım
m→∞

a(
αt

αm
)αm

= [ ĺım
m→∞

a(
t

m
)m]α

= f(t)α
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Para α = 1
q con q ∈ N y q ≥ 1

f(t) = f(
q

q
t) = (f(

1

q
t))q

por lo tanto f(1q t) = (f(t))
1
q . Aśı, si α = p

q entonces f(αt) = (f(t))α y ya que f es monótona
entonces tiene ĺımites laterales en todo punto. La relación se cumple para todo α. Y observemos
que si c = − log f(1), entonces f(t) = (f(1))t = e−ct.

�

Teorema 20. Para cualesquier proceso continuo por la derecha gobernado por una función
de transición de Markov pt,

Fx(t) = 1− e−qxt

con t ≥ 0 y para algún qx ∈ [0,∞]. Es decir, Suponiendo que Yi = Xτi = x, γx tiene
distribución exponencial con parámetro qx.

Demostración. Siguiendo a [3]. Consideremos

fx(t) := Px(γx ≥ t) = Px(Xs = x, 0 ≤ s < t)

observemos que si t1 < t2, entonces

fx(t1) = Px(γx ≥ t1) > Px(γx ≥ t2) = fx(t2)

por lo tanto fx es decreciente, es continua por la izquierda. Observemos que Fx(t) = 1 −
Px(γx ≥ t) entonces fx(t) = e−qxt.

Caso 1. Si t = 0, entonces fx(0) = Px(τx ≥ 0) = 1. Si qx = 0, entonces x es una trampa,
es decir, estado absorbente.

Caso 2. Si {Xt}t≥0 no se queda en x jamás, es decir, x es instantáneo entonces fx(t) =
Px(Xs = x, 0 ≤ s < t) = 0 para todo t > 0. Si fx(t) = 0 entonces qx = ∞.

Ahora, sea s ∈ {0, t
2n , . . . ,

2n−1
2n t} = Dn donde Dn ⊂ Dn+1. Sea Bt

n = ∩s∈Dn{Xs =
x}, Bt

n+1 = ∩s∈Dn+1{Xs = x} . . . y tenemos que Bt
n+1 ⊂ Bt

n. Observemos que

ĺım
n→∞

P (∩s∈Dn{Xs = x}) = ĺım
n→∞

P (Xs = x : s =
it

2n
, i = 0, . . . , 2n − 1)
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Entonces ĺımn→∞ P (Bt
n) existe y ĺımn→∞ P (Bt

n) = P (∩∞
n=1B

t
n). Pero tenemos que por la

continuidad por la derecha de las trayectorias de {Xt}t∈T

∩∞
n=1B

t
n = {ω ∈ Ω : ω ∈ Bt

n ∀n ∈ N}
= {ω ∈ Ω : X jt

2n
= x,∀n, ∀j = 0, 1, . . . , (2n − 1)}

= {ω ∈ Ω;Xr(ω) = x, ∀r ∈ [0, t]}

Aśı,

ĺım
n→∞

P (Bt
n) = P ({ω ∈ Ω : Xr(ω) = x,∀r ∈ [0, t]})

= P ({τx ≥ t})
= f(t)

Ahora, por la propiedad de Markov

P (Bt
n) = P (∩s∈Dn{Xs = x})

= P (X0 = x,X t
2n

= x, . . . ,X 2n−1
2n

t = x)

= P (X0 = x)P (X t
2n

= x|X0 = x)P (x 2t
2n

= x|X t
2n

= x)P (X 3t
2n

= x|X 2t
2n

= x) . . .

= P (X0 = x)p(
t

2n
, x, {x})p( t

2n
, x, {x}) . . . p( t

2n
, x, {x})

= P (X0 = x)p(
t

2n
, x, {x})2n−1

Aśı fx(t) = ĺımn→∞(Bt
n) = P (X0 = x) ĺımn→∞ p( t

2n , x, {x})
2n−1. Y por el lema anterior

tenemos que

f(t) = P (X0 = x) ĺım
n→∞

p(
t

2n
, x, {x})2n−1

= ĺım
n→∞

p(
t

2n
, x, {x})2n−1

= e−qxt

con qx ∈ [0,∞]. Aśı Fx(t) = 1− f(t) = 1− e−qxt, t ≥ 0.

�

Entonces decimos que el proceso estocástico es un proceso de Saltos dado por la definición
25 con las siguientes caracteŕısticas:
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No explosión, es decir, ĺımn→∞ τn = ∞.

La distribución condicional de γx = τi−τi−1, (dado Yi = x) es exponencial con parámetro
qx.

Qxy es la probabilidad de que la cadena salte del estado x al estado y con Qxy ≥ 0,
Qxx = 0 y

∑
y Qxy = 1.

Definición 29. Sea S a lo más numerable con la métrica discreta. Decimos que una función
de transición p(t, x, y) es conservativa con t ∈ T si∑

y∈S
p(t, x, y) = 1

Proposición 3. Supongamos que p(t, x, y) es conservativa. La función de transición p̃(t, e, A)
tiene la propiedad de Feller si y sólo si ĺımx→0 p(t, x, y) = 0 para todo t y y.

Demostración. Probemos primero la suficiencia. Observemos el siguiente resultado: f :
N∆ −→ R es continua si y sólo si ĺımn→∞ f(n) = f(∞). Tenemos que x 7−→ 1{y}(x) tiene
extensión continua en N∆ y

h(x) =
∑
z∈N∆

p̃(t, x, z)1{y}(z) =
∑
z∈N

p̃(t, x, z)1{y}(z) = p̃(t, x, y)

y

h(∞) =
∑
z∈N∆

p̃(t,∞, z)1{y}(z) =
∑
z∈N∆

δ{∞}(z)1y(z) = 0

Sea f : N∆ −→ R continua. Hagamos g(x) =
∑

y∈N∆
p̃(t, x, y)f(y). Mostremos que ĺımn→∞ g(n)

existe. Sea x ∈ N, entonces g(x) =
∑

y∈N p(t, x, y)f(x). Probemos que g(x) −→ f(∞) cuando
x → ∞ puesto que g(∞) =

∑
y∈N∆

p̃(t,∞, y)f(y) = f(∞). Entonces

|g(x)− f(∞)| = |
∑
y

p(t, x, y)fyj)− f(∞)|

= |
∑
y

p(t, x, y)(f(y)− f(∞))|

≤
∑
y

|p(t, x, y)f(y)− f(∞)|

=
∑
j

|p(t, x, y)||f(y)− f(∞)|

Puesto que f es continua. Dado ϵ > 0 existe y0 ∈ N tal que |f(y) − f(∞)| < ϵ
2 para toda

y ≥ y0. Sea C = sup{f(x) : x ∈ N} < ∞, entonces existe x0 ∈ N tal que p(t, x, y) < ϵ
2C para
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toda x ≥ x0, para toda y ∈ {0, . . . , y0}. Aśı

|g(x)− f(∞)| ≤
∞∑

y=y0+1

p(t, x, y)|f(y)− f(∞)|+
y0∑
y=0

p(t, x, y)|f(y)− f(∞)|

≤ ϵ

2
(

∞∑
y=y0+1

p(t, x, y)) +
ϵ

2

≤ ϵ

2
+

ϵ

2
= ϵ

Por lo tanto p̃(t, i, j) tiene la propiedad de Feller.

Para la necesidad tenemos que si p̃(t, x, y) tiene la propiedad de Feller, entonces

ĺım
x→∞

∑
y∈N∆

p̃(t, x, y)1{z}(y) = ĺım
x→∞

∑
y∈N

p̃(t, x, y)1{z}(y) existe.

pero ĺım
x→∞

∑
y∈N∆

p̃(t, x, y)1{z}(y) = ĺım
x→∞

p̃(t, x, z) = ĺım
x→∞

p(t, x, z) = 1{z}(∞) = 0

�

3.3.1. Ecuación Integral hacia atrás de Kolmogorov

Sea S espacio de estados a lo más numerable, qx el parámetro de la distribución exponencial
de los tiempos de estancia, Qxy la matriz de transición de la Cadena encajada de Salto y sea
p(t, x, y) una matriz de transición tal que

1. p(0, x, y) = δxy con x, y ∈ S.

2. p(t, x, y) ≥ 0 con t ∈ T y x, y ∈ S.

3.
∑

y p(t, x, y) ≤ 1 con t ∈ T y x, y ∈ S.

Y tenemos el siguiente resultado,
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Teorema 21. La función de transición p(t, x, y) satisface la ecuación integral

p(t, x, y) = δxye
−qxt +

∫ t

0
qxe

−qxs(
∑
z ̸=x

Qxzp(t− s, z, y))ds, t ∈ T. (3.2)

La ecuación 3.2 es llamada la ecuación integral hacia atrás de Kolmogorov

Demostración. Siguiendo a [21]. Si x ∈ S es estado absorbente, entonces p(t, x, y) = δxy con
t ∈ T y se satisface la ecuación, por lo tanto supongamos que x ∈ S es estado no absorbente.
Entonces para un proceso que comienza en x, el evento {τ1 ≤ t,Xτ1 = z y Xt = y} ocurre si
y sólo si el primer salto ocurre en algún tiempo s ≤ t y salta al estado z, y el proceso va de z
a y en t− s unidades de tiempo. Entonces

Px[τ1 ≤ t,Xτ1 = z y Xt = y] =

∫ t

0
qxe

−qxsQxzp(t− s, z, y)ds

y aśı

Px[{τ1 ≤ t , Xt = y}] =
∑
z ̸=x

Px[τ1 ≤ t,Xτ1 = z y Xt = y]

=
∑
z ̸=x

∫ t

0
qxe

−qxsQxzp(t− s, z, y)ds

=

∫ t

0
qxe

−qxs
∑
z ̸=x

Qxzp(t− s, z, y)ds

Por otro lado tenemos que

Px[τ1 > t y Xt = y] = δxyPx(τ1 > t)

= δxye
−qxt

por lo que

p(t, x, y) = Px(Xt = y)

= Px[τ1 > t y Xt = y] + Px[τ1 ≤ t y Xt = y]

= δxye
−qxt +

∫ t

0
qxe

−qxs
∑
z ̸=x

Qxzp(t− s, z, y)ds

�
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Si reemplazamos s por t− s en la ecuación hacia atrás de Kolmogorov tenemos que

p(t, x, y) = δxye
−qxt + qxe

−qxt

∫ t

0
eqxs(

∑
z ̸=x

Qxzp(s, z, y))ds, t ∈ T. (3.3)

la cual es continua en t con t ∈ T , por lo tanto el integrando es continuo y podemos derivar
respecto al tiempo, aśı

∂

∂t
p(t, x, y) = −qxp(t, x, y) + qx

∑
z ̸=x

Qxzp(t, z, y), t ∈ T. (3.4)

La ecuación (3.3) es llamada la ecuación diferencial hacia atrás de Kolmogorov. En particular,
para t = 0

∂

∂t
p(0, x, y) = −qxδxy + qxQxy.

Puesto que p(t, x, y) con x, y ∈ S es una sucesión de núcleos estocásticos, podemos calcular el
generador infinitesimal de un proceso de Saltos el cual es

L(x, y) =
∂

∂t
p(t, x, y)(f(x))|t=0

=
∑
y

[−qxδxy + qxQxy]f(y)

= −qx
∑
y

δxyf(y) + qx
∑
y

Qxyf(y)

= qx[
∑
y

Qxyf(y)− f(x)]

Aśı, en forma matricial para todo x ∈ S el generador infinitesimal de cualquier proceso de
saltos se define como:

L = q(Q− I) (3.5)

donde q es la matriz diagonal con los elementos de la diagonal q1, q2, . . ., Q la matriz encajada
y I matriz identidad de la misma dimensión que Q. Existe un procedimiento iterativo para
resolver la ecuación integral hacia atrás de Kolmogorov.

Teorema 22. Sean x, y ∈ S fijos.

Sea p(0)(x, y) = δxye
−qxt.

Definiendo a pn(t, x, y) y t ∈ T , sea

p(n+1)(t, x, y) = δxye
−qxt + qxe

−qxt

∫ t

0
eqxs(

∑
z ̸=x

Qxzp
(n)(s, z, y))ds

= p(0)(t, x, z) + qxe
−qxt

∫ t

0
eqxs(

∑
z ̸=x

Qxzp
(n)(s, z, y))ds
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Demostración. Mostraremos primero que ĺımn→∞ p(n)(t, x, y) existe. Ahora observemos que

0 ≤ p(0)(t, x, y) ≤ 1

y además

p(1)(t, x, y) = p(0)(t, x, y) + qxe
−qxt

∫ t

0
eqxs(

∑
z ̸=x

Qxzp
(0)(s, z, y))ds

pero qxe
−qxt

∫ t
0 e

qxs(
∑

z ̸=xQxzp
(0)(s, z, y))ds ≥ 0 por lo tanto

p(1)(t, x, y) ≥ p(0)(t, x, y)

Ahora, puesto que p(0)(t, z, y) = 1, entonces

p(1)(t, x, y) = δxye
−qxt + qxe

−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzp
(0)(t, z, y)ds

≤ δxye
−qxt + qxe

−qxt

∫ t

0
eqxsds

= δxye
−qxt + qxe

−qxt(
1

qx
)[eqxt − 1]

= δxye
−qxt + 1− eqxt

= 1 + e−qxt(δxy − 1) ≤ 1

y por tanto
0 ≤ p0(t, x, y) ≤ p(1)(t, x, y) ≤ 1

Supongamos que 0 ≤ p(n)(t, x, y) ≤ p(n+1)(t, x, y) ≤ 1. Mostraremos que 0 ≤ p(n+1)(t, x, y) ≤
p(n+2)(t, x, y) ≤ 1. Tenemos que por hipótesis p(n+1)(t, x, y) ≥ 0 y dado que p(n+1)(t, x, y) ≤ 1
entonces p(n+2)(t, x, y) = 1 y por tanto p(n+2)(t, x, y) ≤ 1. Ahora, puesto que

p(n)(t, x, y) ≤ p(n+1)(t, x, y)

entonces

qxe
−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzp
(n)(s, z, y)ds ≤ qxe

−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzp
(n+1)(s, z, y)ds

y consecuentemente

δxye
−qxtqxe

−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzp
(n)(s, z, y)ds ≤ δxye

−qxtqxe
−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzp
(n+1)(s, z, y)ds

es decir,
p(n+1)(t, x, y) ≤ p(n+2)(t, x, y)
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y finalmente
0 ≤ p(n+1)(t, x, y) ≤ p(n+2)(t, x, y) ≤ 1

Si p(t, x, y) = ĺımn→∞ pn(t, x, y) es claro que p(t, x, y) = ĺımn→∞ pn(t, x, y) es solución de la
ecuación hacia atrás de Kolmogorov. Por tanto, por el teorema de convergencia monótona
concluimos lo pedido

p(t, x, y) = ĺım
n→∞

p(n)(t, x, y)

�

Tenemos un par de resultados importantes respecto a la solución de la ecuación integral
hacia atrás de Kolmogorov los probamos siguiendo a [19].

Teorema 23. Sea r(t,x,y) otra solución de la ecuación integral hacia atrás de Kolmogorov.

a) Entonces 0 ≤ p(t, x, y) ≤ r(t, x, y).

b) Si p(t, x, y) es conservativa y 0 ≤
∑

j r(t, x, y) ≤ 1. Entonces p(t, x, y) es la única
solución no negativa, con p(t, x, y) ≤ 1 de la ecuación integral hacia atrás de Kolmogorov.

Demostración. a) Sabemos que

r(t, x, y) = p(0)(t, x, y) + qxe
−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzr(s, z, y)ds

≥ p(0)(t, x, y)

Por lo tanto 0 ≤ p(0)(t, x, y) ≤ r(t, x, y). Ahora supongamos que 0 ≤ p(n)(t, x, y) ≤ r(t, x, y),
entonces

0 ≤ p(n+1)(t, x, y) = δxye
−qxt + qxe

−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzp
(n)(s, z, y)ds

≤ δxye
−qxt + qxe

−qxt

∫ t

0
eqxs

∑
z ̸=x

Qxzr(s, z, y)ds = r(t, x, y)

Y p(t, x, y) = ĺım
n→∞

p(n)(t, x, y) ≤ r(t, x, y).

b) Basta con probar que
∑

y r(t, x, y) = 1 y puesto que p(t, x, y) ≤ r(t, x, y) entonces

p(t, x, y) = r(t, x, y).
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Sabemos que

p(t, x, y0) ≤ r(t, x, y0) =
∑
y

r(t, x, y)−
∑
y

r(t, x, y) + r(t, x, y0)

≤ 1−
∑
y ̸=y0

r(t, x, y)

≤ 1−
∑
y ̸=y0

p(t, x, y)

=
∑
y

p(t, x, y)−
∑
y ̸=y0

p(t, x, y)

= p(t, x, y0)

Entonces

p(t, x, y0) = r(t, x, y0) y
∑
y ̸=y0

p(t, x, y) =
∑
y ̸=y0

r(t, x, y)

por tanto
∑

y r(t, x, y) = 1.

�

Entonces la solución p(t, x, y) es la mı́nima solución a la ecuación integral hacia atrás de
Kolmogorov y ésta es llamada la solución minimal.

Teorema 24. La solución minimal {p(t, x, y)}t∈T , cumple con la ecuación de Chapman-
Kolmogorov.

Demostración. Sea W (0)(t, x, y) = δxye
−qxt = p(n)(t, x, y) y sea

W (n+1)(t, x, y) =

∫ t

0
qxe

−qxs
∑
z ̸=x

QxzW
(n)(t− s, z, y)ds
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entonces p(t, x, y) =
∑∞

n=0W
(n)(t, x, y) pues

p(t, x, y) =

∞∑
n=0

W (n)(t, x, y)

= W (0)(t, x, y) +
∞∑
n=1

W (n)(t, x, y)

= δxye
−qxt +

∞∑
n=1

∫ t

0
qxe

−qxs
∑
z ̸=x

QxzW
(n−1)(t− s, z, y)ds

= δxye
−qxt +

∫ t

0
qxe

−qxs
∑
z ̸=x

Qxz

∞∑
n−1=0

W (n−1)(t− s, z, y)ds

= δxye
−qxt +

∫ t

0
qxe

−qxs
∑
z ̸=x

Qxzp(t− s, z, y)ds

queremos mostrar que p(t+ s, x, y) =
∑

z p(s, x, z)p(t, z, y). Pero basta mostrar que

W (n)(t+ s, x, y) =

n∑
m=0

∑
z

W (m)(s, x, z)W (n−m)(t, z, y). (3.6)

Pues si lo anterior se cumple, entonces

p(t+ s, x, y) =
∞∑
n=0

W (n)(t+ s, x, y)

=
∞∑
n=0

[
n∑

m=0

∑
z

W (m)(s, x, z)W (n−m)(t, z, y)]

=
∞∑

m=0

[
∞∑

n=m

∑
z

W (m)(s, x, z)W (n−m)(t, z, y)]

=
∞∑

m=0

∑
z

W (m)(s, x, z)
∞∑

n=m

W (n−m)(t, z, y)

=
∑
k

p(s, x, z)p(t, z, y)

y entoces se obtine lo deseado. Ahora probemos (2.6). Si n = 0, entonces

W (0)(t+ s, x, y) = δxye
−qx(t+s)

= δxye
−qxt−qxs

= δxye
−qxtδxye

−qxs

=
∑
z

W (0)(s, x, z)W (0)(t, z, y)
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Supongamos ahora que se cumple para algún n, entonces tenemos que:

n+1∑
m=0

∑
z

W (m)(s, x, z)W (n+1−m)(t, z, y) =

=
∑
k

W (0)(s, x, z)W (n+1)(t, z, y) +

n+1∑
m=1

∑
z

W (z)(s, x, z)W (n+1−m)(t, z, y)

=
∑
z

W (0)(s, x, z)W (n+1)(t, z, y) +

n+1∑
m=1

∑
z

∫ s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(m−1)(s− u,w, z)W (n+1−m)(t, z, y)du

=
∑
z

δxze
−qxsW (n+1)(t, z, y) +

∫ s

0
qxe

−qxs
∑
w ̸=x

Qxw

n+1∑
m=1

∑
z

W (m−1)(s− u,w, z)W (n+1−m)(t, z, y)du

= e−qxsW (n+1)(t, x, y) +

∫ s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s, w, y)du

= e−qxs

∫ t

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t− u,w, y) +

∫ s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s− u,w, y)du

=

∫ t

0
qxe

−qx(u+s)
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t− u,w, y)du+

∫ s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s− u,w, y)du

tenemos que 0 ≤ u ≤ t, entonces s ≤ u+s ≤ t+s y haciendo u = u+s obtenemos lo siguiente

=

∫ t+s

s
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t− (u− s), w, y)du+

∫ s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s− u,w, y)du

=

∫ t+s

s
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s− u,w, y)du+

∫ s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s− u,w, y)du

=

∫ t+s

0
qxe

−qxu
∑
w ̸=x

QxwW
(n)(t+ s− u,w, y)du

= W (n+1)(t+ s, x, y).

�

Ejemplo 16. (Proceso de Nacimiento y Muerte). Sea S = N y qx el parámetro de la distri-
bución exponencial del tiempo de estancia en el estado x. Sea Q la matriz estocástica de una
cadena de Nacimiento y Muerte con

rx = p(x, y), sx = p(x, x− 1), px = p(x, x+ 1)
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entonces

Q =


r0 p0 0 0 0 0 . . .
s1 r1 p1 0 0 0 . . .
0 s2 r2 p2 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .

 =


0 1 0 0 0 0 . . .
s1 0 p1 0 0 0 . . .
0 s2 0 p2 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .


En donde haciendo rx = 0 con x ∈ N estamos asegurando que Qxx = 0. Con la ecuación 3.5
construimos el generador infinitesimal de un proceso de Nacimiento y Muerte. Aśı

L =


−q0 0 0 0 . . .
0 −q1 0 0 . . .
0 0 −q2 0 . . .
...

...
...

...
. . .





0 1 0 0 . . .
s1 0 p1 0 . . .
0 s2 0 p2 . . .
...

...
...

...
. . .

−


1 0 0 0 . . .
0 1 0 0 . . .
0 0 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .




Resolviendo la multiplicación de matrices tenemos que el generador infinitesimal de un proceso
de Nacimiento y muerte es,

L =


−q0 qo 0 0 . . .
s1q1 −q1 p1q1 0 . . .
0 s2q2 −q2 p2q2 . . .
...

...
...

...
. . .


Sean λx = qxpx y µx = qxsx. λx y µx son llamadas las intensidades de Nacimiento y Muerte
respectivamente. Donde el generador respecto a las intensidades es

L =


−(λ0 + µ0) λ0 + µ0 0 0 . . .

µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 . . .
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 . . .
...

...
...

...
. . .



3.3.2. Proceso de Poisson

Uno de los ejemplos más importantes de proceso de Markov a tiempo continuo es el proceso
de Poisson el cual es un proceso de Nacimiento y Muerte donde la intensidad de muerte µx = 0
y λx = λ > 0. A este tipo de procesos se les llama procesos puros de Nacimiento. Aśı que
revisaremos caracteŕısticas de este proceso.

Definición 30. Sea T = R+. Un proceso de Poisson con parámetro λ > 0 es un proceso a
tiempo continuo {Xt}t∈T con espacio de estados S = N y con trayectorias no decrecientes y
tal que
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i) X0 = 0.

ii) Tiene incrementos independientes, es decir, con t1 < t2 < t3 < . . . las variables aleato-
rias Xt1 , Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . son independientes.

iii) Xt+s −Xs tienen distribución de Poisson con parámetro λt para todo s ≥ 0, t > 0.

Una forma de construir un proceso de Poisson la mostramos siguiendo a [14]. Sea T1, T2, . . .
una sucesión de variables aleatorias independientes cada una con distribución exponencial con
parámetros (λ). El proceso {Xt}t∈T será de Poisson con parámetro λ donde las variables Xt

las definimos como Xt = máx{n ≥ 1 : T1 + . . . + Tn ≤ t} con máx ∅ = 0. Por lo tanto
Wn = T1 + . . .+ Tn será el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del n-ésimo evento.
Se tiene que,

Proposición 4. Para todo t > 0 y x, y ∈ N tenemos que

P (Xt+s = y|Xs = x) = e−λt (λt)
y−x

(y − x)!

Demostración. Sean x, y ∈ S y x ≤ y,

P [Xt+s = y|Xs = x] = P [Xt+s −Xs +Xs = y|Xs = x]

= P [Xt+s −Xs = y − x|Xs = x]

= P [Xt+s −Xs = y − x]

= e−λt (λt)
y−x

(y − x)!

�

3.3.3. Proceso de Poisson Compuesto

Ahora sigamos a [14] y consideremos una Cadena de Markov {Yn}∞n=0 en S donde P (Y0 ∈
A) = π̃(A) y P (Yn+1 ∈ A|Y0, . . . , Yn) = Q(Yn, A) con A ∈ B(S) y n ∈ N. Sean τi con i ∈ Z+

los tiempos cuando se realiza el salto hacia el estado xi. Sea {Xt}un proceso de Markov en S
con distribución de probabilidad π definido como en la Definición 25 y generador

Lf(x) = qx

∫
(f(y)− f(x))Q(x, dy).
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Si {Y ′
n}∞n=0 es Cadena de Markov en S con distribución π y función de transición Q

′
(x,A)

y sea G un proceso de Poisson independiente con parámetro q. Definimos

X
′
t = Y

′
(Gt), t ≥ 0 (3.7)

como un proceso de Poisson compuesto. La conclusión es que tanto X como X
′
tienen las

mismas distribuciones finito dimensionales. En otras palabras, son equivalentes en el sentido
de la definición 8 sin que necesariamente uno sea modificación del otro. Es decir, un proceso
de Saltos de Markov cuyas intensidades de saltos son una sucesión acotada se puede ver como
un proceso de Poisson compuesto. Ver [3].

Supongamos que q = supx∈S qx y q < ∞, definiendo

Q
′
(x,A) = (1− qx

q
)δx(A) +

qx
q
Q(x,A). (3.8)

Entonces

L
′
f(x) = q

∫
(f(y)− f(x))Q

′
(x, dy)

= q

∫
(f(y)− f(x))[(1− qx

q
)δx(A) +

qx
q
Q(x,A)]

= q
qx
q

∫
(f(y)− f(x))Q(x, dy)

= qx

∫
(f(y)− f(x))Q(x, dy)

= Lf(x) (3.9)

Teorema 25. Π es distribución invariante del proceso de Poisson compuesto si y sólo si Π
es distribución invariante de su cadena encajada.

Demostración. Sea L el generador infinitesimal del proceso compuesto. La ecuación (3.8)
muestra que L se puede tener como L = q(Q′ − I), multiplicando por Π tenemos que

ΠL = qΠ(Q′ − I) = q(ΠQ′ −Π).

Por lo tanto ΠL = 0 si y sólo si ΠQ′ = Π.

�
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3.4. Balance Detallado

Sea S espacio de estados a lo más numerable. Para un proceso de Markov {Xt}t∈T en
tiempo continuo, la condición de balance detallado la definimos con el generador infinitesimal.

Definición 31. Decimos que µ está en balance detallado respecto al generador infinitesimal
L si

µ(x)L(x, y) = µ(y)L(y, x) con x, y ∈ S (3.10)

Ejemplo 17. (Proceso con dos estados). Sea T = R+. Consideremos el proceso de Markov
{Xt}t∈T con dos posibles estados con generador infinitesimal

L =

(
L(0, 0) L(0, 1)
L(1, 0) L(1, 1)

)
donde L(x, y) ≥ 0 con x, y ∈ S y

∑
y L(x, y) = 1. En este caso la única distribución invariante

del proceso es

γ = (
L(1, 0)

L(1, 0)− L(0, 1)
,

L(0, 1)

L(1, 0)− L(0, 1)
)

y está en balance detallado.

Ejemplo 18. (Proceso con tres estados). Sea T = R+ y {Xt}t∈T un proceso con tres posibles
estados donde Q′ es la matriz de transición modificada por la ecuación 3.8 la cual satisface la
condición de reversibilidad de Kolmogorov

Q′ =

 Q′
00 Q′

01 Q′
02

Q′
10 Q′

11 Q′
12

Q′
20 Q′

21 Q′
22


y qx con x ∈ S es el parámetro de la distribución exponencial de los tiempos de permanencia.
Por tanto, el generador infinitesimal del proceso de Markov {Xt}t∈T es

L =

 −q0 q0Q
′
01 q0Q

′
02

q1Q
′
10 −q1 q1Q

′
12

q2Q
′
20 q2Q

′
21 −q2


Sea µ = (µ(0), µ(1), µ(2)) distribución de probabilidad. Resolviendo las ecuaciones 3.10 para
tener balance detallado obtenemos que

µ(0) =
q1Q

′
10q0Q

′
02

q1Q′
10q2Q

′
20 + q0Q′

01q0Q
′
02 + q0Q′

02q1Q
′
10

µ(1) =
q0Q

′
01q0Q

′
02

q1Q′
10q2Q

′
20 + q0Q′

01q0Q
′
02 + q0Q′

02q1Q
′
10
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µ(2) =
q0Q

′
02q1Q

′
10

q1Q′
10q2Q

′
20 + q0Q′

01q0Q
′
02 + q0Q′

02q1Q
′
10

con q1Q
′
10 ̸= 0 y q2Q

′
20 ̸= 0. Además si qxQ

′
xy > 0 entonces qyQ

′
yx > 0 con x, y ∈ S.

Ejemplo 19. Sea Q la matriz de transición del ejemplo 12 la cual la podemos sumergir el un
proceso de Poisson para obtener el generador infinitesimal del proceso de Markov en tiempo
continuo, el cual por 3.7 siendo q = supx qx, será

L =

 −q q 0
0 −q q
q 0 −q


el cual nuevamente no está en balance detallado, es decir, no se satisfacen las ecuaciones 3.10.
Sin embargo su única distribución invariante existe y es µ = (13 ,

1
3 ,

1
3).

3.4.1. Proceso con espacio de estados finito

Dado {Xt}t∈T un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de estados finito nos
proponemos encontrar su distribución invariante y ponerla en términos de la distribución inva-
riante de la cadena encajada Q donde Qx = 0 para todo x ∈ S. Siguiendo a [14] consideremos
el proceso de Markov sumergido en un proceso de Poisson compuesto tomando q = supx qx
con x ∈ S con q > 0. Sea Q′

xy como en 3.8 y sea π su distribución invariante, entonces

Teorema 26. Supongamos que Q tiene una única distribución invariante π entonces Q′ tiene
una única distribución invariante π′ dada por

π′(y) = Aq
π(y)

qy
=

π(y)/qy∑
y π(y)/qy

con Aq = (
∑

y
π(y)
qy

)−1.

Demostración.

π′(y) =
∑
x∈S

π′(x)Q′
xy

=
∑
x

π′(x)[(1− qx
q
)δxy +

qx
q
Qxy]

=
∑
x

π′(x)δxy −
∑
x

π′(x)
qx
q
δxy +

∑
x

π′(x)
qx
q
Qxy

= π′(y)− π′(y)
qy
q

+
∑
x

π′(x)
qx
q
Qxy
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y obtenemos que

π′(y)
qy
q

=
∑
x

π′(x)
qx
q
Qxy

Sea A =
∑

y π
′(y)

qy
q y dividiendo la ecuación anterior entre A

π′(y)
qy
q

A
=

∑
x π

′(x) qxq Qxy

A

Entonces la única distribución invariante de Q es

π(y) =
π′(y)

qy
q

A

por tanto Aπ(y)q = π′(y)qy y aśı ∑
y

π′(y) =
∑
y

Aq

qy
π(y)

Por otro lado tenemos que

1 =
∑
y

π′(y) =
∑
y

Aq

qy
π(y) = Aq

∑
y

π(y)

qy

y Aq = (
∑

y
π(y)
qy

)−1. Por lo tanto

π′(y) = Aq
π(y)

qy
=

π(y)/qy∑
y π(y)/qy

�
Teorema 27. Dado {Xt}t∈T proceso de Markov con espacio de estados finito, si Q′ tiene
única distribución invariante π′ entonces {Xt}t∈T tiene como distribución π′.

Demostración. Puesto que π′(y) es la única distribución invariante entonces Q′
xy es irre-

ducible y recurrente. Entonces ésta distribución invariante π′ es distribución invariante del
generador infinitesimal L, es decir, del proceso original.

�

Entonces L es el generador infinitesimal del proceso de Markov {Xt}t∈T con espacio de
estados finito y sea D(H) el determinante de L con H ⊂ S subconjunto de ı́ndices. Denotemos
por {X̃n}n≥0 a la cadena encajada con Qij matriz de transición y sea D = I −Q aśı D̃(H) es
el determinante de D con H conjunto de ı́ndices.
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Teorema 28. La única distribución de probabilidad invariante π′ = {π′
x}x∈S del proceso de

Markov es

π′
x =

πx/qx∑
y∈S πy/qy

=
D({x}c)∑
y∈S D({y}c)

, ∀ x ∈ S. (3.11)

Demostración. Para la primera igualdad de la ecuación (2.10) ya fue probada anteriormente
y para la segunda igualdad de ésta ecuación tenemos lo siguiente

π′
x =

πx/qx∑
y∈S πy/qy

=
D̃({x}c)/qx∑
y D̃({y}c)/qy

pero por lo anterior tenemos que −D({x}c) =
∏

z
1
qz
D̃({x}c)/qx por tanto

π′
x =

D̃({x}c)/qx∑
y D̃({y}c)/qy

=

−1∏
z

1
qz

D({x}c)
−1∏
z

−1
qz

∑
y D({y}c)

=
D({x}c)∑
y D({y}c)

�

Teorema 29. Sea S espacio de estados finito y supongamos que sup{qx}∞x=0 < ∞. El proceso
en tiempo continuo está en balance detallado si y sólo si la cadena encajada está en balance
detallado.

Demostración. Sea π′ la distribución invariante del proceso en tiempo continuo y π la
distribución invariante de la cadena encajada. Entonces por el Teorema 25

π′
x =

πx/qx∑
y πy/qy

Supongamos que π′ está en balance detallado, entonces para L su generador infinitesimal se
tiene que π′

xL(x, y) = π′
yL(y, x) con x ̸= y ∈ S, pero L(x, y) = qxQxy, aśı

π′
xL(x, y) = π′

xqxQxy

=
πxQxy∑
y πy/qy
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por otro lado

π′
yL(y, x) =

πyQyx∑
z πz/qz

= π′
yqyQyx

y entonces πxQxy = πyQyx.

�

Ejemplo 20. (Modelo de Aprendizaje y Olvido). Recordemos que el generador infinite-
simal del proceso es

L =



υA1A1 υA1A2 µA1f1 µA1f2 . . . µA1fr

υA2A1 υA2A2 µA2f1 µA2f2 . . . µA2fr

0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 0


Como podemos observar en el generador infinitesimal, si γ es distribución invariante

γ1 · 0 = γ1L(1, 2) ̸= γ2L(2, 1) = γ2µA1f1

es decir, γ no está en balance detallado, por tanto este proceso no es reversible, es decir,
es un sistema fuera de equilibrio. Se puede pensar en éste modelo el no equilibrio como el
aprendizaje el cual no se puede corregir (revertir) para que se tenga una mejora en éste como
lo es al aprender a manejar, se aprende de cierta manera en la cual es dif́ıcil de corregir las
fallas al conducir.

3.4.2. Proceso con espacio de estados infinitos numerable.

En esta sección consideraremos algunos ejemplos de proceso de Markov en tiempo continuo,
es decir, T = R y S espacio de estados infinito.

Ejemplo 21. Consideremos nuevamente un proceso de Nacimiento y Muerte como en (2.3.1)
con λx intensidad de nacimiento y µx intensidad de muerte. Para saber si este proceso está en
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balance detallado, consideremos una medida de probabilidad ϱ(x) > 0 con
∑

x ϱ(x) = 1. Re-
cordemos que el generador infinitesimal de este proceso es

L =


−q0 q0 0 0 . . .
s1q1 −q1 p1q1 0 . . .
0 s2q2 −q2 p2q2 . . .
...

...
...

...
. . .


usando las ecuaciones de balance detallado obtenemos que la distribución invariante del proceso
es

ϱ(x) =
x∏

y=0

λy

µy+1
ϱ(0) con ϱ(0) = (

∞∑
x=0

x∏
y=0

λy

µy+1
)−1

pero ésta no siempre existe, sólo si la serie es convergente. Por lo tanto un proceso de Naci-
miento y Muerte tiene distribución invariante en balance detallado si la serie

∞∑
x=0

x∏
y=0

λy

µy+1
(3.12)

es convergente, además ϱ será única. Si queremos calcular la distribución invariante de este
proceso nos da como resultado que ésta existirá si y sólo si la serie 3.12 converge por lo tanto
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 30. Sea {Xt}t∈T un proceso de Nacimieno y Muerte con intensidades λx y µx. El
proceso está en balance detallado si y sólo si el proceso tiene distribución invariante.

Demostración. Sabemos que si el proceso está en balance detallado, entonces tiene distri-
bución invariante. Ahora, si el proceso tiene distribución invariante π se debe cumplir que∑∞

i=0 π(i)L(i, j) = 0 lo cual se cumple si y sólo si la serie 3.12 converge lo que implica que
ésta esté en balance detallado.

�

Ejemplo 22. Consideremos nuevamente un proceso de Nacimiento y Muerte con intensidades
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tales que λx = λ(x+1)2 y µx = µx2+x = x(x+1), por lo tanto de la serie 3.12 tenemos que

∞∑
x=0

x∏
y=0

λ(x+ 1)2

µ[(x+ 1)(x+ 2)]
=

∞∑
x=0

x∏
y=0

λ(x+ 1)

µ(x+ 2)

=

∞∑
x=0

(λ
µ

)x x∏
y=0

x+ 1

x+ 2

=

∞∑
x=0

(λ
µ

)x( 1

x+ 2

)
<

∞∑
x=0

(λ
µ

)x
(3.13)

donde la serie 3.12 converge si y sólo si λ < µ, es decir, la intensidad de nacimiento es menor
que la intensidad de muerte y por lo tanto en este caso, se tendŕıa balance detallado.

Ejemplo 23. Consideremos la cadena de Markov definida en el Ejemplo 13 donde se tiene
una ĺınea de espera con un servidor y espacio de estados infinito. Si a la ĺınea de espera la
sumergimos en un proceso de Poisson compuesto con qx y q = sup qx < ∞ como en 3.7
obtenemos que el generador infinitesimal del proceso en tiempo continuo es L = λ(Q− I), es
decir,

L =


λ(g(0)− 1) λg(1) λg(2) λg(3) . . .

λg(0) λ(g(1)− 1) λg(2) λg(3) . . .
0 λg(0) λ(g(1)− 1) λg(2) . . .
...

...
...

...
. . .


Con distribución invariante la misma que Q, calculada en el Ejemplo 13, la cual nuevamente
no está en balance detallado por el Teorema 24.
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Caṕıtulo 4

Equilibrio en el sentido de Gibbs

En este caṕıtulo revisaremos el formalismo termodinámico de los sistemas clásicos lattice,
ya que el objetivo es estudiar algunas nociones de equilibrio. Como condición de equilibrio, en
el caṕıtulo anterior, teńıamos el balance detallado, aqúı tendremos otra noción de Equlibrio.

El equilibrio termodinámico se caracteriza por tener un valor mı́nimo en sus potenciales
termodinámicos, es decir, variables de estado que tienen dimensiones de enerǵıa, tales como
la enerǵıa libre de Gibbs, son sistemas caracterizados por tener la presión y temperatura
constantes. Un estado de equilibrio en un sistema lattice finito es aquel que minimiza la
enerǵıa libre de Gibbs, lo cual se llama equilibrio termodinámico.

Los sistemas f́ısicos para los cuales la mecánica estad́ıstica en equilibrio se aplica son idea-
lizados infinitos, es decir, para ocupar RN donde N representa las N part́ıculas del sistema.
Esta utoṕıa es necesaria puesto que sólo sistemas infinitos exhiben fuertemente la transforma-
ción del sistema de una fase a otra. En este trabajo nos concentramos en los sistemas clásicos
lattice donde RN es reeemplazada por ZN .

Los sistemas clásicos lattice son modelos matemáticos de cristales que consisten de muchos
subsistemas, cada subsistema puede tener una infinidad de estados. Nos basamos en [8], [9].
Los sistemas lattice son los sistemas clásicos más simples, y se considera la lattice en ZN .
Para tales sistemas el espacio de configuraciones es un subconjunto Ω de

∏
x∈ZN Ωx, donde

Ωx es el conjunto de posibles números ocupados en el sitio x del lattice ó bien un conjunto de
śımbolos.

69
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Sea (S,S) un espacio medible, y T el conjunto definido por T = ZN con S una σ-álgebra
generada sobre S y (Ω,F, P ) espacio de probabilidad con Ω = ΩT

0 y F = C(Ω), es decir, la
σ-álgebra ciĺındrica.

4.1. Sistemas Lattice Finitos

Definición 32. Sea Λ un subconjunto finito de T . El espacio de configuraciones ΩΛ de
un sistema lattice es el conjunto ΩΛ = ×a∈ΛΩa donde Ωa = {0, 1, . . . , k} con k ∈ N, es decir,
es el conjunto de posibles números ocupados en a.

Definición 33. Una configuración de un sistema lattice en Λ es un punto en ΩΛ y un
estado de un sistema lattice en Λ es una medida de probabilidad sobre ΩΛ.

Observemos que Λ es un subconjunto acotado de T , por ser finito), y que ΩΛ es un conjunto
finito y cada estado en el espacio de configuraciones puede ser dado como una distribución de
probabilidad discreta P = {P (ω) : ω ∈ ΩΛ}.

Definición 34. Dado un estado P del sistema, la entroṕıa de P está dada por

S(P ) = −
∑
ω∈ΩΛ

P (ω)logP (ω)

donde, como convención t log t = 0 si t = 0.

Una función U : ΩΛ −→ R es llamada función de enerǵıa. Esta función es la enerǵıa
potencial la cual mide la capacidad que tiene el sistema para realizar un trabajo en función
unicamente de su configuración o posición.

Definición 35. Dado un estado P y una función de enerǵıa U , la enerǵıa total del sistema
en el estado P es tomada como el valor esperado de la función de enerǵıa U tal que

ET =
∑
ω∈ΩΛ

P (ω)U(ω)

Definición 36. (Ensamble Canónico de Gibbs). Dada una función de enerǵıa U , el ensamble
canónico de Gibbs es el estado del sistema dado por

PG(ω) =
e−βU(ω)∑

ω∈ΩΛ
e−βU(ω)
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donde β es una constante. El denominador Z =
∑

ω∈ΩΛ
e−βU(ω) es llamada la función de

partición.

Esta definición es la dada por [9], cabe mencionar que en la definición dada de en-
samble de Gibbs en [8] β = 1. Si hacemos β = (kT )−1 con k la constante de Boltzman
(k=1.3806504×10−23 J/K).

Teorema 31. (Principio variacional). Sea ΩΛ el espacio de configuraciones de un sistema
lattice clásico en una región acotada Λ. Dada U : Ω −→ R función de enerǵıa, la función V
definida sobre todos los estados σ de ΩΛ dada por

V (σ) = S(σ)− βET (4.1)

alcanza su máximo en el ensamble canónico de Gibbs y el valor máximo de V es logZ.

Demostración. Ya que σ es una distribución de probabilidad discreta, usaremos multiplica-
dores de Lagrange. Supongamos que σ = (x1, x2 . . . xk). Entonces deseamos encontrar el valor
extremo de

máx V (x1, . . . , xk) = −
k∑

i=1

xi log xi − β

k∑
i=1

xiUi.

sujeta a
k∑

i=1

xi = 1.

en la expresión de V , Ui denota la enerǵıa que se debe a la i−ésima configuración ωi. Para
calcular el máximo de V , debemos mostrar que

∂

∂xi
(V + λ(

k∑
i=1

xi − 1)) = 0, o bien

∂

∂xi
[−

k∑
i=1

xi log xi − β
k∑

i=1

xiUi + λ
k∑

i=1

xi − λ] = 0

derivando para cada xi tenemos que − log xi−1−βUi+λ = 0 entonces −1−βUi+λ = log xi,
aśı xi = e−(1+βUi)+λ. Usando la restrición tenemos que

1 =
k∑

i=1

xi =
∑
j

e−(1+βUi)eλ

tomando logaritmo

0 = λ+ log(
∑
j

e−(1+βUj)) y aśı λ = log(
∑
j

e−(1−βUj))−1
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Entonces el máximo es

xi =
e−βUi∑k
j=1 e

−βUj

que es el ensamble de Gibbs. y el valor que toma la función es:

V (xi) = −
k∑

i=1

(
e−βUi∑k
j=1 e

−βUj
)(−βUi − log

k∑
i=1

e−βUi)−
k∑

i=1

e−βUi∑k
j=1 e

−βUj
βUi

= log(
k∑

j=1

e−βUj ) = logZ.

que es el logaritmo de la función partición del ensamble canónico de Gibbs.

�

Notemos del Teorema de Principio Variacional que si ET es constante para cualquier estado
entonces Ui = constante, es decir,

∑
ω∈ΩΛ

P (ω)U(ω) = E con E constante, la ecuación 4.1 es
simplemente V (σ) = S(σ)− β con β =constante.Por lo tanto el ensamble canónico de Gibbs
PG maximiza la entroṕıa S(σ), es decir, el estado de Equlibrio de un sistema clásico lattice
en una región finita con enerǵıa constante maximiza la entroṕıa.

Observemos que si G(σ) = − 1
βV (σ) donde V (σ) es como en la ecuación 4.1 a G(σ) se le

llama enerǵıa libre de Gibbs. De acuerdo con el principio variacional, el ensamble canónico de
Gibbs minimiza la enerǵıa libre de Gibbs. Siendo β la constante definida anteriormente, la
enerǵıa libre de Gibbs es

G(σ) = − 1

β
V (σ) = ET (σ)−

1

β
S(σ) = ET − kTS.

4.2. Sistemas Lattice Infinitos

Sea Ω0 un conjunto finito de śımbolos tal como Ω0 = {0, 1, . . . , k} con k ∈ N y Ω0 = Ωx.
Sea F = {Λ ⊂ T : Λ finito}. Observemos que F es un conjunto infinito numerable pues si
Fk = {A ⊂ T : |A| = k} con k ∈ N ∪ {0} y |A| denota la cardinalidad de A, entonces
F =

∪∞
k=0Fk.
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Definición 37. El espacio de configuraciones es el conjunto Ω = Πx∈TΩx donde Ω0 = Ωx.
Llamamos a ΩΛ = Πx∈ΛΩx el espacio de configuraciones con base Λ ⊂ T

Recordemos que en sistemas lattice finitos tenemos que el espacio de configuraciones se
define sólo para subconjunto finitos de T , en cambio para sistemas infinitos consideramos todo
T .

Observación: Las configuraciones son puntos ω ∈ Ω, las cuales son funciones sobre T ,
tales que ωx ∈ Ω con x ∈ T pues Ω es un producto cartesiano, es decir, ω : T −→ Ωx.

Definición 38. Dados Λ,Λ1 ∈ F y Λ1 ⊂ Λ2 definimos las proyecciones

ΠΛ : Ω → ΩΛ, con ΠΛ(ω) = ω|Λ

ΠΛ1Λ2 : ΩΛ2 → ΩΛ1 , con ΠΛ1Λ2(ω) = ω|Λ2

Esto es por que ΩΛ no es un subconjunto de Ω sino que es un conjunto sobre el cual se
puede proyectar Ω, a través de ΠΛ, es decir, ΩΛ es un factor de Ω. Con más precisión, Ω se
puede pensar como ΩΛ × ΩΛc , con ω ∈ Ω tal que ω = (ωΛ.ΩΛc).

Sea C = σ(Π−1
Λ (ω)), es decir, la σ-álgebra ciĺındrica sobre ΩΛ.

Definición 39. Un estado es cualquier medida de probabilidad sobre el espacio medible (Ω, C)
y sea Ξ la colección de todos los estados.

Definición 40. Para a ∈ T , la traslación por a es el mapeo Ta : Ω −→ Ω tal que

(Taω)x = ωx+a

con x ∈ T y ω ∈ Ω.

Definición 41. Sea Ω̄ =
∪
{ΩΛ : Λ ∈ F}. Una interacción es una función Φ : Ω̄ → R tal

que

1. Φ(∅) = 0

2. Φ(Taω) = Φ(ω) con a ∈ T y ω ∈ Ω. Esta propiedad es llamada invariancia por trasla-
ciones.
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3. Para cada x ∈ T ,

|Φ|x =
∑
Λ∋x

1

|Λ|
sup
ξ∈ΩΛ

|Φ(ξ)| < +∞

Definición 42. Para una interacción Φ dada y Λ ∈ F , la función de enerǵıa dada la
interacción Φ es UΦ

Λ : ΩΛ → R:

UΦ
Λ (ω) =

∑
Λ′⊂Λ

Φ(ω|Λ′).

Donde esta función es la enerǵıa potencial del sistema.

Teorema 32. Dada la interacción Φ

1. UΦ
Λ (ξ) =

∑
x∈Λ

∑
Λ′:x∈Λ′⊂Λ

1

|Λ′|
Φ(ξ|Λ′)

2. |UΦ
Λ | ≤

∑
x∈Λ

|Φ|x

Demostración. Para 1 tenemos que∑
x∈Λ

∑
Λ′:x∈Λ′⊂λ

1

|Λ′|
Φ(ξ|Λ′) =

∑
Λ′⊂λ

∑
x∈Λ′

1

|Λ′|
Φ(ξ|Λ′) =

∑
Λ′⊂Λ

|Λ′|
|Λ′|

Φ(ξ|Λ′)

=
∑
Λ′⊂Λ

Φ(ξ|Λ′) = UΦ
Λ (ξ).

Para 2 se tiene que

|UΦ
Λ | = |

∑
Λ′⊂Λ

Φ(ξ|Λ′)| = |
∑
x∈Λ

∑
Λ′:x∈Λ′⊂Λ

1

|Λ′|
Φ(ξ|Λ′)|

≤
∑
x∈Λ

|
∑

Λ′:x∈Λ′⊂Λ

1

|Λ′|
Φ(ξ|Λ′)| ≤

∑
x∈Λ

∑
Λ′:x∈Λ′⊂Λ

1

|Λ′|
|Φ(ξ|Λ′)|

≤
∑
x∈Λ

∑
Λ′∋x

1

|Λ′|
sup
ξ∈ΩΛ

|Φ(ξ|Λ′)| =
∑
x∈Λ

|Φ|x

�

Siguiendo a [8] podemos dar una condición más fuerte para las interacciones que la dada
en 3 de la Definición 41. Dada la interacción Φ definimos a ||Φ||x para todo x por

||Φ||x =
∑
Λ∋x

sup
ξ∈ΩΛ

|Φ(ξ)|.
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donde |Φ|x ≤ ||Φ||x.

Definición 43. Dada la interacción Φ tal que ||Φ||x < ∞ definimos a la interacción entre

dos subconjuntos disjuntos Λ1,Λ2 ⊂ T con Λ1 ∈ F como la función W ϕ
Λ1Λ2

: Ω −→ R tal
que

WΦ
Λ1Λ2

(ω) =
∑

Λ′ ⊂ Λ1
∪

Λ2
Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅

Φ(ω|Λ′)

Observación: Si |Λ1| = 1 entonces no existe Λ′ tal que |Λ′| = 1 con Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅ y
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅ por lo tanto WΦ

Λ1Λ2
(ω) = 0.

Proposición 5. Dada la interacción Φ si||Φ||x < ∞ para toda x ∈ Λ, entonces

|WΦ
Λ1Λ2

| ≤
∑
x∈Λ

||Φ||x

Demostración.

|WΦ
Λ1Λ2

| = |
∑

Λ′ ⊂ Λ1
∪

Λ2
Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅

Φ(ξ|Λ′)| ≤
∑

Λ′ ⊂ Λ1
∪

Λ2
Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅

|Φ(ξ|Λ′)|

=
∑

x∈Λ1∪Λ2

∑
Λ′ :

x ∈ Λ′ ⊂ Λ1 ∪ Λ2
Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅

1

|Λ′|
|Φ(ξ|Λ′)|

≤
∑
x∈Λ

∑
Λ′:x∈Λ′⊂Λ

1

|Λ′|
|Φ(ξ|Λ′)|

≤
∑
x∈Λ

|Φ|x ≤
∑
x∈Λ

||Φ||x

ya que , cuando |Λ| ≥ 1
1

|Λ|
sup
ξ∈ΩΛ

|Φ(ξ)| ≤ sup
ξ∈ΩΛ

|Φ(ξ)|

�
Definición 44. (Ensamble de Gibbs). Dada la interacción ϕ. Un ensamble de Gibbs aso-
ciado a ϕ es la distribución de probabilidad discreta PΛ : ΩΛ −→ R tal que

PΛ(ω0) = e−Uϕ
Λ (ω0)ZΛ(ϕ)

−1

con ZΛ(ϕ)
−1 =

∑
ω∈ΩΛ

e−Uϕ
Λ(ω) llamada función de partición y Uϕ

Λ es la función definida en
42.



76 CAPÍTULO 4. EQUILIBRIO EN EL SENTIDO DE GIBBS

Observemos que el ensamble de Gibbs para sistemas infinitos depende de la interacción ϕ,
a diferencia del ensamble de Gibbs para sistemas finitos.

Consideremos {Λn} una sucesión de subconjuntos de ZN con N ∈ N. Diremos que Λn

converge a ZN si ĺımΛn = ZN con ĺımΛn = supk≥1 ı́nfk≥n Λk. Si Λn converge a ZN , entonces

cualquier subsucesión Λ
′
n también converge a ZN pues ZN = ĺımΛn ⊆ ĺımΛ

′
n ⊆ ZN , para toda

Λ
′
n.

Teorema 33. (Existencia del Ĺımite Termodinámico). Sea {Λn} una sucesión de subconjuntos
finitos de ZN la cual converge a ZN . Para cada n sea µΛn una medida de probabilidad sobre
ΩΛn. Entonces

i) Existe una subsucesión {Λ′
n} de {Λn}∞n=1 tal que para cada conjunto finito Λ ⊂ ZN

ĺım
n→∞

µΛ
′
n
{p−1

ΛΛ′
n
{ω}}

existe para todo ω ∈ ΩΛ.

ii) Sea ρΛ{ω} = ĺımn→∞ µΛ′
n
{p−1

ΛΛ
′
n
{ω}}. Entonces existe un único estado ρ en Ω (es decir,

una medida de probabilidad ρ : C → [0, 1]) tal que para cada conjunto finito Λ ⊂ ZN

ρ{p−1
Λ {ω}} = ρΛ{ω}, ω ∈ ΩΛ

donde ρ{p−1
Λ {ω}} es la distribución finito dimensional de ρ respecto a Λ

El estado ρ se llama el ĺımite termodinámico de la sucesión de estados µΛ′
n
.

Demostración. Para probar i) seguiremos varios pasos.

Afirmación: Sea Λ ∈ F y sea {Bn}∞n=1 una sucesión en F tal que Bn −→ ZN . Supon-
gamos que ΥBn : 2ΩBn −→ [0, 1] es una medida de probabilidad para todo n. Entonces existe
{BΛ

n }∞n=1 subsucesión de {Bn}∞n=1 tal que

ĺım
n→∞

ΥBΛ
n
(p−1

ΛBΛ
n
{ω})

existe para todo ω en Λ.

Esto es porque si S = ΩΛ, fn : ΩΛ −→ [0, 1] y

fn(ω) = ΥBn(p
−1
ΛBn

{ω})
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como ΩΛ es conjunto finito entonces por la técnica diagonal de Cantor existe una subsucesión
{f ′

n}∞n=1 de {fn}∞n=1 que converge puntualmente. Sea B
′
n = BΛ

n , entonces

ĺım
n→∞

ΥBΛ
n
(p−1

ΛBΛ
n
{ω}) existe,

ya que ΥBΛ
n
(p−1

ΛBΛ
n
{ω}) = f

′
n(ω).

Ahora sea F = {A1, A2, A3 . . .} una numeración del conjunto F , es decir, numeración de
todos los subconjuntos finitos de ZN .

Paso 1. Sea Λ ∈ F . Sabemos que {Λn}∞n=1 es una sucesión en F tal que Λn −→ ZN .
Usando la Afirmación para Λ = A1, Bn = Λn y ΥBn = µΛn. Por lo tanto, existe BΛ

n =
{BA1

n }∞n=1 subsucesión de {Λn} tal que

ĺım
n→∞

µ
B

A1
n

(p−1

A1B
A1
n

{ω}) existe ∀ ω ∈ A1.

Paso 2. Usando nuevamente la Afirmación para Λ = A2, Bn = BA1
n y ΥBn = µ

B
A1
n

. Por

lo tanto, existe {BA2
n }∞n=1 subsucesión de {BA1

n } tal que

ĺım
n→∞

µ
B

A2
n

(p−1

A2B
A2
n

{ω}) existe ∀ ω ∈ A2.

Siguiendo aśı sucesivamente, aplicando la Afirmación para cada uno de los primeros Ak,
para el Paso k + 1 tenemos lo siguiente

Paso k+1. Finalmente usando la afirmación para Λ = Ak, Bn = B
Ak−1
n y ΥBn = µ

B
Ak−1
n

.

Por lo tanto, existe {BAk
n }∞n=1 subsucesión de {BAk−1

n } tal que

ĺım
n→∞

µ
B

Ak
n

(p−1

AkB
Ak
n

{ω}) existe ∀ ω ∈ Ak.

Ahora nos vamos por la diagonal, es decir, sea Λ
′
n = BAn

n la cual es una subsucesión de
por lo menos la primera sucesión {BA1

n }n∈N, por lo tanto tenemos que Λ
′
n −→ ZN . Sea Λ ∈ F

por lo tanto existe k ∈ N tal que Λ = Ak. Si ω ∈ Λ, entonces

{µΛ′
n
(p−1

ΛΛ′
n
{ω})}∞n=1 es una subsucesión de {µ

B
Ak
n

(p−1

ΛB
Ak
n

{ω})}∞n=1

por lo tanto ĺım
n→∞

µΛ
′
n
(p−1

ΛΛ′
n
{ω}) = ĺım

n→∞
µ
B

Ak
n

p−1

ΛB
Ak
n

({ω})
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ii) Queremos mostrar la existencia de ρ : C −→ [0, 1]. Probaremos que {ρΛ : 2ΩΛ →
[0, 1] | Λ ∈ F} es un sistema proyectivo de medidas de probabilidad, aśı por el teorema de
Consistencia de Kolmogorov [4], existirá ρ con las propiedades pedidas. Entonces sean A ⊂
B ⊂ ZN y A,B ∈ F . Mostraremos que

ρA = ρBp
−1
AB.

lo que probará que {ρΛ : Λ ∈ F} es un sistema proyectivo.

Puesto que para Λ ∈ F cualquiera ρΛ(H) =
∑

ω∈H ρΛ(ω), ∀ H ⊂ ΩΛ. Entonces

ρΛ(ΩΛ) =
∑
ω∈ΩΛ

ρΛ(ω) =
∑
ω∈ΩΛ

ĺım
k→∞

µ
Λ
′
k
(p−1

ΛΛ
′
k

{ω})

= ĺım
k→∞

∑
ω∈ΩΛ

µ
Λ
′
k
(p−1

ΛΛ
′
k

{ω}) = ĺım
k→∞

µ
Λ
′
k
(
∪

ω∈ΩΛ

p−1

ΛΛ
′
k

{ω})

= ĺım
k→∞

µ
Λ
′
k
(Ω

Λ
′
k
) = 1.

Por lo tanto tenemos que ρΛ : 2ΩΛ −→ [0, 1] es medida de probabilidad. Aśı, nos queda mostrar
que ρA{H} = ρB{p−1

AB{H}}, ∀H ∈ 2ΩA. Pero basta con tomar H = {ω} con ω ∈ A. Aśı pues,
por demostrar que:

ρA{ω} = ρB{p−1
AB{ω}} ∀ω ∈ ΩA

Notemos que

ρB{p−1
AB(ω)} = ρB({ω′ ∈ ΩB : ω′|A = ω}) =

∑
ω′∈p−1

AB(ω)

ρB(ω
′)

=
∑

ω′∈p−1
AB(ω)

ĺım
n→∞

µΛ
′
n
(p−1

BΛ′
n
(ω′))

= ĺım
n→∞

∑
ω′∈p−1

AB(ω)

µΛ
′
n
(p−1

BΛ
′
n
(ω′))

= ĺım
n→∞

∑
ω′∈p−1

AB(ω)

∑
ω
′′∈p−1

BΛ
′
n
(ω′)

µΛ′
n
(ω

′′
) (4.2)

Ahora observemos que B ⊂ Λ
′
n, pBΛ

′
n
: ΩΛ

′
n
−→ ΩB, pAB : ΩB −→ ΩA y pAΛ

′
n
: ΩΛ

′
n
−→ ΩA,
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entonces la ecuación (4,2) es:

ρB{p−1
AB(ω)} = ĺım

n→∞

∑
ω′∈p−1

AB(ω)

∑
ω
′′∈p−1

BΛ
′
n
(ω′)

µΛ′
n
(ω

′′
)

= ĺım
n→∞

µΛ
′
n
(

∪
ω′∈p−1

AB(ω)

∪
ω′′∈p−1

BΛ
′
n
(ω′)

{ω′′})

= ĺım
n→∞

µΛ′
n
(p−1

AΛ
′
n
(ω))

= ρA(ω).

�

En [8] se da una prueba del teorema anterior con ayuda de otro teorema, el Teorema de
Stone-Weirstrass.

Sea ϕ una interacción dada, Uϕ
Λ función de enerǵıa y W ϕ

ΛΛc la interacción entre los subcon-
juntos Λ y Λc, con esto tenemos la definición de estado de Gibbs.

Sea Λ ∈ F , ω = (ω1, ω2) y η = (α, ω2) = ηω2. Tenemos que

µ(p−1
Λ (ω1)|p−1

Λc (ω2)) =
e−Uϕ

Λ(ω1)−Wϕ
ΛΛc (ω)∑

α∈ΩΛ
e−Uϕ

Λ(α)−Wϕ
ΛΛc (αω2)

. (4.3)

Observemos que µ en 4.3 es la probabilidad condicional regular de p−1
Λ (ω1) dado p−1

Λc (ω2).

Tenemos la siguiente convención, si el término del estado de Gibbs e−WΦ
ΛΛc (ω) = 0 entonces

el estado de Gibbs será igual a cero lo cual no es medida de probabilidad.

Definición 45. (Estado de Gibbs). Decimos que σ medida de probabilidad es un estado
de Gibbs para la interacción ϕ si, para todo Λ ⊂ F , existe una medida de probabilidad
σΛc : C(ΩΛc) −→ [0, 1] tal que para todo ω1 ∈ ΩΛ

pΛ(σ(ω1)) =

∫
ΩΛc

σΛ(dω2)µ(p
−1
Λ (ω1)|p−1

Λc (ω2)).

donde µ(p−1
Λ (ω1)|p−1

Λc (ω2)) es como en 4.3.

Teorema 34. El ĺımite termodinámico de ensambles de Gibbs es un estado de Gibbs.
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Demostración. Ver [8] pp.15-16.

Teorema 35. Una medida de probabilidad σ : Ω −→ [0, 1] es un estado de Gibbs si y sólo
si, para cada Λ ∈ F , la probabilidad condicional que ω|Λ = ω1, sabiendo que ω|Λc = ω2 es
µ(p−1

Λ (ω1)|p−1
Λc (ω2)) como en 4.3.

Demostración. Ver [8] pp. 18-19.

El Teorema 35 se considera como definición de estado de Gibbs en [9]. Finalmente decimos
que un estado es invariante si éste es invariante bajo la traslación Ψn con n ∈ Z. Aśı, sea χ el
conjunto de todos los estados invariantes en Ω.

Definición 46. (Entroṕıa media). Si µ es un estado invariante sobre Ω, la entroṕıa media
de µ, denotada por S(µ), se define por

S(µ) = ĺım
n→∞

1

|Λn|
S(PΛn)

con Λn = {0, . . . , n− 1}N y S(PΛn) la entroṕıa de las distribuciones finito dimensionales PΛ.

Definición 47. (Presión). Sea ϕ una interacción. La presión de ϕ, está definida por

P (ϕ) = ĺım
n→∞

1

|Λn|
logZΛn(ϕ)

con ZΛn la función partición de la interacción.

Definición 48. (Enerǵıa de la interacción). Dada una interacción ϕ y un estado invariante
µ. La enerǵıa de la interacción ϕ para el estado µ, se define como

µ(ϕ) = − ĺım
n→∞

1

|Λn|
∑

ω∈ΩΛn

PΛn(ω)U
ϕ
Λn

(ω)

Con estas definiciones tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 36. Para cualquier interacción ϕ,

P (ϕ) = máx{S(µ)− µ(ϕ) : µ ∈ χ}
= mı́n{−(S(µ)− µ(ϕ)) : µ ∈ χ}

Demostración. Ver [8].
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Como podemos observar, este teorema es análogo al principio variacional en sistemas
lattice finitos.

Siguiendo [9] y [8] tenemos los siguientes resultados: Un estado de equlibrio para una in-
teracción ϕ es cualquier estado invariante donde se obtiene el máximo en el Teorema 35. El
resultado fundamental es que dada una interacción ϕ sobre Ω, un estado invariante es un
estado de equilibrio para ϕ si y sólo si éste es un estado de Gibbs dada ϕ.

Aśı, con la teoŕıa tanto del caṕıtulo III como de éste podemos dar las siguientes relaciones.

Cadenas de Markov Sistemas Clásicos Lattice
estado −→ śımbolo ó microestado

distribución finito dimensional −→ ensamble canónico
distribución del proceso −→ ĺımite termodinámico
distribución invariante −→ estado invariante

distribución invariante de
balance detallado −→ ensamble de Gibbs

Si consideramos una cadena de Markov estacionaria {Xn}n∈Z, la lattice del sistema es Z,

Sistema lattice Z

usitio Λ

6
0

-
�
�

�
�

Donde T = Z y (S,S) un espacio medible con S = Ω0 = {0, 1, 2, . . .}
y S = 2S . El espacio de configuraciones del sistema (cadena) es Ω = ΩT

0 . Sea Λ ⊂ T como
se observa en la figura anterior, a ∈ Λ un sitio. Una configuración que denotaremos por
Xω(·) : Z → Ω0 la cual es una trayectoria, en teoŕıa de cadenas de Markov, toma valores en
Ω0 el cual es llamado espacio de microestados para estas cadenas.

Un estado es cualquier medida de probabilidad µ : C(ΩΛ) → [0, 1] por lo tanto si ω ∈ ΩΛ

entonces µ(ω) es la probabilidad de que se presenten los microestados ω(k) con k sitios en Λ.
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Esta distribución de probabilidad describe lo que pasa en la configuración dada y el conjunto
de todas las distribuciones de probabilidad o bien de los estados, describe lo que pasa en todo
el sistema lattice [22].

La función de interacción Φ : Ω̄ → R se puede pensar como el cambio de información entre
los sitios y la función de enerǵıa UΦ

Λ : ΩΛ → R es la enerǵıa potencial del sistema que puede
pensarse como la enerǵıa almacenada en el sistema [22].

Finalmente el ensamble de Gibbs dada la interacción Φ es la distribución de probabilidad
PΛ : ΩΛ → R tal que

PΛ(ω0) =
e−UΦ

Λ∑
ω∈ΩΛ

e−UΦ
Λ (ω)

donde como se puede observar a menor enerǵıa, la configuración ω0 es más probable.

Un lattice en Z2 se ve de la siguiente forma:

Sistema lattice Z2

vsitio
Λ

6

-

'

&

$

%

En este lattice se modela un gas que contiene k sitios. Los estados del sistema al tiempo t
son especif́ıcados por el conjunto de microestados {n(ck, r, t)} donde n(ck, r, t) es uno si hay
una part́ıcula en el sitio r con velocidad ck y 0 en otro caso.

Proponemos algunos ejemplos para interacciones espećıficas.
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Ejemplo 24. Sea Ω0 = {0, 1, . . . , k}, Ω = ΩT
0 , ΩΛ = {ω|ω : Λ → Ω0}. Definamos la interac-

ción para todo ω ∈ Ω tal que Φ(ω) ≡ 0. Verifiquemos que es interacción:

1. Φ|(∅) = 0

2. Φ(Taω) = 0 = Φ(ω) con a ∈ T .

3. |Φ|x =
∑

Λ∋x
1
|Λ| supω∈ΩΛ

|Φ(ω)| =
∑

Λ∋x
1
|Λ| 0 = 0 < +∞.

La función de enerǵıa dada la interacción Φ con Λ ∈ F es:

UΦ
Λ (ω) =

∑
Λ′⊂Λ

Φ(ω|Λ′) =
∑
Λ′⊂Λ

0 = 0

y además

∥Φ∥x =
∑
Λ∋x

sup
ω∈ΩΛ

|Φ(ω)| = 0 < +∞.

Por tanto podemos calcular WΦ
ΛΛc tal que

WΦ
ΛΛc(ω) =

∑
Λ′ ⊂ Λ1

∪
Λ2

Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅

Φ(ω|Λ′) =
∑

Λ′ ⊂ Λ1
∪

Λ2
Λ′ ∩ Λ1 ̸= ∅
Λ′ ∩ Λ2 ̸= ∅

0 = 0.

Aśı, las probabilidades condicionales del estado de Gibbs asociado a esta interacción es

µ(P−1
Λ (ω1)|P−1

Λc (ω2)) =
e−UΦ

Λ (ω1)−WΦ
ΛΛc (ω)∑

α∈ΩΛ
e−UΦ

Λ (α)−WΦ
ΛΛc (αω2)

=
e−0−0∑

α∈ΩΛ
e−0−0

=
e0∑

α∈ΩΛ
e0

=
1∑

α∈ΩΛ
1
=

1

|ΩΛ|
=

1

(k + 1)|Λ|

Por lo tanto de acuerdo a la Definición 45, el estado de Gibbs σ asociado a la interacción Φ
debe satisfacer que

pΛ(σ(ω1) =

∫
ΩΛc

σΛ(dω2)
1

(k + 1)|Λ|
=

1

(k + 1)|Λ|

∫
ΩΛc

σΛ(dω2) =
1

(k + 1)|Λ|
.

que son las distribuciones finito dimensionales de variables aleatorias independientes y distri-
buidas uniformemente.
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Ejemplo 25. Sea Ω0 = {0, 1, . . . , k}, Ω = ΩT
0 , ΩΛ = {ω|ω : Λ → Ω0}. Definimos la siguiente

interacción

Φ(ω|Λ) =
{

1 si |Λ| = 1
0 en otro caso

Tenemos que ésta función definida aśı cumple que

1. Φ(ω|∅) = 0 por definición.

2. Φ(Taω|Λ) =
{

1 si |Λ| = 1
0 en otro caso

= Φ(ω|Λ).

Si suponemos que ||Φ||x < ∞ entonces al calcular la función de enerǵıa tenemos que

UΦ
Λ (ω) =

∑
Λ′⊂Λ

Φ(ω|Λ′)

Puesto que Λ es finito, entonces el número de subconjuntos de Λ tales que Λ′ ⊂ Λ con |Λ′| = 1
es igual |Λ| y para subconjuntos de Λ con cardinalidad mayor que uno la interacción Φ es cero,
por lo tanto

UΦ
Λ (ω) =

∑
Λ′⊂Λ:|Λ′|=1

1 = |Λ|

Y ya que no existe algun conjunto Λ′ con un elemento tal que Λ′∩Λ ̸= ∅ y Λ′∩Λc ̸= ∅, entonces
WΦ

ΛΛc(ω) = 0. Finalmente, las probabilidades condicionales del estado Gibbsiano asociado a
la interacción Φ es

µ(P−1
Λ (ω1)|P−1

Λc (ω2)) =
e−UΦ

Λ (ω1)−WΦ
ΛΛc (ω)∑

α∈ΩΛ
e−UΦ

Λ (α)−WΦ
ΛΛc (αω2)

=
e−|Λ|∑

α∈ΩΛ
e−|Λ|

=
1∑

α∈ΩΛ
1
=

1

(k + 1)|Λ|

Donde el estado de Gibbs σ asociado a Φ satisface que

pΛ(σ(ω1) =

∫
ΩΛc

σΛ(dω2)
1

(k + 1)|Λ|
=

1

(k + 1)|Λ|

∫
ΩΛc

σΛ(dω2) =
1

(k + 1)|Λ|
.

donde nuevamente son las distribuciones finito dimensionales de variables aleatorias indepen-
dientes y distribuidas uniformemente.

Ejemplo 26. Sea Ω0 = {0, 1, . . . , k}, Ω = ΩT
0 , ΩΛ = {ω|ω : Λ → Ω0}. Sea la interacción Φ

tal que

Φ(ω|Λ) =
{

1 si |Λ| ≤ 2
0 si |Λ| ≥ 3 y |Λ| = 0

Nuevamente tenemos que:
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1. Φ(ω|∅) = 0 por definición.

2. Φ(Taω) =

{
1 si |Λ| ≤ 2
0 si |Λ| ≥ 3 y |Λ| = 0

= Φ(ω) con a ∈ ZN .

Supongamos que |Φ|x < +∞. Calculando la función de enerǵıa tenemos que

UΦ
Λ (ω) =

∑
Λ′⊂Λ

Φ(ω|Λ′)

=
∑

Λ′⊂Λ:|Λ′|=1

Φ(ω|Λ′) +
∑

Λ′⊂Λ:|Λ′|=2

Φ(ω|Λ′) +
∑

Λ′⊂Λ:|Λ′|≥3

Φ(ω|Λ′)

= |Λ|+
(

|Λ|
2

)
+ 0 = |Λ|+ |Λ|(|Λ| − 1)

2
= |Λ|( |Λ|+ 1

2
)

Para calcular WΦ
ΛΛc consideremos sólo los subconjuntos de Λ tales que |Λ| = 2 y nos interesan

los subconjuntos de Λ tales que Λ′ = {a, b} con a ∈ Λ y b ∈ Λc, aśı

WΦ
ΛΛc(ω) =

∑
Λ′⊂ZN :Λ′={a,b}

Φ(ω|Λ′) =
∑

Λ′⊂ZN :Λ′={a,b}

1 = +∞

Por lo tanto las probabilidades condicionales del estado de Gibbs asociado a ésta interacción
es cero, lo cual no es medida de probabilidad, es decir, para ésta interacción no hay estado de
Gibbs.

Ejemplo 27. Sea Ω0 = {0, 1, . . . , k}, Ω = ΩZ2

0 , ΩΛ = {ω|ω : Λ → Ω0}.Consideremos la
interacción definida por

Φ(ω|Λ) =
{

1 si diam Λ = 1
0 si diam Λ > 1 ó Λ = ∅

Nuevamente ésta interacción es invariante bajo traslaciones pues el diametro de Λ es invarian-
te bajo traslaciones y Φ(ω|∅) = 0 por definición. Los subconjuntos de Z2 tales que diam Λ = 1
tiene cuando mucho 4 elementos y |Φ|x =

∑
Λ∋x

1
|Λ| · 1 = 8

2 + 8
3 + 4

4 < +∞, la función de
enerǵıa asociada a ésta interacción es

UΦ
Λ (ω) =

∑
Λ′⊂Λ

Φ(ω|Λ′) =
∑

Λ′⊂Λ:diamΛ′=1

1 =

(
|Λ|
2

)
+

(
|Λ|
3

)
+

(
|Λ|
4

)
Pero para WΦ

ΛΛc tenemos el mismo caso que el ejemplo anterior, es decir, WΦ
ΛΛc = +∞ pues

WΦ
ΛΛc(ω) =

∑
Λ′ ⊂ Z2

Λ′ ∩ Λ ̸= ∅
Λ′ ∩ Λc ̸= ∅

Φ(ω|Λ′)

=

(
|Z2|
2

)
+

(
|Z2|
3

)
+

(
|Z2|
4

)
= +∞
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por lo tanto para esta interacción las probabilidades condicionales del estado de Gibbs es cero
el cual no es medida de probabilidad y por lo tanto no hay estado de Gibbs y no hay equilibrio.

Pero ¿que relación hay entre los estados de Gibbs y el balance detallado?. Considerando
cadenas de Markov irreducibles con {πx}Nx=1 distribución invariante estrictamente positiva,
siguiendo a [13] define la tasa de producción de entroṕıa como Ep:

Ep =
1

2

∑
i,j

(πxp(x, y)− πyp(y, x)) log
πxp(x, y)

πyp(y, x)

para todo p(x, y) > 0 con x, y ∈ S, donde, como se puede observar, el proceso está en balance
detallado si y sólo si la producción de entroṕıa Ep = 0. Como bien se menciona en [13], un
sistema que no está en equilibrio es un sistema estacionario abierto con tasa de producción de
entroṕıa positiva, es decir, intercambia sustancias y enerǵıa con su medio ambiente. Lo que
nos impone la condición de balance detallado es que, en media, el sistema pasa tantas veces
del estado x al estado y como del estado y al estado x, lo cual tiene una ventaja f́ısica. La
mayoria de los sistemas que interesa simular siguen las leyes de la mécanica clásica o cuántica,
las cuales son invariantes bajo traslaciones del tiempo. Con la condición de balance detallado,
una simulación también lo es, siendo aśı una representación más adecuada de lo que se observa
en la naturaleza.

Por lo tanto cualquier proceso de Markov irreducible que construyamos cuyas probabilida-
des de transición cumplan con la condición de balance detallado nos asegura que la distribución
de equilibrio de la cadena de Markov generada será el ensamble de Gibbs como se puede ver
en [9] pp.241-244.

Un ejemplo de la segunda equivalencia se da en [13], donde dada una cadena de Mar-
kov estacionaria que modela la combinación y transformación de poĺımeros bioqúımicos, su
distribución invariante está dada por el ensamble de Gibbs

πx =
e−Fx/kT∑
y e

−Fy/kT

con x, y ∈ S y β = (kT )−1 constante de Boltzmann, y bajo la condición de balance detallado,
Fx es la enerǵıa libre del sistema en el estado x. Además tenemos el ensamble de Gibbs para
ciertas cadenas de Nacimiento y Muerte.

Ejemplo 28. Consideremos nuevamente una cadena de Nacimiento y Muerte con intensi-
dades definidas de la siguiente manera, λx = (x + 1)n y µx = xn con x ∈ S, n ∈ N. La
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distribución invariante es

π(x) =
Πx

y=0
λy

µy+1∑∞
x=0Π

x
y=0

λy

µy+1

=
Πx

y=0
λ(y+1)
µ(y+1)∑∞

x=0Π
x
y=0

λ(y+1)
µ(y+1)

=
Πx

y=0
λ
µ∑∞

x=0Π
x
y=0

λ
µ

=
(λµ)

x+1∑∞
x=0(

λ
µ)

x+1

donde la serie del denominador converge si µ > λ y en este caso la cadena está en balance
detallado. El ensamble de Gibbs es

π(x) =
e
−

∑x
y=0 log (

λy
µy+1

)−1

∑∞
z=0 e

−
∑z

y=0 log (
λy

µy+1
)−1

Observamos que la función Uϕ
Λ =

∑x
y=0 log (

λy

µy+1
)−1 es la función de enerǵıa dada una inter-

acción ϕ. Aśı, el ensamble de Gibbs es

π(x) =
e
−

∑x
y=0 log (

λy
µy+1

)−1

∑∞
z=0 e

−
∑z

y=0 log (
λy

µy+1
)−1

=
e−

∑x
y=0 ϕ(y)∑∞

z=0 e
−

∑z
y=0 ϕ(y)

=
e−Uϕ

Λ(x)∑∞
z=0 e

−Uϕ
Λ(z)

.
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Conclusiones y Perspectivas

Al hacer un análisis de las distintas nociones de equilibrio para procesos de Markov, ob-
tuvimos un resultado para cadenas de Nacimiento y Muerte, donde estas cadenas tendrán
distribución invariante si y sólo si está en balance detallado.

Se dio una prueba de la existencia del ĺımite termodinámico con la ayuda del teorema
de consistencia de Kolmogorov, a diferencia de la prueba usual que emplea el Teorema de
representación de Riezs para funcionales positivas sobre el espacio de funciones continuas
definidas sobre un espacio compacto.

Intentamos demostrar la afirmación en [13] que afirma que balance detallado es equivalente
a la noción de equilibrio dada por D. Ruelle. Los ejemplos que desarrollamos ilustran que es
perfectamente factible pero no logramos dar una prueba ni encontramos alguna en la literatura.

Finalmente construimos un ejemplo de un sistema fuera de equilibrio, con un número
infinito de estados.
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puesta dicotómica y un número finito de estados absorbentes. Psicothema. Uni-
versidad de Oviedo, España, (2000), 519-521.

[2] R. Durret, Probability: Theory and examples. Wadsworth, Inc. Belmont, California,
(1991).

[3] J. Lamperti, Stochastics processes. Dartmouth College. Hanover, New Hamshire
(1977).
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