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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto, motivacion y propédsito del proyecto

El seguro es una actividad econémica que tiene como finalidad cubrir, mediante el concurso mu-
tuo de todos los integrantes del mismo, la parte del costo social y financiero por la ocurrencia de
siniestros individuales que son aleatorios, pero que son estadisticamente mesurables y predeci-
bles en conjunto. La institucién del seguro ha evolucionado histéricamente desde un concepto
rudimentario de ayuda mutual, hasta la actualidad, donde existen para cada tipo de proteccién
una entidad especializada para ese suceso.

Dentro del este contexto de especializacion, la actividad aseguradora se puede dividir en dos
grandes rubros: seguros para personas y seguros de dafios. Los primeros tienen por objetivo
cubrir riesgos' que afecten la integridad fisica de los asegurados; destacan los seguros de vida,
de accidentes, de gastos médicos. La segunda area busca cubrir riesgos que afecten los bienes
materiales de las personas; se pueden mencionar seguros contra incendio, contra terremotos,
contra inundaciones, entre otros.

El aseguramiento de vehiculos es parte importante del area de seguro de danos. Dentro de las
diversas pérdidas que puede ser sujeto el propietario de un medio de transporte automotor, el
robo representa una gran amenaza que pone en riesgo su posicién financiera, y mas adn, su
integridad humana. Ademas, las companias aseguradoras se ven afectadas directamente con este
fenémeno, pues el resarcimiento para cubrir una pérdida de este tipo es considerablemente alto.

La situacion de inseguridad actual del pais, presupone un ambiente, donde el delito de robo de
automoviles se ha incrementado sustancialmente y de manera marcada en algunas regiones del
pais, y ademas del brutal impacto social que esto conlleva, estd lesionando ampliamente la sufi-
ciencia de las companias aseguradoras para hacer frente a estas obligaciones. Estas afectaciones
se transmiten de forma directa a la contraparte asegurada, pues tienen que pagar un precio por
adelantado por este servicio de proteccién (que cominmente se conoce como prima), y dado que
el aumento del robo vulnera la posicién financiera de las aseguradoras, estas se ven en la necesidad

TUn riesgo se define como una eventualidad que de ocurrir traerfa como consecuencia un desequilibrio econémico
para el individuo que lo sufre.
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de aumentar este cobro, lo que se traduce en primas més altas para este tipo de coberturas.

El sector asegurador, en particular el ramo de automoviles, tiene diversos mecanismos comer-
ciales que durante varios anos permitieron recurrir a subsidios de costos entre coberturas, de
tal forma que conseguian ofrecer precios accesibles a la sociedad y con ello estimular la cultura
del seguro. Sin embargo, los indicadores bésicos que se utilizan para analizar el comportamiento
de los siniestros han reflejado impactos en coberturas que durante mucho tiempo mantenian un
comportamiento muy estable, lo que altera y vulnera la posibilidad de mantener precios nivelados.

Si bien la tendencia nacional del robo de autos es creciente, existen entidades de la repiblica
mexicana donde el robo de vehiculos refleja otros comportamientos, de ahi que es pertinente
analizar el problema en diferentes regiones que permitan clasificar el comportamiento del delito,
en funcion de la homogeneidad de los indicadores de ciertos estados.

Resulta evidente la importancia de analizar de forma mas precisa el crecimiento actual de este
riesgo. Por ello, este trabajo busca generar indicadores regionalizados que proporciones her-
ramientas para el andlisis de dicha situacion y funcionen como un complemento de las técnicas
actuales del cédlculo de primas.

Dado el caracter grupal, se decidié escoger cantidades relativas que permitan realizar una com-
paracién entre las diversas zonas. De esta manera, se determiné analizar dos indicadores: la prima
de riesgo!! y la proporcién de robo. De acuerdo a Molinaro[1] y Osorio Gonzalez[2] se definen de
la siguiente forma:

. . Monto de las afectaciones a la cobertura de robo
Prima de Riesgo = , (1.1)
Unidades expuestas

Afectaciones a las coberturas de robo
Proporcién de robo = - (1.2)
Unidades expuestas

El monto se refiere al capital necesario para resarcir el dano. Las afectaciones son bédsicamente
el niimero de siniestros del delito de robo. En general, cuando se asigna una unidad de riesgo,
se asocia a la unidad de seguro un determinado periodo de tiempo; con estos fines, las unidades
expuestas representan la proporciéon del tiempo que los vehiculos estuvieron expuestos durante
ese periodo. Generalmente, se toma un ano como medida temporal, por lo que se habla de prima
de riesgo y proporcién de robo anual, aunque se pueden escoger otros lapsos de tiempo.

Dado del caracter heterogéneo del delito en la reptblica mexicana, se decidié que las cantidades
fueran analizadas de forma regionalizada. Se determiné que la clasificacion se realizara con base en
la tasa de crecimiento de la proporcion de robo anual. El tomar una cantidad relativa, determina
de forma mas minuciosa el aumento puro del delito, dejando de lado el factor del crecimiento de
robo debido al ligero incremento de las unidades expuestas que se da ano con afno.

Resumiendo, y con fines de claridad, se establece a continuacién el propdsito general del proyecto,
v los objetivos particulares que permiten alcanzar esta meta.

Proposito general:

A la prima de riesgo también se le conoce como prima pura o cuota de reparticién.
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= Analizar el robo de vehiculos en la repiblica mexicana a través de los indicadores relativos
regionalizados de prima de riesgo y proporcién de robo.

Objetivo 1:

= La regionalizacién se implementaréd con base en la tasa de crecimiento de la proporcion de
robo de vehiculos de los anos 2008, 2009 y 2010.

Objetivo 2:

= El andlisis de los indicadores se realizard empleado series temporales mensuales de cada
una de las regiones durante el periodo del 2008 al 2010 para generar prondsticos a un
ano que permitan estimar y proyectar cual serd su comportamiento a mediano plazo, para
cuantificar el riesgo.

Para abordar y lograr el propdsito general, y en especifico los objetivos particulares, se propone
aplicar las siguientes técnicas estadisticas:

1. Para realizar la clasificacién se usaran herramientas estadisticas multivariadas del area de
analisis de conglomerados. Dentro de los diversos algoritmos heuristicos se selecciona el
Agrupamiento Jerdrquico de Aglomeracion, pues su desarrollo tedrico es muy natural, y
tiene una implementacién répida, como se puede constatar en Everitt[3].

2. El estudio de los indicadores se realizard empleando modelos paramétricos ARIMAM | que
son bastante flexibles y convenientes para modelar series temporales. Sirven para modelar
comportamientos estacionarios y no estacionarios; permiten la incorporacién de cambios es-
tructurales en los niveles de la serie, y el manejo de datos aberrantes. Ademds, los prondsti-
cos generados por estos modelos son aceptables a corto y mediano plazo. Se seguira de cerca
la metodologia propuesta por Box y Jenkins[4] para la aplicacién de los modelos ARIMA.

Para la implementacién de estas técnicas estadisticas, se decidié usar el software estadistico R[6]
que es de licencia libre. La aplicacién del algoritmo de Agrupamiento Jerdrquico de Aglomeracion
es muy accesible, y el modelado de las series temporales es muy préactico y versatil por la cantidad
de librerias, paqueterias y funciones que se han desarrollado

En este punto, resulta conveniente mencionar ciertos aspectos referentes a los objetivos. El
primero de ellos es alusivo al periodo del analisis, el cual abarca los anos 2008, 2009 y 2010.
Como lo establece Jiménez[5], a partir del 2008, el sector asegurador mexicano sufrié una tran-
sicién en el manejo de la informacion. La forma tradicional de reportar y almacenar los datos
cambio de forma radical, con el objetivo de generar bases més completas y confiables, que permi-
tan integrar de forma mas rapida y practica la informacién mas relevante del sector asegurador.
El proceso propuesto e impulsado por la AMIS!V, se tradujo en la formacién de una base de

W Autoregressive Integrated Moving Average.
IV Asociacién Mexicana de Instituciones de Seguros, A.C.
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datos llamada SESAV, que opera de forma eficiente desde el 2008. De esta manera, al trabajar
con esta base, se establece un limite natural inferior para el manejo de la informacién.

El analisis de datos de forma mensual se determiné por varias razones. La primera y més trascen-
dente es que este proyecto tiene como antecedente un trabajo sobre el andlisis del robo de
vehiculos asegurados en toda la reptiblica mexicana, que se presenté en el XXVI Foro Nacional
de Estadistica realizado en la ciudad de Villahermosa Tabasco. En este estudio, se decidié usar
datos mensuales, porque se habia identificado cierta dependencia estacional en el comportamiento
del delito, es decir, se habia notado que en periodos vacacionales los robos disminuyen, mientras
que en lapsos normales los hurtos aumentaban. Esta hipotesis se verificd, pues se identificé un
modelo ARIMA estacional con periodicidad de 12 meses como el proceso generador de los datos.
Los resultados de este estudio, se muestran de forma breve y concisa en la ultima seccién de este
capitulo; se decidié incluirlos pues el proyecto sirvié como base y motivacion para el desarrollo
de esta tesis.

La otra razén del desglose mensual es debida al corto periodo con el que se cuenta por el uso de
la base SESA. Al contar solamente con tres anos, una diversificacién anual, es exageradamente
pobre para el uso de los modelos ARIMA por las propiedades asintéticas de los estimadores
y de la posible identificacién del proceso generador. Un andlisis bimestral con 18 datos, pudo
haberse llevado a cabo, aunque en realidad, siguen siendo pocos datos. El uso mensual, implica
una segregacion de 36 datos, que permite una modelacién mas completa y adecuada.

Por dltimo, hay que mencionar que si bien la base de datos con la que se trabajé es muy completa
y permitié obtener las afectaciones y los montos de los siniestros de forma mensual y por estados
de la reptublica mexicana, fue necesario estimar las unidades expuestas de forma mensual, pues
no se tenfa como una variable accesible en el SESA.

Hay que mencionar que la base de datos con la que se trabajé resulté ser muy completa, pues
permitié obtener las afectaciones y los montos de los siniestros de forma mensual y por estados
de la republica mexicana. Sin embargo, fue necesario estimar las unidades expuestas, pues no se
contaba con esta informacion de forma mensual en el SESA.

Con todo lo anterior, queda delimitado el contexto, motivacién y propésito del proyecto. En la
siguiente seccién se delinea como estd establecida la organizacion de los capitulos de esta tesis.

1.2. Estructura de la tesis

La tesis estd dividida en 5 capitulos. El primero es justamente esta parte introductoria. En el
capitulo 2 se presentan los elementos fundamentales de las series temporales. Se aborda primero
el estudio de los procesos estocdsticos discretos estacionarios en el sentido débil, y se definen
las funciones de autocorrelaciéon y autocorrelacién parcial, de suma importancia, y se ilustran
sus propiedades y la forma de estimarlas. Se describen los procesos de ruido blando, mostrando
que son una base fundamental de los modelos ARMAV!, que se utilizan para modelar series
estacionarias. Se estudian las propiedades mas importantes de los procesos autoregresivos y de

VSistema Estadistico del Sector Asegurador.
VIAutoregresive moving average
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promedios moviles, para después hacer una integracién de ambos lo que lleva a los modelos AR-
MA. Se explica cudl es el anélisis necesario para tratar series no estacionarias, estableciendo que
en ciertas circunstancias se pueden aplicar transformaciones para convertirlas en series tempo-
rales estacionarias, lo que da pie a los modelos ARIMA. Finalmente, en la tltima seccién, se toca
el tema de la estacionalidad y como integrarla en los modelos.

El capitulo 3 estd dedicado a la metodologia necesaria para modelar series de tiempo a través
de procesos ARIMA. Primero se estudia como identificar el modelo, para lo cual las funciones
de autocorrelacion muestral y autocorrelaciéon parcial muestral juegan un papel transcendental.
Después se estudia la estimacién de parametros en el modelo, siguiendo varias técnicas, entre
las que destaca el principio de méaxima verosimilitud. Posterior a esto se describe el proceso
de diagnéstico, el cual incluye el andlisis residual y el andlisis de sobreajuste, lo que permite
determinar si se cumplen las principales suposiciones tedricas. A continuacion, se hace una resefia
sobre como modelar intervenciones ajenas al proceso que cambien el nivel de la serie, asi como el
manejo adecuado de datos irregulares. Finalmente se introduce el concepto de prondstico, el cual
es de suma importancia pues es uno de los principales objetivos de la construccién de modelos
de series de tiempo. Se explica que el criterio que minimiza la estimacién de un valor futuro es el
error cuadratico medio, y se describe su aplicacién tanto en procesos estacionarios como modelos

ARIMA.

En el cuarto capitulo se implementan en la base de datos los conceptos tedricos que se desar-
rollaron con anterioridad para modelar las series temporales. La primera seccién habla sobre el
proceso de la clasificacion de los estados. Se describe el criterio de regionalizacion, indicando
como fue la busqueda y desglose de la informacién. Después se hace una pequena resena tedrica
sobre el Agrupamiento Jerarquico de Aglomeracion y se aplica a los datos para generar una
clasificacion preliminar; se mencionan los principios y criterios que llevaron a la regionalizacion
final de 9 zonas, lo que se traduce en 18 series temporales. La siguiente seccién estd dedicada a
la aplicacién directa de la metodologia ARIMA a los indicadores. Se explica de forma exhaustiva
la modelacién de ciertas series caracteristicas y representativas, pues la informacion del todo
el modelado es considerablemente grande, por lo que los resultados faltantes se incluyen en los
anexos. En la ultima parte del capitulo se incluyen los resultados los procesos generadores con
las estimaciones de sus pardmetros, y se muestran los prondsticos de todo el anio 2011 de todas
las series.

En la dltima parte de la tesis se dan las conclusiones y consideraciones finales. Se realizan ciertas
comparaciones y se indica cudles fueron las ventajas y desventajas de los modelos. Se prepara el
terreno para un posible trabajo a futuro, con ideas de como se pueden mejorar los modelos.

1.3. Analisis del robo de vehiculos asegurados en la republica
mexicana

Como se menciono con anterioridad, parte de la motivacién de este trabajo estuvo basada en un
proyecto preliminar sobre el comportamiento del robo de vehiculos en la repiblica mexicana. En
esta seccién se hablara de forma breve y concisa de sobre este estudio.

El objetivo de ese trabajo era ver como se comporta el robo mensual de vehiculos asegurados a
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mediano plazo, verificar la presencia de componentes estacionales y usar el modelo para medir
la calidad de los nuevos datos reportados a través de prondsticos de un periodo por delante.

El estudio se realizé con el robo total de vehiculos mensual de la repiiblica mexicana desde el 2000
hasta el 2010, informacién que se pueden ver en la figura 1.1. Los datos fueron proporcionados
por la AMIS, y provenian de una base de datos que recopila mensualmente la informacién de
este delito.

Robo de vehiculos asegurados en la republica mexicana

6000
|

Vehiculos robados

4000

2000 2002 2004 2006 2008 2010

Tiempo

Figura 1.1: Grafica de la serie temporal de los datos del estudio en cuestion.

El analisis de estos datos se realizé empleado la metodologia especifica de los modelos ARIMA,
la cual se verd en detalle en los capitulos siguientes. A continuacién se mencionaran los aspectos
mas relevantes de esta técnica de modelado.

Se identificé un proceso no estacionario con estacionalidad ARIMA(0,1,2)x(1,0,0)12 (este tipo
de modelos se estudiaran en el capitulo siguiente). Parte de la identificacién de este proceso se
realizo al analizar la funciéon de autocorrelacion muestral que se observa en la siguiente figura.

FAC muestral de la lera diferencia del robo mensual de vehiculos

1.0

0.5

FAC muestral

0.0

Rezago

Figura 1.2: Grafica de la funcién de autocorrelacién muestral. Se observa un patrén estacional de 12
meses.

Las estimaciones de los pardmetros se realizaron empleando maxima verosimilitud. En la siguiente
tabla se muestran los resultados.

El modelo propuesto como proceso generador de los datos pasé de forma satisfactoria las pruebas
de diagnéstico a las cuales fue sometido: normalidad, no correlacién de los residuales de forma
individual y grupal, y andlisis de sobreajuste para los parametros.
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Parametros ‘ 04 02 Py
Estimacién | -0.6185 0.2712 0.5451
Error estandar ‘ 0.0906 0.1005 0.0867

Cuadro 1.1: Pardmetros estimados del modelo ARIMA (0, 1,2)z(1,0,0)12 para el robo de vehiculos ase-
gurados en México.

El modelo puede ser usado para evaluar la calidad de nuevos datos. Esto se verificé empleando
los pronésticos de un periodo por delante desde enero de 2009 hasta diciembre de 2010, haciendo
una comparacion con los valores observados. En la grafica de la figura 1.3, se muestran estas
predicciones con su respectivo intervalo de confianza al 95 por ciento, graficando también la
informacién que se tiene en ese periodo. Si se llega a presentar un dato fuera de estos intervalos,
es posible que sea un valor irregular, que debe ser sometido a revisién.

Prondsticos de un periodo hacia delante

a 9
2 3 O Limites del interpalo a
QS 7| © Prondstico 7
5 O Observacién
g 8
g 3
g o
° o |
3 8
=3
=) o
o _|
S
T T T T T
2007 2008 2009 2010 2011
Tiempo

Figura 1.3: Medicién de la calidad de nuevos datos empleando prondsticos de un periodo hacia delante.

Para analizar la calidad de las predicciones del modelo se realizaron prondsticos dentro de un
intervalo temporal para el cual se tienen datos. Partiendo del origen de diciembre del 2008 se
estimaron los prondsticos de hasta 24 periodos hacia delante (figura 1.4). Se observa que durante
el primer ano, las predicciones son aceptables, pero a partir del segundo ano los prondsticos
no son tan buenos; lo anterior se debe a que en un proceso no estacionario la varianza de las
predicciones crece al aumentar la distancia al origen del prondstico, como se observa en los
intervalos de confianza.

Se obtienen las siguientes conclusiones sobre este proyecto:
= El modelo propuesto ARIMA(0, 1,2)x(1,0,0);2 describe de forma adecuada el compor-
tamiento del proceso del robo mensual de vehiculos asegurados en la Reptublica Mexicana.

= La calidad de la base de datos es aceptable y el modelo sirve para evaluarla respecto a las
nuevas observaciones que se vayan agregando.

= Las predicciones dentro del intervalo de un ano por delante son aceptables, por lo que la
estimacién del ntimero de robos acumulada durante el ano puede ser usada como comple-
mento para el calculo de primas de riesgo en el sector asegurador.

Otra conclusion del trabajo fue que si bien se observa que el crecimiento general del delito es
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Prondsticos con origen en diciembre 2008
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Figura 1.4: Observacién de la calidad de los prondsticos dentro de un intervalo temporal para el cual se
tienen datos.

a la alza, resultaba conveniente hacer un andlisis de forma regionalizada para cuantificar de
forma mas precisa el fendmeno, pues se tenia cierto conocimiento de que en algunos estados el
robo no habia crecido, e incluso en otros se presentaba una disminucién del delito. Esto fue una
motivacion y dio pie a este trabajo de tesis. Estos resultados, serdan empleados posteriormente
para hacer ciertas comparaciones con aquellos que resulten de este proyecto.



Capitulo 2

Modelos ARIMA de Series de
Tiempo

2.1. Elementos de Series de Tiempo

2.1.1. Introduccion

Un proceso estocéstico es una familia de variables aleatorias Y (w,t), donde w pertenece a un
espacio muestral {2 y t a un conjunto de indices T'. Para un valor fijo de ¢, Y (w, t) es una variable
aleatoria; para un valor de w dado, Y (w,t) como funcién de ¢, se le conoce como realizacién del
proceso estocastico. La poblacién total que consiste de todas las realizaciones, se le conoce como
ensamble del proceso estocastico. Desde este punto de vista, una serie de tiempo es sdlo una
realizacién de cierto proceso estocéstico.

De igual manera que una variable aleatoria X (w) se identifica simplemente como X, asi la serie
de tiempo Y (w,t), como proceso estocéstico, se identifica como Y (¢) o Y;. Si el proceso toma
valores en los reales se denota como proceso real-valuado; la mayoria de las series con las que
se trabajan toman valores en los reales. Finalmente las realizaciones o series temporales que se
pretenden analizar, pertenecen a un conjunto discreto, esto es el conjunto T al cual pertenece
la variable t corresponde al conjunto de los enteros, por lo que el proceso estocastico se puede
representar como {Y (w,t) = 0,£1,42,...}; por lo regular a la variable ¢ se le identifica con el
tiempo, porque la mayoria de los procesos estocasticos evolucionan temporalmente.

No es posible determinar plenamente la estructura probabilistica de una serie de tiempo dado
que los datos de la serie corresponden a una fraccién de una realizacién que es infinita. Afor-
tunadamente no se necesita trabajar con estas distribuciones, pues mucha de la informacion de
estas distribuciones conjuntas puede ser descrita en términos de sus valores esperados, varianzas
y covarianzas.

Para un proceso con valores reales de la forma {Y(w,t) = 0,£1,42,...} su funcién valor
esperado se define como:
i = E(Y) 2.1)
13
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Esto es, u es el valor esperado del proceso en el tiempo ¢, que generalmente puede ser diferente
para cada valor de t.

La funcion de varianza del proceso es:
o2 = El(Y; - 10)?] (2:2)
La funcion de autocovarianza entre Y; y Y estd dada por:
Vs = Bl(Ye — ) (Vs — ps)] = Cov(Yy, Ys) (2.3)

donde s es también un entero s = 0,+1,£2... . Se observa de las relaciones anteriores (2.2) y
(2.3) que cuando s es igual a t se tiene que 4 = o7.

La funcién de autocorrelacién (ACF por sus siglas en ingles') para Y; y Y se define como:

Pts = \/%2872 = Corr(Ys,Ys) (2.4)
0405
Las autocovarianzas y las autocorrelaciones son medidas de la posible relaciéon de dependencia
(lineal) entre las variables aleatorias. Valores de p; s cerca de £1 indican una fuerte relacién de
dependencia (lineal) y valores cercanos a cero muestran lo contrario. Si p; s = 0 se dice que las
variables aleatorias Y; y Y no estan correlacionadas.

Es facil probar de las definiciones anteriores que se cumplen las siguientes relaciones:

prr =1
Pt,s = Ps,t (2.5)
lpts| <1

2.1.2. Estacionariedad y funcién de autocorrelacion

Para hacer inferencias estadisticas sobre la estructura de un proceso estocéastico usualmente se
deben hacer simplificaciones basadas en suposiciones que hasta cierto punto sean razonables. La
mas importante de las suposiciones es la de estacionariedad. La idea se centra en que las leyes
que gobiernan el comportamiento del proceso no cambian con el tiempo; en un sentido, el proceso
estd estadisticamente en equilibrio. Se manejan cominmente dos tipos de estacionariedad: una
que se denomina fuerte o estricta y otra que se conoce como débil, y que se definen en seguida.

Un proceso Y; se dice que es estrictamente estacionario si la funcién de distribucién conjunta de
Y, .Yy, .., Ys,, es la misma que la funcién de distribucién conjunta de Y3, ,,Y:, ,,....Y;, ., para
todos los posibles valores de los puntos en el tiempo t1,t9,...,t,, v los posibles valores enteros que
puede tomar k'l; es decir, si se cumple la igualdad en distribucién £ de:

FY}ly--~7Yin (1:17 EREX) 1:71) £ FYEI,kqu k (1:17 ceey Jjn) (26)

129

TEn inglés se escribe como autocorrelation function
Dado la variable aleatoria Y3, si k > 0, al valor Yt — k) se le conoce como el valor Y; rezagado en k unidades
de tiempo. Al valor Yi4, se le denota como el valor futuro de Y; en k unidades de tiempo.
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Para cualquier n en el conjunto (¢y,t,...,t,) y cualquier entero k. Las x;, i = 1,2,...,n son
numeros reales.

Si la serie es estrictamente estacionaria se sigue que la distribucién de Y; es la misma que Y;_
para todo t y k; en otras palabras las Y's tienen la misma distribucién debido a que es cuando
n = 1 en la ecuacién 2.6. De lo anterior se sigue que F(Y;) = E(Y;y) para cualquier t y k por
lo que en una serie estrictamente estacionaria la funcién del valor esperado es constante en el
tiempo p; = . Ademads, se cumple que el segundo momento también es constante en el tiempo
por lo que la funcién de varianza es constante en el tiempo o? = ¢ (siempre y cuando la varianza
del proceso sea finita).

Tomando ahora n = 2, en la ecuacion 2.6, la distribucién bivariada de Y; y Y; es la misma que
la de las variables de Y;_i y Y;_g, de donde se sigue que Cov(Y;,Ys) = Cov(Y;_k, Ys_k) para
cualquier t,s y k. Tomando s = k se tiene que:

PYt,S - COU(Y;fv }{9) - CO’U(E—S; }{S—S) - CO’U(}/;—J% }/b)
= COU(YEL Y%—s) = COU(}/(),}/;_t) = (Yba Y]t—s\) = 70,|t—s|

Entonces para un proceso estrictamente estacionario la covarianza entre Y; y Yy sélo depende de
la diferencia en tiempo |t — s].

En un proceso estacionario, se puede simplificar la notaciéon y escribir las funciones de autoco-
varianza y autocorrelacién como:

Ve = E[(Y: — p)(Yier — p)] = Cov(Yy, Yi_y) (2.7)
pr = & = Corr(Y,, Yi_p) (2.8)
Y0

Las relaciones de la ecuacién 2.5 quedan ahora como:

po=1
Pk = P—k (2.9)
o] <1

Existe otra definicién similar a la estacionariedad estricta, pero matematicamente mas débil,
pues ya no se pide que las distribuciones conjuntas de Y;,,Y:,,...,Y;, yde Yy, ., Yy, ., Y,
sean iguales.

Un proceso Y; es estacionario débil (o estacionario de segundo orden) si se cumplen dos cosas:
que la media y la varianza existan y que sean constantes en el tiempo (u; = pu y o2 = 0?), y que
la autocovarianza y la autocorrelaciéon dependan sélo de la diferencia en tiempo (v; y pi)-

Otro nombre con que se le conoce a la estacionaridad débil es estacionaridad en covarianza.
En el andlisis de las series de tiempo generalmente se toma sélo en consideracion la estacionaridad
débil, pues permite considerar mas procesos que el s6lo tomar la estacionaridad estricta. Hay
que destacar que si el proceso es Gaussiano ' se puede mostrar que las dos definiciones de

HIUn proceso estocdstico se dice que es Gaussiano o normal si la distribucién de probabilidad conjunta es normal.
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estacionaridad coinciden. A partir de aqui, cuando se hable de la estacionaridad de un proceso
se referird solamente a la estacionaridad en covarianza.

2.1.3. Funcion de Autocorrelacién Parcial

La funcién de autocorrelacién (dada por la ecuacién 2.8) es muy util para investigar algunas
caracteristicas de los procesos estacionarios. Pero ademas de esta funcidn, existe otra relacion
que es también bastante 1til para estudiar los procesos.

La funcién de autocorrelacién parcial (PACF'Y por sus siglas en inglés) se define como la cor-
relacion entre Y; y Y;_j una vez que el efecto lineal de las variables intermedias Y;—1, Y;—o, ..., Y:_x11
se han removido. Matematicamente se expresa como:

¢k,k — Corr(}/t)}/t—k‘n/tflan*Qa "'a}/;f—k‘-i-l) (210)

Se puede plantear la ecuaciéon 2.10 desde otro punto de vista. Considere predecir Y; basado
en una funcién lineal que depende de las variables Y;_1, Yi—2, ..., Yi_g+1, esto es, Vi = B1Y;1 +
B2Yi—o, +...4+ Br_1Y:_r+1 donde las betas se seleccionan para minimizar el error cuadratico medio
de la prediccién. Si asumimos que las betas han sido escogidas, entonces al pensar en el pasado,
se sigue por la estacionariedad que el mejor predictor de Y;_; basado en las mismas variables
Yi1, Y0, Y pr1es Y= 01Yio1+02Yi—o, +... + Bk—1Yi—k+1. La funcién de autocorrelacion
parcial para el rezago k, se define entonces como la correlacién entre los errores de prediccién de
Y: v Yi_k, esto es:

¢k, = Corr(Y, — predictor,Y;_y, — predictor) = Corr(Y; — Ye,Yip — Yt_k)
= Corr(Y; — (B1Ye-1 + oo + Be—1Yik41), Yiere — (BrYeo1 + oo + Be1Yicit1))

Obtener una expresion clara y general para cualquier valor k£ a partir de las relacién anterior
puede ser un poco complicado. Los interesados pueden revisar el desarrollo en Wie[7].

Finalmente existe otra forma de derivar la funciéon de autocorrelacion parcial que refleja de forma
mas clara como calcular explicitamente los valores de ¢y para cualquier valor de k. Considérese
un modelo de regresién donde la variable dependiente Y; (que sigue un proceso estacionario Y;
con media cero y varianza 7y) se pone en funcién de k variables de rezago Y;_1,Y;_o, ..., Yi_k, €s
decir:

Yi = oY1+ dr2Ys o+ ..+ O Yip + et (2.11)

donde ¢; denota el pardmetro ¢ de la regresion y e; es un término de error que tiene media cero
y no esté correlacionado con Y;_1,Y; o, ..., Y;_r. Al multiplicar ambos lados de la expresién 2.11
por Y;_; y calcular el valor esperado se obtiene:

Vi = Pk1Vj—1 + Pr2Vj—2 + oo+ OrkVj—k (2.12)

VProviene de partial autocorrelation function
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donde E(Y;—;Y;—;) = vj—i ya que se ha supuesto que el proceso tiene media cero y E(e;Y;—;) =0
pues como se dijo el error no esté correlacionado con el proceso. Al dividir entre la varianza del
proceso g se tiene la siguiente ecuacion:

Pj = Ok1pj—1 + Gr2pj—2 + ... + Grrpi—k (2.13)

Aplicando esta relacion a los valores de j = 1,2, ..., k se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
P1 = Pr1p0 + Pr2p1 + oo + PkkPr—1
p2 = dk1p1 + Pr2po + - + Pkkpr—2
Pk = Pk1Pk—1 + Pk2pPr—2 + ... + Grkpo

Donde se han usado las propiedades de la funcién de autocorrelacién (ecuacién 2.9). Resolviendo
el sistema usando a regla de Cramer se obtiene que:

1 p1 p2 e pr—2 1
p1 1 pPL - PE—2 Pk-3
Pk—1 Pk—2 Pk—3 - P1 1
ik = (2.14)
1 pL P2 e PE—2  Pk-1
p1 1 pPL o PE—2  Pk—2
Pk—1 Pk—2 Pk—3 - Pl 1

2.1.4. Estimacion de la media y de las funciones de autocovarianza, autocor-
relacién y autocorrelacion parcial

Una serie de tiempo estacionaria se puede caracterizar por su media y, su varianza o2, sus auto-

correlaciones v, v sus autocorrelaciones parciales ¢x. Los valores exactos del proceso se podrian
calcular si se conocieran todas las realizaciones posibles del ensamble; o podrian ser estimados
si varias realizaciones independientes estuvieran a la mano. En la mayoria de las aplicaciones no
es facil tienes varias realizaciones del proceso, generalmente se cuenta con una solo realizacion.
Sin embargo, existe una alternativa para los procesos estacionarios: remplazar los promedios del
ensamble por promedios en el tiempo. Bajo ciertas condiciones, y con buenas propiedades es-
tadisticas, se pueden estimar la media, la varianza, y la funciones de autocorrelacién empleando
promedios temporales.

Estimacion de la media

Al contar con una sola realizacion Y7, Y5, ..., Y,el estimador que aparece de forma natural para
estimar la media de un proceso estacionario es la media muestral definida como:

_ 1 &
Y:—E Y; (2.15)
n
i=1
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Definido de esta forma el estimador es insesgado, pues se cumple que E(Y) = p. Ademds Y es
un estimador consistente para la media p pues al calcular la varianza:

Var(V) = 5 33" Cou%, ) = 5373 piy

t=1 s=1 t=1 s=1
- n—1 0 n—1 V{J|
) Z (1—|k’)0k=g Z ( —?)Pk
k=—(n—1) k=—(n—1)

se ve que cuando n — 00, la Var(Y) — 0. De esta forma se ve que la media muestral Y posee
buenas propiedades estadisticas.

Estimacién de la autocovarianza

Partiendo de un proceso estacionario, se busca estimar las autocovarianzas 7, para distintos
valores de k. La forma natural de hacerlo es calcular la covarianza muestral entre pares separados
k unidades de tiempo, esto es, entre (Y7, Y11x), (Y2, Yoik), ..., (Y, Ypik). Sin embargo, tomando
en cuenta que el proceso es estacionario, por lo que posee una media y varianza comun, se tiene el
siguiente estadistico que estima la funcién de autocovarianza, y que se le conoce como la funcién
de autocovarianza muestral:
n ~ ~
==Y Vi-Y)(Yig—Y)) (2.16)
t=k+1

Se puede ver en Wie[7] que al calcular el valor esperado de 7 se obtiene:

NN k n—k
E(r) == Ve

Var(Y) (2.17)

n

De la relacién anterior se observa que el estimador 43 no es insesgado para cualquier valor de k.
Sin embargo, cuando n — o0, el sesgo tiende a cero, por lo que 43 es insesgado asintéticamente.

El célculo de la varianza del estimador 4, puede resultar complicado para un proceso estacionario
en general. Sin embargo, si el proceso {Y; } es gaussiano se puede obtener la siguiente aproximacién
de acuerdo a Bartlett[8]:

[e.e]

v 1
Var() = > (7 = virkvion) (2.18)

Estimacion de la autocorrelacion

Una vez estimada la autocovarianza del proceso estacionario, se puede obtener un estimador de
la funcién de autocorrelacion pg, al dividir el estimador 4 entre el estimador de la varianza del
proceso g, que se obtiene de la relacién 2.16 al hacer k = 0:

n

Ao = %Z(Yt -Y)? (2.19)
t=1

De esta forma, el estimador de la funcién de autocorrelacion py es:

5 S (V- )i = ¥)
Y (V-1

(2.20)
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A pg, se le conoce como la funcién de autocorrelacion muestral, y también se denotara como como
1. La grafica de la autocorrelacién muestral contra el rezago k, se le conoce como correlograma.

Para un proceso en general {Y;}, por la definicién py las propiedades de este estadistico no son
faciles de obtener, ni siquiera su valor esperado. Se tiene de nueva cuenta que considerar una
aproximacién cuando el proceso estacionario es Gaussiano. En este caso, Bartlett[8] mostré que
la covarianza entre py y pr4; para k >0y k+ j > 0 estd dada por:

oo

1
- > (pipivi + PitkriPick — 20kPiPi—k—j — 2Pkt PiPi—k T 20kPk4iP7) (2.21)

1=—00

o~

Cov(pr, Pr+j)

Ademas se cumple que cuando n es grande, g se distribuye aproximadamente normal con media
Pk, y varianza dada por:

o

N
Var(pr) = — > (0} + piskpick — Aprpipi-k + 2007 (2.22)

1=—00
Estimacion de la autocorrelacién parcial
Al obtener la funcién de autocorrelacién muestral pi , la funcién de autocorelacién parcial mues-
tral ¢, se puede obtener al sustituir p; por p; en la ecuacién 2.14. Sin embargo, este proceso
involucra el calculo de determinantes, lo que puede resultar un poco complicado. De forma al-

ternativa, Durbin[9] desarrollo un método recursivo para calcular ¢y empezando con ¢gp = p1.
Las ecuaciones recursivas son las siguientes:

~ k n ~

Pk+1 — Zj:l ¢kjpk+1—j
1 — ¢wjpj

Oki1j = Pk — Okl ki1 Pk ht1j (2.24)

Para j = 1,2,..., k. El método es valido también para calcular la funciéon de autocorrelacién ¢y
con las respectivas funciones de autocorrelacién p;.

(2.23)

Pkt1kt+1 =

2.1.5. Procesos de ruido blanco

Un ejemplo importante de un proceso estacionario es el llamado proceso de ruido blanco , que
es una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas e;. Para el
ruido blanco se tiene que su media y su varianza son constantes E(e;) = 0y Var(e;) = o2.

Ademads su funcién de autocovarianza es:

o2 k= 0;
Yk = (2.25)
0 k#0

La de autocorrelacion queda:

1 k=0
Pk—{o k0 (2.26)
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Finalmente la funcién de autocorrelacién parcial es:

1 k=
Ork = (2.27)
Aunque en la practica estos procesos casi no ocurren, su importancia radica en el hecho de que
juega un rol importante para construir otros procesos en el analisis de series de tiempo.

Un proceso de ruido blanco se dice que es Gaussiano, si la funcion de distribucién conjunta del
proceso es normal.

2.2. Modelos de series de tiempo estacionarios

Los modelos autoregresivos de promedios méviles (ARMA por sus siglas en inglés") son ampli-
amente manejados para describir el comportamiento de las series de tiempo estacionarias; estos
modelos son sumamente utiles en el modelado de procesos en el mundo real.

2.2.1. Principales representaciones de las series de tiempo

Para introducir los modelos ARMA, se comienza con el estudio de los modelos de promedios
moéviles (MA por sus siglas en inglésV!) y luego con los modelos autoregresivos (AR por el
idioma inglésV!!) que son dos representaciones muy titiles para expresar las series de tiempo.

La primera representacion de Y; es una combinacién lineal ponderada de términos presentes y
pasados de un proceso de ruido blanco e;:

Yi =e +pre1 +Poepa+ ... (2.28)

La representacion anterior se conoce como proceso lineal general o proceso de promedios
maoviles.

Para este modelo, se pueden calcular la media, la varianza, la funcién de autocovarianza y la
funcién de autocorrelacién del proceso lineal general, considerando las propiedades del ruido
blanco; al hacerlo se obtienen los siguientes resultados:

E(Y;) =0 (2.29)
Var(Y;) =02 Y 47 (2.30)
=0
Ve =00 Yithiy (2.31)
=0

V Autoregressive Moving Average
VI Proviene de moving average
VI En inglés se denota por Autoregressive
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o = Z?igowi%b;—kk

> im0 ¥;
Para que Y; sea una serie estacionaria se debe satisfacer que Var(Y;) < oo y que vy, < oo, para
ello se debe cumplir que la suma cuadrada infinita de los pesos no diverja, es decir > >° @ZJZ-Q < 00

(donde 99 = 1, es el coeficiente de e;). Si Var(Y;) < oo, se sigue que vy, < 00, como se observa
en la siguiente relacién:

(2.32)

o0
el = |B(Y:, Yir)| < [Var(Y)Var(Yie)]'? = 02 Y w7 (2.33)
=0
Entonces la tdnica consideraciéon para que Y; sea estacionaria es que la varianza del proceso
esté acotada.

Existe una forma reducida de escribir la expresion del proceso lineal general 2.28. Esto se logra
usando el operador de retraso denotado por la letra B, el cual opera sobre sobre el indice del
tiempo generando el retraso de una unidad de tiempo:

BY, = Y,_, (2.34)

Empleando el operador de retraso B, la forma compacta del proceso de promedios méviles es:
i .
Y= iBle, = 1)(B)e (2.35)
i=0

donde Y %, B" = ¢(B)

La segunda representacion de la serie de tiempo es una combinacién lineal de sus valores pasados
Y 1,Y: 2, Y: 3,... mas un término de ruido blanco e;:

Yi=mYi 1 +mYi o+ -+ e (2.36)

Esta representacién se conoce como proceso autoregresivo, pues como se observa, es una
regresion sobre la misma variable Y;. Usando el operador de retraso, el proceso autoregresivo se
puede escribir en forma compacta:

(1= mBYY, = n(B)Y; = e (237
1=0

donde m(B) =1— >, mB".

Si se cumple que la suma del valor absoluto de los pesos esta acotada, es decir 1+ 22 |m;| < oo,
entonces un proceso autoregresivo se puede escribir como un proceso de promedios moéviles al

despejar Y; en la relacion 2.37:
1

(B)

Si se cumple lo anterior, entonces se dice que el proceso autoregresivo es tnvertible.

Y, = et = ¢(B)e (2.38)

Para que el proceso de promedios méviles que resulta de un proceso autoregresivo invertible sea
estacionario, es decir que se satisfaga que > 2, wiz < 00, se debe de cumplir que las raices del
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polinomio de retraso m(B) como funcién de B, estén fuera del circulo unitario. Esto es, si ¢ es
una raiz de la expresién 7w(B) = 0, entonces se debe cumplir que ||§|]2 > 1. Hay que tener en
cuenta que las raices de polinomio pueden ser valores reales o complejos.

Por otro lado,si se tiene un proceso de promedios méviles estacionario, se puede invertir y generar
un proceso autoregresivo:

1
¥(B)
Para que la expresiéon anterior tenga sentido matematico, se debe cumplir ahora que las raices

de 1 (B)como funcién de B, estén fuera del circulo unitario. De esta forma, se observa que existe
una estrecha relacién entre los procesos de promedios moviles y los procesos autoregresivos.

e = —=Y; = n(B)Y; (2.39)

Si bien, estas representaciones son utiles para modelar las series de tiempo, en la practica no son
empleadas pues contienen una infinidad de pardmetros, que es imposible estimar de un nimero
finito de observaciones. En vez de ello, se construyen modelos con un nimero finito de parametros.

2.2.2. Procesos de promedios Moédviles

Dentro de los procesos de promedios méviles, si sélo un ntmero finito ¢ de pesos v son distintos
de cero se tiene un proceso de promedios moviles de orden g:

th = €t — (91615_1 — 9261&—2 — . 9qet_q (2.40)

Se observa que Y = —01, 12 = —0a,..., Yy = =0, y Y1, = 0 para k > q. Este proceso se abrevia
como MA(g). Usando el polinomio de retraso 0,(B) = (1 — 1B — 6, B* — ... — ,B%), el modelo
se puede escribir como:

Y; = 04(B)e; (2.41)

Como se tiene un nimero finito de pardmetros este proceso es estacionario. Ademas, si las raices
del polinomio §,(B) estan fuera del circulo unitario, entonces el proceso es invertible. Estos
modelos son ttiles para describir fenémenos donde los eventos producen efectos inmediatos que
sb6lo perduran un periodo breve de tiempo. Para especificar algunas propiedades del proceso
MA(q), se verd un caso especial: el proceso MA(1).

Proceso de promedios Moviles de primer orden

El modelo MA(1) esta dado por:
Y;g = €t — 91673_1 = (1 — HlB)et (2.42)

donde e; es un proceso de ruido blanco con varianza o2. El polinomio de retraso en este caso
es 01(B) = (1 — 0;B). Como sdlo se tiene un peso 61, el proceso es estacionario. Para que sea
invertible, las raices de 61(B) deben estar fuera del circulo unitario. En este caso, la raiz es
B =1/64, por lo que se tiene que cumplir que |0;| < 1 para tener la propiedad de invertibilidad.

Claramente se tiene que la media es cero E(Y;) = 0 y que la varianza es Var(V;) = o2(1 + 6?).
Al calcular la covarianza para un rezago se tiene que:

Cov(Yy,Yi—1) = Cov(ep — O1e4—1, 611 — O1e4—9) = Cov(—b1e4-1,€1-1) = —9103
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Y para dos rezagos:
Cov(Yy, Yi—2) = Cov(e; — bher—1,61-2 — O1e-3) =0

En general se cumple Cov (Y3, Yt — k)) = 0 para k > 2, por lo que el proceso no tiene correlacién
mas alla del primer rezago.

En resumen, la funcién de autocovarianza para el modelo MA(1) es:

o2(1+6%) k=0
=4 —bio? k=1 (2.43)
0 k>2

Por lo que la funcién de autocorrelacién queda como:

= k=1
pk:{ 1+00% s (2.44)

Se tiene pues, un solo valor para k = 1, que puede ser positivo o negativo dependiendo del signo
del parametro 6.

La funcién de autocorrelacién parcial del proceso MA(1) se encuentra sustituyendo los valores
de pi de la ecuacion anterior en la relaciéon que se dedujo para encontrar los valores de ¢rk en
términos de py (2.14). Sustituyendo se puede ver que:

=6 =616}
¢11—P1—1+9%— =6l
o BB g0}
L—pt 1+674+67  1-6]
En general se obtiene:
—05(1 — 67)
Pkk = — =51+ (2.45)
1 9?(k+1)

Para valores de £ > 1. A diferencia de la funcién de autocorrelacién que se corta después del
primer rezago, la funcién de autocorrelacién parcial tiene un decaimiento exponencial pues se
cumple que |6;]| < 1 por la invertibilidad.

Proceso de promedios Méviles de orden ¢

Para el proceso general de orden ¢, Y; = e; —01e;—1 —b02e;—2—... —04e;—4, a través de calculos simi-
lares a los que se realizaron para el proceso MA(1), se puede obtener la funcién de autocovarianza
y autocorrelacién:

(146 +63+..402)02 k=0
Ve =4 (—0p + 010511 + ... + 9q0q_k)a§ k=1,2,...,q (2.46)
0 k>q

(1+03+63+...4+62) (2'47)

(_9k+9191€+1+---+9q6q—k) k=1.2.... q
Pk =
k>gq
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Con los valores de la funcién de autocorrelacion, se pueden encontrar los valores de la funcion
de autocorrelacion parcial a través de la ecuacién 2.14. Encontrar una expresion explicita como
ocurrié en el proceso MA(1) puede resultar complicado; lo importante en la practica es conocer
el comportamiento cualitativo de la funciéon de autocorrelaciéon parcial. En general la funcién de
autocorrelacién posee un decaimiento exponencial como ocurri6 en el proceso MA(1), si las raices
del polinomio 0,(B) = (1 — 61 B — 05B* — ... — §,B9) son reales. En el caso de que existan raices
complejas, el comportamiento es una mezcla de decaimiento exponencial con amortiguamiento
senoidal.

2.2.3. Procesos autoregresivos

Cuando en un proceso autoregresivo, sélo un nimero finito de pesos 7 son distintos de cero, se
tiene un proceso autoregresivo de orden p:

Yi=dYia+o2Yiot+ -+ Y p e (2.48)
donde 7 = ¢1, M2 = ¢2,..., T, = ¢p y T, = 0 para k > p. Este proceso se conoce como AR(p).
Empleando el polinomio de retraso ¢,(B) = (1 — ¢1B — ¢poB% — ... — ¢,,BP), el proceso se puede
escribir como:

op(B)Y: = €1 (2.49)

Al tener un numero finito de pardmetros el proceso es invertible. Para que el proceso sea esta-
cionario, las raices del polinomio ¢,(B) deben estar fuera del circulo unitario. Estos modelos son
utiles para describir situaciones en las que el valor presente depende de los valores pasados més
un término de error. Al igual que ocurrié con los procesos de promedios méviles, para tener pre-
sente algunas de las propiedades de los procesos AR(p), se verd primero el modelo autoregresivo
més simple: el proceso AR(1).

Proceso Autoregresivo de primer orden

El proceso AR(1) esta dado por:
Yi=¢1Yi 1+ e (2.50)

que puede ser escrito como:
Yi—1Yioi=(1-¢1B)Y, =¢

donde e; es un proceso de ruido blanco con varianza 2. El polinomio de retraso para este
modelo es ¢1(B) = (1 — ¢1B). Al contar sélo un peso ¢1, el proceso es invertible. Para que sea
estacionario, las raices de ¢(B) deben encontrarse fuera del circulo unitario. Este polinomio sélo
cuenta con una raiz, que es B = 1/¢1; entonces se tiene que cumplir que |¢1| < 1 para que el
proceso sea estacionario.

Como ocurrié en el proceso MA(1), la media del modelo AR(1) es cero E(Y;) = 0. La varianza
se calcula al aplicar el operador en ambos lados de la ecuacién 2.50, obteniéndose:

Var(Y;) = ¢2Var(Yi_1) + o2

Al ser el proceso estacionario Var(Y;) = Var(Y;—1), por lo que se llega a:

o2

E (2.51)

Var(}/lf) = 1— (ZS%
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Para encontrar la funcién de autocovarianza se multiplica ambos lados de la ecuacién 2.50 por
Y k(k=1,2,3,...) y se toma el valor esperado:

E(YYi i) = E(¢1Yi 1Yk +etYip) = 01 E(Yi1Yig) + E(etYi—)

Como se ha supuesto que el proceso es estacionario y con media cero entonces E(Y;Y;_r) =Y ¥
E(Yi—1Yi—r) = Yk—1. Ademsds el término de ruido blanco e; es independiente de Y;_ por lo que
E(e;Y;—k) = 0. De esta forma se obtiene:

Ve = P1Yk—1 para k=1,2,3, ... (2.52)

Como vy = Var(Y;), la funcién de autocovarianza queda en general:

ryk:(p'f% para k =1,2,3,... (2.53)
1— o7

Asi, la funcién de autocorrelacion estd dada por:
P = ¢]f para k =1,2,3, ... (2.54)

Como se cumple que |¢1| < 1 para que el proceso sea estacionario, entonces la funcién de
autocorrelacién decae exponencialmente.

Como pi = qb’f , el determinante que esta en el numerador en la ecuacién 2.14 se hace cero para
todos los valores de k > 2 . El Unico valor que sobrevive es ¢11 = p1 = ¢1. En resumen, la funcién

de autocorrelacién parcial es:
pr=¢1 k=1
_ 2.55
Pk { 0 k> 9 (2.55)

Al igual que la funcién de autocorrelacién para el proceso MA(1), la funcién de autocorrelacién
parcial del proceso AR(1) tiene sélo un valor para k = 1, que es positivo o negativo dependiendo
del signo del parametro ¢.

Es importante resaltar que existe cierta dualidad en el comportamiento de la funciones de au-
tocorrelacion y autocorrelacion parcial de los procesos MA(1) y AR(1). Como se menciond, la
funcién de autocorrelacién del proceso MA(1) se corta después del rezago 1, comportamiento que
comparte con la funcién de autocorrelacién parcial del modelo AR(1). Por otro lado, la funcién
de autocorrelacién parcial del proceso MA(1) tiene un decaimiento exponencial, lo que ocurre
también con la funcién de autocorrelacién del modelo AR(1). Este comportamiento se extiende
para modelos mas generales, como se vera a continuacién.

Proceso Autoregresivo de orden p

Para calcular la funcién de autocovarianza en el proceso autoregresivo general de orden p, ¥; =
D1Yi—1+@2Yi_o+...+¢pY;_p+ey, se realiza un proceso similar al que se hizo en el modelo AR(1):
se multiplica ambos lados de ecuacion 2.48 por Y;_j y se toma el valor esperado. Se obtiene la
siguiente relacion:

Ve = P1Vk—1+ P22+ + Fpe—p k>0 (2.56)

Por lo tanto, se tiene la siguiente relacién recursiva para la funcién de autocorrelacién:

Pk = P1Ppk—1 + G2pp—2+ -+ Pppr—p k>0 (2.57)
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La ecuacion anterior se puede ver como una ecuacién en diferencias homogénea:

pr— Q1pk—1 =+ — bpph—p = (1 = 91 B — ... — 9, B* P)p = ¢,(B) i (2.58)

El comportamiento de la solucién de una ecuacién en diferencias homogénea estd determinado
por las raices del polinomio de retraso ¢,(B). Si las raices del polinomio son reales, se tiene py
exhibe un decaimiento exponencial. Si existen raices complejas, ademds del decaimiento expo-
nencial, la solucién presenta un amortiguamiento senoidal. La funcién de autocorrelacion parcial
de los modelos MA tiene un comportamiento muy parecido, por lo que se observa la dualidad
mencionada entre la funcién de autocorrelacién de los modelos AR y la funcién de autocorrelacién
parcial de los modelos MA.

De nueva cuenta, para encontrar los valores de la funcién de autocorrelacion parcial, se emplea
la ecuacion 2.14, sustituyendo los valores de la funcién de autocorrelacion. Al tener una ecuacién
recursiva para pg, se cumple que cuando k > p, la dltima columna del determinante que esta en
el numerador de ¢k, puede ser escrita como una combinacion lineal de columnas previas, por
lo que el determinante es igual a cero, y la funcién de autocorrelacién parcial se corta después
del rezago p. Este comportamiento es similar a la funcién de autocorrelacién de los modelo MA,
observandose de nueva cuenta la dualidad existente entre ¢y de los modelos AR y pi de los
modelos MA.

2.2.4. Procesos autoregresivos de promedios médviles

Se pueden combinar los modelos de promedios méviles MA con los modelos autoregresivos AR
como una extensién natural para formar modelos més generales de series de tiempo: los llamados
procesos autoregresivos de promedios méviles ARMA. Si la serie Y; sigue un modelo ARMA(p, q),
entonces cumple la siguiente relacién:

Yi=01Yi 1+ @Yo+ -+ oY +ep —O1ep_1 —Oaep_o — ... — 044 (2.59)
Usando los polinomios de retraso se tiene de forma equivalente la ecuacion:
op(B)Yy = 04(B)er (2.60)

Para que el proceso sea estacionario se requiere que las raices del polinomio ¢,(B) = 0 estén
fuera del circulo unitario. Si esto se cumple, el proceso se puede escribir tinicamente con términos
de promedios méviles:

Y, = ¢(B)ey (2.61)
donde: 6,(B)
B =5 (2.62)

La invertibilidad se logra si las raices del polinomio 6,(B) = 0 residen en el exterior del circulo
unitario. En este caso el ruido blanco se puede representar solamente con términos autoregresivos:

et = m(B)Y; (2.63)

donde:
7(B) = (2.64)
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Como ocurrié con los modelos MA y AR, se introduce primero el modelo més sencillo ARMA(1, 1),
para después generalizar sus propiedades para procesos de mayor orden.

Proceso autoregresivo de promedios mdéviles de primer orden
El proceso ARMA(1, 1) se expresa como:

Yi=¢1Yi 1 +ep —Orep1 (2.65)
el cual puede ser escrito como:

(1- éiB)Y; = (1 - 1 B)e, (2.66)

Para que el proceso sea estacionario se debe cumplir que |¢1| < 1, y para que sea invertible se
necesita que |61] < 1.

Para obtener la funcién de autocorrelacién se debe notar primero que:

E(eY;) = E(er(1Yio1 + €1 — O1e4-1)) = af (2.67)

y que:
E(ei—1Y;) = E(er—1(01Yi—1 + er — O1e1-1)) = ¢1E(ei—1Yi—1) — 01 E(et—1€4-1) (2.68)
= ¢107 — 0107 = (¢1 — 61)07 (2.69)

COMO LE HAGO PARA NUMERAR SOLO UNA RELACION

Ahora bien, al multiplicar la ecuacién 2.65 por Y;_j v calcular el valor esperado se obtiene:
Yo = ¢17%—1 + E(etYix) — 01E(er-1Yi 1) (2.70)

Al usar las relaciones 2.67 y 2.68 se obtiene la funcién de autocovarianza:

o1+ (1 —01(p1 —61))of k=0
Yk = 4 $170 — bho? k=1 (2.71)
G1Vk—1 E>1

Al sustituir el valor de 1 en la expresion de 7 se pueden simplificar las relaciones para sélo
tener los pardmetros ¢, 01 y o2. Finalmente, al dividir entre 7, se obtiene la funcién de auto-

correlacion:
(¢1—912)(1—¢191) E—=1
Pk = { 1+91—2¢101 (272)

P1pK—1 k>1

De la ecuacién anterior se observa que la funcién de autocorrelacién combina caracteristicas
de los procesos MA(1) y AR(1), pues en k& = 1 el pardmetro #; es necesario para realizar los
calculos (cémo ocurre en el modelo MA(1)), pero para k > 1 la funcién de autocorrelacién decae
exponencialmente (caracteristica del proceso AR(1)).

La funcién de autocorrelacion parcial resulta en una expresion muy complicada, y es preferible no
hacer todo el desarrollo (por cuestiones de espacio). Lo importante es conocer su comportamiento
cualitativo, el cual es similar al de la funciéon de autocorrelacion. De igual manera, existe una
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mezcla de los procesos AR(1) y MA(1), sélo que ahora el decaimiento para k > 1 se debe a las
caracteristicas del modelo MA(1).

Proceso autoregresivo de promedios moviles de orden (p,q)

Para el proceso general de orden (p, q), célculos similares a los que se realizaron para el modelo
ARMA(1,1) se aplican para calcular la funcién de autocovarianza; se obtiene la siguiente relacion:

Ve = O1Vk—1 + - + PpYh—p para k> (q+1) (2.73)

Al dividir entre g se obtiene la expresién para ACF:

Pk = P1pk—1+ -+ Gppr—p para k> (q+1) (2.74)

La ecuacién anterior se puede ver como una ecuacién homogénea en diferencias (como ocurrié en
el proceso AR(p), ecuacién 2.58), por lo que después del rezago ¢ la funcién de autocorrelacién
tiene un comportamiento similar al del modelo AR(p). Las primeras ¢ correlaciones tienen una
dependencia de los parametros autoregresivos y de promedios méviles, como ocurrié en la ACF
del proceso ARMA(1,1).

En analogia con la funcién de autocorrelacién parcial del proceso ARMA(1,1), los primeros p
valores dependen de los pardmetros de los procesos MA(q) y AR(p), pero después del rezago p
la PACF tiene un comportamiento como en el proceso MA(q).

2.3. Modelos de series de tiempo no estacionarios

Hasta el momento, sélo se han analizado modelos de series de tiempo con estacionariedad
en covarianza. Sin embargo, muchos procesos generan series que no son estacionarias. La no-
estacionariedad se puede deber a que la media j; o la varianza o? de la serie cambian con el
tiempo.

Los modelos que se discutiran en esta seccién, son aquellos que provienen de procesos que no son
estacionarios en media, los cuales a través de una transformacién se vuelven estacionarios en el
sentido débil.

2.3.1. No estacionariedad en media

Cuando la media del proceso cambia con el tiempo, se pueden generar dos tipos de modelos para
describir esta dependencia temporal.

Si el proceso posee una tendencia que se cree que no cambiara en el tiempo, es decir, que es in-
trinseca del fenémeno y que perdurara en el futuro, se pueden considerar funciones deterministas
para generar un modelo. Este enfoque consiste basicamente en generar modelos de regresién lin-
eal. El tipo de funcién que se propone depende de la tendencia del fenémeno; se puede proponer
dependencia lineal, polinomial, senoidal, entre otras. Los pardametros de las funciones se estiman
a través de minimos cuadrados ordinarios (sin duda una de las técnicas estadisticas méas usadas).
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Existen muchas series temporales donde no es evidente que el proceso seguird una tendencia
determinista que no cambiard en el tiempo. Por ejemplo puede darse el caso de que una serie
presente una tendencia creciente en ciertos intervalos temporales pero una tendencia decreciente
en otros, por lo que ajustar una funciéon determinista no es posible. En estas situaciones se dice
que el proceso posee una tendencia estocdstica. Como ejemplo se tiene una caminata aleatoria
dada por la siguiente ecuacién:

Yi=Y1+e (2.75)

Se pueden hacer simulaciones de este proceso y se observaria la tendencia estocdstica, pues el
nivel de la media a cada tiempo estd dado por:

Ht = Y;,1 (276)

Es posible modelar la tendencia estocastica, siempre y cuando el proceso posea una no esta-
cionariedad homogénea la cual de acuerdo a Box y Jenkins [4] es aquella que se presenta cuando
las diferentes partes de las series se comportan de forma muy similar excepto por su diferencia en
los niveles locales de la media. El término homogéneo hace referencia a que el comportamiento
local es igual sin importar el nivel, por lo que si U(B) representa el operador que describe este
comportamiento homogéneo, quiere decir que se puede aplicar en la serie y debe obtenerse el
mismo valor sin importar el nivel de la media, esto es:

U(B)(Y: +C) = ¥(B)(Y1) (2.77)

Para cualquier constante C. La ecuacién anterior implica que el operador ¥(B) debe ser de la
forma:
¥(B) = 6(B)(1 - B’ (2.78)

para algin d entero mayor a cero, donde ¢(B) es el operador autoregresivo. De esta forma,
un proceso no estacionario homogéneo puede ser reducido a una serie estacionaria aplicando la
respectiva diferencia en la serie; es decir el proceso Y; es no estacionario homogéneo, pero la serie
con diferencia W; = (1 — B)?Y; para alguna d > 1 es estacionaria.

2.3.2. Procesos autoregresivos integrados de promedios modviles

Una serie de tiempo que no es estacionaria en el sentido homogéneo puede ser reducida a una
serie estacionaria a través de una transformacién de diferencia. Una serie Y; sigue un proceso
autoregresivo integrado de promedios méviles (ARIMA V! por sus siglas en inglés) si la diferencia
d de la serie {W; = (1 — B)?Y;} es un proceso estacionario ARMA. Si la serie estacionaria W;
estd descrita por un modelo ARMA (p, q), entonces se dice que Y; es un proceso ARIMA(p, d, q).
En notacién de polinomios de retraso el modelo ARIMA(p, d, q) es:

¢p(1— B)'Y; = 0,(B)e; (2.79)

donde ¢,(B) es el operador AR de la estacionalidad y 6,(B) el operador MA de la invertibilidad,
con raices diferentes. Si el proceso no contiene términos autoregresivos (p = 0), el modelo se
conoce como integrado de promedios méviles y se denota como IMA(d, ¢q). Por otro lado, sino

VI futoregressive Integrated Moving Average Models
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contiene términos de promedios méviles (¢ = 0) el modelo se llama autoregresivo integrado y se
abrevia como ARI(p, d).

Existe una forma alternativa de escribir el modelo ARIMA (p,d, q) que es bastante ttil en cues-
tiones de prediccién, ya que facilita los calculos de los pronésticos'™. Se ejemplificara con el caso
més sencillo d = 1, es decir, con un modelo ARIMA(p, 1,q). En este caso {W; = (1 — B)Y; =
Y; — Yi—1} sigue un proceso ARMA(p, q), por lo que se puede escribir como:

Wi=oitWia+ -+ opWip + e — breg—1 — ... —Ogei—4 (2.80)
Al sustituir los valores de W; con los datos de la serie Y;:
Vi =Y =01(Yie1 —Yio)+ -+ dp(Yiep = Yip—1) + et —O1e4—1 — ... —Oges—q  (2.81)
Al reescribir la serie se obtiene:
Yi=1-¢1)Yic1+(d2—01)Yio+- -+ (dp—p-1)Yip—Yip_1+es—0O1es1—...—Oge—4 (2.82)

La dltima expresién se conoce como la ecuaciéon en diferencias del modelo, y aunque aparenta
ser un modelo ARMA(p+ 1, q), el polinomio caracteristico tiene una raiz igual a uno, por lo que
el modelo no es estacionario, como efectivamente se sabia de antemano.

2.3.3. Términos constantes en los modelos ARIMA

Se ha manejado hasta el momento que el modelo estacionario ARMA oscila alrededor del cero,
es decir, que tiene media igual a cero; lo anterior se debe a la representacién del modelo lineal
general (ecuacién 2.28). Sin embargo, se podria dar el caso que el proceso tenga una media p # 0,
v que la representacién del proceso lineal general sea:

Y;f =ut+e+ ¢1€t_1 + ¢2€t_2 + ... (283)

Si se tiene un proceso ARIMA (p, d, q), se sabe que la serie {W; = (1 — B)?Y;} sigue un proceso
estacionario ARMA(p, ¢). Incorporar la media distinta de cero a la serie estacionaria {W;}, se
puede hacer de dos formas, que al final resultan equivalentes. La primera es restar la media en
todos los términos autoregresivos:

Wi—p=ot(Wi1 —p)+ -+ dp(Wep — ) + e — O1er1 — ... — €14 (2.84)
La otra forma es considerar un término constante 6y al modelo:
Wi=00+ oW1+ -+ opWi—p + e —O1ei—1 — ... —bOgei—q (2.85)
La relacién entre las dos expresiones estd dada por:
O = (1 — 61 — .~ by) (2.86)

Se puede escoger entre una u otra representacion dependiendo del tipo de parametrizacion que
se desee implementar.

XLa parte predictiva de los modelos ARIMA se verd en el siguiente capitulo.
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El término constante 6y en la serie estacionaria {W;}, se traduce en un polinomio determinista de
grado d, y el proceso se puede escribir como Y; = Y} + p, donde Y/ es el modelo ARIMA(p, d, q)
con media cero, v ps es el término determinista. Para ejemplificar esto considérese el proceso
IMA(1,1) con término constante:

Yi=0p+Y_1+e —01e1 (2.87)
Iterando hacia el pasado, hasta el principio de la serie se llega a:
Y, =ty + e — (1 — Gl)et,l — (1 — 91)675,2 — (1 — 01)61 — B1eg (288)

donde se observa el término tfy determinista lineal respecto a t, donde 6y es la pendiente.

2.3.4. Estacionariedad respecto a una tendencia determinista

Como se establece en la seccion 2.3.1, la no estacionariedad en media también se puede modelar
a través de funciones deterministas que presuponen en esencia un andlisis de regresién lineal.
Sin embargo, es pertinente sefialar que en algunas ocasiones los términos de error en la regresién
pueden estar correlacionados. En este tipo de situaciones es conveniente restar la tendencia
ajustada de la serie original, para modelar los residuales correlacionados a través de procesos
estacionarios ARMA.

En la mayoria de los casos, la dependencia que se presupone seguird el fenémeno en cuestion es
lineal, lo que lleva al siguiente tipo de modelos:

Yi =00+ Bt +r (2.89)
donde Gy y (1 son los pardametros de la tendencia lineal y r; es un proceso estacionario ARMA.

Es importante determinar si un proceso posee una tendencia determinista o si se tiene un proceso
con tendencia estocédstica que sea no estacionario homogéneo. Existen diversas técnicas para lo-
grar identificar estas diferencias en los procesos generadores; en el siguiente capitulo se mencionan
unas pruebas estadisticas que se usan con este fin.

2.3.5. No estacionaridad en varianza y covarianza

Como se describié con anterioridad, un proceso que es no estacionario homogéneo, se puede
reducir a un proceso estacionario aplicando las respectivas diferencias. Sin embargo, muchas series
no estacionarias, no son homogéneas. La no homogeneidad se debe a que la varianza y covarianza
pueden depender del tiempo. Para reducir esta dependencia, se pueden usar transformaciones
que estabilizan la varianza.

Es comin que la varianza de un proceso no estacionario cambie cuando el nivel de la serie se
modifique, es decir, que la varianza siga la siguiente relacién funcional:

Var(Y;) = cf (u) (2.90)
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Para encontrar una funcion H que estabiliza la varianza, se realiza lo siguiente. Primero, se
aproxima H usando Taylor, alrededor del punto u;:

H(Yy) = H(pe) + H' (1) (Ye — poe) (2.91)
Al tomar la varianza de la expresién anterior se obtiene:
Var[H(Y;)] 2 [H' (1)]*Var(Ye) = e[H' (1)) f (11e) (2.92)

donde se ha usado la relacién 2.90 y el hecho de que H(u;) y H'(p) son términos constantes
pues se han evaluado en el punto p;.

De esta forma, para que la transformacién estabilice la varianza, es decir, que se cumpla que
Var[H(Y:)] = ¢, la derivada de H(Y}) se escoge como:

o1
H'(pe) = NG (2.93)

Lo que implica que la transformacion debe ser:

H) = [ —dps (2.94)
VI (1)

Dependiendo dye cémo sea la forma funcional respecto a la media f(u¢), la transformacién se

obtiene empleado la ecuacién anterior. Si por ejemplo, la varianza es proporcional al cuadrado

del nivel entonces la transformacion necesaria es logaritmica:

H(u) = log(Ys) si Var(Y) = cpf (2.95)

Se podria dar el caso también que la varianza pueda ser proporcional al nivel de la serie, por lo
que la funcién que estabiliza la varianza es la raiz cuadrada:

H(w) =Y si Var(Yy) = cu (2.96)

De forma maés general, se puede incluir una familia de funciones conocidas como transforma-
ciones de potencia, introducidas por Box y Cox[?] [W. Esta clase de funciones, contienen a las
transformaciones anteriores como casos particulares. Para un valor dado del pardmetro A, la
trasformacion se define como:

Yti\_l para A # 0
9(Y) = (2.97)
Log(Y;) paraA=0

Un ventaja de las transformaciones de potencia, es que se puede tratar a A como un pardametro y
estimar su valor con los datos. Por ejemplo, se puede incluir a A como un parametro, y se escoge
como aquel valor que minimiza el error cuadratico medio de los residuales.

2.4. Modelos de series de tiempo estacionales

Existen series temporales que presentan un comportamiento que se repite después de un periodo
regular de tiempo; reciben el nombre de series de tiempo estacionales y se pueden encontrar en el
ambito cientifico, econémico, por mencionar algunos. El comportamiento estacional en este tipo
de procesos se puede deber a diversos factores; un ejemplo en particular es el clima que favorece
el turismo en ciertas épocas del ano lo cual repercute directamente en las dreas de ventas y
negocios.
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2.4.1. Modelos MA(Q) y AR(P) estacionales

La componente estacional se puede incluir en los procesos de promedios méviles. Sea s el periodo
en el cual se repite el comportamiento. Se define el modelo de promedios moviles estacional
MA(Q) de orden @ con periodo s como:

}/t = €t — @1615,5 - @26t72s — .. @Qet,Qs (298)
En este caso el polinomio caracteristico estacional de promedios médviles esta dado por:
Og(B) = (1—01B° —0,B% — ... — 9gBY%) (2.99)

Por su construccién la serie es estacionaria y para que sea invertible las raices del polinomio
©¢(B) deben estar fuera del circulo unitario.

Es ttil notar que el modelo estacional MA(Q) se puede ver como un caso especial de un modelo
no estacional MA(q) cuyo orden ¢ es igual a s, pero con los pardmetros 6's igual a cero excepto
en los rezagos estacionales s,2s,3s,...,Qs. De esta forma, MA(Q) tiene un comportamiento
que es similar al modelo de promedios mdviles no estacional MA(q), sélo que la funcién de
autocorrelacién es distinta de cero en los rezagos s,2s,3s...,Qs. En analogia con la ecuacién

2.47, la ACF es:
(=Ok + 010441 + ... + O@Og—)

(1+67+603+...+63)
La estacionalidad también se puede incluir en los procesos autoregresivos. El proceso de autore-
gresivo estacional AR(P) de orden P con periodo s estd dado por:

pp = k=1,2,...0Q (2.100)

Vi =01, s+ PV oo+ +PpYi_ps + e (2.101)
donde el polinomio de retrasos estacional autoregresivo es:
®p(B) = (1 — &1 B° — ®,B* — ... — dpB") (2.102)

Por el ntmero finito de términos, el proceso autoregresivo estacional es invertible; para que sea
estacionario, las raices del polinomio ®p(B) deben estar fuera del circulo unitario. Como ocurrio
con el proceso de promedios méviles estacional, AR(P) se puede ver como un caso especial
del proceso no estacional autoregresivo AR(p) con onden p = Ps y con coeficientes ¢'s no
cero sOlo en los rezagos s, 2s,3s..., Ps. Por lo anterior, la funcién de autocorrelacién tiene un
decaimiento exponencial, con una posible mezcla de amortiguamiento senoidal, pero sélo en los
rezagos estacionales.

2.4.2. Modelos ARMA estacionales multiplicativos

Raramente se necesitan modelos que incorporan solamente una dependencia estacional. Combi-
nando los procesos estacionales con los no estacionales, se pueden generar modelos que incluyan
una dependencia estacional, pero también una relacién con los vecinos cercanos de la serie tem-
poral.

Se define el modelo ARMA (p, q)z(P, Q)5 estacional multiplicativo con periodo estacional s como:

05 (B)gp(B)Y: = O(B)0y(B)e: (2.103)
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donde ©¢(B) y ®p(B) son los polinomios estacionales (ecuaciones 2.99 y 2.102, respectivamente);
0,(B) y ¢p(B) son los polinomios del proceso ARMA (seccién 2.2). La ecuacién anterior puede
incluir al término g en el caso de que la media del proceso estacionario sea distinta de cero.

De igual forma que ocurrié con los procesos estacionales de promedios méviles y autoregresivos,
el modelo ARMA (p, q)x(P,Q)s estacional multiplicativo se puede ver como un caso particular
del modelo ARMA con orden MA igual a ¢ + Qs y orden AR igual a p + Ps.

2.4.3. Modelos no estacionarios con estacionalidad: ARIMA estacionales mul-
tiplicativos

Puede ocurrir el caso de que un modelo con estacionalidad no sea estacionario, por ejemplo
cuando el proceso es casi periddico en el periodo estacional s. Un caso particular seria el promedio
mensual de temperatura a través de los anos, donde cada enero es aproximadamente el mismo,
y asi ocurre con los demdas meses.

Como sucedié con los modelos ARIMA, una herramienta que ayuda para transformar la serie
estacional no estacionaria a un proceso estacional estacionario es la diferencia estacional de orden
D con periodo s, la cual se define como:

VPY, = (1 - B%P (2.104)

Incorporando estas ideas, se dice que la serie Y; sigue un modelo ARIMA(p,d,q)z(P, D,Q)s
estacional multiplicativo con érdenes regulares p,d y ¢, y ordenes estacionales P,D y @, y con
periodo estacional s, si la serie con diferencia {WW; = VstD Y:} se comporta como un proceso
ARMA (p, q)x(P,Q)s estacional multiplicativo con periodo estacional s. Usando la notacién de
polinomios de retraso se tiene el modelo:

©p(B)gy(B)VIVYY; = Og(B)0y(B)e; (2.105)

Al igual que ocurrié con el modelo ARMA estacional multiplicativo (ecuacién 2.103) se puede
incluir un término 6y en caso de que la media del proceso que resulta de las diferencias regular
y estacional sea distinta de cero.

Los modelos estacionales representan una clase amplia y flexible para describir fenémenos que
poseen un comportamiento repetitivo después de cierto intervalo de tiempo. En la practica se
ha encontrado que muchas series pueden ser modeladas con estos procesos, y se ha encontrado
empiricamente que los 6rdenes estacionales P,D y () tienen buenos resultados con valores de a
lo més dos unidades [11].



Capitulo 3

Construccion de los modelos ARIMA

Construir un modelo ARIMA para describir el comportamiento de un proceso temporal no es
un trabajo facil. Se requiere seguir una serie de pasos para obtener el modelo més adecuado;
la metodologia implementada sigue en términos generales aquella propuesta por P. Box y M.
Jenkins en 1976, usada ampliamente y reconocida por muchos autores como el método de Box y
Jenkins”.

Lo primero que se tiene que hacer es la especificacion o identificaciéon preliminar de un
modelo que pueda ser adecuado para explicar los datos observados. El modelo seleccionado en
este punto es tentativo, pues serd sometido a revisién y andlisis, pudiendo cambiar durante el
proceso de modelado. Es importante recalcar que el modelo debe cumplir con el principio de
parsimonia: debe contener el minimo niimero de parametros que permitan describir el proceso
temporal.

Una vez identificado, se tendrdan que estimar sus parametros a partir de los datos observados.
El ajuste del modelo consiste en encontrar los mejores estimadores de los parametros de-
sconocidos. Las técnicas estadisticas de estimacién pueden ser minimos cuadrados o maxima
verosimilitud.

Ya con el modelo ajustado, se procede a realizar un diagnostico o chequeo el cual sirve para
determinar su adecuacién; se debe revisar que ajuste bien los datos y que cumpla todas las
suposiciones.

Durante la etapa de diagndstico o al final de ella, es posible que se identifiquen algunos puntos
de la serie temporal que posean valores atipicos y que no sigan el comportamiento intrinseco del
proceso. El origen de estos valores aberrantes puede ser diverso. Una posible fuente podria ser
que ciertos eventos como por ejemplo factores climaticos o econémicos que tengan una influencia
directa en algunos valores de la serie de tiempo. Otra posibilidad seria el desacierto humano que
se ve reflejado en errores de medicién o copiado de la informacién. El andlisis de intervencion
v el andlisis de valores atipicos son técnicas que se implementan para poder solventar estas
dificultades. Es plausible que los datos aberrantes enmascaren el comportamiento general del
proceso, por lo que una vez identificados, es necesario regresar al principio del modelado para
ratificar el modelo o identificar uno nuevo.

35
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Una vez que ya no se aprecian deficiencias en el modelo y se han identificado todos los datos
atipicos (si es que los hubiera), se procede a hacer el prondstico o prediccion del modelo. En
el andlisis de series temporales uno de los objetivos primordiales es poder pronosticar valores
futuros; debido a esta importancia, las predicciones deben ser sometidas a un andlisis, pues
un modelo con predicciones pobres no seria adecuado. En dado caso que el poder predictivo
del modelo sea bajo, se necesita regresar sobre los pasos del modelado para obtener un mejor
modelo; si los prondsticos son apropiados, se ha completado el todo el ciclo, y se cuenta con una
expresion matemadtica que sirve para describir y pronosticar un fenémeno temporal.

En este capitulo se describira detalladamente cudl es la metodologia de cada uno de los pasos
del modelado para construir modelos ARIMA.

3.1. Identificacion del modelo

La especificacién del modelo es un punto crucial en el desarrollo de los modelos paramétricos
autoregresivos integrados de promedios moéviles. Como se vio en el capitulo anterior, las car-
acteristicas y el comportamiento general de estos procesos estan en términos de sus funciones
de autocorrelacién pp y autocorrelacién parcial ¢gr. Como en la practica estas funciones se de-
sconocen, se deben estimar de la serie temporal Y7,Ys...,Y, con las funciones muestrales de
autocorrelacién gy, y autocorrelacién parcial (j;kk. Entonces, para lograr la identificaciéon del mod-
elo, el principal objetivo es ver los patrones de las funciones muestrales e identificarlos con los
correspondientes comportamientos teéricos de los modelos ARIMA, y de esta forma determinar
el orden y el niimero de parametros del modelo. Ademas de lo anterior, la especificacién del
modelo también requiere saber si la serie temporal necesita algun tipo de trasformacién, ya sea
para estabilizar la varianza o calcular la diferencia, y determinar si se debe incluir el pardmetro
deterministico 6y cuando d > 1.

A continuacion se describiran una serie de pasos que constituyen una metodologia adecuada y
util para la identificacién tentativa del modelo que describe la serie.

Paso 1.- Graficar los datos y seleccionar (si es necesario) las transformaciones adecuadas.

En el analisis de series temporales, graficar los datos siempre es el primer paso. De la grafi-
ca se pueden apreciar muchos aspectos importantes como saber si tiene un comportamiento
estacionario o no estacionario, ver si existe alguna tendencia, identificar si el proceso presenta
estacionalidad, detectar datos atipicos o aberrantes, entre otras cosas.

Ademds, al graficar los datos se puede ver si la varianza del proceso cambia respecto al nivel de la
media, por lo que puede ser un indicativo de una posible transformacion de varianza, pudiéndose
usar alguna de las transformaciones de potencia (seccién 2.3.5).

Paso 2.- Calcular y examinar las funciones muestrales de autocorrelacion y autocorrelacion
parcial de los datos transformados para determinar si es que se necesita una transformacion de
diferencia para hacer que la serie sea estacionaria.

Como se menciond anteriormente, al graficar los datos se puede ver si tienen un comportamiento
no estacionario. Sin embargo, otro indicativo es que pi tenga un decaimiento lineal muy lento y
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que ¢k tenga sélo un rezago con un valor grande.

Para remover el comportamiento no estacionario, se debe tomar la respectiva diferencia de las
series (1 — B)?Y;, con d > 1. En la mayorfa de los casos, la serie se vuelve estacionaria con d
igual a 1, o 2.

Paso 3.- Computar y analizar las funciones muestrales de autocorrelacion y autocorrelacion
parcial de la serie estacionaria para identificar el orden de y de los polinomios autoregresivos y
de promedios mouiles.

Una vez en este paso, la serie es estacionaria débil, aunque es posible que no se haya requerido
hacer ninguna transformacion para que lo sea. Al examinar el comportamiento de pi y de qgkk se
pueden identificar patrones que son similares al comportamiento tedrico de las funciones ACF y
PACF de los modelos estacionarios ARMA.

La variacion muestral y la correlacién existente de gy y gZA)kk puede disfrazar un poco el compor-
tamiento tedrico de ACF y PACF, por lo que en estos primeros pasos de especificacién, se debe
observar solamente las caracteristicas primordiales de las funciones de correlacion muestral, y
dejar de un lado los detalles. En las siguientes etapas, el modelo tentativo se va enriqueciendo y
puede ir mejorando.

3.1.1. Prueba de raiz unitaria

Aunque un decaimiento lineal de la funcién de autocorrelacién muestral es un indicio fuerte de
la serie posee un comportamiento no estacionario, es util medir cuantitativamente la evidencia
de esta conducta en el proceso generador de los datos. Ademads, resulta importante determinar
si esta no estacionariedad es debia a una tendencia determinista o si el proceso cuenta con una
raiz unitaria. En este sentido Dickey y Fuller[12] propusieron una prueba para identificar si hay
un raiz unitaria en un proceso estacionario. Para verificar la existencia de la raiz en un modelo
AR(p), se puede realizar la siguiente prueba de hipétesis: Hy : m = 0 contra H, : 7 < 0 usando
la regresion:

p—1
AV, =ci+7Yi1+ Y ¢iAYii+e (3.1)
=1

Donde ¢; es una funcién determinista, que por lo general se toma como cero, constante o lineal
Bo+ B1t, y e; es un proceso de ruido blanco. El estadistico Aumentado de Dickey y Fuller (ADFT)
I es el estadistico ¢ del coeficiente estimado 7 empleado minimos cuadrados:

~

7
tadistico — ADF = 2
estadishico error estandar (7) (32)

Sin embargo, la distribucién del estadistico-ADF, no es la distribucién ¢ bajo la hipétesis nula,
sino que sigue una distribucién asintética no convencional que estd en funcién de procesos de

TAugmented Dickey Fuller
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Wiener y depende de cémo esta conformado el término determinista, ver Wie[7]. Porcentajes de
esta distribucién limite han sido tabulados, y se pueden encontrar en Fuller[13].

En la practica, aun después de la primera diferencia, puede ser que el proceso autoregresivo sea
infinito, pero puede ser aproximado por un AR finito al aumentar el orden de las diferencias
conforme se va incrementado el tamano de la muestra. Said y Dickey[14] mostraron que al
acrecentar el orden del proceso AR con el tamafio de muestra, el estadistico-ADF posee la misma
distribucion de muestra grande que en el caso que de la primera diferencia sea efectivamente un
proceso autoregresivo finito.

3.2. Ajuste del modelo: estimacion de los parametros

Una vez que se ha identificado un modelo tentativo, el siguiente paso es estimar los pardmetros
que estan involucrados en la descripcién matematica del proceso usando los valores observados
de la serie de tiempo Y7, Yo, ..., Y,. Para realizar la estimacion de los parametros, se necesita que
la serie sea estacionaria, por lo que si no lo es, se tiene que trabajar con la nueva serie que resulta
de las respectivas transformaciones de diferencia que generan procesos estacionarios. Existen
diferentes procedimientos de estimacién, pero sdlo se estudiaran los que resultan de emplean
la metodologia de méaxima verosimilitud, pues sus estimadores poseen buenas propiedades de
muestras grandes.

3.2.1. Estimacion de maxima verosimilitud condicional

El modelo estacionario general ARMA(p, ¢) con media distinta de cero, estd dado por la ecuacién
2.84; tomando los términos Wy — i como Y, el modelo se puede representar como:

Yi=¢1Yi1+¢2Yi o+ -+ ¢pYep+e —Orep—1 —baer—o — - — g1 (3.3)

Los términos de error {e;} son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
N(0,02) por lo que la funcién de densidad conjunta estd dada por:

P(el, 0, 4, 0%) = (2m02) " 2eapl—— 3¢ (3.4)

donde los términos en negritas significan cantidades vectoriales del ruido blanco y los pardametros:
e = (e1,€2,...,en), @ = (P1,02,...,0n) y 0 = (61,02,...,60,). Despejando de la ecuacién 3.3
el término e;, se puede escribir la funcion de maxima verosimilitud en funcién del conjunto de
pardmetros L(¢,0, u,o?). Como usualmente ocurre, se toma logaritmo de la funcién de maxima
verosimilitud para que los cdlculos sean mas sencillos (lo cual no afecta la busqueda del maximo
pues el logaritmo es una funcién creciente):

(6,0, 1, 07)] = —2in(2m0?) — 5 > (6,0, ) (3.5)
t=1

N
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Para poder evaluar la funcién anterior, a parte de los valores del proceso Y = (Y1,Y5,...,Y},), se
necesitan una serie de condiciones iniciales Y, = (Yi—p,...,Y_1,Yp) y ax = (a1—¢,.--,a-1,0a0);
por lo anterior, la ecuacién 3.5 se renombra como logaritmo de maxima verosimilitud condicional,
y se reescribe como:

1
In[L.(6,0, 1,02)] = —5In(2m0?) = ——5.(6.6, ) (3.6)

e

donde el término S, (¢, 0, 1), es la suma de minimos cuadrados condicionales:

n

S*(d)vevu) = ZB?(¢797M|Y7Y*73*) (37)
t=1

Las cantidades ¢,0 y i que maximizan la ecuacién 3.6, se llaman estimadores de mdxrima
verosimilitud condicionales.

Para especificar las condiciones iniciales del vector Y, se puede usar el hecho de que la serie es
estacionaria y usar la media muestra Y para estimar esos valores. Cuando se tiene ruido blanco,
el vector de condiciones iniciales se estima con la media del proceso que es igual a cero.

Como el logaritmo de la funcién de maxima verosimilitud condicional incluye a los datos sélo
a través del término S.(¢,0, i), estos estimadores son los mismos que los que se obtienen de
minimizar la suma de minimos cuadrados condicionales, que como se observa, no involucra la
estimaciéon de o2. La optimizacién de Si(¢,0, ) generalmente involucra técnicas numéricas,
pues se obtienen ecuaciones no lineales, aunque cuando no hay términos de promedios méviles,
la minimizacion se puede hacer analiticamente.

Una vez obtenido los estimadores de los pardmetros QA&, 6 vy fi, el estimador de o2 se calcula usando
la siguiente relacién:
0_2 — S*(¢7 0> ,LL)
¢ d.f.
Donde d.f. es el nimero de grados de libertad que es igual al nimero de términos que intervienen
en la suma de S, (¢, 0, 1), menos el nimero de parametros estimados.

(3.8)

3.2.2. Funcion de maxima verosimilitud exacta

La funcién de maxima verosimilitud derivada en la seccién anterior, es una aproximacién, pues
los valores de las condiciones iniciales se tienen que aproximar. Se puede derivar la funcién de
maxima verosimilitud exacta, aunque el procedimiento en términos generales es mas complejo.
A continuacién se ilustrara el desarrollo de esta funcién para el modelo general AR(1) con media
distinta de cero, el cual estd dado por:

Vi—p=d01(YVim1—p) e (3.9)

donde como se sabe {e;} es un proceso de ruido blanco.
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Se considera primero la funcién de densidad conjunta dada por la ecuacién 3.4, adaptada al
modelo AR(1), pero el vector e se toma desde e, ..., ey,:

1
Ple|¢1, 1, 07) = (2m02) "D Peapl— o= > €] (3.10)
Por otro lado se tiene la siguiente ecuacion:

Yo—p =¢1(Y1i—p)+er

Ys—p =¢1(Yo—p) +e3 (3.11)

Yo—p =¢1(Ya1—p)+en

Condicionando Y] = w1, la relacién anterior, define una transformacién lineal entre e, ..., e,
y Ys,...,Y, . Entonces, la funcién de densidad conjunta de Ys,...,Y, dado Y7 = y; se puede
obtener al sustituir en la ecuacién 3.10 los términos de los e’s en funcién de las Y’s dados por la
transformacion lineal de la ecuacion 3.11:

n

(Vi — ) — 1 (Vi1 — ) (3.12)
i=2

1
P(ya, -, ynly1) = (2M§)_(n_1)/26$p[ T 952
20
Ahora considérese la distribucién de Y;.La representacién lineal general del proceso AR(1) con
media distinta de cero es:

Vi=p+e+prec1 + diero+ dlez+ ... (3.13)
De la relacién anterior se sigue que Y; tiene una distribucién normal, con media p y varian-
za 02/(1 — ¢?). De esta forma, al multiplicar la funcién de densidad conjunta de Ya,...,Y,,
condicionada a Y; = yp, por la funcién de Y7, se obtiene la funcién de densidad conjunta de
Y1,Ys,...,Y,. Como funcién de los pardmetros ¢1,u y o2 la funcién de maxima verosimilitud
buscada es:
_n 1
L(6n.1n0?) = (2n02) 5 (1= 60) Peap| — o5 (6n.10) &1
e

donde el término S(¢1, p) se conoce como la suma de minimos cuadrados no condicionales:

n

S, ) =3 ((Ye—p) = ¢1(Yies — 0)* + (1 — ¢1) (V1 — p)? (3.15)

1=2

Como se menciond en la seccién anterior, se emplea por lo regular el logaritmo de la funcién de

méxima verosimilitud para encontrar el maximo. Al aplicarlo a la ecuacién 3.14 se obtiene la
s 2.

funcién (¢, p, 0f):
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61,11,07) = In(L(gn, s 02)) = = In(2m0?) + L1 = 1) = 5 5S(op)  (3.16)

20

Como ocurrié con la funciéon de maxima verosimilitud condicional, una vez obtenidos los es-

timadores ¢1, i se puede estimar o2 usando una relacién parecida a la ecuacién 3.8, sélo que

usando la suma de minimos cuadrados no condicionales:

o Sle,p) S, )
o = df.  n—-2 (3.17)

En este caso los grados de libertad son n — 2, porque se estimaron dos parametros.

La estimacién de ¢ y p se puede realizar minimizando el término S(¢1, 1) . Esta optimizacién
se debe llevar a cabo numéricamente, pues el término (1 — ¢;)(Y; — p)? hace que las ecuaciones
resultantes de 05/0¢; = 0y 05/0u = 0 sean no lineales. Los estimadores resultantes se conocen
como estimadores de minimos cuadrados no condicionales.

La forma exacta de la funcién de méxima verosimilitud para el modelo general ARMA es com-
plicada. Como referencia, Newbold[15] la derivé para el modelo general ARMA (p, q).

3.2.3. Propiedades de los estimadores de maxima verosimilitud

Las propiedades de muestra grande de los estimadores de maxima verosimilitud coinciden con
las de los minimos cuadrados (condicionados y no condicionados); en general estas propiedades
se pueden derivar modificando un poco la teoria estandar de méaxima verosimilitud. Detalles
se pueden encontrar en Shumway y Stoffer[16]. Sea o = (¢, 0) el vector de los pardmetros del
modelo ARMA(p, ¢). En general se cumple que @ (el estimador de «) tiene una distribucién
asint6tica multivariada normal NMa, V(&) donde V(&) es la matriz de varianza-covarianza de
&. La estimacién de la matriz V(&) estd dada por:

V(4) = Gara, (3.18)

donde 64,4, es la covarianza muestra entre &; y &;.
ala] ]

A continuacién se mostraran algunos resultados para los modelos ARMA maés sencillos: AR(1),
MA(1) y ARMA(1,1).

Conforme a lo anterior, para n grande, los estimadores son insesgados y tienen una distribucién
normal. Sus varianzas y covarianzas son aproximadas por:

AR(L) : Var(dy) ~ 1;"% (3.19)
R 1—6?

n

(3.20)
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~ 1— 2 _
Var(h) = [SPIGERT
ARMA(1,1) : { Var(6y) ~ [ (3.21)
~ ~ J(1_4H2 _ N2
Corr(¢1,01) = %

3.3. Diagnéstico del modelo

Una vez que se han estimado los parametros del modelo, se necesita evaluar para determinar si
es adecuado, y en dado caso que no lo sea, sugerir modificaciones apropiadas para que lo sea. Se
presentardn dos enfoques complementarios: el analisis residual y el analisis de sobreajuste.

3.3.1. Anadlisis Residual

Una de las suposiciones béasicas de los modelos estacionarios ARMA es que el proceso estocéstico
{e:} es ruido blanco: son variables aleatorias no correlacionadas, con media cero y varianza
constante. Para cualquier modelo, los residuales é;’s son estimaciones de ese proceso de ruido
blanco, por lo tanto se debe hacer un analisis detallado de esta serie de residuales para ver que
se cumple la suposicién. Para los modelos autoregresivos AR(p) los residuales se definen como:

=Y — Y1+ @Yo+ + oY, (3.22)

En el caso general de los modelos estacionarios ARMA que contienen términos de promedios
moviles, se invierte el proceso generandose una serie autoregresiva infinita (ecuacién 2.63)):

e =Y —mY 1+ MY o+ MY 34 ... (3.23)

Las 7’s que aparecen en la ecuacién anterior se estiman de forma indirecta con las estimaciones
de las ¢’s y 0’s que intervienen en el modelo.

En las definiciones anteriores (ecuaciones 3.22 y 3.23) se han considerado modelos donde la media
del proceso estacionario es igual a cero. En el caso de que exista una g # 0, se incluye en las
definiciones de los residuales sustituyendo los términos Y; con Y; — u y realizando los respectivos
desarrollos.

Normalidad de los residuales

Para verificar la normalidad de los residuales se realizan varias pruebas. La primera es graficar los
residuales contra el tiempo. Si el modelo es adecuado, se esperaria que los residuales estén
distribuidos de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar ningin patrén o tendencia; en
dado caso que existiera algtin tipo de comportamiento regular, esto seria un motivo para suponer
que los residuales no tienen una distribucién normal.

Para indagar maés sobre si la distribucion de los residuales es normal, se pueden hacer his-
togramas que permitan dar una idea de la funcién de densidad. Como complemento, se pueden
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generar graficas de los cuantiles de los residuales contra los cuantiles tedricos de una normal,
y ver si los puntos siguen una linea recta, lo que hablaria de un comportamiento gaussiano por
parte de los residuales. Ademaés de lo anterior, se pueden realizar algunas pruebas estadisticas
formales para verificar la normalidad; destacan las prueba de Shapiro-Wilk y la de Jarque-Bera.
En estas pruebas de bondad de ajuste, parten de la hipétesis nula de la que distribucién de los
residuales sigue un comportamiento normal.

Correlacién de los residuales

Una forma de verificar la correlacion de los residuales es calcular su funcién de autocorrelaciéon
muestral [}ékH. Si efectivamente los residuales fueran un proceso de ruido blanco, para n grande
pe, se distribuirfa de forma normal con media cero. Al usar la ecuacién 2.22, su varianza se

aproxima como

. 1
Var(pe,) = - (3.24)

Ademas por la ecuacién 2.21, las autocorrelaciones muestrales son aproximadamente cero:
Corr(pey: pe;) = 0 (3.25)

Desafortunadamente, los residuales de modelos correctamente especificados se comportan de for-
ma un poco distinta. En general, para n grande, las correlaciones muestrales pg, tienen una
distribucién normal con media cero; sin embargo para valores de k pequenos, la varianza gen-
eralmente es menor a 1/n y para valores de j cercanos a estas k, los valores de pe, y pe, estdn
altamente correlacionados. Cuando el valor de k es grande, se cumplen las aproximaciones de las
ecuaciones 3.24 y 3.25. Como un ejemplo de estos resultados, se tienen las aproximaciones de las
varianzas de pg, para un modelo AR(1) correctamente especificado:

Var(pe,) = — (3.26)

n

1—(1— ¢}

n

Var(pe,) = para k >1 (3.27)

Resultados para modelos estacionarios mas generales ARMA se pueden encontrar en Box y
Pierce[17].

Correlacion de los residuales en conjunto

Ademads de analizar la correlacién de los residuales en rezagos individuales, es conveniente tener
una prueba que tome en cuenta su relaciéon pero como conjunto. Por ejemplo se puede dar el caso
de que varios de los valores de la funcién de autocorrelacién muestral de los residuales estén por
debajo pero muy cercanos al limite, pero al tomarlos todos en conjunto puede ser excesivo. Para
tomar en cuenta esta posibilidad Box y Pierce[17] propusieron el siguiente estadistico:

Q=n(pZ, +p2,+ -+ %) (3.28)

Mostraron que si el modelo ARMA(p, q) estaba correctamente especificado, entonces para n
grande, el estadistico () deberia tener una distribucién muestral aproximada chi-cuadrada con

E]l subindice é; se emplea para identificar que es la correlacién del rezago k pero de los residuales é.



CAPITULO 3. CONSTRUCCION DE LOS MODELOS ARIMA 44

K — p — q grados de libertad. El valor de K se selecciona en cierto sentido de forma un poco
arbitraria, pero tan grande como para que los valores de los pesos W’s (escrito el modelo como un
proceso lineal general) sean despreciables para valores de j > K. El ajustar un modelo erréneo
tiende a inflar el valor de @, por lo que se puede hacer una prueba estadistica que rechace
el modelo especificado ARMA(p, q) si el valor del estadistico supera cierto valor critico de la
distribuciéon chi-cuadrada.

La distribucién muestra de @ estd basada en un resultado asintético. Ljung y Box[18] se dieron
cuenta que para valores de n = 100 la aproximacién de la distribucién chi- cuadrada no resul-
ta satisfactoria. Por esto, modificaron el estadistico ligeramente para que su aproximacién por
una, distribucién chi-cuadrada fuera plausible con valores tipicos de distribuciones muestrales.
Propusieron de esta forma, en 1978, el estadistico de Ljung-Box:

A2 A2 A2
Py Py y Pex ) (3.29)

Q*:n(n+2)<n_1 n—2 n—K

Hay que notar que (n + 2)/(n — k) > 0,para cada k > 1,lo que hace que Q. > @,lo que explica
en cierto modo porque el estadistico tendia a pasar por alto modelos inadecuados.

3.3.2. Anadlisis de Sobreajuste

El sobreajuste es una herramienta complementaria al andlisis residual que proporciona mas ele-
mentos para discernir si el modelo es adecuado. Una vez que el modelo especificado ha pasado las
pruebas del andlisis residual, la técnica consiste en ajustar un modelo ligeramente mas general,
es decir, uno que contenga al original como caso particular. Se confirma la adecuacién del modelo
inicial si ocurre que:

= La estimacion del parametro adicional no es significativamente diferente del cero

= Las nuevas estimaciones de los parametros originales, no cambian significativamente de
su estimacién inicial.

Al generalizar los modelos ARMA para hacer el sobreajuste, se debe evitar la posible redun-
dancia de los parametros. Esto significa que si el modelo especificado es un ARMA(p, q),
entonces un modelo que también podria ser adecuado seria un ARMA(p + 1,q + 1), siempre y
cuando los polinomios de retrasos, tengan un factor en comun. Esto es, si ¢,(B)Y; = 0,(B)e; es
un modelo adecuado, entonces el modelo (1—cB)¢,(B)Y; = (1—cB)§,(B)Y; podria también serlo
para cualquier constante c. Para tener una sola parametrizacién, se deben cancelar los factores
comunes en los polinomios caracteristicos AR y MA.

(1 —¢cB)¢p(B)Y; = ¢p41(B)Y; = (1 — c¢B)y(B)er = Og+1(B)e (3.30)
Para evitar la redundancia de los parametros se sugiere lo siguiente:

= No incrementar los érdenes de las partes autoregresivas y de promedios moviles de forma
simultanea.
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= Extender el modelo en las direcciones sugeridas por el andlisis residual.

3.3.3. Criterio de seleccién del modelo

Puede ser que al final de la etapa de diagnéstico existan dos o mas modelos que sean buenas
aproximaciones para describir el comportamiento del fenémeno estocastico. En estas instancias,
se puede hacer uso del principio de parsimonia para elegir un modelo adecuado. Sin embargo,
en algunas ocasiones no serd suficiente esta regla y serd necesario el uso de algin criterio para
seleccionar el modelo mas adecuado. En esta seccién se introduce el criterio de informacion
de Akaike, conocido como AIC por sus siglas en inglés!!l. Este criterio establece que se debe
seleccionar el modelo que minimiza:

AIC(k) = —2in(funcién de méaxima verosimilitud) + 2k

donde en el contexto de los modelos ARIMA, k = p+q o p+ ¢+ 1 si existe un término constante
0. El término k, sirve como una funcién de penalizacién para asegurarse que se selecciona el
modelo con menor nimero de parametros.

El valor AIC es en el fondo un estimador de la divergencia promedio de Kullback-Leibler del
modelo estimado respecto al verdadero. Esta divergencia se interpreta como una medida (no
simétrica) de la diferencia de dos distribuciones de probabilidad.

Sea p(y1,Y2,-..,Yn) la funcién de densidad de Y1,Ya,..., Y, v qo(y1,v2,...,ys) la funcién de
densidad para el modelo con parametro 6. La divergencia de Kullback-Leibler de gy respecto de
p, estd dada por:

o o p(yl,y2,~--,yn)
Dp.go) = | ... s yn)ln dy, . .. dyn 3.31
(p q90) /—oo /;oop(y1 b2 Y ) (qe(ylayQa--'ayn)) u Y ( )

La cantidad AIC estima E[D(p, gy)], donde 6 es el estimador de maxima verosimilitud del vector
de pardmetros 6. AIC es un estimador sesgado, pero Hurvich y Tsai [19] mostraron que el sesgo
se puede remover agregando un término no estocastico al calculo del AIC:

2k +1)(k + 2)

AIC. = AIC + A

(3.32)

El subindice ¢ indica que es el criterio Akaike corregido. En la férmula anterior, n es el tamano
de la muestra y k es el niimero de parametros estimados. Hurvich y Tsai sugirieron que cuando
k/n > 10%, la cantidad AIC, supera al valor sin la correccién AIC como método de seleccién.
Existe otro criterio de eleccién parecido al AIC, el cual fue propuesto por Schwartz[20], y ha sido
llamado ecriterio de informacion Bayesiana de Schwartz, SBIC por sus siglas en inglés
IV "¢l cual se determina que se debe seleccionar el modelo que minimiza la siguiente cantidad:

W Akaike Information Criteria.
IV Schwartz Bayesian Information Criterion. Cominmente en la literatura, se denota a este criterio simplemente
como BIC.
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SBIC(k) = —2In(funcién de méxima verosimilitud) + kin(n) (3.33)

Si el proceso sigue un modelo ARMA(p, q) el orden de los pardmetros especificados al minimizar
SBIC es consistente, es decir, se aproxima a los valores verdaderos al incrementarse el tamano
de la muestra.

Para poder aplicar los criterios de seleccién antes mencionados, es un hecho que se debe calcular
la funcién de maxima verosimilitud; sin embargo la estimacién de los modelos ARMA empleando
este enfoque es propensa a errores debido a multimodalidad de la funcién de verosimilitud y a los
problemas de sobreajuste cuando los verdaderos 6rdenes AR o MA son sobrepasados. Hannan y
Rissanen[21] propusieron un método para evitar estos problemas, el cual genera una aproximacién
del SBIC (de aquel que se puede obtener empleando méxima verosimilitud), demostrando que la
minimizacién de esta aproximacion también lleva a una identificacién consistente de los érdenes
del proceso ARMA. Su método consiste en ajustar primero un proceso autoregresivo, cuyo orden
es determinado minimizando el criterio AIC. Después se usan los residuales como aproximaciones
de los términos de error. De esta manera, el modelo ARMA puede ser estimado a través de una
regresion lineal de los rezagos del proceso AR ajustado y los términos de error, generando de
esta manera una aproximacién del SBIC.

No solamente es importante determinar el orden del proceso estacionario ARMA, sino en algunas
ocasiones es trascendente saber el subconjunto de parametros del modelo establecido que son
relevantes y significativamente distintos de cero. En este sentido, se puede emplear el método
propuesto por Hannan y Rissanen combinado con la regresién de pasos agigantados ¥ de Furnival
y Wilson[22] para hallar el subconjunto éptimo.

3.4. Analisis de intervencion y analisis de datos atipicos

Como se mencioné al principio del capitulo, la serie temporal puede contener algunos datos que
se salen del comportamiento general que se deben a eventos externos al proceso. Estos acontec-
imientos pueden ser originados por factores humanos como por ejemplo huelgas, promociones de
ventas, vacaciones, entre otros, o factores naturales como cambios climéticos.

Cuando se conoce el tiempo en el que se dan estos eventos, se cuantifica su efecto sobre la serie a
través de lo que se conoce como andlisis de intervenciéon. Cuando se encuentran datos aberrantes
y no esta claro que evento o suceso externo lo origind, se debe implementar el andlisis de datos
atipicos. Hay que destacar que en algunas ocasiones estos valores aberrantes pueden ser producto
de desaciertos humanos como podrian ser errores en el copiado, transcripcion o calculo de cierta
informacién.

En el modelado es necesario combinar las dos técnicas, pues a veces no se conoce de antemano
el evento externo que modificé la serie por lo que primero se implementa el analisis de datos
atipicos; después se puede investigar y si se encuentra la naturaleza de la perturbacion, se puede

VLa regresién de pasos agigantados (regresién by leaps and bounds) es un algoritmo que busca encontrar el
subconjunto 6ptimo en una regresion lineal.
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aplicar el analisis de intervencién lo que propicia un mejor entendimiento de los factores que
afectan el proceso, lo que se traduce en un modelo mas completo.

3.4.1. Andlisis de intervencién

Los sucesos externos que pueden afectar el comportamiento general del proceso reciben el nombre
de intervenciones. Al hablar de intervenciones, se sabe de antemano cuél es la naturaleza del
fenémeno que modifica la serie, por lo que también se conoce el tiempo de ocurrencia, el cual
se denota con la variable T'. Los eventos externos que se van a considerar son aquellos que
modifican sélo el comportamiento de la media del proceso. También existen diferentes técnicas
que se pueden aplicar cuando la varianza del proceso cambia pero no se discutiran aqui; lectores
interesados podrian consultar Abraham y Wei[23].

La importancia del analisis de intervencién es cuantificar qué tanto el evento externo modifica
el comportamiento medio de la serie. Una prueba de hipdtesis usando el estadistico t, podria
parecer natural, sin embargo la correlacién de los datos impide su aplicabilidad. Es por ello que
Box y Tiao[24] desarrollaron la técnica para medir los cambios estructurales del proceso debido
a las intervenciones.

Sea my la funcién que representa el cambio en la funcién valor esperado debido a una intervencion,
que se conoce como respuesta de la intervencién. Una serie {Y;} modificada por un evento
externo se puede representar como:

donde X; representa una serie donde no hay intervenciéon. Por lo regular X; es referido como
proceso subyacente natural o no perturbado. El proceso sin intervencién se debe de identificar,
estimar y diagnosticar antes de generar el modelo de intervencion, empleando los valores de
la serie antes de la fecha del suceso externo {Y; : ¢ < T}, los cuales se refieren como datos
pre-intervenidos. Una vez identificado el modelo de intervencién se puede escribir tomando en
cuenta el proceso de ruido blanco {e;} y los correspondientes polinomios autoregresivos ¢,(B) y
de promedios méviles 6,(B):

04(B)
phip(B)(1 - B)?

Yi =m; + €t (3.35)

Para cuantificar m; generalmente se emplean dos variables que se conocen como variables de
intervencién. Una de ellas se debe a una intervencién que ocurre en el tiempo 7' con un efecto
que prevalece tiempos posteriores. Esto se representa a través de una funcion escalon:

t<T
S = {0 < (3.36)
1 t>T

La otra variable estd relacionada con un evento externo que ocurre solo en el periodo de tiempo
T, lo cual se puede simbolizar empleando la funciéon pulso:
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1 =T
P _ {0 Z# , (3.37)

Hay que notar que la funcién pulso se puede generar al diferenciar la funcion escalén, esto es:

P =M _ 5™ — (1 B)s (3.38)

Un modelo de intervencion se puede generar usando estas dos funciones dependiendo de la forma
de la intervencién. Existen muchas formas de representar m;, a continuacién se ilustraran las
m&s comunes.

1. Un efecto producido por una intervencién que se manifiesta b periodos de tiempo después
del evento (donde b puede ser igual a cero).

= Si el efecto es permanente:
my = wBS") (3.39)

= Si el impacto es sélo en un periodo:
my = wB? P (3.40)

2. Un impacto generado por un evento externo en b periodos de tiempo después con una
respuesta gradual.

= Si el valor total del efecto se alcanza paulatinamente:

__wB

= Si el valor del efecto decrece progresivamente a sus niveles normales:

_wB o

en ambos casos el valor de J esta entre cero y uno: 0 < § < 1.

Hay que destacar que la respuesta de intervencion también se puede escribir como una combi-
nacién de efectos escalén y efectos pulso como se ilustra a continuacién:

@)

m t +W1BS§T) (343)

my =

Por la ecuacién 3.38 la relacién anterior se reescribe como:

woBb wle (T)
(1753)+(173) P, (3.44)

my =
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La respuesta anterior puede representar un fenémeno de intervencion que produce una respuesta
inmediata wy + w1 que decrece gradualmente hasta dejar un efecto permanente w; en el sistema.

De forma mas general, la respuesta de intervenciéon se puede representar como una funcién
racional:

w(B)BY
= —1 3.45
=By (3.45)
donde I; es la variable de intervencién que puede ser la funcién escalén St(T) o la funcién pulso
P wB)=wy—wiB—-—wB*y §(B) =6y —6,B—---—6,B". El término B® simboliza el

retraso del efecto de intervencion, los pesos w;’s representan las alteraciones iniciales del evento
y los coeficientes d;’s cuantifican los efectos permanentes en el sistema. Las raices del polinomio
d(B) = 0 se toman fuera del circulo unitario.

Cuando varias intervenciones afectan el proceso, se pueden incorporar al modelo lo que resulta
en una expresion mas general:

wyBBb N ,(B)
5;(B) T ¢y(B)(1 - B

Mw

€t (346)
7=1

donde I;; representa las k variables de intervencién que pueden ser funciones escalén o pulso
dependiendo de la naturaleza del evento externo.

3.4.2. Analisis de datos atipicos

Aquellas observaciones que no se relacionan con alguna intervencién y que son inconsistentes
con el resto de las observaciones se conocen como datos atipicos o aberrantes. Al generar un
modelo, es importante detectar y remover los efectos de los datos atipicos, ya que generalmente
conllevan a una identificacién errénea del proceso lo que se traduce en inferencias invalidas, que
no describen la naturaleza intrinseca de la serie.

La deteccién de datos aberrantes fue introducida por primera vez en 1972 por Fox[25], el cual
propuso dos modelos estadisticos que clasificaban las observaciones atipicas como aditivas o
innovadoras.

Sea { X} el proceso no perturbado que sigue un proceso general estacionario e invertible ARMA(p, q).
Una observacién atipica aditiva (denotado como AO por sus siglas en inglés V) se define como:

Y, = X +wl™ = 202 e o™ (3.47)

¢,,(B)

donde:

VIProviene de additive outlier
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1 t=T
I = t (3.48)
0 t£T

es una variable indicadora que indica la presencia o ausencia de un dato aberrante en el tiempo
T.

Una observacién atipica innovadora (conocida como IO por sus siglas en el idioma inglésV') se
define como:

_ 9q(3)w 1) 04(B) G
V=Xt g Bt ‘¢>p<B><f+ ki > (3.49)

donde It(T) es la misma variable indicadora dada por la ecuacién 3.48. A diferencia de una
observacién atipica aditiva, la cual afecta solamente en el tiempo T, una observacién aberrante
innovadora tiene un efecto que perdura mas alla del tiempo 7T, influyendo en las observaciones
Yr,Yri1,..., Y, através de la memoria del sistema descrita por el término 0,(b)/¢,(B).

De forma mas general, si la serie manifiesta k datos atipicos se pueden incorporar en el siguiente
esquema;

0,(B) : (T)
K + ; w;vj(B)I, (3.50)

k
Yi=Xi+ > wiy(B)I) =
j=1

Cuando se presenta un dato aberrante AO se tiene que v;(B) =1, y en el caso de observaciones
IO el término queda como v;j(B) = 6,4(b)/¢,(B) .

Para detectar la presencia de datos atipicos se emplea la representaciéon AR(co) del proceso
perturbado {Y;}, es decir, expresado inicamente en términos autoregresivos:

04(B)
ar = (B)Y; = LY, (3.51)
¢p(B)
De las ecuaciones 3.47 y 3.49 se tiene que para:
A (T)
AO :ap =wr(B)," + e (3.52)
10 :a; = wI'") + ¢ (3.53)

De la ecuacién 3.53 se observa que a; = e; para t < T'; para valores de t iguales o mayores que
T se tienen las siguientes relaciones : ar = w + e, ary1 = —wm + epq1, arys = —wmy +
€T+2y -, 0y = —WTy_T + €. Se puede estimar w a través de minimos cuadrados obteniéndose:

VIEn inglés se escribe como innovative outlier
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n—T
~ -2 S0 miors 2.j=0 TjOT+j
War = T 5 = 5 (3.54)
Z] 0 P
Donde my = —1y p? = Z? OT 7r]2 El subindice del estimador &7 sirve para indicar que es un

dato atipico aditivo en el tiempo T'. La varianza del estimador estd dada por:

n—T
L L A
Var(@ar) = Var( 2]22 ! Tﬂ) = —Var Z Tjarsj = p o? = 0—2 (3.55)

Similarmente, para observaciones 10, se puede estimar w empleando la ecuacién 3.53:

Grr = ar (3.56)

Ahora el subindice es un indicativo de un dato atipico IO en el tiempo T'. La varianza para este
estimador es:

Var(©rr) = o2 (3.57)

Se pueden formular pruebas de hipétesis para determinar si Yr es una observacion irregular. Para
probar si es del tipo AO se emplea el siguiente estadistico que tiene una distribucién N (0, 1):

M = 24T (3.58)
0-6

Cuando se quiere probar si el dato es IO se emplea ahora la siguiente estadistica que al igual que
la anterior se distribuye de forma normal estandar:

o = 2T (3.59)
0-8

Las pruebas de hipdtesis anteriores se aplican cuando se conoce el tiempo de ocurrencia del
dato aberrante T'. Sin embargo, en la practica no se conoce esta informacién y las pruebas se
deben aplicar a todos los valores de la serie temporal. Para controlar la tasa de error global de
las multiples pruebas, se emplea el criterio de Bonferroni. Sea A; el valor méaximo que toma la
estadistica |\ 7| en todos los datos de la serie:

A1 = maxi<i<n|A1,7] (3.60)

La observacién que acontece en el tiempo 7" en el que ocurre el maximo se considera como AO
si A1 excede el percentil superior (0,025 % 100)/nde la distribucién normal estdandar. Como un
dato atipico AO puede generalmente inflar el valor de la estimacién de o2, se puede emplear un
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estimador robusto de la varianza para aumentar la potencia de la prueba. Se puede por ejemplo
emplear la media residual absoluta para estimar oe.

El mismo criterio se puede usar para probar que existe un valor IO en la serie. En este caso se
utiliza A9 el cual se define como:

Ao = maxi<i<n|A2,7| (3.61)

Si A9 supera el percentil superior (0,025 % 100)/nde la distribucién N (0, 1), la observacién en la
cual ocurre el méximo se considera en valor 10.

En general, la naturaleza del dato atipico no se conoce de antemano. Se puede usar como regla
que si en el tiempo T se observa un valor irregular, se clasifica como AO si |\ 7| > [A2 7| y como
10 si se cumple la desigualdad en el otro sentido.

Cuando un dato atipico es encontrado, se incorpora al modelo y el proceso de deteccion se repite
nuevamente hasta que se refina el modelo y no se encuentran mas valores irregulares.

3.5. Prondsticos del modelo

Como se mencioné al principio del capitulo uno de los principales objetivos de la construccién
de un modelo para una serie temporal es su capacidad para predecir valores futuros de la serie
con una precision aceptable.

Se desarrollard a continuacién la teoria predictiva tanto de los modelos estacionarios ARMA
como los no estacionarios ARIMA, mencionando al final algunos criterios de seleccién basados
en los prondsticos de los modelos. Durante el desarrollo se asumird que se conoce exactamente
el modelo con todos sus pardmetros. En la practica esto no es posible pues se tiene que hacer
estimaciones, pero sus propiedades asintéticas hacen que los resultados no difieran mucho del
modelo ideal.

3.5.1. Prondsticos con minimo error cuadratico medio

Basandose en los datos que se tienen de la serie temporal Y7, Ys,...,Y; generalmente se desea
hacer un pronéstico de lo que ocurrira [ unidades en el futuro, es decir, se quiere estimar el valor
de Y;4; el tiempo t correspondiente al dltimo valor de la serie se le conoce como origen de la
prediccion y al valor [ como el tiempo para el pronodstico.

Uno de los principales objetivos es que la estimacién de Y;y;, denotada como Y;(1) sea éptima, es
decir, que el error respecto al valor real sea minimo. El criterio que se emplea para determinar
el éptimo, es que la estimacién minimice el error cuadratico medio:

5( (e - 1i0)?) (362
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La cantidad Y;(1) que minimiza la expresién anterior es la esperanza condicional de Y;y; respecto
a los valores de la serie Y7, Y5, ..., Y::

Yi(l) = E(Yia V1, Ya,..., V) (3.63)

La relaciéon anterior se obtiene del hecho de que si se quiere predecir una variable aleatoria
Y respecto a una funcién arbitraria de variables aleatorias h(Xj, Xo,...,X,), la relacién que
minimiza el error cuadratico medio es la esperanza condicional de Y respecto a las variables
aletorias X1, Xo,..., Xp:

hX1, Xo, ..., Xp) = E(Y|X1, Xo, ..., Xp) (3.64)

Para ver de donde proviene el resultado anterior, se hara el desarrollo en el caso en que se quiere
predecir una variable aleatoria Y por una funcién de una sola variable aleatoria h(X), donde la
prediccién que minimiza el error cuadratico medio es:

h(X) = E(Y|X) (3.65)

Para derivar lo expuesto con anterioridad, se necesita primero determinar cudl es la prediccion
que minimiza el error cuadratico medio si se quiere pronosticar una variable aleatoria Y respecto a
una constante ¢ € R. Para hallar el 6ptimo, se establece una funcién que depende de la constante:

g(c) = E[(Y —¢)?] (3.66)

Se deriva la funcién anterior, se iguala a cero ¢’(¢) = 0, obteniéndose la siguiente relacién para
el minimo:

c=EY)=py (3.67)
Regresando al problema, se desea encontrar una funcién h(X) que minimice:

E[(Y — h(X))?] (3.68)

Ahora bien, usando la propiedad del valor esperado condicional E(E(Y|X)) = E(Y), se puede
reescribir la expresién anterior como:

E[(Y — h(X))?*] = E(E[(Y — h(X))?|X]) (3.69)

Dado el valor de X = z la funcién h(X — z) = h(x) se puede tomar como constante:
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E(E [(Y — h(X))*|X = xD = E(E [(Y — h(2))?|X = xD (3.70)

Para cada valor de X = x, al ser h(x) constante por la ecuacién 3.67 se tiene que para cada z la
funcién que minimiza el error cuadratico medio es:

h(z) =E(Y|X = z) (3.71)

Esto se extiende automaticamente a todos los valores de x por lo que se obtiene el resultado
buscado de que la funcién que optimiza es h(z) = E(Y|X).

En las siguientes secciones se aplicardan estos resultados, en especifico la ecuacién 3.63, para
generar los prondsticos de los modelos estacionarios ARMA y no estacionarios ARIMA.

3.5.2. Prondsticos de modelos estacionarios de ARMA

En el proceso general ARMA (p, ¢) con término constante 6, el valor en el tiempo ¢+ estd dado
por la siguiente relacién:

Yivi =00+ 01 Yigi—1+ -+ 0pYipi—p + e — e — - — Ogeppi—q (3.72)

Usando la expresion 3.63, se aplica la esperanza condicional respecto a los valores de la serie
Y1,Ys,...,Y; en ambos lados de la relacién anterior:

E(YiulYi,..., YD)
= E(0o[Y1,...,Y) + 01 E(Vi-1|Y1, -, V) + -+ 0pE(Yepi—p[ Y1, .. Y2)
+ EeralYi,. .., Vi) — 0 E(eryia|[Yise o i) — ... (3.73)
9B (ersi|Yi,....Vh)

Donde se ha usado el hecho de que la esperanza condicional es un operador lineal. Se puede
reescribir la ecuacién anterior en términos de Y;(1), quedando como:

Yi(l) = 0 + 61V, (1 = 1) + - + ¢ Yi(l — p) + E(era|V1, ..., V) (3.74)
— 1B (e |V, Ye) — - = =0 E ey o1, YY)

Adicionalmente se ha empleado la propiedad de que la esperanza condicional de una constante
es la constante para tener que E(0y|Y1,Ys,...,Y;) = 6. La expresién precedente es una ecuacién
recursiva pues para obtener las predicciones en un tiempo en el futuro se necesita obtener las
predicciones en tiempos iniciales. Para evaluar la relacién recursiva se deben usar las siguientes
relaciones:
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0 para j >0
E(€t+j|Y17"'7Y;‘/) = { J (375)
err; paraj <0
Yi(j para j >0
BV, i) = { 0) pera (3.76)
Yii; paraj <0
Cuando j > 0 se tiene que E(et+j|Y1,Y2,...,Y;) = E(ei1j) = 0, pues e;y; es independiente

de Y7,Ys,...,Y;. Si j < 0, entonces E(ei44|Y1,Y2,...,Y;) = e; como resultado de otras de
las propiedades de la esperanza condicional. Un argumento similar al anterior se emplea para
verificar el resultado de la ecuacién 3.76.

Como se observa en la ecuacion 3.74, los prondsticosen ! = 1,2, ..., ¢ involucran algunos términos
de ruido blanco. Sin embargo, para [ > ¢, la parte autoregresiva desaparece completamente en
las predicciones obteniéndose:

Vi) =00+ a1 Yi(l— 1)+ +¢,Yi(l —p) para I >g (3.77)

De esta forma, para valores muy lejanos en el futuro, el comportamiento de los prondsticos
estd determinado completamente por la parte autoregresiva del modelo. Tomando en cuenta
que el término constante y se puede vincular con la media del proceso p y los parametros
autoregresivos como lo establece la ecuacién 2.86, se puede reescribir la relacién anterior de la
siguiente forma:

Vi) —p=1[Yi(l = 1) —p] + -+ ¢p[Yi(l —p) — ] para [ >¢ (3.78)

En funcién de [, la ecuacién anterior se puede ver como una ecuacién homogénea en diferencias:

Vi) — p] =1 Vel = 1) — ] — -+ — ¢p[YVa(l — p) — 4]
=(1=¢1B— =B P) Vil = p] = ¢p(B)[Vi(l =] =0 (3.79)

Donde B opera sobre ¢l indice I dejando inalterado los valores constantes: B[Y; (1) — ). Asi, como
ocurrié con la funcién de autocorrelacién py para modelos AR de orden p, el comportamiento del
término Y;(I) — i depende de las rafces del polinomio ¢p(B); si existen solamente raices reales
se presenta solamente un decaimiento exponencial, mientras que si existen raices complejas, a
parte del decaimiento exponencial se presenta un amortiguamiento senoidal. De esta manera,
para modelos estacionarios ARMA, el término )?t(l) — p tiende a cero, por lo que para valores
de [ lejanos al origen t el prondstico es simplemente la media del proceso u. Esto estd acorde
con el comportamiento de los modelos ARMA, donde la dependencia de los valores de la serie
disminuye a medida que el tiempo entre observaciones se incrementa.

Ademads de hacer las predicciones, es importante y necesario tener una estimacién del error que
se comete en cada una de ellas. Por ello se introduce el error del prondstico en el tiempo I:
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er(l) = Vi — V(1) (3.80)

Para deducir una expresién general para el error del prondstico en términos de los coeficientes de
los modelos estacionarios ARMA, es necesario introducir una nueva representaciéon que es general
para los modelos no estacionarios ARIMA (de los cuales los ARMA son un caso particular). Esta
forma equivalente ayuda a que los calculos sean més sencillos.

Un proceso ARIMA se puede representar como un modelo lineal truncado cuya forma es:

Yiyi=Ci(l) + I,(1) paral>1 (3.81)
donde
d ' r pi—1 '
Co(l) =D A"+ Byl (Gy) (3.82)
i=0 i=1 j=0
-1
L) =) e (3.83)
7=0

En Cy(1) los términos A; y B;; son independientes de [ y sélo dependen de los valores Y, Y; 1, .. ..
La representacién como modelo lineal truncado es vélida, pues para un tiempo fijo ¢, C;(l) es la
funcién complementaria de la siguiente ecuacién en diferencias:

Ce(l) = p1Ce(l = 1) — -+ = ppraCi(l — p — d) = ¢p(B)(1 — B)'Ci(l) = by (3.84)

Los términos G; de la ecuacion 3.82 son los inversos de las raices de la ecuacion homogénea en
diferencias ®,(B)(1— B)?Cy(l) = 0 ; el indice hace referencia a las multiplicidad de dichas rafces.
La prueba de que Cy(I) es la funcién complementaria de la ecuacién 3.84, es un resultado de la
teoria de ecuaciones en diferencias (ver Goldberg[26]).

El término I;(I) es una solucién particular de la ecuacién en diferencias homogénea:

¢p(B)(1 = B)'Li(l) = 0 (3.85)

Los términos v’s estan definidos a partir de la siguiente relacién:

¢p(B)(1 — B)Y(1 — 1 B+ oB? +...) = 6,(B) (3.86)

Como Cy(l) contiene p+ d constantes (las A’s y los B’s), la suma de Cy¢(l) y I;(l) es una solucién
general de la ecuacion que define los modelos ARIMA. Los valores especificos de A; y B;; estan
determinados por las condiciones iniciales del proceso {Y;}.
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Con la representacion de un modelo lineal truncado se va a poder establecer una expresion
general del error de prondstico en términos de los pardmetros del modelo; lo que hay que tener
en cuenta es la representacién explicita de I;(l) dada por la ecuacién 3.83 y que para modelos
invertibles (que es el caso de los modelos ARMA), Ci(l) es una funcién de los valores de la serie
Y1,Y5,..., Y,

Para hacer el célculo del error, se usa la ecuacién 3.81 para establecer el prondstico en un tiempo
hacia delante [ en funcién de un modelo lineal truncado:

Yi(l) =E(YeulYr, ... Y)) = E(C() + LDV, ..., Y7) =
E(C:(O)Y1,.... V) + E(L(DY, ..., YY) (3.87)

En el desarrollo anterior se ha empleado la linealidad de la esperanza condicional. Como se tiene
un proceso invertible, C;(l) depende de Y1, ...,Y; por lo que E(Cy(1)|Y1,...,Y;) = Ci(l). Por otro
lado, I;(1) es independiente de Y7,...,Y; lo que lleva a que E(l;(1)|Y1,...,Y:) = E(I;(1)) por las
propiedades del valor esperado. Finalmente, como E(I;(1)) = 0, se tiene que:

Yi(l) = Cu(l) (3.88)

De esta forma, para modelos estacionarios ARMA que sean invertibles, el error del prondstico
en el tiempo [ se establece como:

-1
er(l) = Yipr = Yo(l) = (Cr(1) + L(1) = Co(1) = L(1) = Y jersi; (3.89)
j=0

Se pueden calcular la media y la varianza del error

Eley(1)) =0 (3.90)

-1
Var(e (1)) = 02> 43 (3.91)
j=0

3.5.3. Prondsticos de modelos no estacionarios ARIMA

Las predicciones de los modelos no estacionarios ARIMA, se hacen de forma similar a la de los
modelos ARMA. El asunto es escribir el modelo ARIMA(p,d, q) en su forma de ecuacién en
diferencias, como se vio en la seccién 2.3.2, para que aparente ser un modelo ARMA (p + d, q):

Yi=pYia+ -+ opraYepatep —bhe 1 — - —04eppg (3.92)
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Los coeficientes ¢’s estan dados por la siguiente relacién de polinomios de retraso:

@p(B) = ¢p(B)(1 - B)d (3.93)

Usando esta representacion, se pueden emplear las ecuaciones 3.74, 3.75 y 3.76 remplazando p
con p+dy ¢; con p; para generar la respectiva relacién recursiva de los prondsticos.

Como forma alternativa al proceso anterior, se podria trabajar con la serie estacionaria que
resulta de la transformacién W; = (1 — B)?Y; para calcular las predicciones. Una vez obtenidos
los prondsticos, se “deshace”la diferencia y se suman los términos para generar predicciones en
la serie original. Este procedimiento alternativo es valido béasicamente porque la transformacién
de diferencia es un operador lineal.

En el caso que se tenga un modelo ARIMA invertible el error de prondstico estd determinado
por la misma relaciéon que en el caso de modelos estacionarios:

-1
er(l) = L(1) =D _tjerni (3.94)
=0

Las ecuaciones para la media y la varianza de los procesos ARIMA invertibles son exactamente
las mismas que para los modelos estacionarios invertibles: ecuaciones 3.90 y 3.91. A diferencia de
lo que ocurre en los procesos ARMA, los pesos 9’s no decaen a cero a medida que se incrementa,
el valor de j.

3.5.4. Limites de prediccion

Ademas de realizar las predicciones es importante validar la precision de las mismas. Esto se
puede hacer generando un intervalo de confianza y dependiendo de su tamano sera la exactitud
del pronéstico. El intervalo se genera empleando el error de prondstico e;(1).

Como en los modelos ARIMA los términos de ruido blanco {e;} son variables independientes e
idénticamente distribuidas de forma normal, entonces el error de prediccién tendrd también una
distribucién normal con media cero y varianza determinada por la ecuacién 3.91. El estadistico
definido como:

et(l) _ Yt *Yt(l)
VVar(ell))  /Var(e(l))

(3.95)

tendra una distribuciéon normal estandar y se puede emplear para generar un intervalo de confian-
za para respecto al error del prondstico. Hay que destacar que o2 y los coeficientes 1’s necesitan
ser estimadosV!!! para calcular la varianza del error, pero en el caso de muestras grandes las
estimaciones modifican muy poco la distribucién del estadistico. Para un nivel de confianza dado

VIlen realidad las ¥'s se calculan a través de las estimaciones de los coeficientes ¢’s y 0’s del respectivo modelo

ARMA.
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1 — « se pueden usar los percentiles —z1_o y 21_o de la distribucién normal estandar para
establecer la probabilidad de encontrar estadistico entre esos valores:

—Z Y%Jrl _ yt(l) z =1—«
P[ e 1_a] 1 (3.96)
Lo que lleva a:
P [ﬁ(m — 21—a/Var(e;(1)) < Yiey < Y, (1) + 21— Var(et(l))] =1-a (3.97)

De esta forma el intervalo de confianza del (1 — «)100 % respecto a la observacién futura Y;4; es:

~

Yi(l) £ z1—av/Var(e(1)) (3.98)

3.5.5. Actualizacion de los prondsticos

Cuando nuevas observaciones del proceso estdn disponibles es posible emplearlas para mejorar
los pronésticos hechos con anterioridad. Partiendo de que el origen de prediccion es el tiempo ¢,
el pronéstico en el tiempo [ + 1 se denota como Y;(I + 1). Una vez que se conoce el proceso en
el tiempo t + 1, se desea actualizar la prediccién, que partiendo de este nuevo origen se escribe
como ﬁﬂ(l). Para evitar hacer todo el procedimiento que se describié en las secciones 3.5.2 y
3.5.3, es posible deducir una expresién que facilita los calculos.

Partiendo de la representacién del proceso lineal truncado se escribe el valor Y;; ;41 como:

!
Yiprn =Gl + D) + LI +1) =Gl + 1) + > e (3.99)
§=0
Como Cy(l 4+ 1) y e;+1 dependen de Y1,Ys,. .. 7Yt,Yti1 mientras que €49, €143, - .., €41, €411

son independientes de Y7, Ys,...,Y:, Vi1 al aplicar Yiy1(l) = E(Yi1|Y1, Yo, ..., Vs, Yigg) se
obtiene:

Yie1() = Co(1+ 1) + Pressn (3.100)

Por otro lado se tiene por la ecuacién 3.88 que Cy(l + 1) = ﬁ(l + 1). Ademéds como e;y; =
Yiy1 — Yi(1), por la ecuacién 3.80, Yi41(l) se puede escribir como:

Yirr (1) = Vil + 1) + ¢ (Yigr — V(1)) (3.101)
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La relacién anterior se conoce como ecuacion general de actualizacion. Hay que notar que
el término (Y41 — Yi(1)) es el error de prondstico en el tiempo una vez que la observacién Y4
se hace presente.

3.5.6. Predicciones ponderadas

Para modelos ARIMA donde no hay términos de promedios méviles es claro como las predicciones
estan determinadas explicitamente por la serie Y7, Ys, ..., Y;. Sin embargo, cuando existe la parte
correspondiente MA, los prondsticos involucran términos de ruido blanco (siempre que [ < q),
por lo que la naturaleza de las predicciones en términos de los valores de la serie estd oculta.
Es posible desenmascarar este comportamiento, invirtiendo el modelo ARIMA en términos de
Y 1,Y;_o,... como lo establece la ecuacién 2.63:

Yi=mY 1 +mY o+ m3Y; 5+ +e (3.102)

Por lo anterior, se tiene que Y;41 queda como:

Yiri=mY+mYi o+ mYi o+ +epqn (3.103)

Al calcular el valor esperado condicionado a los valores de la serie Y7, Ys,...,Y;, se obtiene el
pronéstico en un tiempo futuro:

Yi(1) = mY; + moYig +m3Yio + ... (3.104)

En la situacién de que se desee obtener la prediccion a un tiempo futuro [, se tiene que calcular
la respectiva ecuacion recursiva:

Yi(1) = mYi(l — 1) 4+ mVi(l — 2) + msYi(l — 3) + . .. (3.105)

Las ecuaciones anteriores involucran sumas infinitas pero para cuestiones practicas se toman los
pesos hasta el indice t — 1 considerando que los pardametros 7, m¢11, . . . se vuelven despreciables.
Para un modelo ARIMA invertible los pesos n’s se pueden obtener de la siguiente relacion:

¢p(B)(1 - B)dY . ‘Pp(B)
0,(B) ' 0,(B)

La ecuacién anterior genera las siguientes féormulas recursivas para obtener las 7’s:

et =7m(B)Y; =

Y (3.106)

_ Z;n:i?(j’q) Oimj—i +¢; paral <j<p-+d
i = yminGia) . (3.107)
Doiz1 i para j > p+d
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3.5.7. Selecciéon del modelo basado en los errores de pronéstico

En muchas circunstancias es comiin encontrar varios modelos que son adecuados para representar
el proceso temporal que se estd estudiando. Como se mencioné en la seccién 3.3.3 existen algunas
técnicas que permiten elegir el mejor modelo de acuerdo a cierto criterio. Si la parte predictiva
del modelo es de suma importancia, entonces se puede tener un criterio de selecciéon basado en
los errores de pronéstico es(1) = Yi4; — Y;(1). Se introducen a continuacién cuatro cantidades que
sirven para comparar las predicciones de los modelos, teniendo en cuenta que entre menor es el
valor mejor es la prediccién del modelo. En términos generales, la seleccion se hace considerando
el desempeno de los cuatro criterios.

1. Porcentaje de error medio (PEM) :

1 L. (1
PEM = | — t>100<7 3.108
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2. Error cuadratico medio (ECM):

1 M
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3. Porcentaje de error absoluto medio (PEAM) :

M
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4. Error absoluto medio (EAM):
| M
EAM = — ; (e: ()] (3.111)

Para evaluar las cantidades descritas con anterioridad, por lo regular el origen de la prediccién es
dentro de la misma serie Y7,Y5s,...,Y;, es decir, en un cierto valor Y, donde r < t , para que los
prondésticos se puedan comparar con los valores restantes de la serie Y, 11, Yr42,...,Y:. En este
caso, el valor M de las ecuaciones anteriores viene siendo M =1t — r.



Capitulo 4

Modelos ARIMA: robo de vehiculos
asegurados

En este capitulo se presentan los anélisis que se hicieron a los datos de robo de autos. Antes de
ajustar los modelos ARIMA se prepararon los datos y se clasificaron los estados de acuerdo al
crecimiento del robo de autos y al costo de la prima de seguro.

4.1. Clasificacion de los estados

Se explica de forma integra cuales fueron las técnicas involucradas en la regionalizacién de los
estados de la repiblica mexicana. Primero se va a describir el criterio empleado para generar la
clasificacion. Después se detallard la técnica de agrupamiento jerarquico de aglomeracién y se
explicard como se implement6 con los datos para ordenar los estados. Finalmente se describira la
regionalizacién final, la cual se obtiene con un refinamiento de la clasificacién anteriormente
descrita.

4.1.1. Criterio de clasificacion

El primer criterio para clasificar a los datos fue el crecimiento o decrecimiento del robo de autos,
para ello se calcularon las proporciones de autos robados de la poblacion asegurada para cada
estado, y con estas proporciones relativas a los afios de 2008, 2009 y 2010, se estima la tasa anual
del crecimiento de robos para cada uno de los estados con estos datos, utilizando un modelo de
regresion lineal simple; las pendientes de los ajustes lineales son las estimaciones del crecimiento
o decrecimiento del robo de autos.

Para obtener las proporciones de robos de los anos 2008, 2009 y 2010, se necesitan los datos
tanto de las afectaciones de la cobertura de robo como de las unidades expuestas. Por esto, se
procedio a trabajar con las bases de datos para conseguir esta informacién.

Hay que destacar cuatro aspectos importantes de esta mineria de datos:
62
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1. Una es relativa a las companias. Para el calculo de las proporciones se deseaba emplear
todo la informacion del sector asegurador mexicano. Sin embargo, se encontraron dos com-
panias (una en el ano 2008 y otra diferente en el ano 2009) que presentaban inconsistencias
en sus datos de afectaciones de la cobertura de robo. Como no era préactico por cuestiones
de tiempo rectificar estos datos, se vio en la necesidad de remover la informacién de estas
companias, en estos anos en especifico. Esta decisiéon no afecta significativamente las esti-
maciones finales, ya que es muy poco lo que representan estos datos de la poblacién total
asegurada.

2. En el sector asegurador, existen dos tipos de aseguramiento de vehiculos: contratos indi-
viduales de automoviles, y es pdlizas de forma grupal. Los contratos grupales por lo regular
se identifican como flotilla y generalmente son requeridos por empresas en las cuales sus
vehiculos circulan por diversos estados. Aqui se decidié utilizar solamente los datos de las
polizas individuales, pues los contratos grupales podrian generar un sesgo, debido a que
los autos de flotilla tienen un patrén diferente en el robo de sus unidades pues existe la
posibilidad de un robo fuera de la entidad de aseguramiento.

3. Otro aspecto que tuvo que ser tomando en consideracion fue el coaseguro. Esta practica
consiste en que dos 0 mas companias aseguradoras comparten cierta parte de un riesgo ase-
gurado(como se establece en Kass[27]); el porcentaje que asumen se determina de acuerdo
a los intereses particulares de cada empresa. En el 2010, se identificé que ciertas companias
transferfan el 100 % de su riesgo de robo de vehiculo a otra empresa. Si dos companias estan
en coaseguro, en las bases de datos aparece que cada empresa tiene ese riesgo cubierto, en
este caso un vehiculo asegurado. Para evitar duplicar la informacién, se decidié filtrar las
compaiiias que tenian estos contratos de coaseguro del 100 %, pues en realidad, es la otra
entidad aseguradora quien asume toda la responsabilidad para resarcir el dano. Esta de-
cision parece justificada por el hecho de que las 5 companias que tenian estos contratos de
coaseguro, son en realidad empresas pequenas en el ambito asegurador, que transfirieron
su riesgo a companias més grandes.

4. Hay que mencionar que en el estudio se incluyen todos los tipos vehiculos asegurados con
cobertura para robo de cualquier tipo, es decir, cualquier unidad automotora: vehiculos de
4 puertas, camiones, traileres, motocicletas, por mencionar algunos.

Después de aplicar las acciones antes descritas se calculan los porcentajes de robo de autos usando
la férmula siguiente:

Porcentaje de proporcién % = Proporcidén x 100 (4.1)

En la tabla 4.1 se muestra las proporciones del robo de autos por estado y por afo.

Los valores de la tabla 4.1 se utilizaron para ajustar las 32 ecuaciones de recta, y obtener las
respectivas pendientes, que es uno de los principales objetivos. De acuerdo a Mendenhall[28] el
modelo de regresién lineal simple es:

yi = Po+ bz + € (4.2)
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Estados | 2008 | 2009 | 2010 |
Aguascalientes 0,29 | 0,33 | 0,38
Baja California 2,02 | 1,42 | 1,41

Baja California Sur | 0,21 | 0,15 | 0,18

Campeche 0,35 | 0,20 | 0,17
Chiapas 0,65 | 0,46 | 0,52
Chihuahua 1,54 | 2,04 | 2,44
Coahuila 0,26 | 0,43 | 0,87
Colima 1,19 | 0,16 | 0,23
Distrito Federal 1,15 | 1,03 | 1,08
Durango 0,70 | 0,83 | 1,81
Estado de México 1,40 | 1,59 | 1,90
Guanajuato 0,87 | 0,38 | 0,31
Guerrero 1,61 | 1,49 | 1,63
Hidalgo 0,85 | 0,53 | 0,57
Jalisco 0,62 | 0,68 | 0,82
Michoacan 0,70 | 0,56 | 0,62
Morelos 1,07 | 1,13 | 1,33
Nayarit 0,46 | 0,30 | 0,49
Nuevo Leon 0,53 | 0,70 | 1,08
Oaxaca 0,96 | 0,74 | 0,60
Puebla 0,65 | 0,43 | 0,42
Querétaro 0,34 | 0,31 | 0,25

Quintana Roo 0,55 | 0,36 | 0,41
San Luis Potosi 0,30 | 0,30 | 0,54

Sinaloa 1,47 | 1,47 | 2,56
Sonora 0,56 | 0,43 | 0,55
Tabasco 0,75 | 0,75 | 0,75
Tamaulipas 0,65 | 0,53 | 1,26
Tlaxcala 0,59 | 0,54 | 0,73
Veracruz 0,54 | 0,39 | 0,55
Yucatan 0,30 | 0,10 | 0,07
Zacatecas 0,20 | 0,31 | 0,86

Cuadro 4.1: Proporciones de robo de vehiculos asegurados (con cobertura para este delito) de
los estados de la republica mexicana para los anos 2008, 2009 y 2010.
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donde y; son los valores de la variable dependiente, x; los valores de la variable independiente
o covariable, y ¢; son los términos de error que son variables aleatorias independientes que se
distribuyen de forma normal con media cero y varianza constante o2. En el caso que compete, la
variable depediente son los porcentajes de proporcién de robo y la covariable es el tiempo dado
en anos.

De esta manera, empleando el paquete estadistico R, se estimaron los pardmetros de las respec-
tivas regresiones lineales simples como se establece en Faraway [29] y Verzani[32].

Los valores estimados del pardmetro 31, para cada uno de los estados se indican en la figura 4.1,
en la cual se han ordenado las pendientes estimadas de menor a mayor. Se observa cantidades
negativas que indican un decrecimiento, valores que son pequenos al compararlos con los demés
que sugieren una estabilidad del fenémeno de robo y pendientes positivas que muestran una
tendencia de crecimiento.

Pendientes de las regresiones lineales simples
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Figura 4.1: Pendientes resultantes del ajuste lineal. Se han ordenado de menor a mayor.

Al revisar la grafica 4.1, es posible determinar 5 grupos de crecimiento homogéneo, que se clasifi-
can como: decrecimiento alto (1), decrecimiento moderado(2), estable (3), crecimiento moderado
(4), crecimiento alto (5).

Esta clasificacion se obtiene con el procedimiento conocido como Agrupamiento jerarquico de
aglomeracion, técnica que se describe enseguida.

4.1.2. Agrupamiento Jerarquico de Aglomeracién

El analisis de conglomerados (cluster analysis) es una técnica estadistica utilizada para formar
o discernir grupos de observaciones homogéneas, permitiendo generar una clasificacién. Existen
diversas técnicas y modelos para formar grupos. En el caso del presente estudio se decidié im-
plementar la técnica de Agrupamiento Jerdrquico de Aglomeracion; que es basicamente
un algoritmo heuristico que se escogioé debido a su implementacion directa a través del software
estadistico R, como se puede constatar en Everitt[3].

Esta técnica de clasificacién inicia con n grupos de un solo elemento, y termina con un grupo
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de n elementos. En cada paso, se fusionan los dos grupos mas cercanos. La cercania se puede
medir con alguna de las distancias conocidas cuya definicién se puede encontrar en Everitt y
Landau[31]; para este trabajo se utiliza la distancia euclidiana entre dos puntos, entre un
punto y un conjunto y entre dos conjuntos.

El algoritmo consiste en lo siguiente:

Inicio: Se tienen Gy, ..., G, grupos de un elemento:

1. Encontrar el par de grupos més cercanos G; y G; e integrarlos en un solo grupo G; y borrar
Gj.

2. Si el nimero de grupos es igual a 1 parar, sino regresar a 1)

Las distancias d;; pueden formar una matriz cuya diagonal es igual a 0. En este caso, cada
unidad muestral (cada estado de la republica) tiene un tnico valor asociado que corresponde a
la pendiente estimada, por lo que la medida utilizada entre dos puntos es el valor absoluto de su
diferencia. En general en este trabajo se va a considerar para la distancia entre dos grupos A y
B que tengan uno o mas puntos, la férmula (Everrit[3]):

max(d;;)
dup=1{ icA (4.3)
jeB

donde dap es la distancia entre los grupos A y B y d;; es la distancia entre elementos de
los grupos. Las clasificaciones jerarquicas se pueden representar por diagramas bidimensionales
conocidos como dendrogramas, los cuales van ilustrando las fusiones en cada uno de los pasos.
La forma de los dendrogramas simula un arbol genealégico.

Como todos los algoritmos jerdrquicos de agrupamiento reducen los datos a un solo grupo, se
tiene que decidir cual es la cantidad de grupos que mejor se ajusta a los datos. Esto se puede
traducir en decidir a qué altura del dendrograma se debe “cortar” para tener un nimero 6ptimo
de grupos. En realidad es una respuesta dificil. Un criterio puede ser elegir la distancia maxima
de las que se generan en el dendrograma y cortar ahi; la otra es determinar los grupos de acuerdo
a un numero tentativo seleccionado con anterioridad.

Se aplicd este andlisis de conglomerados a las pendientes que se obtuvieron de las regresiones
lineales. El procedimiento, que se implementé a través de R, fue primero generar la matriz de
distancias euclidianas, ecuacién (4.3), para después emplearla en el algoritmo de Agrupamien-
to Jerdrquico de Aglomeracién. El dendrograma obtenido, usando un agrupamiento completo
(distancia méxima), se observa en la figura 4.2.

Sobre la figura se han sobrepuesto recuadros redondeados para indicar los estados que pertenecen
a cada una de las regiones.

Con esta regionalizacion las primas de seguros de los estados en una misma zona no tienen un
comportamiento homogéneo, por lo que se consideré hacer un refinamiento de esta regional-
izacién.
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Figura 4.2: Dendrograma que resulta de aplicar el algoritmo de Agrupamiento Jerdrquico de Aglom-
eracion, donde muestra la clasificacion de los estados en 5 zonas.

4.1.3. Obtencion de series mensuales y clasificacién final

Para calcular los porcentajes del robo de autos y posteriormente hacer la regionalizacién de los
estados de la republica se requirié tener el nimero total de autos asegurados. Esta informacién
no se tenia en las bases de datos proporcionadas por la AMIS, y era necesario obtenerla; Sin
embargo, como la vigencia de las pélizas no inicia a un mismo tiempo, era dificil realizar un
conteo minucioso, por la cantidad de informacién involucrada y se buscd una manera de estimar
este valor. En un principio se pensé aplicar varios cortes al mes y contar el niimero de vehiculos
asegurados en cada uno de esos momentos y con esas mediciones generar una mejor estimacién del
total de autos asegurados por mes, pero la cantidad de célculos, filtros y operaciones requeridas,
hizo que se desechara la idea. La estrategia seleccionada, fue hacer un solo corte al 15 de cada
mes para determinar cuantas poélizas estaban vigentes en esa fecha; este niimero de vehiculos
asegurados se utilizé como una estimacién de las unidades expuestas. Ademads, por la misma
razon, se decidié emplear solamente las companias mas importantes del sector, pues la bisqueda
de datos era necesaria implementarla en las bases de cada compaiia, lo que resultaria en un
arduo trabajo de extraccién que llevaria mucho tiempo aplicar.

Una vez que se contaba con la estimacion del total de vehiculos asegurados, se procedid a generar
las series de los indicadores mensuales del porcentaje de robo y de la prima de riesgo por estado.

Al revisar los datos de los estados que pertenecen a un mismo grupo se encontré que en términos
generales el comportamiento de las graficas que corresponden a cada estado dentro de una misma
zona es el mismo (por su tipo de crecimiento); sin embargo, la cantidad de prima mensual llegaba
a diferir considerablemente entre algunos estados que conformaban la misma regién. Por lo tanto,
se decidi6 reagrupar dentro de la misma zona los datos de series con primas similares, para evitar
algiin sesgo de la informacion.

Se calculd el promedio de la prima mensual de cada estado del ultimo afio. Al analizar este
promedio, se puede entender mejor el fenémeno. Por ejemplo, en la zona 3, de comportamiento
estable, el promedio de primas mensual para Guerrero es de $142.37, mientras que en otros estados
de la misma zona, como Campeche, Querétaro y Quintana Roo, el promedio es de $14.59, $23.39
y $23.54 respectivamente. Se ve que existe una diferencia considerable, por lo que la respectiva
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fusién de la informacién, generaba que la prima mensual de Guerrero disminuyera demasiado y
la de los otros estados aumentara considerablemente.

Para hacer un refinamiento de la clasificacién de los estados, se determiné que los valores minimo
y maximo de los promedios de primas mensual dentro de una misma no difirieran en mas de 40
pesos. Con fines de claridad, se muestra en la tabla 4.2 como quedé la nueva clasificacién.

De esta forma se pasaban de 5 zonas, a 13 zonas. Para fines practicos este ntimero era elevado
y alguna zonas quedaban con un solo estado, por lo que se decidi6é agruparlas y generar menos
regiones.

Se pudieron fusionar las zonas 4C y 4D, porque a pesar de que la diferencia maxima fue de $46.3
pesos, al graficar los 4 estados se observé que durante todo el periodo las graficas no estaban tan
alejadas y poselan un comportamiento similar. Se intent6 aplicar la misma solucién en las zonas
3C y 3D, pues la diferencia era similar, de $46.6 pesos. Sin embargo al graficar el D.F. junto con
Guerrero, se apreciaron regiones en el tiempo donde las series diferian considerablemente, esto
es, su comportamiento era diferente, pues si bien estan en la regién estable, el D.F. tiene una
pendiente negativa y Guerrero positiva.

Los grupos 2A y 4A, formados solamente por los estados de Yucatan y Aguascalientes, respecti-
vamente, se integraron al grupo 3A, porque al revisar graficamente los datos de estos estados se
encuentra que tienen un comportamiento semejante. De esta manera, se reducia el niimero a 10
grupos. Finalmente Guerrero, también estaba cercano a la regiéon de crecimiento moderado, por
lo que se decidié graficar la serie con los estados cuyo promedio de prima era cercano, que eran
Morelos, Tamaulipas y Estado de México. Se vio que la grafica de Guerrero estaba notablemente
cercana al comportamiento de las otras gréficas, por lo que se opté por agruparlas.

Con esto, quedaron 9 zonas, de las cuales sdlo dos estaban compuestas por un solo estado: la 3C
por el D.F. y la 5B por Sinaloa. La clasificaciéon final, que se puede ver graficamente en la figura
4.3, es la siguiente:

Clasificacién final:

Zona 1A: Baja California, Colima y Guanajuato.

Zona 2A: Hidalgo, Oaxaca y Puebla.

Zona 3A: Aguascalientes, Baja California Sur, Campeche, Querétaro, Quintana Roo
y Yucatan.

Zona 3B: Chiapas, Michoacan, Nayarit, Sonora, Tabasco y Veracruz.

Zona 3C": Distrito Federal.

Zona 4A: Coahuila, Jalisco, Nuevo Leén, San Luis Potosi, Tlaxcala y Zacatecas.
Zona 4B: Estado de México, Guerrero, Morelos y Tamaulipas.

Zona 5A: Chihuahua y Durango.

Zona 5B: Sinaloa.

Aunque no es un fenémeno que esté tan marcado, se puede ver que en la clasificacion hay cierta
relacion territorial, pues se observan varios grupos de estados vecinos que poseen el mismo color.

Ademads, se puede apreciar que las zonas 4 y 5 que indican un mayor crecimiento de robo estdn
en el norte de la repiblica, mientras que las que en el centro y sur hay mas estados de los sectores
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Estados Pendientes | Promedio del ultimo afio (pesos) ‘ Zona ‘ Nueva zona ‘
Colima —0,480 23,90 1 1A
Baja California —0,306 60,58 1 1A
Guanajuato —0,279 23,55 1 1A
Oaxaca —0,177 37,48 2 2B
Hidalgo —0,139 62,38 2 2B
Puebla —0,117 40,93 2 2B
Yucatan —0,112 5,15 2 2A
Campeche —0,092 14,59 3 3A
Quintana Roo —0,072 23,54 3 3A
Chiapas —0,068 36,46 3 3B
Querétaro —0,046 23,39 3 3A
Michoacan —0,039 59,66 3 3B
Distrito Federal —0,033 96,38 3 3C
Baja California Sur —0,013 11,98 3 3A
Sonora —0,003 46,89 3 3B
Tabasco 0,001 46,77 3 3B
Veracruz 0,004 48,23 3 3B
Guerrero 0,010 142,99 3 3D
Nayarit 0,016 39,94 3 3B
Aguascalientes 0,046 20,14 4 4A
Tlaxcala 0,070 75,94 4 4B
Jalisco 0,098 68,88 4 4B
San Luis Potosi 0,122 52,19 4 4B
Morelos 0,129 121,86 4 4C
Estado de México 0,251 168,18 4 4D
Nuevo Leoén 0,279 89,25 4 4B
Tamaulipas 0,306 140,80 4 4C
Coahuila 0,307 70,71 4 4B
Zacatecas 0,331 83,39 4 4B
Chihuahua 0,450 158,39 5 5A
Sinaloa 0,545 343,96 5 5B
Durango 0,555 144,54 5 5A

Cuadro 4.2: En la tltima columna se muestra la nueva clasificacion. El orden de aparicién de los

estados esta determinado por el valor obtenido de su pendiente.
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Figura 4.3: Clasificacién final de los estados.

de estabilidad y disminucién del delito. El contraste visual se facilita, pues se escogieron colores
calidos para indicar crecimiento de robo, y colores frios para denotar su disminucién.

4.2. Modelacion de los indicadores

Una vez establecida la regionalizacion, se procedié al andlisis de los indicadores siguiendo con
detalle la metodologia presentada en el capitulo 2, con el objetivo de identificar cudl de los
procesos generadores de los datos introducidos en el capitulo 3 modelaba cada una de las series
en cuestion.

4.2.1. Indicadores por region

Una vez formulada la clasificacién, se necesitaban obtener las series tanto de prima de riesgo
mensual como de porcentaje de robo; al definirse 9 grupos, se tenian entonces que calcular 18
series temporales mensuales, las cuales se muestran en las tablas 4.3 y 4.4

Para describir el comportamiento de los indicadores mensuales de todas las regiones de robo de
autos, tanto del porcentaje como de la prima de seguros, se eligié el modelo ARIMA. Para algunas
regiones (en particular la 2 y la 3) se encontré que con las correlaciones y las autocorrelaciones
muestrales se tenia evidencia que las series eran estacionarias, en estos casos se utilizé el modelo
ARMA para estimar su comportamiento. En los otros casos se observé tendencias no constantes
en su comportamiento (en particular en las zonas 3, 4 y 5) por lo que se decidi6 conveniente
estimar modelos ARIMA en estos casos. En la primera zona se observaron intervenciones, que
cambiaron la evolucién del nivel de la serie; se necesité integrarlas en los modelos para estimar
su efecto. Finalmente, en varias series temporales se manifestaron datos atipicos o aberrantes y
su andlisis y estimacién fue fundamental en el proceso de modelado.
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Tiempo | 1A | 2A | 3A | 3B | 3C 4A 4B 5A 5B
2008-01 | 68.72 | 25.38 | 9.31 | 36.54 | 65.98 | 27.69 | 82.69 | 39.30 | 138.98
2008-02 | 47,96 | 38,91 | 10,13 | 23,03 | 67,20 | 25,63 | 63,99 | 59,68 | 94,55
2008-03 | 53,14 | 36,12 | 9,54 | 24,97 | 75,56 | 19,45 | 69,86 | 51,59 | 113,75
2008-04 | 49,92 | 26,84 | 14,32 | 23,80 | 78,61 | 24,04 | 77,14 | 36,72 | 131,08
2008-05 | 54,75 | 46,57 | 10,20 | 42,62 | 66,32 | 26,68 | 73,66 | 44,44 | 108,94
2008-06 | 47,89 | 47,89 | 17,59 | 31,92 | 62,64 | 29,00 | 78,51 | 59,31 | 103,60
2008-07 | 65,76 | 66,54 | 14,70 | 22,43 | 73,89 | 31,35 | 72,84 | 75,96 | 110,81
2008-08 | 64,23 | 54,63 | 14,20 | 33,59 | 75,07 | 3243 | 71,09 | 99,25 | 59,34
2008-09 | 65,89 | 36,42 | 8,72 | 28,30 | 66,96 | 36,96 | 79,43 | 102,50 | 137,44
2008-10 | 58,38 | 61,33 | 8,62 | 49,08 | 86,79 | 34,86 | 80,93 | 114,39 | 214,39
2008-11 | 72,76 | 50,70 | 11,06 | 38,99 | 99,63 | 33,64 | 104,87 | 119,03 | 210,21
2008-12 | 76,04 | 44,89 | 15,63 | 46,06 | 95,19 | 35,61 | 89,46 | 135,57 | 345,35
2009-01 | 50,87 | 48,91 | 17,17 | 45,59 | 106,90 | 42,94 | 103,47 | 128,64 | 254,89
2009-02 | 55,02 | 40,45 | 11,79 | 38,38 | 90,07 | 42,57 | 83,86 | 112,05 | 221,09
2009-03 | 53,59 | 48,03 | 17,17 | 37,85 | 100,87 | 41,98 | 101,96 | 82,36 | 302,75
2009-04 | 60,58 | 29,54 | 14,84 | 31,93 | 91,42 | 39,72 | 89,23 | 103,83 | 189,64
2009-05 | 73,47 | 67,26 | 16,57 | 30,52 | 98,10 | 46,00 | 103,95 | 115,68 | 172,15
2009-06 | 69,97 | 42,02 | 12,90 | 30,79 | 96,72 | 36,01 | 112,09 | 92,48 | 150,44
2009-07 | 66,49 | 38,09 | 12,65 | 33,62 | 92,61 | 44,03 | 111,10 | 104,87 | 139,14
2009-08 | 57,89 | 44,44 | 18,88 | 38,25 | 97,66 | 47,67 | 110,61 | 107,34 | 160,99
2009-09 | 80,08 | 36,63 | 16,48 | 27,35 | 91,95 | 45,06 | 114,91 | 119,20 | 191,56
2009-10 | 70,27 | 37,36 | 17,36 | 34,21 | 103,97 | 54,04 | 124,42 | 126,27 | 208,72
2009-11 | 71,45 | 42,37 | 19,93 | 37,66 | 101,10 | 57,35 | 123,35 | 111,20 | 202,49
2009-12 | 83,57 | 45,30 | 17,63 | 41,96 | 101,37 | 72,78 | 122,71 | 122,43 | 305,45
2010-01 | 51,40 | 51,13 | 22,28 | 38,18 | 100,08 | 60,09 | 128,95 | 111,90 | 349,31
2010-02 | 30,29 | 29,16 | 17,73 | 39,70 | 91,05 | 51,17 | 123,67 | 112,01 | 260,79
2010-03 | 28,38 | 29,37 | 15,61 | 40,17 | 82,18 | 55,68 | 141,74 | 155,50 | 360,24
2010-04 | 34,32 | 50,92 | 16,13 | 33,85 | 78,72 | 59,78 | 143,31 | 96,05 | 335,65
2010-05 | 39,31 | 54,05 | 14,99 | 36,98 | 94,87 | 79,15 | 165,22 | 132,71 | 324,82
2010-06 | 29,20 | 47,95 | 14,91 | 41,44 | 101,46 | 82,46 | 150,81 | 114,11 | 334,22
2010-07 | 26,24 | 35,75 | 18,93 | 44,97 | 105,86 | 80,80 | 149,49 | 154,44 | 344,23
2010-08 | 30,36 | 55,59 | 15,52 | 47,91 | 106,08 | 91,85 | 176,93 | 202,76 | 322,52
2010-09 | 27,31 | 43,25 | 20,38 | 74,31 | 96,39 | 78,37 | 174,91 | 178,49 | 309,21
2010-10 | 39,67 | 42,41 | 20,85 | 53,78 | 102,51 | 91,16 | 186,58 | 221,15 | 346,54
2010-11 | 40,21 | 45,93 | 17,13 | 61,31 | 106,67 | 101,29 | 174,51 | 191,00 | 394,13
2010-12 | 34,47 | 52,46 | 14,16 | 70,46 | 90,74 | 90,53 | 169,27 | 196,32 | 445,80
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Cuadro 4.3: Datos de las series de prima mensual por regiones; los valores son en pesos mexicanos.
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Tiempo 1A 2A 3A 3B 3C 4A 4B 5A 5B

2008-01 | 0.0961 | 0.0349 | 0.0188 | 0.0379 | 0.0779 | 0.0346 | 0.0780 | 0.0636 | 0.0887
2008-02 | 0.0778 | 0.0381 | 0.0161 | 0.0300 | 0.0781 | 0.0350 | 0.0677 | 0.0728 | 0.0772
2008-03 | 0.0753 | 0.0473 | 0.0178 | 0.0318 | 0.0788 | 0.0310 | 0.0805 | 0.0760 | 0.0802
2008-04 | 0.0859 | 0.0380 | 0.0215 | 0.0279 | 0.0841 | 0.0319 | 0.0727 | 0.0655 | 0.0792
2008-05 | 0.0926 | 0.0431 | 0.0182 | 0.0390 | 0.0788 | 0.0342 | 0.0699 | 0.0714 | 0.0918
2008-06 | 0.0789 | 0.0388 | 0.0218 | 0.0337 | 0.0770 | 0.0370 | 0.0758 | 0.0921 | 0.0688
2008-07 | 0.0915 | 0.0440 | 0.0203 | 0.0284 | 0.0808 | 0.0397 | 0.0716 | 0.0872 | 0.0956
2008-08 | 0.0937 | 0.0471 | 0.0174 | 0.0331 | 0.0839 | 0.0389 | 0.0732 | 0.1211 | 0.0594
2008-09 | 0.0923 | 0.0372 | 0.0153 | 0.0273 | 0.0743 | 0.0415 | 0.0839 | 0.1127 | 0.1198
2008-10 | 0.0859 | 0.0385 | 0.0142 | 0.0335 | 0.0895 | 0.0419 | 0.0881 | 0.1165 | 0.1423
2008-11 | 0.0903 | 0.0382 | 0.0154 | 0.0338 | 0.1096 | 0.0407 | 0.0954 | 0.1189 | 0.1324
2008-12 | 0.0810 | 0.0374 | 0.0139 | 0.0321 | 0.0926 | 0.0400 | 0.0855 | 0.1298 | 0.1799
2009-01 | 0.1028 | 0.0528 | 0.0279 | 0.0476 | 0.1395 | 0.0606 | 0.1228 | 0.1446 | 0.1665
2009-02 | 0.0978 | 0.0495 | 0.0256 | 0.0502 | 0.1275 | 0.0560 | 0.1133 | 0.1181 | 0.1470
2009-03 | 0.1020 | 0.0660 | 0.0279 | 0.0405 | 0.1446 | 0.0581 | 0.1240 | 0.1070 | 0.1637
2009-04 | 0.0932 | 0.0426 | 0.0331 | 0.0377 | 0.1227 | 0.0571 | 0.1206 | 0.1024 | 0.1079
2009-05 | 0.1177 | 0.0642 | 0.0235 | 0.0372 | 0.1361 | 0.0596 | 0.1269 | 0.1218 | 0.1137
2009-06 | 0.1039 | 0.0542 | 0.0285 | 0.0368 | 0.1363 | 0.0565 | 0.1290 | 0.1244 | 0.0940
2009-07 | 0.1122 | 0.0531 | 0.0180 | 0.0433 | 0.1414 | 0.0645 | 0.1367 | 0.1397 | 0.1138
2009-08 | 0.1074 | 0.0610 | 0.0228 | 0.0427 | 0.1368 | 0.0659 | 0.1408 | 0.1408 | 0.1081
2009-09 | 0.1353 | 0.0504 | 0.0252 | 0.0361 | 0.1357 | 0.0625 | 0.1482 | 0.1227 | 0.1192
2009-10 | 0.1217 | 0.0487 | 0.0288 | 0.0430 | 0.1478 | 0.0747 | 0.1434 | 0.1518 | 0.1259
2009-11 | 0.1068 | 0.0440 | 0.0287 | 0.0376 | 0.1387 | 0.0704 | 0.1445 | 0.1339 | 0.1260
2009-12 | 0.1023 | 0.0357 | 0.0221 | 0.0422 | 0.1125 | 0.0702 | 0.1183 | 0.1427 | 0.1628
2010-01 | 0.0412 | 0.0422 | 0.0189 | 0.0366 | 0.0941 | 0.0611 | 0.1112 | 0.1425 | 0.1885
2010-02 | 0.0332 | 0.0326 | 0.0182 | 0.0394 | 0.0886 | 0.0484 | 0.1085 | 0.1347 | 0.1643
2010-03 | 0.0398 | 0.0289 | 0.0184 | 0.0382 | 0.0839 | 0.0592 | 0.1252 | 0.1461 | 0.2165
2010-04 | 0.0378 | 0.0395 | 0.0199 | 0.0334 | 0.0842 | 0.0553 | 0.1147 | 0.1291 | 0.2130
2010-05 | 0.0429 | 0.0391 | 0.0191 | 0.0365 | 0.0935 | 0.0695 | 0.1328 | 0.1443 | 0.1900
2010-06 | 0.0392 | 0.0341 | 0.0226 | 0.0361 | 0.0982 | 0.0770 | 0.1324 | 0.1285 | 0.2160
2010-07 | 0.0275 | 0.0302 | 0.0222 | 0.0399 | 0.0991 | 0.0822 | 0.1337 | 0.1816 | 0.2159
2010-08 | 0.0326 | 0.0402 | 0.0192 | 0.0432 | 0.0961 | 0.0864 | 0.1461 | 0.2016 | 0.1859
2010-09 | 0.0334 | 0.0339 | 0.0173 | 0.0588 | 0.0912 | 0.0733 | 0.1441 | 0.1869 | 0.1862
2010-10 | 0.0437 | 0.0329 | 0.0208 | 0.0470 | 0.0959 | 0.0865 | 0.1547 | 0.2040 | 0.1928
2010-11 | 0.0411 | 0.0409 | 0.0164 | 0.0557 | 0.0940 | 0.0918 | 0.1496 | 0.1930 | 0.2298
2010-12 | 0.0398 | 0.0427 | 0.0209 | 0.0608 | 0.0859 | 0.0818 | 0.1461 | 0.1806 | 0.2383

Cuadro 4.4: Datos de las series de porcentaje de robo mensual de vehiculos de cada una de las
zonas.
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Con la finalidad de hacer 4gil la presentacién de los resultados, se decidié escoger una serie con
cada una de las diferentes técnicas aplicadas. Los resultados para las zonas que no se presentan
sus resultados de manera detallada, se incluirdan en el apéndice A.

4.2.2. Modelado de algunas series representativas

La explicacién minuciosa del modelado se realizard de la siguiente manera. Primero se estu-
diara una zona cuyos datos indican ser estacionarios, por lo que se aplicé el modelo ARMA;
después se detallaran los pasos para un modelo que contiene una raiz unitaria. Posteriormente se
analizard un proceso con tendencia lineal. Después se explicaran algunos de los pasos importantes
para modelar datos atipicos. Al final se mencionard un caso donde se presenté una intervencién
y cudl fue el proceso de estimacién y modelado.

4.2.3. Proceso estacionario

Se selecciono la serie temporal de la zona 2A del porcentaje de robo mensual como ejemplo del
procedimiento de modelacién de un proceso ARMA.

1. Grafica de la serie Temporal

Porcentaje de robo mensual = Zona 2A
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| |

Porcentaje de robo
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Figura 4.4: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 2A.

Respecto al nivel de la media, se observa que la serie de datos se comporta de forma
estacionaria. Referente a la varianza, se percibe también una conducta estacionaria, lo que
significa que es posible que no sea necesaria ninguna transformacién para estabilizarla. En
términos generales todos los datos aparentan ser regulares, aunque el del 2009 — 04 podria
ser atipico.

2. FACM y FACPM de la serie temporal

Las graficas de la figura 4.5 confirman la estacionariedad del proceso. La FAC muestral
exhibe un amortiguamiento senoidal, lo que indica la presencia de raices complejas en el
polinomio autoregresivo, por lo que al menos el polinomio es de orden 2. Este anélisis, mas
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FAC muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 2A FACP muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 2A
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Figura 4.5: Graficas de FACM y de FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 2A.

los dos rezagos significativos de la FACP muestral, sugieren un posible modelo ARMA(2,0)
como el proceso generador de la serie.

3. Prueba de raiz unitaria

Aparte de lo que se puede inferir de las graficas de p y <$ respecto a la estacionariedad,
es conveniente realizar una prueba estadistica para verificar la hipdtesis. Se implementa la
prueba de ADF con hipétesis alternativa de un proceso estacionario con media distinta de
cero (seccion 3.1.1).

Se emplea un valor alto para el nimero de rezagos (12 para ser precisos), y el algoritmo
implementado en R solamente deja aquellos que son significativos minimo al 10 %. El re-
sultado de la prueba arroja un valor p de 0,022 por lo que la hipétesis nula de raiz unitaria
se rechaza hasta el 2,5%. Este resultado confirma la estacionariedad.

4. Subconjunto 6ptimo

Para la bisqueda de un subcobjunto éptimo se aplica la técnica vista en la seccién 3.3.3, la
cual combina el método de Hannan y Rissanen [21] con la regresién de pasos agigantados!
de Furnival y Wilson [22].

Se busca ajustar uno proceso ligeramente mayor en la parte AR, lo que permitird confirmar
que el modelo propuesto incluye los rezagos que son realmente significativos.

{Intercept)
p2A-lagt
p2A-lag2
p2A-lag?

83

BIC
e

47

Figura 4.6: Gréficas de FACM y de FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona
2A.

"La regresién de pasos agigantados (regresién by leaps and bounds) es un algoritmo que busca encontrar el
subconjunto éptimo en una regresién lineal.
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Parametros b1 o2y 1
Estimacion 0.2815 | 0.4284 | 0.0422
Error estandar | 0.1452 | 0.1454 | 0.0036

Cuadro 4.5: Parametros estimados del modelo ARMA(2,0) para el porcentaje de robo de la zona

2A

Parametros o1 P2 o3 Iz
Estimacion 0.2410 | 0.4056 | 0.0829 | 0.0421
Error estandar | 0.1670 | 0.1525 | 0.1702 | 0.0038

Cuadro 4.6: Sobreajuste en la direccién autoregresiva: modelo ARMA(3,0).

Se valida el modelo propuesto ARMA(2,0) , ya que el rezago 2 estd en los dos modelos que
poseen el menor BIC, mientras que el retardo 3 no aparece en éstos. Para la estimacién, se
decide incorporar el rezago 1 pues esta incluido en el segundo modelo, cuyo BIC es cercano
al valor del primer modelo.

. Estimacién de los parametros

La estimacion se implement6 en el software R, empleando la técnica estadistica de maxima
verosimilitud. Los resultados se muestran en la tabla 4.5

Se observa que todos los términos son significativos respecto a su error estdandar, por lo que
se procede al diagnostico del modelo.

. Sobreajuste

Se realizan dos sobreajustes, uno en la direccién autoregresiva y el otro en la de los prome-
dios méviles, como se sugiere en la seccion 3.3.2. Los valores obtenidos se muestran en las
tablas 4.6 y 4.7.

Los parametros del modelo no varian de forma relevante en cada uno de los sobreajustes y
los que se incorporaban no eran significativamente distintos de cero, lo que es favorable al
proceso generador propuesto.

. Analisis residual

Para validar el supuesto de normalidad, se obtuvieron las graficas de los residuales contra
el tiempo y la de los cuantiles tedricos de una normal respecto a los muestrales, que se
muestran en la figura 4.7.

El comportamiento de los residuales estandarizados respecto al tiempo es de forma aleato-
ria, sin ningun patrén especifico. En la grafica de los cuantiles, la mayoria de los puntos

Parametros 1 ®2 ®3 12
Estimacién 0.3561 | 0.3919 | -0.0956 | 0.0421
Error estandar | 0.2646 | 0.1889 | 0.2722 | 0.0037

Cuadro 4.7: en la direccién de promedios mdviles: modelo ARMA(2,1).
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Residuales estandarizados contra el tempo (proporclén) - Zona 2A Gréfica Q-Q de los residuales (proporcién)- Zona 24
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Figura 4.7: Graficas para verificar la normalidad de los residuales.

caen sobre la linea de normalidad, aunque hay uno que se aleja un poco. Para darle formal-
idad al apoyo visual, se aplica la prueba de Shapiro Wilk(Verzani [32]); se obtiene un valor
de p de 0.2758, por lo que no hay evidencia para rechazar la hipétesis nula de normalidad.

Para investigar la correlacién de los residuales se calcula la funcién de autocorrelacion
muestral (figura 4.8). El comportamiento de la grafica es similar al ruido blanco, lo que
confirma que los residuales no estan correlacionados.

FAC | de losr | i ios (proporcion)- Zona 2A

miestral
o1
1

FAC
0.1
Il

Tiempo
Figura 4.8: Funcién de autocorrelacion muestral de los residuales del modelo ajustado.

8. Busqueda de valores atipicos

A pesar de que al inicio del andlisis se pensé que el valor de 2009-04 podria ser un dato
aberrante, al aplicar algoritmos en R para su busqueda, se obtuvieron resultados negativos.
Es posible que el valor que estd un poco alejado de la linea de normalidad en la grafica
Q-Q sea este dato.

9. Modelo ajustado y prondstico del dltimo trimestre

Para ver como se comporta el modelo, en la figura 4.9, se muestra una gréafica del modelo
ajustado (puntos en azul) respecto a los datos originales (puntos en negro). Se quiso ver
como se comportaban los prondsticos del modelo, realizando predicciones en un periodo
que contiene valores observados, por lo que en la grafica también se incluyen los prondsticos
del tltimo trimestre!! (puntos en rojo).

Los valores ajustados no distan mucho de los observados. El prondstico del iltimo trimestre
es aceptable, ya las observaciones estédn dentro de los intervalos de confianza al 95 % (puntos
en verde).

Se decide solamente considerar el dltimo trimestre, porque no se tienen muchos datos, o que modifica las
estimaciones de los parametros.
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Modelo ajustado y pronésticos con origen en septiembre 2010 — Zona 2A
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Figura 4.9: Modelo ajustado y prondsticos del tultimo trimestre.

11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 | 11-11

11-12

0.0418 | 0.0423 | 0.0420 | 0.0422 | 0.0421 | 0.0422 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0421

0.0422

Cuadro 4.8: Pronoésticos de cada uno de los meses del 2011 del modelo propuesto ARMA(2,0).

10. Pronéstico de un ano

Por tdltimo se realiza el prondstico de todo el ano 2011. En la figura 4.10 se muestra la
serie temporal con las predicciones de 12 meses por delante con sus respectivos intervalos
de confianza al 95 %.

Pronésticos de un afio con origen en diciembre del 2010 — Zona 2A
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Figura 4.10: Prondsticos mensuales de un ano para la serie temporal del porcentaje de robo de
la zona 2A. El proceso generado de los datos se identific6 como ARMA (2,0).

Los valores de las predicciones de los respectivos meses estan en la tabla 4.8.

Finalmente, para obtener una estimacién anual, se suman las predicciones de la tabla
anterior, obteniéndose un valor del porcentaje de robo para el 2011 de 0.5054 con una
desviacion estandar de 0.0989, que se calcula sumando los valores de los errores estandar
de los prondsticos mensuales.
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4.2.4.

Se escogid la serie temporal de la zona 5A del porcentaje de robo mensual para ejemplificar la

metodologia de modelacién de un proceso ARIMA.

Metodologia:

1. Grafica de la serie Temporal

Proceso no estacionario (raiz unitaria)

Porcentaje de robo mensual - Zona 5A
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Figura 4.11: Serie temporal del porcentaje de proporcién de robo mensual de la zona 5A.

Se percibe una tendencia creciente en la serie, es decir, se tiene un proceso no estacionario en
la media. Por otro lado, la varianza se comporta de forma estable, por lo que se trabajaran
con los datos sin transformar. Aparentemente no hay datos aberrantes, aunque el 2010-07
podria ser irregular.

. FACM y FACPM de la serie temporal

FAC muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 5A FACP muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 5A
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Figura 4.12: FACM y FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 5A.

La tendencia mostrada en las graficas de la figura 4.12, muestra un comportamiento no
estacionario: decaimiento lineal de la FACM y un primer retardo grande en la FACPM.
Hay que verificar si este comportamiento es debido a alguna raiz unitaria en el proceso o
se presenta estacionariedad respecto a una tendencia lineal.

3. Prueba de raiz unitaria
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Se aplica la prueba ADF para ver si el proceso tiene una raiz unitaria, con la hipotesis
alternativa de un proceso estacionario respecto a una tendencia lineal.

De igual forma como ocurrié con la prueba ADF del proceso estacionario que se modeld en
la seccién anterior, se usé un valor grande de rezagos (10 en este caso), ya que el algoritmo
en R deja aquellos que son significativos minimo al 10 %. Se obtiene un valor p que es mayor
a 0.1, por lo que no hay evidencia para rechazar la hipétesis de raiz unitaria en el proceso.

. FACM y FACPM de la primera diferencia de la serie temporal

FAC muestral de la 1era diferencia del porcentaje de robo mensual — Zona 5A FACPM de la primera diferencia del porcentaje de robo mensual - Zona 5A
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Figura 4.13: Gréficas de la FACM y FACPM de la primera diferencia de la serie.

Aunque no estd tan marcado, en la FAC muestral se percibe un amortiguamiento senoidal;
el primer rezago es significativo (-0.352), después hay un decaimiento (2,3 rezagos) y después
comienza a crecer de nuevo (4,5,6,7,8) rezagos para después repetir el mismo proceso. Cabe
destacar que el rezago 8 es significativo (-0.363). Por otro lado en la FACP muestral se
aprecia que el retraso 1 y 8 son significativos (-0.352 y -0.381 respectivamente) y el 4 es
muy alto (-0.352). Por todo lo anterior, es posible que el modelo tenga hasta el retardo 8
en la parte AR. El modelo propuesto es un ARIMA (8,1,0) o algtiin subconjunto de él.

. Subconjunto éptimo

De nueva cuenta se aplica la técnica que combina el método de Hannan y Rissanen [21] con
la regresién de pasos agigantados de Furnival y Wilson [22] para encontrar el subconjunto
optimo.

Se busca el subconjunto tomando un modelo ligeramente mayor en la parte AR, digamos
un ARIMA (9,1,0), para confirmar que se incluyen los rezagos adecuados.

BIC
~BE3A
(Intercept)
[~ diffipSAjdagt
II I diffipSAj-Hag2
= diffipSAjdag3
III I— diNipSA-lags
I = difipSAlags
III I difipSAHags
— difipSAjag?
- difipSA)lagl

Figura 4.14: Subconjunto 6ptimo para el modelo ARIMA (9,1,0).
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Parametros 04 0% I
Estimacion -0.3355 | -0.5673 | 0.0031
Error estandar | 0.1445 | 0.1556 | 0.0014

Cuadro 4.9: Estimaciones del subconjunto ARMA (8,1,0) para el porcentaje de robo de la zona
HA.

Parametros 04 o8 P9 1z
Estimacion -0.3683 | -0.5136 | 0.2114 | 0.0033
Error estandar | 0.1409 | 0.1609 | 0.1648 | 0.0015

Cuadro 4.10: Sobreajuste en la direccién autoregresiva: subconjunto de modelo ARIMA (9,1,0).

Los parametros que aparecen en los primeros modelos son el ¢4 , ¢g v 1 ; los demds no se
consideraran en el modelado, a excepcién del que aparece desde el tercer subconjunto, con
un valor de BIC cercano al del segundo modelo. Con esto se valida que el proceso generador
es un subconjunto del proceso ARIMA (8,1,0).

6. Estimacion de los parametros

Al estimar el subconjunto propuesto, se vio que el parametro ¢g no era significativamente
distinto de cero, por lo que tuvo que ser removido, y se reestimo el modelo con los términos
restantes. Los resultados de la estimacién de méxima verosimilitud (implementados en R)
estan en la tabla 4.9.

Se observa que todos los términos son significativos respecto a su error estandar, por lo que
se procede al diagnodstico del modelo a través del sobreajuste y el andlisis residual.

7. Sobreajuste

Se realizan dos sobreajustes, uno en la direccién AR y el otro en la MA, como se muestra
en las tablas 4.10 y 4.11.

Los pardametros del modelo no varian de forma relevante en cada uno de los sobreajustes,
lo que es un buen indicador. En los dos casos se puede ver que los parametros aumentados
tienen un valor semejante a su error estandar, por lo que no existe evidencia suficiente para
rechazar que estos parametros sean diferentes de cero; en estas circunstancias se decide
continuar con el primer modelo.

8. Analisis residual

Parametros on o3 o1 1
Estimacién -0.3738 | -0.5053 | -0.3597 | 0.0032
Error estandar | 0.1504 | 0.1695 | 0.2108 | 0.0009

Cuadro 4.11: Sobreajuste en la direccion de promedios méviles: subconjunto de modelo
ARIMA(8,1,0).
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10.

Se elaboraron las graficas de los residuales contra el tiempo y la de los cuantiles tedricos
de una normal respecto a los muestrales, para validar la suposicién de normalidad (figura
4.15).

Residuales estandarizados contra el iempe (proporcion) - Zona 5A Gréfica Q-Q de los residuales (proporcién)- Zona 5A
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Figura 4.15: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.

En la grafica de los residuales estandarizados contra el tiempo no se observa ninguna
tendencia marcada. En la otra, casi todos los puntos caen sobre la linea que marca la
tendencia normal, aunque hay uno que esté relativamente lejos. La prueba de Shapiro Wilk
arroja un valor de p de 0.3698 por lo que no se puede rechazar la hipdtesis de normalidad.

FAC muestral de los residuales estandarizados (proporcion) - Zona 5A

FAC muestral
01
|
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Figura 4.16: Funcién de autocorrelacion muestral de los residuales del modelo ajustado.

Se calcula la funcién de autocorrelacién muestral (figura 4.16). Efectivamente, el compor-
tamiento de la grafica es similar al ruido blanco, lo que confirma que los residuales no estan
correlacionados.

. Busqueda de valores atipicos

Se implementd la bisqueda de valores irregulares del tipo AO y 10. No se encontrd ninguno,
a pesar de que se creia que el valor de 2010-07 podria ser un atipico.

Modelo ajustado y prondsticos del dltimo trimestre

Se busca comparar el modelo ajustado con la serie temporal (figura 4.17). De nueva cuenta,
se realizan predicciones del ultimo trimestre del 2010, para contrastarlas con los datos de
ese periodo.

Los valores ajustados (puntos azules) son cercanos a la serie (puntos negros). Los dos
primeros prondsticos (puntos rojos) son muy, cercanos a las observaciones, mientras que
el tercero no dista mucho. En general el prondstico es aceptable, pues los tres datos estan
dentro del intervalo de confianza del 95 % (puntos verdes).
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Modelo ajustado y pronésticos con origen en septiembre 2010 — Zona 5A
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Figura 4.17: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.

11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 | 11-11

11-12

0.1823 | 0.1921 | 0.1735 | 0.1722 | 0.1866 | 0.1828 | 0.2004 | 0.2145 | 0.2204 | 0.2267 | 0.2423

0.2499

Cuadro 4.12: Pronésticos de cada uno de los meses del 2011 del modelo propuesto ARMA (2,0).

11. Pronéstico de un ano

Se realizan las predicciones de 12 periodos por delante con origen en diciembre de 2010,
que se muestran en la figura 4.18.

Pronésticos de un afio con origen en diciembre del 2010 — Zona 5A
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Figura 4.18: Prondsticos mensuales de un ano para la serie temporal del porcentaje de robo de
la zona 5A. El proceso generado se identific6 como un subconjunto de un ARIMA (8,1,0).

Los prondsticos de los respectivos meses estan en la tabla 4.12.

Por 1ltimo, para obtener una estimacion de todo el afio, se suman las predicciones de la
tabla anterior, calculdndose un valor del porcentaje de robo del 2011 de 2.4438 con una
desviacion estandar de 0.3486.
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4.2.5. Proceso estacionario respecto a una tendencia lineal

Para ejemplificar la modelaciéon de un proceso estacionario respecto a una tendencia lineal, se
eligié la serie del porcentaje de robo mensual de la zona 5B5.

Metodologia:

1. Grafica de la serie Temporal

Porcentaje de robo mensual - Zona 5B
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Figura 4.19: Serie temporal del porcentaje de robo de la zona 5B5.

Se observa un crecimiento en la serie, por lo que se tiene un proceso que no es esta-
cionario(figura 4.19). No se percibe que se necesite transformar los datos para estabilizar la
varianza. A simple vista no se ven datos irregulares, aunque se podria sospechar del punto
del 2008-09.

2. FACM y FACPM de la serie temporal

FAC muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 5B FACP muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 5B
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Figura 4.20: FACM y FACPM de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 5B.

El comportamiento de las graficas de la figura 4.20 es el esperado, pues el proceso no es
estacionario en media. Hay que determinar si esta conducta es debida a una tendencia
estocéstica o determinista.

3. Prueba de raiz unitaria

Se aplica la prueba de raiz unitaria de ADF tomando como proceso alternativo una tenden-
cia lineal. Usando 6 rezagos y la misma condicién de mantener aquellos que son significa-
tivos al 10 %, se obtuvo un valor p de 0.029; se establece que hay evidencia suficiente para
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Parametros Bo 051
Estimacién -98.49 0.049
Error estandar 10.94 0.00542

Valor p 1.58e-10 | 1.53e-10

Cuadro 4.13: Parametros estimados de la regresién lineal simple del porcentaje de robo de la
zona HB.

rechazar la presencia de una raiz unitaria al 5% de significancia, y considerar un proceso
estacionario alrededor de una tendencia lineal.

Para eliminar la tendencia en esta serie se estima un modelo de regresién lineal simple con
variable independiente, el tiempo (ecuacién 2.89). A la serie original se le resta la ecuacién
estimada y con esto se obtiene una nueva serie que se espera sea estacionaria, y a esta serie
se le modela con un proceso ARMA.

4. Ajuste de tendencia lineal

El ajuste lineal, tomando como covariable el tiempo y variable dependiente el porcentaje
de robo se observa en la tabla 4.13.

Los parametros son estadisticamente significativos, como se puede constatar por su error
estandar y el valor p del estadistico t.

5. Analisis de los residuales de la regresion lineal

PAC mussiral e fos residuales. de la regresiin ineai - zona 58 FACP muestral de los residuales de la regresion lineal - zona 38
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Figura 4.21: FACM y FACPM de los residuales del ajuste lineal.

Como se observa en la gréfica de la funcién de autocorrelaciéon muestral (figura 4.21), los
residuales estan correlacionados. Se observa un comportamiento senoidal, lo que establece
que existen raices complejas, por lo que al menos se tienen dos términos autoregresivos. La
FACP muestral posee dos retardos significativos, el primero (0.566) y el cuarto (-0.421).
Sintetizando el andlisis anterior, el proceso generador podria ser un AR con hasta 4 rezagos
significativos.

6. Subconjunto 6ptimo para el modelo ARMA de los residuales de la regresién
lineal

Se busca el subconjunto 6ptimo para el modelo estacionario de los residuales (figura 4.22).
De nueva cuenta, se realiza una buisqueda a partir de un modelo con un parametro mas,
esto es un ARMA(5,0), para validar el proceso puesto.

Efectivamente, el pardmetro ¢s no es significativo en los primeros cuatro modelos que
son los minimizan el BIC, confirmando la hipdtesis. El subconjunto propuesto incluye a
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Figura 4.22: Subconjunto 6ptimo para el modelo ARMA(5,0) de los residuales

Parametros o1 P2 o
Estimacién 0.4668 | 0.3655 | -0.3973
Error estandar | 0.1421 | 0.1593 | 0.1277

Cuadro 4.14: Estimaciones del subconjunto del proceso ARMA (4,0) para los residuales de la
regresion lineal de la serie del porcentaje de proporcién de robo mensual de la zona 5B.

los términos ¢1, ¢2, v ¢4, pues estdn en los primeros 4 modelos (aunque ¢o no aparece
en el tercer y cuarto, se decide integrarlo en la estimacion, pues estd en el primero). El
parametro ¢3 queda fuera de la estimacién. Por los resultados anteriores se elige ajustar
un subconjunto del proceso ARMA(4,0) a los residuales de la regresién lineal.

7. Estimacion de los parametros del modelo ARMA a los residuales de la regresion
lineal

En la estimacion del subconjunto propuesto, el término p no fue significativamente distinto
de cero, por lo que se quité del modelo. El nuevo subconjunto estimado, empleando maxima
verosimilitud se aprecia en la tabla 4.14.

Se ve que todos los parametros son significativamente distintos de cero respecto a su error
estandar, por lo que se procede al diagnéstico del modelo.

8. Sobreajuste del modelo ARMA de los residuales de la regresion lineal Se realizan
los sobreajuste en la direccién autoregresiva y en la de promedios méviles. Los resultados
se muestran en las tablas 4.15 y 4.16.

El sobreajuste en la direccion de AR fue satisfactorio. En la direccién de MA se presentaron
dos problemas: el término ¢o no fue relevante y el pardmetro 6; es significativo. A pesar

de estos problemas, se continuara con el modelo, a reserva de lo que ocurra en el andlisis
residual.

Parametros o1 O2 P4 ®5
Estimacion 0.4238 | 0.3914 | -0.3394 | -0.0972
Error estandar | 0.1562 | 0.1627 | 0.1568 | 0.1531

Cuadro 4.15: Sobreajuste en la direccién autoregresiva: modelo ARMA(5,0).
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10.

Parametros o1 0%y b4 01
Estimacion 0.7703 | 0.1871 | -0.3763 | -0.4252
Error estandar | 0.2818 | 0.2476 | 0.1129 | 0.3229

Cuadro 4.16: Sobreajuste en la direccién de promedios méviles: modelo ARMA (4,1).

. Busqueda de atipicos en el modelo ARMA para los residuales de la regresion

lineal

No se encontré ninguno valor irregular en el proceso estacionario respecto a la tendencia
lineal.

Analisis residual del modelo ARMA de los residuales de la regresion lineal

Se elaboraron las graficas de los residuales del ajuste del modelo ARMA del proceso esta-
cionario alrededor de la tendencia lineal, para validar la suposicién de normalidad (figura
4.23).

Res. est. vs el lempo de modelo ARMA de los res. del modelo lineal (proporcidn) - Zona 58 Gréfica Q-Q de los res. de ARMA de res. de mi- Zona 58
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Figura 4.23: Gréficas para verificar la normalidad de los residuales del ajuste del modelo ARMA
del proceso estacionario respecto a una tendencia lineal.

11.

12.

En la grafica de los residuales contra el tiempo se observa un comportamiento aleatorio. La
mayoria de los residuales caen sobre la linea de normalidad, aunque hay algunos que estan
ligeramente separados. La prueba de Shapiro-Wilk resulta en un valor p de 0.2237 por lo
que no hay evidencia suficiente para rechazar la hipétesis nula de una distribucién normal.

Se calcula la funcién de autocorrelaciéon muestral para ver que realmente se tiene un compor-
tamiento de ruido blanco (figura 4.24). Se observa que no hay correlacién de los residuales
del modelo ARMA.

Estimacién del modelo estacionario respecto a una tendencia lineal

Una vez que se tiene el proceso ARMA que modela la correlacién de los residuales, hay
que estimar todos los parametros del modelo estacionario respecto a la tendencia lineal; al
incluirlos todos, los valores difieren sélo un poco de aquellos que se estimaron con anteri-
oridad, como se observa en la tabla 4.17.

Biusqueda de valores atipicos y anélisis residual

Una vez estimado el modelo en conjunto, se procedié a la busqueda de valores atipicos,
con resultados negativos. Se analiz6é también que el modelo cumpliera con los supuestos de
normalidad y no correlacién como se observa en las graficas de las figuras 4.25 y 4.26.
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FACM de res. de ARMA de res, de ml (proporcion) - Zona 58
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Figura 4.24: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ARMA del proceso
estacionario respecto a una tendencia lineal.

Parametros o1 103 on Bo B1
Estimacién 0.4673 | 0.3738 | -0.4012 | -101.1348 | 0.0504
Error estandar | 0.1325 | 0.1362 | 0.1260 | 1014.2269 | 0.0071

Cuadro 4.17: Pardmetros del modelo estacionario ARMA (4,0) respecto a una tendencia lineal.
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Figura 4.25: Graficas para verificar la normalidad del modelo estacionario respecto a una ten-
dencia lineal
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Figura 4.26: FACM de los residuales del modelo estacionario respecto a una tendencia lineal.
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La normalidad se confirma con la prueba de Shapiro obteniéndose valor p de 0.1617. En la
figura 4.26, se observa que no hay correlacion significativa de los residuales.

13. Modelo ajustado y pronéstico del ultimo trimestre

La figura 4.27 muestra el modelo ajustado, los datos originales y las predicciones del tltimo
trimestre.

Modelo ajustado y pronésticos con origen en septiembre 2010 — Zona 5B
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Figura 4.27: Modelo ajustado y pronésticos del tltimo trimestre.

Los valores ajustados parecen cercanos a los datos de la serie temporal. Sélo la primera
prediccion es cercana al valor real; las otras dos estan un poco distantes, y los intervalos de
confianza no incluyen a los datos. Es posible que esto se deba al crecimiento pronunciado
del valor de 2010-11 respecto al valor de 2010-10.

14. Pronéstico de un ano

Finalmente se calcula el pronéstico del ano 2011, que se ilustra en la figura 4.28.

Pronésticos de un afio con origen en diciembre del 2010 - Zona 5B
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Figura 4.28: Pronésticos mensuales de un ano para la serie temporal del porcentaje de robo men-
sual de la zona 5B. El proceso generado de los datos se identificé como estacionario ARMA(4,0)
respecto a una tendencia lineal.

Los valores de los pronosticos de los respectivos meses estan en la tabla 4.18.

Por tdltimo, se suman las predicciones para obtener la estimacién anual del porcentaje de
robo de todo el 2011 de 8.0451 con una desviacion estandar de 0.3061 .
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11-1 11-2 11-3 11-4 11-5 11-6 11-7 11-8 11-9 11-10 | 11-11 | 11-12

0.0418 | 0.0423 | 0.0420 | 0.0422 | 0.0421 | 0.0422 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0421 | 0.0422

Cuadro 4.18: Pronésticos de cada uno de los meses del 2011 del modelo estacionario ARMA (4,0)
alrededor de una tendencia lineal.

4.2.6. Datos atipicos

La buisqueda de valores atipicos es importante, pues la inclusiéon de los datos irregulares puede
cambiar la estimacion de los pardmetros, dandose el caso de que el proceso generador cambie
al volverse irrelevantes algunos términos. Para ejemplificar la modelacién de datos atipicos, se
selecciond la serie temporal de prima de riesgo mensual de la zona 3B.

No se mostrara toda la metodologia, pues se identificé que el proceso generador de los datos tenia
una raiz unitaria, lo cual ya se explicd en la seccién 4.2.4. Simplemente se presenta la grafica
de la serie (para observar el dato irregular), cudles son sus pardmetros al estimarlo sin incluir el
atipico y que valores se consiguen al incorporarlo.

1. Grafica de la serie Temporal

Prima de riesgo mensual - Zona 3B
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Figura 4.29: Serie temporal de prima de riesgo mensual de la zona 3B.

A grandes rasgos se logra identificar un ligero crecimiento de la serie (figura 4.29), que
al hacer las respectivas pruebas, era debido a una tendencia estocastica en el proceso.
Se trabajé con los datos tal cual estan, pues no se observa que la varianza sea inestable
durante todo el proceso. A simple vista, se observa un valor que resalta pues posee un
comportamiento irregular: 2010-09.

2. Estimacién de los parametros

Durante el modelado de la serie, se identificé al modelo ARIMA (1,1,0) como el proceso
generador de los datos. La estimacion de los términos, sin tomar en cuenta que el dato del
2010-09 puede ser un atipico, estd en la tabla 4.20.

El término ¢, es significativo, y no se puede rechazar que u sea igual a cero. Las pruebas de
normalidad arrojaron resultados que hacen rechazar la normalidad, esto podria ser causado
por el dato aberrante.
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Parametros b1 7
Estimacion -0.4607 | 1.0269
Error estandar | 0.1542 | 0.9846

Cuadro 4.19: Parametros estimados del modelo ARIMA (1,1,0) para la prima mensual de riesgo.

Parametros o1 A0
Estimacion -0.4167 | 20.1549
Error estandar | 0.1645 | 7.3447

Cuadro 4.20: Parametros estimados del modelo ARIMA (1,1,0). AO es la estimacién del valor
atipico.

3. Busqueda de valores atipicos

Al implementar la bisqueda de valores aberrantes a través de las funciones implementadas
en el paquete estadistico R, se encontré uno del tipo AO en 2010-09.

4. Estimacién de los parametros considerando el valor atipico

Al incluir el valor irregular en la estimacién, el pardmetro p se vuelve insignificante, por lo
que se retira de la estimacion considerandolo como cero. Los resultados finales se observan
en la tabla 4.20.

Ambas estimaciones son significativamente distintas de cero. El término ¢, se reduce liger-
amente respecto a la estimacién anterior. Una vez calculados estos valores, la metodologia
de modelacién continua de forma normal.

4.2.7. Andlisis de intervencién

Durante el analisis se not6 que las series temporales de la zona 1A (tanto la de primas mensuales
como porcentaje de robo) poseian una disminucién considerable en su nivel de la media, princi-
palmente después del 2010. Por esta razén se propuso implementar un andlisis de intervencion,
para cuantificar y estimar esta disminucién.

Como se explico en la seccidn 3.4.1, es necesario identificar primero el proceso generador de los
datos del periodo de pre-intervencién. Una vez determinado, se analiza cual es la variable que
produce el efecto de intervencién, para ser estimada. Para ejemplificar esta técnica, se selec-
cioné la serie de porcentaje de proporcién de robo mensual de la zona 1A. No se detallara sobre
la modelacién de los datos pre-intervenidos, pues resulté ser un proceso estacionario, que se ex-
plic6 con detalle en la seccién 4.2.3. Se presentara la grafica de la serie (para observa la caida en
la media) mencionando cual es el modelo antes de la intervencién, para posteriormente estimar
la variable que produjo esa respuesta especifica.

1. Grafica de la serie Temporal

A simple vista se vuelve evidente que a inicios del 2010, ocurrié algin fenémeno que cambio
de forma considerable el nivel de la media (figura 4.30). Antes de esa fecha, se observa un
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Porcentaje de proporcién de robo mensual - Zona 1A
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Figura 4.30: Serie temporal de porcentaje de robo mensual de la zona 1A.

Parametros o1 D4 o5 W
Estimacién 0.6352 | 0.7033 | -0.5605 | 0.0980
Error estandar | 0.1497 | 0.1530 | 0.2006 | 0.0067

Cuadro 4.21: Parametros estimados del modelo ARMA (5,0) para el periodo antes de la inter-
vencién de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona 1A.

comportamiento estable y estacionario tanto en media como en varianza. No se perciben
datos irregulares, ni antes ni después de la intervencién.

2. Modelo antes de la intervencion

Usando las técnicas de modelado de procesos estacionarios, se determiné que el proceso
ARMA (5,0) es aquel que genera los datos antes de la intervencién. A pesar de que son
pocos datos (n = 24), la identificacién fue satisfactoria. La estimacién de los respectivos
parametros, empleado maxima verosimilitud, se puede ver en la tabla 4.21.

Se tiene que todos los pardmetros son significativamente distintos de cero. El modelo pasa
de forma adecuada los diagnésticos, tanto de sobreajuste como el analisis residual. No se
encontraron valores irregulares. Se procede a estimar el modelo de intervencion.

3. Modelo de intervencion

Al observar detalladamente la grafica de los datos (figura 4.30), se ve que el efecto de
la intervenciéon se mantiene durante todo el afio 2010. Por esta razon, se escoge como
variable de intervencién aquella que produce un efecto permanente en la media, que es
basicamente es una funcién escalén multiplicada por el pardmetro w (ecuacién 3.39), el
cual se estimarad para medir el efecto de la intervencién. Los resultados del ajuste del
modelo empleando maxima verosimilitud se exhiben en la tabla 4.22.

4. Prondstico de un ano

Finalmente se calcula el pronéstico de doce periodos por delante con origen en diciembre
del 2010, que se ilustra en la figura 4.31.

Los valores de las predicciones de los respectivos meses se ven en la tabla 4.23.
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Parametros o1 %) o5 1 W
Estimaciéon 0.5937 | 0.5782 | -0.3403 | 0.1013 | -0.0719
Error estandar | 0.1325 | 0.1566 | 0.1627 | 0.0074 | 0.0088

Cuadro 4.22: Parametros estimados del modelo de intervencion para el porcentaje de robos de
la zona 1A.

Prondsticos de un afio con origen en diciembre del 2010 - Zona 1A
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Figura 4.31: . Pronésticos mensuales de un ano para la serie temporal del porcentaje de robo
mensual de la zona 1A. Se modeld la caida en la media del proceso a partir del 2010.
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Cuadro 4.23: Prondsticos de cada uno de los meses del 2011 del modelo de intervencion ARIMA
(5,0,0) para la serie del porcentaje de robo de la zona 1A.
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La estimacion anual del porcentaje de robo del 2011 es de 0.4905 con una desviacién
estandar de 0.1362.

4.3. Resultados: modelos ARIMA para cada indicador

En la seccién anterior, se explicé de forma exhaustiva cual fue la metodologia de modelacién
para algunas series temporales representativas de los diversos procesos que se encontraron. En
la primera parte de este apartado, se van a mostrar los resultados finales, es decir, cudles fueron
los procesos generadores en cada una de las zonas, tanto para las series de prima mensual como
para las de porcentaje de robo. Como se mencioné con anterioridad, las graficas y los resultados
que llevaron a cada modelo, se incluyen en el apéndice A, como complemento del analisis, pero
sin una explicacién tan detallada. En la tltima parte de esta seccién, se muestran finalmente,
los pronosticos anualizados para cada zona y cada indicador, asi como los valores anuales de los
anos anteriores con fines comparativos.

4.3.1. Procesos generadores

A continuacion se enlistan los modelos ARIMA de cada una de las 18 series analizadas con las
respectivas estimaciones de sus pardmetros. Se presentaran primero las primas de riesgo mensual,
para posteriormente introducir los procesos de las series de porcentaje de robo.

Modelos de para las primas de riesgo mensual:

Zona 1A ARIMA(1,0,0) con intervencién en 2010-02
Pardmetros: ¢1(0.2350) n(62.74) 11(—29.68)

Zona 2A. ARIMA(9,0,0) con dato atipico 10 en 2009-05
Pardametros: ¢1(—0.30) ¢9(—0.51) u(43.58) I10(23.46)

Zona 3A. ARIMA(8,0,0)
Parametros: ¢1(0.40) ¢5(0.39) 1(14.82)

Zona 3B ARIMA(1,1,0) con dato atipico AO en 2010-09
Pardmetros: ¢1(—0.42) A0(20.16)

Zona 3C ARIMA (6,1,0)
Pardametros: ¢1(—0.22) ¢g(—0.23)

Zona 4A ARIMA(5,1,0)
Parametros: ¢1(—0.38) ¢5(0.34) (1.90)

Zona 4B ARMA (2,0) respecto a tendencia lineal con atipico AO en 2008-01
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Parametros: ¢1(0.19) ¢2(0.28) (,(80476.84) (31(40.11) A0(23.85)
Zona 5A ARIMA(5,1,0)
Pardmetros:¢h (—0.32) ¢4(—0.26) ¢5(0.29) 1(4.69)
Zona 5B ARIMA(8,1,0)
Pardametros:¢1(—0.43) ¢2(—0.27) ¢3(0.28) ¢6(—0.36) ¢7(—0.34) ¢s(—0.34)
Modelos de para los porcentajes de robo mensual:
Zona 1A ARIMA (5,0,0) con intervencién en 2010-01
Pardmetros: ¢1(0.90) ¢4(0.25) ¢5(—0.32) 1(0.078) I1(—0.033)
Zona 2A. ARIMA (2,0,0)
Pardametros: ¢1(—0.28) ¢2(0.43) 1(0.042)
Zona 3A ARIMA(5,0,0) con dos atipicos AO en 2009-01 y 2009-06
Pardmetros: ¢1(0.70) ¢a(—0.44) ¢5(0.32) 1(0.021) A0(0.0069) A02(0.0091)
Zona 3B ARIMA(1,1,0)
Parametros:¢1(—0,36)
Zona 3C ARIMA(3,0,0)
Pardmetros: ¢1(0.73) ¢2(0.43) ¢3(—0.30) £(0.099)
Zona 4A ARIMA (4,1,2)
Pardmetros: ¢2(0.37) ¢2(—0.34) 61(—0.48) 62(—0.52) 1(0.0015)
Zona 4B ARIMA(1,1,0) con atipicos AO en 2009-01 y 2009-12
Parametros: ¢1(—0.63) £(0.0024) A0(0.024) A0(—0.036)
Zona 5A ARIMA(8,1,0)
Pardametros: ¢4(—0.34) ¢s(—0.57) 1(0.0031)
Zona 5B ARMA (4,0) respecto a tendencia lineal

Pardmetros: ¢1(0.47) ¢2(0.37) ¢4(—0.40) pu(—101.14) (0.0504)

A pesar que se trabajé con series temporales de pocos datos!!l | se considera que la modelacién

94

de los indicadores fue adecuada; esto se puede constatar al observar el ajuste de los modelos y
otros resultados importantes en el apéndice A. Se puede apreciar que en términos generales, la
parte AR domina los procesos generadores, pues hay mucho maés términos autoregresivos que

" Algunos autores (Wie [7]) sefialan que para lograr una buena identificacién del modelo y estimacién apta de

los parametros es conveniente tener al menos 50 observaciones.
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Zona | 2008 | 2009 | 2010 2011 (£95 %)
1A | 725.44 | 793.25 | 411.16 | 397,56 =+ 175,64
2A | 536.22 | 520.38 | 537.97 | 511,08+ 151,51
3A | 144.02 | 193.77 | 208.62 | 190,48 £ 60,29
3B | 401.33 | 428.11 | 583.06 | 815,92 + 271,47
3C | 913.48 | 1172.74 | 1156.61 | 1132,03 & 334,79
4A | 357.34 | 570.15 | 922.34 | 1297,69 & 313,67
4B | 94447 | 1301.66 | 1885.39 | 2373,21 + 177,73
5A | 937.74 | 1326.35 | 1866.44 | 2997,35 + 773,43
5B | 1768.44 | 2499.31 | 4127.46 | 7055,52 + 1755,08

Cuadro 4.24: Primas de riesgo anualizadas. Los prondsticos del 2011 se muestran con su respectivo
intervalo al 95 %.

Zona | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 (£95%)
1A | 1.041 | 1.303 | 0.452 | 0,4905 % 0,2240
2A ] 0.483 | 0.622 | 0.437 | 0,505 £ 0,1627
3A | 0.211 | 0.312 | 0.234 | 0,248 +0,0762
3B | 0.389 | 0.495 | 0.526 | 0,7131 £ 0,2285
3C" | 1.005 | 1.620 | 1.106 | 1,1213 £ 0,4045
4A | 0.447 | 0.756 | 0.873 | 1,1178 +0,2272
4B ] 0.942 | 1.569 | 1.599 | 2,0645 40,2834
bA | 1.128 | 1.550 | 1.973 | 2,4438 £0,5735
5B | 1.215 | 1.549 | 2.437 | 3,0451 £ 0,5045

Cuadro 4.25: Porcentajes de robo anualizados. Las predicciones del 2011 se muestran con su
respectivo intervalo al 95 %.

de promedios moviles. Respecto al niimero de parametros, la mayoria de los modelos poseen
pocos parametros, que va acode con el principio de parsimonia, que establece que un modelo mas
sencillo o parsimonioso que describe a los datos adecuadamente, es preferible a un modelo més
complicado que solamente signifique una pequenia mejoria en la explicaciéon de la informacion
(Dobson [33]).

Una vez establecidos los modelos para cada indicador, se procedié a realizar prondsticos a un
ano para poder vislumbrar los posibles escenarios de las primas de riesgo y de los porcentajes de
robo en el 2011, con base en la informacién de los anos anteriores. Los resultados se muestran
en la tablas 4.24 y 4.25, indicando cual fue la prima y la proporciéon de robo en anos anteriores
con fines comparativos.

Se puede ver que la clasificacién de las zonas de acuerdo a su tasa de crecimiento, va acorde
con los que se pronostica para el 2011, es decir, en zonas de disminucién, las predicciones de
los indicadores tienen un decrecimiento, en regiones de estabilidad los prondsticos mantienen el
nivel, y en sectores de crecimiento las estimaciones aumentan.

Dentro las primeras 5 zonas (14, 2A, 3A, 3B y 3C) las primas de riesgo predichas para el ano
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2011 poseen resultados favorables, pues se mantienen estables, y lo que es mejor, han disminuido
en algunos sectores (1A y 2A4). La zona 4A posee un incremento que no es muy elevado en
comparacién con los valores de otros anos. En las iltimas regiones, en especifico la zona 5B,
el prondstico de la cuota de reparticién se eleva considerablemente, lo cual debe ser tomado en
cuenta, por si el crecimiento continua asi, esto significard un problema para las aseguradoras.

Respecto al porcentaje de proporcién de robo el comportamiento es similar al de las primas de
riesgo. En las primeras 5 zonas, el robo relativo a las unidades expuestas se mantiene estable;
las ultimas 4 zonas (4A, 4B, 5A y 5B), la proporcién de robo comienza a crecer de forma
considerable.

Es importante destacar, que los intervalos de confianza al 95 %, tienen una longitud razonable
dentro de las primeras zonas, mientras que va aumentando en regiones de alto crecimiento. Lo
anterior se debe a que en los proceso no estacionarios el error de prediccién va incrementandose
conforme se van alejando las estimaciones del origen del prondstico, como se vio en la seccién
3.5.4.

Con estos resultados se tiene un panorama general del comportamiento del robo a mediano
plazo, que era un objetivo primordial del proyecto. En el siguiente capitulo, se establecen las
conclusiones del trabajo, mencionando aspectos relevantes, ciertos detalles, trabajo a futuro y el
aprendizaje obtenido.



Capitulo 5

Conclusiones y consideraciones
finales

Al realizar esta tesis se tuvo la oportunidad de utilizar los datos del sector asegurador y conocer
de cerca las necesidades y problemas del mismo, esto permitié proponer modelos de series de
tiempo apegados a sus necesidades.

En general, al realizar el andlisis de los datos se obtuvieron los resultados esperados y se alcan-
zaron los objetivos planteados al inicio. El primer resultado importante fue la generacién de una
regionalizaciéon de la republica mexicana en zonas de comportamiento homogéneo de robo de
autos asegurados. El segundo resultado importante es que para cada zona de la regionalizacién
obtenida se encontré la estimacién de un modelo ARIMA ajustado a los indicadores de prima
de riesgo y proporcién de robo lo que permite vislumbrar su comportamiento a mediano plazo a
través de los prondsticos generados.

Regionalizacion

La regionalizacion se hizo en primera instancia basados en la tasa de crecimiento o decrecimiento
del robo de autos, en segunda instancia se consideré clasificar las zonas geogréficas basandose en
el monto de la prima cobrada. Estos dos criterios generaron 9 zonas, que cumplen las expectativas
del sector asegurador. Los dos criterios de clasificacién miden caracteristicas diferentes, el primero
agrupa estados que tienen una razén de crecimiento del robo de autos muy similar, el segundo
agrupa estados con un monto de prima del seguro semejante, esto se correlaciona con la proporciéon
de robo de autos asegurados.

Se pueden obtener conclusiones interesantes de la regionalizacion establecida. Como se puso de
manifiesto en la seccion 4.1.3, el contraste visual que se genera por las tonalidades calidas y frias,
relacionadas a aumento de robo y disminucién del mismo (figura 4.3), permite identificar que en
los estados del norte de la republica el robo de vehiculos asegurados estd en aumento, mientras
que en los estados del sureste el delito disminuye.

Modelos

Los procesos ARIMA propuestos para modelar los indicadores fueron satisfactorios y se considera
97
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que describen de forma adecuada el comportamiento general de las series temporales, ademas
las estimaciones de los pardmetros y los prondsticos fueron estadisticamente apropiadas y sig-
nificativas. El desglose mensual no propicio la identificacién de algiin componente estacional en
ninguna de las series de ambos indicadores. Una posible causa de esto es que la disgregacién y
separacion de los datos en regiones, tendié a disminuir la dependencia estacional; aunado a esto,
la carencia de observaciones pudo hacer sido otro factor que propiciara la nula identificacién de
la dependencia de 12 meses atras, la cual en caso de haberla encontrado, hubiera beneficiado las
predicciones de los modelos.

Prondsticos

El comportamiento de crecimiento previsto en algunas regiones (zonas 4B, 5A y 5B) afectard los
mecanismos comerciales de subsidios. Si la situacion sigue como pronostican los modelos, a largo
plazo las companias podrdn tener problemas de suficiencia para afrontar sus responsabilidades,
motivo por el cual la importancia de estos resultados.

Las predicciones pueden ser empleadas como un posible panorama de lo que ocurria si el delito
se sigue comportando de la misma forma. Esto puede servir como punto de partida para que se
generen propuestas de cémo se puede cambiar el curso del robo de vehiculos a nivel estatal, y
por qué no nacional, lo que beneficiaria la parte econémica de los asegurados, al disminuir las
primas, y a la contraparte aseguradora, al disminuir el capital necesario para hacer frente a sus
responsabilidades.

Cuando se obtenga la informacion de todo el 2011 se podra contrastar los prondsticos realizados
para determinar la exactitud de las estimaciones y la confiabilidad de los intervalos de confianza.
Esto se podra realizar a partir del mes de mayo del 201 2, cuando la base de SESA se actualice
con toda la informacion del sector asegurador mexicano.

Trabajo a futuro

Después de estudiar y analizar a fondo este trabajo, surgen ideas de cémo pueden mejorarse
los resultados de las predicciones. Una de ella seria buscar si datos bimestrales pueden facilitar
la identificacién de la estacionalidad, lo cual mejoraria las predicciones; el desarrollo de esta
propuesta podria ser a mediano plazo, hasta que se contara con la informacién en las bases de
todo el 2011, para poder tener méas observaciones que permitieran una mejor modelacién de las
series bimestrales.

Otra idea que parece razonable es identificar algin indicador econdémico o social que pueda
tener alguna relacién directa con el robo de vehiculos, y que pueda ser usado para mejorar las
predicciones. Para lograr un andlisis como este se tiene que hacer uso de modelos mas generales
que aquellos que se propusieron en esta tesis, los cuales se conocen como modelos funciones de
transferencia. En éstos, la variable de respuesta 1; es una serie temporal que se relaciona con
otra serie x; que se cree tiene una relacién causal, es decir, valores presentes y/o pasados de z;
influyen en la respuesta 1. La parte estocéstica, se modela a través de una serie de ruido blanco
n¢. De acuerdo a Box y Jenkins [4], un modelo de funcién de transferencia es el siguiente:

yr = v(B)xt + (5.1)

donde el término v(B) = 3772 v;B’ se conoce como filtro o funcién de transferencia, y: es

la respuesta o variable de salida, z; es la variable de entrada y 7; es una serie de ruido blanco.
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Como se busca el caso especifico de que la variable de entrada sea la causa de la variable de
salida, se tiene que el filtro debe ser la siguiente manera:

Yt = V&t + V1Te—1 + V2Zi—2 + ... + 1 (5.2)

Con esto se asegura que valores pasados y a lo mas presentes de x; influyan el comportamien-
to presente de y;. Un valor futuro de la variable de entrada z;11 que contribuya en valores
presentes o pasados de la respuesta, presuponen otro tipo de modelos que deben incluir cierta
retroalimentacion, lo cual presupone modelos multivariados més complejos como los VAR, VMA
o VARMA (ver Wei[7] y Tsay[34]).

Una vez establecida cual es la variable de entrada y la variable de salida el objetivo es estimar la
funcién de transferencia v(B) y la serie del ruido 7;. Por fines de practicidad, se debe determinar
un numero relativamente pequeno de términos del filtro que sean significativamente distintos de
cero.

Con el propésito de identificar cuantos parametros integran el filtro, generalmente se escribe a
la funcién de transferencia de forma racional:

w(B)BY
B) = 2202 .
donde w(B) =wyp —wiB -+ —wsB°y §(B) =6 — B —---—6B",y besun pardmetro de

retraso que representa el tiempo que tuvo que pasar para que la variable de entrada comienzara a
afectar a la variable de salida; por la relacién causal b puede tomar valores en los naturales. Para
que el sistema sea estable se debe de cumplir que las raices del polinomio §(B) = 0 estén fuera
del circulo unitario. Tomando en cuenta esta representacién es prudente senalar que el analisis de
intervencién y el manejo de datos atipicos (introducidos en el capitulo 3) son un caso particular
de este tipo de modelos, donde z; representa una intervencién o un dato irregular.

Retomando la idea, se puede tratar de encontrar una variable de entrada que tenga una influencia
marcada en los indicadores que se estudiaron, y generar un sistema dindmico que permita el uso
de los modelos de transferencia; x; puede ser un indicador social como el indice delictivo, o
posiblemente uno econémico como el desempleo; la decisién cual es la variable de entrada esta en
funcién de lo que se desea correlacionar y de lo que se sabe que puede afectar las series de
respuesta. Un punto a favor de este tipo de modelado, es que se puede implementar también en
el software estadistico R.



Capitulo 6

Apéndice A: Graficas del proceso de
modelado

En este anexo se muestran las graficas y los resultados méas importantes para el modelado de los
indicadores, exceptuando aquellos indicadores que fueron descritos de forma exhaustiva en las
secciones 4.2.3, 4.2.4 y 4.2.5. Se exhibiran primero las series de prima de riesgo, para posterior-
mente introducir las de porcentaje de proporcién de robo.

6.1. Series de prima de riesgo mensual

6.1.1. Zona 1A

Modelo estacionario ARIMA (1,0,0) con intervencién en 2010-02

Prima de riesgo mensual - Zona 14

T de rsge en pesas
B 100

T T T T
2008 0 20085 20000 20095 20100 2005 2010

Figura 6.1: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 1A.

6.1.2. Zona 2A

Modelo estacionario ARIMA (9,0,0) con dato atipico IO en 2009-05

100
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Figura 6.2: Graficas de FACM y de FACPM de la serie en el periodo antes de la intervencién.
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Figura 6.3: Subconjunto éptimo para el modelo antes de la intervencién ARMA(1,0).
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Figura 6.4: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.5: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.

Modelo ajustado y prondsticos con origen en septiembre 2010 - Zona 1A
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Figura 6.6: Modelo ajustado y prondsticos del ultimo trimestre.
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Figura 6.7: Prondsticos mensuales del ano 2011.
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Figura 6.8: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 2A.
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Figura 6.9: Gréficas de FACM y de FACPM de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 2A.

Figura 6.10: Subconjunto 6ptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 2A.
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Gréfica Q-Q de los residuales - Zona 2A
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Figura 6.11: Graficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.12: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.13: Modelo ajustado y prondsticos del iltimo trimestre.
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Figura 6.14: Pronésticos mensuales del afio 2011.
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6.1.3. Zona 3A

Modelo estacionario ARIMA (8,0,0)

Prima de riesgo mensual - Zona 34
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Figura 6.15: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 3A.
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Figura 6.16: Gréficas de FACM y de FACPM de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3A.
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Figura 6.17: Subconjunto éptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3A.
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Figura 6.18: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.19: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.20: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.
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Figura 6.21: Prondsticos mensuales del atio 2011.
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6.1.4. Zona 3B

Modelo estacionario ARIMA(1,1,0) con dato atipico AO en 2010-09

Para esta serie, se incluyen los resultados mas importantes de la modelacién que complementan
a los que se describieron en la seccion 4.2.6.
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Figura 6.22: Gréficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 3B.
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Figura 6.23: Subconjunto éptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 3B.
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Figura 6.24: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.

Figura 6.25: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Modelo ajustado y p con origen en 2010 -Zona 3B
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Figura 6.26: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.
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Figura 6.27: Prondsticos mensuales del afio 2011.

6.1.5. Zona 3C

Modelo con tendencia estocastica ARIMA(6,1,0)
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Figura 6.28: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 3C.
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Figura 6.29: Gréficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 3C.
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Figura 6.31: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.

03 0
PR

T T T T T
00 0s 10 15 20 25

a| doyp con origen en 2010 - Zona 3C

o 10
T

Prima de resgo mensusl en pesos
o

50
b

Figura 6.33: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.
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Prondstico de un afio con origen en diciembre 2010 - Zona 3C
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Figura 6.34: Pronésticos mensuales del afio 2011.
6.1.6. Zona 4A

Modelo con tendencia estocastica ARIMA (5,1,0)
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Figura 6.35: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 4A.
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Figura 6.36: Gréficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 4A.
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Figura 6.37: Subconjunto 6ptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 4A.
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Figura 6.39: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.38: Griéficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.40: Modelo ajustado y prondsticos del ltimo trimestre.
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Figura 6.41: Pronésticos mensuales del afio 2011.
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6.1.7. Zona 4B

Modelo estacionario ARMA(2,0) alrededor de una tendencia lineal con atipico AO
en 2008-01
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Figura 6.42: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 4B.

FAC muestrai de los. de lineal - zona 48 de de ta rege 2008 48
ES:H||| L ||- g;H | [ | | | LA gic]ing
23] “lllll[ll‘[‘|]“ g;— T []il|][i 1||[|1| T

L] 5 w0 :ﬂw xn E-3 » L] ] 10 :ﬂw xn E-3 »
(a) FACM (b) FACPM

Figura 6.43: Gréficas de FACM y de FACPM de los residuales de la regresién simple.
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Figura 6.44: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.45: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.
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Prondsticos de un afio con origen en diclembre del 2010 - Zona 4B
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Figura 6.46: Prondsticos mensuales del afio 2011.

6.1.8. Zona 5A

Modelo con tendencia estocastica ARIMA(5,1,0)
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Figura 6.47: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 5A.
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Figura 6.48: Gréficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona HA.
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Figura 6.49: Subconjunto 6ptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 5A.

6.1.9. Zona 5B

Modelo con tendencia estocastica ARIMA(8,1,0)
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Figura 6.50: Graficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.52: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.
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Figura 6.53: Prondsticos mensuales del afio 2011.
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Figura 6.54: Serie temporal de la prima de riesgo mensual de la zona 5B.
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Figura 6.55: Graficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de prima de riesgo
mensual de la zona 5B.
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Figura 6.56: Subconjunto éptimo para el modelo de la serie de prima de riesgo mensual de la zona 5B.
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Figura 6.57: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.58: Funcién de autocorrelacion muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Modelo ajustado y prondsticos con origen en septiembre 2010 - Zona 58
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Figura 6.59: Modelo ajustado y prondsticos del tltimo trimestre.

Pronédsticos de un afio con origen en diciembre del 2010 - Zona 58
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Figura 6.60: Pronésticos mensuales del afio 2011.
6.2. Series de porcentaje de robo

6.2.1. Zona 1A

Modelo estacionario ARIMA (5,0,0) con intervencién en 2010-01
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Figura 6.61: Gréficas de FACM y de FACPM de la serie en el periodo antes de la intervencion.
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Figura 6.62: Subconjunto éptimo para el modelo antes de la intervencién ARMA(1,0).
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contra el Bemp: Zona 1A
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Figura 6.64: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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63: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.65: Modelo ajustado y prondsticos del ultimo trimestre.
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6.2.2. Zona 3A

117

Modelo estacionario ARIMA (5,0,0) con dos atipicos AO en 2009-01 y 2009-06

Porcentaje de robo mensual - Zona 3A
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Figura 6.66: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 3A.
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Figura 6.67: Gréficas de FACM y de FACPM de la serie del porcentaje de robo de la zona 3A.
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Figura 6.68: Subconjunto éptimo para el modelo de la serie de porcentaje de robo mensual de la zona
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Figura 6.69: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.70: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.71: Modelo ajustado y prondsticos del ltimo trimestre.
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Figura 6.72: Pronésticos mensuales del afio 2011.
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6.2.3. Zona 3B

119

Modelo con tendencia estocastica ARIMA(1,1,0) con dato atipico AO en 2010-09
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Figura 6.73: Serie temporal del porcentaje de robos mensual de la zona 3B.
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Figura 6.74: Graficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia de la serie de porcentaje de robos

mensual de la zona 3B.
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Figura 6.75: Subconjunto 6ptimo para el modelo de porcentaje de robo mensual de la zona 3B.
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Figura 6.76: Graficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.77: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.
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Figura 6.78: Modelo ajustado y prondsticos del ultimo trimestre.
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Figura 6.79: Prondsticos mensuales del ano 2011.
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6.2.4. Zona 3C

Modelo estacionario ARIMA (3,0,0)

Porcentaje de robo mensual — Zona 3C
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Figura 6.80: Serie temporal del porcentaje de robos mensual de la zona 3C.

FAC muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 3C
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Figura 6.81: Graficas de FACM y de FACPM de

FACP muestral del porcentaje de robo mensual - Zona 3C
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Figura 6.83: Graficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.84: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.

Modelo ajustado y pronésticos con origen en septiembre 2010 - Zona 3C
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Figura 6.85: Modelo ajustado y prondsticos del iltimo trimestre.

Prondsticos de un afio con origen en diciembre del 2010 - Zona 3C
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Figura 6.86: Pronésticos mensuales del afio 2011.
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6.2.5. Zona 4A

Modelo con tendencia estocistica ARIMA (4,1,2)
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Figura 6.87: Serie temporal del porcentaje de robo mensual de la zona 4A.
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Figura 6.88: Gréficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia del porcentaje de robo mensual

de la zona 4A.

s 33 ER YT 5
EERERER
—
2 oy s —

Figura 6.89: Subconjunto éptimo para el modelo de porcentaje de robo mensual de la zona 4A.
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Figura 6.90: Graficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.92: Modelo ajustado y pronésticos del dltimo trimestre.
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Figura 6.93: Prondsticos mensuales del afio 2011.
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6.2.6. Zona 4B

Modelo con tendencia estocédstica ARIMA (1,1,0) con atipicos AO en 2009-01 y 2009-
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Figura 6.94: Serie temporal del porcentaje de robos mensual de la zona 4B.
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Figura 6.95: Gréficas de FACM y de FACPM de la primera diferencia del porcentaje de robo mensual
de la zona 4B.

ampatiiag!
b ampasiing:

E

Figura 6.96: Subconjunto 6ptimo para el modelo de porcentaje de robo mensual de la zona 4B.
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Figura 6.97: Gréficas para validar la normalidad de los residuales.
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Figura 6.98: Funcién de autocorrelacién muestral de los residuales del modelo ajustado.

Modelo ajustado y pronésticos con origen en septiembre 2010 - Zona 4B
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Figura 6.99: Modelo ajustado y pronésticos del dltimo trimestre.

Pronésticos de un afio con origen en diciembre del 2010 - Zona 4B
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Figura 6.100: Prondsticos mensuales del ano 2011.
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