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Introduccion

En los mercados financieros, en particular en el mercado de dinero, se muestra que el
precio a que se negocian los bonos corporativos es superior al precio de los bonos gu-
bernamentales. Este exceso es conocido como el diferencial de rentabilidad o spready;,
se debe, generalmente al riesgo de insolvencia al que se ve expuesto quien adquiere los
bonos emitidos por entidades privadas. Dentro de este contexto, definimos el riesgo
de insolvencia o de crédito, como el riesgo derivado del incumplimiento de los com-

promisos por parte del emisor del bono.

A diferencia del riesgo de mercado, el desarrollo de metodologias para medir el
riesgo de crédito ha sido relativamente menor, ya que las dificultades para la identifi-
cacion y medicion de los factores que intervienen en este tipo de riesgo han sido mayo-
res, por ejemplo, el fenémeno de la informacién asimétrica, el riesgo moral, la ausencia
de una teoria de la quiebra empresarial y la ausencia de informacion adecuada, entre
otros. Aun con estos obstaculos se han creado diferentes metodologias que han sido
aplicadas con el propésito de estimar la probabilidad de incumplimiento. Entre estas
podemos mencionar en general técnicas estadisticas, multivariadas, andlisis de mode-
los de clasificacion, arboles de decision, modelos de eleccion cualitativa y el andlisis de

matrices de transicion entre otros.

El pionero en la investigacién y modelacion de prediccién de la insolvencia empre-
sarial fue, Ewdard I. Altman, prestigiado académico de la escuela de negocios de Nueva
York, conocido por el desarrollo del Z-score para predecir la bancarrota publicado en
1968. Mencion6 que el préximo gran reto financiero seria la administracion de riesgos
de crédito, que consiste en medir, minimizar y prevenir las pérdidas esperadas y las
pérdidas no esperadas que surgen de las actividades relacionadas con el otorgamiento

de préstamos en general.

il



Indice general iv

Desde un punto de vista académico, los modelos de riesgo de crédito se clasifican
principalmente en modelos estructurales, modelos de forma reducida (modelos de in-
tensidad) y modelos actuariales. En este trabajo nos enfocamos en el estudio de los
modelos estructurales y los modelos de intensidad con el objetivo de modelar la deuda
de las empresas, asi como estimar la probabilidad de incumplimiento en el pago de su

deuda a corto plazo.

El planteamiento basico de los modelos estructurales fue desarrollado por Merton
(1973), en el cual propone valuar tanto el patrimonio como la deuda de una empresa
con base teoria de valuacién de opciones. El evento de no pago de la deuda se daria si,
a su vencimiento, el valor de la misma supera el de los activos de la empresa, por lo cual
los socios no ejercerian la opcién de reclamar el valor de dichos activos en favor de los

acreedores.

Sin embargo, la simplicidad del planteamiento muestra su escasa capacidad para
explicar la situacion real de las empresas y mercados financieros actuales, entre las
principales razones se encuentra que se asume una tasa de interés constante y que
toda la estructura de deuda de la empresa esta representada por un inico bono cup6n
cero, lo que implica ademads que la insolvencia solo puede producirse en un tinico mo-
mento, es decir, en la fecha de vencimiento de la deuda. Una modificacién del modelo
clasico de Merton fue la introduccién de los modelos de un sélo factor para modelar la
tasa de interés a corto plazo, entre los mds utlizados se encuentra el modelo de Vasicek

y el modelo CIR.

Con el fin de intentar solucionar las limitaciones del modelo clasico de Merton y
el modelo de Merton con tasa de interés estocdstica, Black y Cox (1975) presentan un
modelo en el que el emisor puede incumplir sus obligaciones en cualquier momentos
durante la vigencia del bono, introduciendo una barrera para los activos de la empresa.
En el momento que el valor de los activos cruce la barrera se produce el incumplimien-
to. Por su parte, Brennan y Schwartz (1980) pretenden corregir el supuesto de la tasa de
interés constante introduciendo tipos de interés estocasticos en el modelo de Black
y Cox. Otras modificaciones fueron presentadas en Longstaff y Schwartz (1995), las
cuales contemplan la posibilidad de que los acreedores puedan forzar la insolvencia
de la empresa en cualquier momento anterior a la fecha de vencimiento. Finalmente,

Zhou (1997) introduce un modelo con saltos con la finalidad de introducir insolvencias
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impredecibles a priori.

Sin embargo, todos los modelos antes mencionados mantienen algunas dificul-
tades como la de obtener el valor de la empresa y la de determinar cudl es la barrera
bajo la cual la empresa se considera incapaz de hacer frente a sus obligaciones. El he-
cho de que no sean capaces de adoptar la posibilidad de insolvencia de forma impre-
decible, hace que las probabilidades de incumplimiento a muy corto plazo sean prac-
ticamente cero y con ello, el diferencial de rentabilidad también. Este hecho contrasta

fuertemente con lo que se observa en el mercado.

Ante las limitaciones de los modelos estructurales, surge una nueva linea de mode-
los conocidos como los modelos en forma reducida o modelos de intensidad. La ven-
taja de estos modelos con respecto a los anteriores es que no es necesario conocer el
valor de determinadas variables como el valor de los activos de la empresa o de su
volatilidad. Ademas, se tiene en cuenta el orden de prelacién de la deuda mediante
la estimacion de la tasa de recuperacion que no es mas que la cantidad que se espera

recuperar en el caso de que el emisor incumpla sus compromisos.

La metodologia bdsica consiste en aplicar los sistemas de valuacion tradicionales
introduciendo una correccion en la tasa de descuento aplicable mediante una prima
por el riesgo adicional (tasa de incumplimiento). De este modo, la insolvencia del emisor
se establece como un tiempo de paro de un proceso estocdstico que recoge la proba-
bilidad de insolvencia de la empresa condicionada a que este hecho no ha ocurrido ya
anteriormente. La eleccion del proceso se realiza exdgenamente y como consecuencia
de ello, se ha criticado estos modelos porque, en ocasiones, en dicha modelacién se

realizan ciertos ajustes para obtener resultados deseados.

Entre ellos, cabe destacar Jarrow y Turnbull (1995), el cual presenta un modelo li-
bre de oportunidades de arbitraje, basdndose en estructuras de tipos y probabilidad
de incumplimiento constantes. Lando (2004) amplia el anterior modelo permitiendo
correlacion entre el proceso de tipos de interés y la probabilidad de incumplimiento y
Das y Tufano (1995) introducieron correlacion entre la tasa de recuperacion y los tipos
de interés. Jarrow, Lando y Turnbull (1997) muestran cémo utilizar las probabilidades
de la matriz de transicion de calidad crediticia para obtener los precios de los bonos

corporativos. Ultimamente se han desarrollados modelos hibridos, en los cuales se in-
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tenta conjuntar los modelos estructurales y los modelos de intensidad para eliminar las
limitaciones individuales de cada modelo.

Objetivos del trabajo

En el presente trabajo se tienen tres principales objetivos, el primero es el estudio de
los modelos estructurales, tales como el modelo de Merton y Black-Cox para la valua-

cién de la deuda de una empresa a corto plazo. El segundo es el estudio de los modelos
de intensidad y sus diferencias con los modelos estructurales en la valuacién de bonos
corporativos. Finalmente, la aplicacion de los modelos a la valuacién de la deuda de
empresas mexicanas con objeto de analizar las dificultades que se presentan en la im-

plementacion.

En el primer capitulo se presentan los antecedentes del modelo de Black & Scholes
para la valuaciéon de opciones, asi como algunos aspectos de ecuaciones diferenciales
estOcasticas parala modelacion de la dindmica de algunos procesos tales como las tasa
de interés. Del mismo modo, se presenta algunos resultados importantes en la valua-
cién de opciones con barrera. Por tltimo, se muestra los modelos cldsico de un factor
en tasas de interés tales como: el modelo de Merton, el modelo de Vasicek y el modelo

CIR; y la estimacion de los pardmetros para cada modelo.

En el segundo y tercero capitulo se estudian de manera separada los modelos es-
tructurales y los modelos de intensidad para la valuacion de bonos corporativos. Den-
tro delos modelos estructurales estudiados se encuentra el modelo de Merton, el mode-
lo de Merton con tasa de interés estocdstica y el modelo de Black y Cox. Por su parte, en
los modelos de intensidad se presenta una breve descripcién de los principales resul-

tados aplicados a la valuacion de bonos corporativos.

Finalmente, en el capitulo cuatro se presentan los resultados obtenidos en la valua-
cién de los bonos corporativos bajo los tres modelos estructurales y el modelo de in-
tensidad, con objeto de modelar la deuda de las empresas (Cemex y Bimbo) a finales
del 2012. Dentro de cada modelo, se pudo obtener la probabilidad de incumplimiento
de la empresa, asi como el cambio en el diferencial de rentabilidad o spread respecto al

tiempo de maduracién del bono.



Capitulo 1

Antecedentes

El modelo de Black & Scholes para la valuacién de opciones es uno de los métodos mas
utilizados, ya que a pesar de sus conocidas limitaciones, es relativamente sencillo de
entendery aplicar. En estd seccion nos limitaremos a estudiar el modelo de Merton para
la valuacién de bonos corporativos que es considerado el primer modelo estructural.
Este modelo utiliza la teoria de valuacién de opciones dada por el modelo de Black &
Scholes, por lo tanto también es conocido como modelo de Black-Scholes-Merton. A

continuacion se muestran los elementos necesarios para entender dicho modelo.

1.1 Modelo de Black & Scholes

Un derivado es un activo cuyo valor esta determinado, de alguna manera, por el valor
de otro activo o indice de referencia. Este tltimo se denomina, generalmente, activo
subyacente. Asi, existe una importante relacion entre el valor del instrumento que esta
siendo analizado y el valor del activo subyacente asociado con aquel instrumento.

Una opcion es un contrato similar a un seguro, el pago de una prima da el derecho
mads no la obligacién de ejercer el contrato. Por el contrario, la contraparte, aquél que
recibe la prima, tiene la obligacién de cumplir con las especificaciones del contrato
cuando el tenedor decida ejercer su derecho. Una opcién tiene dos participantes, el
emisor de la opcion y quien adquire la opcion al que llamaremos tenedor. El tenedor de

una opcioén tipo call, tiene el derecho de comprar un activo en una fecha determinada
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en un precio determinado. Mientras que el tenedor de una opcidén tipo put, tiene el
derecho de verder un activo en una fecha determinada con un precio determinado.
Debido a esta desigualdad en los compromisos de cada parte, el emisor de la opcién
recibird una suma de dinero de quien compra la opcién para aceptar su obligacion.

Este precio es conocido como prima.

Una opcién se puede negociar en el mercado secundario, por lo tanto es necesario
determinar su valor V; para cada tiempo ¢ € [0, T] donde T es el tiempo de maduracién
de la opcion. Por otro lado si la opcidn estd dentro de un mercado organizado, la prima
de la opcién estd determinada por el mercado. Como caso particular se tiene que la

prima que se paga al adquirir la opcion es igual al valor de la opcién al tiempo ¢ = 0.

Existen diferentes tipos de opciones, en general se puede clasificar en dos grandes
grupos: opciones vainilla (bdsicas) y opciones exdéticas. Las opciones vainilla se pueden
clasificar en opciones europeas y opciones americanas. Las opciones europeas s6lo se
pueden ejercer en el tiempo de maduracién T, mientras que las opciones americanas

se pueden ejercer para cualquier tiempo ¢ € [0, T].

El precio strike es el precio de ejercicio al cual se pacta un contrato. Tanto el precio
del ejercicio como la fecha de expiracion son especificados en el contrato. Cuando el
tomador compra (vende) el activo bajo dichas condiciones, se dice que ejerce la opcion.

Existen cuatro tipos de particiantes en los mercados de opciones:

1. Compradores de opciones de compra.
2. Vendedores (emisores) de opciones de compra.
3. Compradores de opciones de venta.

4. Vendedores (emisores) de opciones de venta.

Se considera que los compradores tienen “posiciones largas™y los vendedores “posi-
ciones cortas”. La venta o ejercicio de una opciéon también puede llamarse “emision
de la opcion™. Para los propdésitos de valuacion, todas las transacciones que estén in-
volucradas con la opcién son simplificadas. Asi, el monto de dinero asociado con la

transaccion es visto en términos de la ganancia (Payoff). En el caso de ejercicio de un
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call, el Payoff o funcién de pago del tenedor corresponde a la diferencia entre el pre-
cio de mercado del activo que se esta comprando S; y el valor del precio de ejercicio
K que se esta pagando por el activo. Es obvio que, si la diferencia es un valor negativo,
el tomador no ejercera la opcién de compra, y en esa circunstancia, la ganancia sera
cero. Por otro lado si S7 es mayor que K entonces se ejercerd la opcién y se tendrd una

ganacia de St — K. El valor final del contrato para el caso de un call Cr estd dado por:

CT:Méx(ST—K,O):(ST—K)+. (1.1)

En otro caso, si el individuo adquiere una opcién put, ésta seré ejercida si al tiempo
T el precio del subyacente St es menor que el precio de ejercicio K y por tanto se tendra

una ganancia de K — S7. El valor del contrato para el put estd dado por:

Pr=Méax(K-S71,0)=(K-S87)+. (1.2)

A la funcién de pago de los casos anteriores la denotaremos por h(St). El modelo

de Black & Scholes permite encontrar el precio justo de la opcién al tiempo ¢ = 0.

1.1.1 Modelo de Black & Scholes

Para obtener la ecuacion de Black & Scholes es necesario realizar algunos supuestos:

Las ventas en corto y en descubierto estdn permitidas.

Existe posibilidad de negociacién continua.

No hay costos de transaccién ni impuestos. Todos los activos son divisibles.

No hay pago de dividendos durante la vida del derivado.

No hay oportunidad de arbitraje.

Eltipo de interés libre de riesgo r es constante y el mismo para cualquier madurez

del activo.
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Algunos de estos supuestos pueden relajarse. Por ejemplo, se pueden considerar

una volatilidad o y la tasa de interés r como funciones que dependen del tiempo.

El modelo propuesto por Black & Scholes para describir el comportamiento de los
precios es un modelo a tiempo continuo conformado de un activo riesgoso (cuyo pre-
cio al instante 7 es S;) y un activo libre de riesgo (cuyo precio al instante 7 es S%). La
evolucion de precio del activo libre de riesgo sigue la siguiente ecuacion diferencial or-
dinaria:

as?
—dtf =rS?, SH=1,
donde r una constante no negativa es la tasa libre de riesgo. Por lo tanto podemos notar

que para ¢ >0 el valor de un peso es de S0 = e'".

Por otro lado, se asume que el comportamiento del precio de subyacente S; en el

intervalo [0, T'] sigue la siguiente ecuacion diferencial estocdstica:
dS[ = St(ﬂdt + O'dW[), S() >0,

donde u es la tendencia, o > 0 es la volatilidad y (W;) es un movimiento Browniano

estandar. La solucion a esta ecuacion estocdstica esta dada por:

2
_a
Sy = Spelh= oW

que es un movimiento browniano geométrico.

En general una cartera de inversion consiste en una cantidad ¢? invertida en el
activo libre de riesgo y una cantidad ¢, invertida en el activo con riesgo. A la pareja
(<p‘§, ¢)o<i<T que toma valores en R? se le conoce como estrategia de inversién la cual
es adaptada a la filtracién natural %, del movimiento Browniano. Denotaremos el valor

del portafolio en el instante ¢ como:

I, = $2SY + ¢, S,.
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Definicion 1 (Cartera autofinanciable). Sea I1; una cartera de inversién, entonces

I1; es una cartera autofinanciable si

dHt = (j)(t)dS(t) + (P[dst.

Una cartera es autofinanciable si los cambios en el valor de la cartera dependen

Unicamente de los cambios en el valor del activo libre de riesgo y del activo riesgoso.

Definicion 2 (Probabilidad neutra al Riesgo). Sea (Q2, &/, P) un espacio de probabi-
lidad. Una medida de probabilidad P* es neutral al riesgo si,

e Py P* son probabilidades equivalentes, es decir, cada una de ellas es absoluta-

mente continua respecto a la otra.

* Bajo P* los precios descontados S; = e”"%S; son martingala'.

De la ecuacion diferencial estocdstica que satisface S; se tiene que los precios des-
contados del activo libre de riesgo S; satisface la siguiente ecuacion diferencial estocds-

tica:

dSt = —re_”S,;dt+ e_rtdSt
Si(u-r)dt+odwy).

Por lo tanto si VVI = W;+ (u—r)t/o entonces,

dgt = gtadm.

Por el teorema de Girsanov?, tomando 6; = (u—r)/o, el proceso I/Al7,; =Wi+(u-r)tio
es un movimiento browniano estandar bajo la probabilidad P*. Por lo tanto, el precio

descontado del activo con riesgo es una martingala y esta dado por:

152 W,
St — Soe(r 50 )t+o W;.

15, es martingala si cumple que E* [SirslF =S, para s > 0.
2Ver Apéndice A, Teorema A.1.2
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Definicion 3 (Arbitraje). Un arbitraje es una cartera de inversion que satisface Iy =

0 y que ademés satisface P (IT; =0) =1y P (I; > 0) > 0 para algtin tiempo ¢ > 0.

Por el Primer teorema fundamental de la Valuacion de Activos (Ver Apéndice A.2),

aseguramos la ausencia de oportunidad de arbitraje.

Definicién 4 (Estrategia de inversién admisible). Una estrategia de inversion (¢?, ¢,)
con ¢ € [0, T] es admisible si es autofinanciable y si el valor descontado de la cartera ﬁt

es positivo para toda ¢ y cuadrado integrable bajo P*3.

Definicion 5 (Opcion replicable). Se dice que una opcidon es replicable si se puede
construir una cartera admisible cuyo valor en cualquier tiempo ¢ € [0, T] coincida con

el valor de la opcién.
Con la deficiones anteriores podemos introducir el siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. En el modelo de Black & Scholes, una opcion definida por la variable
aleatoria h, positiva, 1 medible y cuadrado integrable bajo la probabilidad P* es repli-

cable y el valor al instante t del portafolio correspondiente estd dado por

,=E* e " nZ,.

Demostracion. Ver Lamberton y Lampeyre (2008) p4g. 68-69.

Corolario 1.1.1. Si en particular h es la funcion de pago de un call o de un put europeo,

al tiempo t < T, entonces el valor del call y del put estdn dados por:

C(t,S) = S @(d\()—Ke "I DD(dy(1)),
P(t,S;) = Ke "T70®(=dy(t)) - S;®(~d, (1),

3En general un proceso X es cuadrado integrable bajo P* si E*| fOT X2dt] < co.



Capitulo 1. Antecedentes 7

donde
O(x) = 2d,
e mf ¢ rdy
(S, /K) +(r+Z)(T—t
4t = n(S,/K)+(r+5)( )’
ovT—-t
IS, /1K) +(r — Z)(T—t
by o PSR- S)T-0
ovT—-t

Demostracion. Ver Lamberton y Lampeyre (2008) pag. 69-70.
Note que existe una relacion directa entre el valor de un call y un put, conocida
como paridad put-call y esta dada por:

C Pl’ Ke_r(T 2 St.

donde el miembro derecho de la ecuacién anterior es contrato forward.

1.2 Ecuacion diferencial parcial

Considérese la ecuacién diferencial estocastica (ede) n—dimensional,

dX[:ﬂ(t,Xt)dt+U(t,Xt)th. (13)

Por la féormula de Itd, el proceso anterior esta muy relacionado con un operador

diferencial parcial « llamado operador infinitesimal.

Definicion 6. Dada la ede (1.3), el operador diferencial parcial <, llamado ope-
rador infinitesimal de X se define para cualquier funcién h, con h € CY2([0, T] x R") y
(t,x) €0, T] x R™ como:

2

0%h
( h)(t,x) = Zul(t x) (x)+— Z Ci,j (8, %) 5= (),
21] 1 x]

donde C(t,x) = o (t,x)a ™ (t,x) y t€ [0, T].
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Este operador es también conocido como el operador de Dynkin o el operador de It6,
o bien el operador hacia atrds de Kolmogorov. En términos del operador infinitesimal,

la férmula de It6 tiene la siguiente forma:
oh
dh(t, X;) = EJﬁdh dt+VihodWy, (1.4)

donde el gradiente V, es definido para h € C!(R") como

oh . on

Vih=|—, -, .
o 0x; 0xy,

Existe unarelacion entre la ecuacion diferencial estocdsticay la ecuacién diferencial
parcial parabdlica. Por ejemplo si se considera el problema de Cauchy con n =1, se
tiene que dadas u(t, x), o(t, x) y @(x) funciones escalares, el objetivo es encontrar una

funcion F la cual satisfaga el siguiente problema con valor final sobre [0, T] x R:

aF(r )+ u(t )0F+1 2(t )ZF(t ) 0 (1.5)
at,x,u,xaxa,xz,x—, .

0
2 0x
F(T,x) = WY(x).

Ahora fijando un punto ¢ en el tiempo y un punto x en el espacio, se define el pro-

ceso X sobre el intervalo de tiempo [, T] como la solucién de la ede

dX, = ut,X)dt+o(t,Xp)dWy, (1.6)
Xt = X.

Notemos que el operador infinitesimal </ de este proceso estd dado por,

62

o =t )a - 2(t,x)
= , X)—+—=0°(f, x)—.
H ox 2 0x?
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Por lo tanto la ecuacién (1.5) se transforma en el siguiente problema con valor final:

oF
—(t,x)+AF
ot

F(T,x)

0, (1.7)
W(x).

Entonces aplicando It6 a F(s, X;) en el intervalo [¢, T] y por la ecuacién (1.4) te-
nemos:

OF OF
dF(t,x) = E(t’Xt) + A F(t, Xy) dt+0(l‘,Xt)a—(If,Xt)th,
X

la cual tiene la siguiente forma integral

T(oF
F(T,Xr) = F(t,Xt)+f (E(u,Xu)+,Q¢F(u,Xu) du+
r

T OF
+f o(u, Xy,) —(u, X, )dw,. (1.8)
t ox

De la ecuacion anterior podemos notar que dado que F satisface la ecuacion (1.7),
la integral con respecto al tiempo desaparece y ademads el término del browniano es

integrable, entonces tomando esperanza de ambos lados tenemos:
F(ty XI) = E[,X[\P(XT)])

donde E; [-] significa que el valor esperado es tomado dado el valor inicial X; = x.
Entonces se tiene el siguiente resultado conocido como la férmula de representacion
estocdstica de Feynman-Kac

Proposicion 1.2.1. (Feynman-Kac). Supéngase que F es una solucion al problema con
valor final,

aF(r x) + u(t x)aF+102(t x)aZF(t x) 0 (1.9)
or DTRG0 LUy = 0 '

F(T,x) = Y(x).
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Ademds supongase que el proceso
OF
o (u, Xo) 7 (u, Xy,)
0x

esta en L2, entonces F tiene la representacion

F(t,x) = E x[Y(X7)], (1.10)
donde X satisface la ede
ax, = puX)du+ou,Xu)dw,, t<u<T (1.11)
X[ = X.

A este problema también se le conoce como problema parabdélico. Existe un pro-
blema con valor final muy relacionado al problema pardbolico anterior, por lo tanto se

tiene la siguiente proposicion:

Proposicién 1.2.2. (Feynman-Kac). Supongase que F es una solucién al problema con
valor final,

ap(r ) + u(t )‘3F+1 2(t )GZF(t )—xF
—(t,x y X)—+ -0 (t, x)—=(t,x) — X
ot Y55 0x2

2
F(T,x)

I
L

(1.12)

Y(x).

Ademds supongase que el proceso
_ru oF
eIt Xud gy, X, =— (1, X))
0x
esta en L2, entonces F tiene la representacion

F(t,x) = E; x[e” 7 X009 (xp)], (1.13)
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donde X satisface la ede

ax, wu, Xy,)du+o(u, X,)dwy,
Xt = X.

(1.14)

S
Demostraciéon. Considérese el proceso estocdstico Y (s) = e~ Ji Xudup (s, Xs), en-

tonces aplicando It6 a Y (s) se tiene,

s OF O0F 1 ,0°F s OF
Ay = e JiXudu | Z_ 4 = 4 —g? == _xF|+e S Xudig—qw,
¢ or Fox 2% o2 * iy

dado que F satisface la ecuacion (1.12) entonces,

OF

Ay = e~ Ji Xudu
0x

aw,

integrando de expresion anteriorde ta T
T s oF
YT = Y[ +f e_‘ft X“dua—dWs,
t 0x

y sustituyendo el valor de Y (-)

oF

dws,
0x s

T N
e_ftTX”d”F(T, X7)=F(t, Xy) +f e Ji Xudu s
¢

por ultimo tomando esperanza de ambos lado y considerando que los valores finales

son F(T, X 1) =¥Y(Xr) y X; = x, tenemos

F(t,x) = E, yle” ¢ Xudwg(x)].

(1.15)

El siguiente problema aparece con frecuencia en el estudio de las tasas de interés,

el cual hace referencia al teorema de Girsanov?. Denotemos A(f, x) como la prima por

“Ver Apéndice A, Teorema A.1.2.
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riesgo® y supéngase que F es la solucién al problema con valor a la frontera,

oF OF 1, 0°F
—(t, x) + [u(t, x) = AL, x)0 (¢, X)] —(t,x) + —0°(t,x) =— (£, x) — xF (¢, x)
ot 0 0x2

X 2
F(T,x)

Il
(e}

W (x),
y (X;)s=0 satisface la ede

dXs = u(s,Xgds+o(s, X,)dWs,
Xt = X.

Utilizando la Proposicion 1.2.2 para resolver la ecuacion diferencial anterior, en-

tonces el proceso X debe satisfacer,

dXs (s, Xs) = A(s, X5)o (s, Xs)lds+o(s, Xs)d Wy
Xl’ = X

lo cual ocurre si

dXs; = pds+odW;
= (u—Ao)ds+Aods+odW;
= (u—Ao)ds+o(Ads+dWy)
= (u—-Ao)ds+o(dWy),

donde dW; = Ads+ dW;, entonces utilizando el teorema de Girsanov y la Proposicién

1.2.2 tenemos

T 1 T T
F(t,x)=E;x exp(—f Xsds—if /lz(s,Xs)ds—f A(S,Xs)dWS)‘I’(XT)
t t t

SLa prima de riesgo es la cantidad minima de dinero que hace que el rendimiento esperado de un
activo con riesgo exceda el rendimiento conocido de un activo libre de riesgo.
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1.3 Opciones con barrera

Las opciones en las que su posibilidad de ejercicio dependera de que el activo subya-
cente alcance un determinado nivel (barrera) durante un cierto periodo de tiempo se
conocen con el nombre de opciones con barrera. Si esto ocurre, la opcién condicional
se convierte en una opcion de compra o de venta simple (opciones tipo knock-in), o
por el contrario, puede ser que deje de existir desde el momento en que se alcance el

nivel barrera (opciones tipo knockout).

* Opciones tipo knock-in. Estas opciones tienen derecho a ejercerse sélo si el valor

del subyacente alcanza un determinado nivel. Se clasifican en dos tipos:

— Opciones up and in: se activa el derecho a ejercer la opcion al vencimiento
cuando el valor del subyacente se sittia por encima de un determinado nivel

durante la vida de la opcién.

- Opciones down and in: activa el derecho de ejercicio al vencimiento, si el
valor del subyacente cae por debajo de un determinado valor que constituye

la barrera.

e Opciones tipo knock-out. Estas opciones tienen derecho a ejercerse sélo si el
valor del subyacente no alcanza la barrera, es decir, que desaparece el derecho
de ser ejercidas si el valor del subyacente toca la barrera en algtin momento de su

vida. Se clasifican en dos tipos:
— Opciones up and out: dejan de existir si el valor del subyacente se sittia por
encima de un determinado nivel durante la vida de la opcién.

- Opciones down and out: desaparece el derecho de que la opcion sea ejer-
cida, si el valor del subyacente se sitiia por debajo del nivel establecido como

barrera, el cual.

Considérese el modelo de Black & Scholes estandar,

ds(r)
dB(t)

aS(t)dt+oSdW (1),
rB(t)dt,
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con a,o0 >0y r>0pardmetros fijos . Si el precio de ejercicio es T, supongamos se tiene

un reclamo contingente -Z de la forma:
Z =0(S(1).

Denotemos a F(t, s; T,0) como la funcion de precios de Z. Fijando un nimero L < S(0),
el cual serd nuestra barrera, consideremos -Z; el correspondiente contrato down and

out descrito anteriormente.

Definicion 7. Dado un contrato -Z;p con maduracién T, entonces Z; esta definido

por:

> O(S(T)) si S(t)>L paratodo t€[0,T]
ro 0 si S(#) <L paraalgin t€ [0, T]

Definicion 8. Dada una funcion fija ©, definamos ©; como:

] L,
0,() :{ (x) para x>

0 parast’

es decir, O (x) = O(x)1ix>1;. Note que el funcional F(z, S; T, 0) es lineal en el argumento

0, asi como la funcién Oy lo es respecto a la variable L el siguiente lema:

Lema 1.3.1. Para todo real @ y B, y para toda funcion © y E se tiene que:

F(t,s; T,a® + BE)
(a@ + ﬁE)L

aF(t, s T,0)+ BF(t,sT,=),

a®r + ,BEL.

Demostracion. Ver Bjork (2004), pag.257.

El principal resultado se muestra en el siguiente teorema, en el cual se muestra que
el problema de valuar la version down-and-out de un contrato © se reduce a la valua-

cién de un contrato sin barrera sobre un reclamo ©;.

Teorema 1.3.1. (Valuacion de contratos down-and-out). Consideré un Z = O(S(T))

fijo. Entonces la funcién de precios, denotada por Fip, correspondiente a un contrato
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down-and-out Z1o, para s > L estd dada por:

1.2
2(r— 50 )
2 L?

L\ &
FLO(trS; T;G):F(tys; TJQL)_(E) F(t) ?; T»G)L)-

Demostracion. Ver Bjork (2004), pag. 257-259.

También se tiene un resultado sobre la linealidad en la valuacion de un contrato

down-and-out:

Lema 1.3.2. Para cualquier funciones de contrato© y =, y para cualquier ntimero real «

y B se cumple que:

Fro(t,s;T,a@+ BE) = aFro(t,s; T,0) + BFo(t, s; T, 5).

Demostracion. Aplicando el Teorema 1.3.1 y el lema 1.3.1 a los operadores O y .

Definicion 9. Sea T un plazo K y L parametros fijos, definase las siguientes recla-

maciones:

ST(x) = x,paratodo x,

BO(x) = 1,paratodo x,
1 six>1L,

H(x;L) = )
0 six<L

C(x;K) = max[x—K,0].

El contrato ST ofrece al propietario una unidad del activo subyacente al tiempo T,
mientras que BO es un bono cup6n cero que paga una unidad a la maduracién T. El
contrato H da al propietario una unidad si el valor del activo subyacente excede L al
tiempo T,y cero si no ocurre. Y por tltimo C es un call europeo con precio de ejercicio
K.

Tomando las definiciones anteriores, las funciones de pago de los contratos ante-

riores se muestran en el siguiente lema:
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Lema 1.3.3. La funcién de precios de los contratos descritos en la Definicién 9, estdn

dados por:

ST(t,s) = s,

BO(t,xs = e "I7D

(r—16®)(T-0+log(s/L)
Hits;L) = e T 2 g ,
ovT—-t

C(x; K)

C(t,59),

donde c(t, s) es la formula de Black & Scholes vista en el Corolario 1.1.1.

Demostracion. El valor de ST al tiempo ¢ es igual al valor del activo subyacente
al mismos tiempo, por lo tanto ST(z,s) = s. Mientras que el valor de un bono cupén
cero que paga uno al tiempo t es e”"7=9, Dado que C es la funcién de pago de un call
europeo, entonces la funcién de precios estd dada por la férmula de Black & Scholes.

Para el caso de H notemos que:

H(t,s;L) E*[e" T D1 sp)]

= " IP* (x> 1)

= T Dp*se¥ > 1)

= " I"0p*(y > log(L) - log(s))

_ g T0pe Y- (r—30)(T-1 N log(L) - log(s) — (r—30%)(T 1)
aV(T-1 oV(T-1
_ T ( (r—303(T -1 +1log(s/L)
oVT—t ’

donde Y~N((r - 30)(T - 1),0(T - 1)).

A continuacién se muestran dos resultados importantes en nuestro estudio, dichos

resultados se aplicardn en el modelo de Black-Cox.°

6Ver Cépitulo 2.
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Lema 1.3.4. El contrato down-and-out sobre un activo libre de riesgo estd dado por:

I 2702 12
ST;p(t,s) = L-H(t,s;L)—L-(;) H(t,?;L)
I 27/ a2 12
+ C(t,s;L)—(—) C(t,—; L)
s s

donde H y C estdn dadas por el Lema (1.3.3).

Demostracion. Sea ST(z,s) = s una funcién de preciosy 7 = (r — %02), entonces por

el Teorema (1.3.1) tenemos

I 27 /a2 12
FLo(t,s;ST):F(t,s;STL)—(;) F(t,?;STL). (1.16)

De la Definicion 9 podemos encontrar la siguiente relacion:

ST (x)=L-H(x;L)+C(x;L).

Entonces sustituyendo la ecuacion anterior en (1.16) tenemos que:

ST.o(t, ) Fro(t,s;L)

I 27/ g2 12
= F(t,s;LHGL)+CGL)) - (;) F(t,?;LH(;L) +C( L))

I 2702 12

= LF(t,S;H(;L))—L-(;) F(t,?;H(;L))
I 27 /g 12

+ F(t,S;C(;L))—(;) F(t,?;C(;L))

[)\20r=30%) 12
= L-H(t,s;L)—L-(;) H(t,?;L)

1)\20r=307) 12
+ C(t,s;L)—(;) C(t,?;L).

Ahora veamos el resultado para el caso de un contrato down-and-out del tipo call

europeo.
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Proposicion 1.3.1. El precio de una opcion call Europea down-and-out estd dado por:

2

[)\20r—30
) C(t,s;K), paraL<K,

Cio(t,s;K) = C(t’S;K)_(E

Demostracion. SiL < K entonces de la Definicion 9 se tiene que Cy (x, K) = C(x, K),

por lo tanto aplicando el Teorema 1.3.1 tenemos que:

L 2(r—%02)
Cro(t,s;L) = F(t,S;C(;K))—(—) E(t,s;CGK))
s
2(r-30%)
= C(t,s;K)—(;) C(t, s, K).

1.4 Modelos de tasa de interés

Sea B(t, T) el precio al tiempo ¢ de un bono descontado, es decir, un bono cup6n cero
que paga una unidad monetaria al tiempo T, entonces en particular B(7,T) = 1. Al
tiempo ¢, el rendimiento al vencimiento R(¢, T) del bono descontado B(¢, T) es la tasa

de rendimiento compuesto continuamente que hace que el precio del bono sea uno al

tiempo T,
B(r, T)e T HRED =1
o bien
In(B(t, T
R(t,T) = — 2B
T-t

Cuando se fija t y T aumenta, la forma de R(¢, T) determina la estructura tempo-
ral de las tasas de interés. En este caso, la curva de rendimientos es lo mismo que la

estructura temporal.

La mayoria de los modelos basados en arbitraje derivan o asumen que un s6lo fac-
tor es suficiente para explicar la estructura temporal y asi suponen que la tasa spot

instantdnea es la tinica variable de estado. Existe otros modelos los cuales se supone la
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existencia de otro factor, por lo general la segunda variable es la tasa larga o la tasa de
inflacion.
Denotemos por V(f) el valor al tiempo ¢ del reclamo contingente que depende de

la tasa corta con maduracién ¢. Supéngase que bajo la medida de probabilidad P, la

dindmica de la tasa corta estd dada por:

dr(t) =pu(t, r(0)dt+o(t,r(r)dw.

Ahora denotemos B(t, T) = B(t,r(t), T), por lo tanto el precio B(t,r(t), T) del bono
esté junto con todos sus derivados, completamente determinado por la ecuacion’ gene-

ral:

1 2
Bl+(,LL—AO')Bg+§U Byy—-rB = 0.

Aparte de o, el término pu— Ao determina el precio del bono en la ecuacién anterior.
El término p — Ao es el término de tendencia (drift) de la tasa corta bajo la medida

martingala P*.

Definiendo V;* (1) el precio relativo del activo V' bajo la numerario N al tiempo ¢,

como

.V
AGERE=S
N(1)

Proposicion 1.4.1. Bajo ciertas condiciones de regularidad, un mercado es libre de arbi-
traje si existe una medida martingala equivalente P*, tal que el proceso de precios rela-

tivo de cualquier valor es una P* -martingala, es decir,
E* [V (DIF]=V* ().

Demostracion. Ver Karatzas y Shreve (1991), pag. 232.

Un ejemplo de numeraria seria el precio al tiempo ¢ de una unidad monetaria rein-

vertida continuamente a la tasa corta dado un tiempo inicial especifico 7, denotada por

"Ver Cox, Ingersoll y Ross (1985)



Capitulo 1. Antecedentes 20

B(1)

B(t) = efu[ r(s)ds.

Bajo esta numeraria, el precio relativo del activo V estd dado por:

ve(n =28
B

Al usar la proposicion anterior, en donde V es un bono cupén cero con maduracion

T y lanumeraria es f(f) con u = t, tenemos

« | B(T,T)
B(T)

_B(t,T)

| ==
|Ft B0

=B(t, 1),

ycomo B(T,T) =1 se tiene que

B* [e‘ftT”S)dﬂ%] = B(L,T).

. t . . . . 2
Analizaremos dos modelos en los cuales [, r(s)ds tiene distribucién normal. Una
variable aleatoria X con distribucién nomal N(u, 0?) tiene funcién generadora de mo-

mentos
2.2

1
E(eaX) — ea,u+20 a

Por lo tanto, se tiene una expresion analitica para el precio del bono. En general se

tiene que para cualquier derivado V (¢) de una tasa de interés que madura al tiempo T,
V) = E* [v(me Jrrods g |

es decir, bajo P* los precios descontados de los activos son martingala.

En la literatura existen diversas propuestas para especificar la P*-dindmica de la
tasa corta r. A continuacion se presentan los modelos mas utilizados, en donde si un
pardmetro depende del tiempo se expresa explicitamente; en otro caso se toma como

constante.
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1. Merton

dr(t)=pdt+odW (), u>0,0>0

2. Vasicek

dr(t)=k@-r)dt+ocdW (1), k>0,0>0,0>0.

3. Cox-Ingersoll-Ross(CIR)

dr(t)=k@-rt))dt+or(t)dW () k>0,0>0,0>0.

Existen mds modelo para la tasa de interés corta tales como el modelo de Dothan,
Black-Derman-Toy, Ho-Lee y Hull-White, pero en este trabajo nos enfocaremos en los

modelos de Merton, Vasicek y CIR para valuar bonos cupén cero.

1.4.1 Modelo de Merton (1973)

En este modelo, Robert C. Merton propone que la dindmica de la tasa corta estd dada

por:
dr(t)=pudt+odW (1),

donde p y o son constantes y W (f) es un movimiento browniano estandar. Ademads
supone que el premio al riesgo A es constante. La solucién de la ecuacién anterior con

r=ues

u
r(w)=r(t)+puu—-1 +0f AW (z).
t

Dada la informacion al tiempo ¢, r(¢) se distribuye normal con media (condicional)

E[r(w|ZF] =r(t) +pulu—1),
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y varianza (condicional)
Var(r(w)|F:] =c?(u-1).

Si denotamos a I(t, T) = |, tT r(s)ds, entonces I(¢t, T) tiene distribucién normal con me-
dia

E[I(t, DIF ] =r(e)(T—-1)+ %M(T— 02,
y varianza
T 1
Varll(t, T)|F] :azf (T —s)%ds = gaz(:r— n3.
t

Para calcular el valor de la varianza se utiliza la propiedad de isometria de It0,

T
E :f F2(s)ds.
t

T 2
(f f(S)dW(S)) |F
t

Dado que I(t, T) tiene distribucién normal, entonces el precio del bono B(¢,r(t), T)

satisface,

B(t,r(t),T) = Ele "Dz,
o~ T =)=z u(T-1)%+50*(T-1)°

Mientras que la estructura temporal de la tasa de interés esta dada por

_ln(B(t, r(t),T))
T—t

r () +1 (T-1)— lo—Z(T— ?
ot 6 '

R(t,T)

Se observa que la tasa de interés con maduracion infinita diverge, esto es
lim R(¢,T) = —oo.
T—oo

Podemos notar que el primer y segundo momento de la distribucion de la tasa r()
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no estdn acotados por lo tanto se permite que la tasa de interés R(t, T) pueda ser nega-
tiva o infinita respecto a T. Este modelo no presenta reversion a la media, entonces la

tasa corta no regresard a un nivel de largo plazo conforme el tiempo transcurre.

1.4.2 Modelo de Vasicek (1977)

El modelo de Vasicek propone modelar la tasa de interés de corto plazo con un proceso

de Ornstein-Uhlenbeck, dado por:
dr(t)=k@—-r)dt+odW (1),

donde k,0 y o son constantes positivas y W (¢) es un movimiento browniano estandar.
En este modelo se define una caminata aleatoria alrededor de una tendencia, y por

tanto tiene reversion a la media.

Definiendo m(t) = kr(t) — k6, el modelo de Vasicek puede reescribirse como

dm(t)=—-km(t)dt+ kodW(1). (1.17)

La ecuacion (1.17) es conocida como el proceso de Ornstein-Uhlenbeck y la solu-

cién aplicando It al proceso X (1) = m(t)e*’ esta dada por,

t
m(f) = m(s)e ¥=9 4 lcaf e KW aw ), s < t.

N
Y como m(t) = kr(t) — k6 se tiene que

t
r(t)=9+(r(s)—9)e_k(t_s)+af e KW aw ), Vs<t.

N

Dada la informacion al tiempo s, r(f) se distribuye normal con media (condicional)

E[r(0)|Fs =0+ (r(s) —0)e k=9 (1.18)
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y varianza (condicional)

t
Var(r()|F] = sz e 2kt=1w gy (1.19)
S
2
_ 9 (1 -2k(t-9)
= Zk(l e )

En este modelo, al igual que en el modelo de Merton, las tasas de interés podrian ser

negativas. Pero en este caso para valores grandes de £, el valor esperado y la varianza de
2 ., . .

la tasa corta son 6 y 77, por lo tanto el proceso de reversion a la media evita que estos

dos valores diverjan.

SeaI(t,T) = [, IT r(s)ds, entonces I(f, T) tiene una distribucién normal con media

1 — = k(T=0)
E[I(l‘,T)Iffﬂ=9(T—l‘)+(r(t)—9)( 2 ),
y varianza
T ]_ e~ k(T-w
Varll(t, DIF = o° | (————)du,
t
= —|T-t-2|———|+=—=01-¢ (T‘”).
kZ( ( k )+2k( ¢ )
Y el precio del bono B(t,r(t), T) satisface,
B(t,r(0), T) = E[-I(t T)|F]
— ea(t,T)—r(t)b(t,T)
donde
l_e—k(T—t)
b(t,T) = ——,
(t,T) 2
y
1 , 1 ,  o?P(t,T)
a(t,T) = 2 (b(t, T)—-T+1t)(kO 20 ) ik .
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Asi la estructura temporal estd dada por

Rty = oD
_ r(0b(t,T)—al(t,T)
B T—t
1-— e—k(T—l’) 1-— e—k(T—I) 0.2 0.2(1 _ e—k(T—t))Z
]
k(T - 1) k(T —1) 212 A3 (T—-1)

Se observa que la tasa de interés con maduracion infinita esta dada por,
2

. o
}ET()IOR(Z', T) =0- ﬁ

1.4.3 Modelo de Cox, Ingersoll, Ross (1985)

Tanto el modelo de Vasicek y el modelo de Cox, Ingersoll, Ross describen el compor-
tamiento de la tasa corta con reversion a la media. Suponga que la tasa corta sigue el

proceso
dr(t) = k@ - r(0)dt+or@)Pdw(n,

donde k,0 y o son constantes positivas y W (f) es un movimiento browniano estandar.
Los modelos de Vasicek y CIR son resultado de tomar f =0y 8 = 1/2; respectivamente.

Por lo tanto el modelo CIR propone que la tasa de interés corta satisfaga
dr()=k@—-r@)dt+ovr)dW(t),5=0 (1.20)

y el premio al riesgo estd dado por A(t,r) = A/ r(1).

Este proceso es conocido como proceso de raiz cuadrada, similar al proceso de Va-

sicek, pero la varianza es proporcional a 0%  por unidad de tiempo.

Utilizando It6 para el proceso X (f) = r(t)e*? se obtiene la solucién a la ecuacién

diferencial estocastica (1.20),

t
r(t) =0+ (r(s)—0)e k=9 +af e K=\ /r(wydW ), Yi=s.

N
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A diferencia de los modelos anteriores, la tasa corta en el modelo CIR se distribuye

como un ji-cuadrada (), entonces la tasa r(f) siempre es positiva.
Se puede demostrar que la esperanza y la varianza de r(t) estan dadas por:

E[T(t)lgs] =0+ (r(s) - H)e—k(t—s)’

2

_ o0 k2L O [ pims  —2k(is)
Var[r(me%]—ﬁ(ke ) +T(e s ).

Y por lo tanto cuando ¢ — oo la esperanzay varianza tiene el siguiente comportamiento:

}Lrn E[r(n)|Fs] =0,

y
: o?
}E& Varlr(t)| %] = Hﬂ'
El precio del bono en este modelo esta dado por,
T
B(t,r(),T) = E*[—f r(s)ds|F;]
t
D) =r(b(1,T)
donde
2’7 -1
b, T) = — oo —D
(y+k)(eT—1)+2y
y

2yekT2) (2K o

,T) =1
alt, Iy =In (y+k)(erT —1)+2y

)

cony=Vk?+202.
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Entonces la estructura temporal estd dada por

Rty = oD
_ b D@ In(at, T)
- T-t T—t

y se puede mostrar que la tasa de interés con maduracién infinita estd dada por,

2k0

lim R(t,T) = ———.
TEIc}o( ) k+Ao+y

1.5 Estimacion de parametros para modelos de tasa de

interés

El proceso de estimacion de pardmetros en un modelo estocédstico permite conocer
caracteristicas adicionales que la estructura por si misma no es capaz de capturar. La
importancia implicita que posee la estimacion de parametros recae en el hecho de que
en la mayoria de las aplicaciones reales los pardmetros no pueden ser establecidos a
priori, teniendo que ser inferidos a partir del comportamiento histérico de las series

temporales analizadas.

Existen técnicas para la estimacion de los pardmetros en los modelos de tasa de in-
terés, entre las principales se encuentran: el Método de Momentos, Minimos Cuadrado
Ordinarios y Méxima Verosimilitud. En este trabajo se presentan los estimadores por

minimos cuadrados y por méxima verosimilitud para los modelos de Vasicek y CIR.

1.5.1 Modelo Vasicek

Consideremos el modelo de Vasicek en donde la tasa corta r tiene la siguiente dindmica,

dr(t) =k@—-r(0))dt+odW (1),

Para la estimacion por minimos cuadrados, se toma la discretizacién de primeras

diferencias por el método de Euler en un periodo de tiempo T y utilizando las propiedades
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del movimiento browniano tenemos,
re—req =~ k(O -r,_))At+0VAte,, (1.21)
donde €;~N(0,1) y At = T/n. Reescribiendo (1.21)
ry=kOAt+ (1 — kAD T, + oV Ate,. (1.22)
O de manera equivalente,
re=a+pri1+1n,

con 71,~N(0, 02At). Por lo tanto utilizando minimos cuadrados, obtenemos los esti-
madores de @ y B. Con estos valores es posible determinar la estimacién de k y 0, de

manera que la estimacion de o es la desviacion estandar de los residuales de (1.22).

La estimacion por el método de minimos cuadrados es inadecuado en términos
generales, e incluso cuando la regresion puede ser un método tedéricamente vélido, sus

fallos en las aplicaciones practicas estdn bien documentada®.

Dado que r; sigue un proceso gaussiano donde la media y varianza estdn dadas por
(1.18) y (1.19) respectivamente, se tiene que la funcién de densidad de probabilidad p

de r; con tasa inicial r; = x estd dada por:

o k —kl[(y—0) — (x —0)e k(-D)2
pt,y;71,x) = 2021 = o2k exp 02(1 = e-2k(—1)) :

Tomando como base Xie (2008) para determinar los valores de los parametros del

modelo usando el método de méxima verosimilitud, sean

kK
02(1_6—2kt)
B = (-e2kh,

8Ball y Torous (1996).
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y definamos

1
P:=Inp=-Inyrm+ Elna—a[x—y+ﬁ(9—x)]2.

Entonces diferenciando P respecto a «, fy 0 tenemos

op 1 2
= = 5 [(x—y)+ B —x)]

oP

5 —2al(x—y)+ B0O - x)10 - x)
opP

5 = ~2el=y)+pO-x1p.

Sea n es tamaifio de la muestra, es decir, los datos de mercado de la tasa corta r, en-
tonces si definimos X = (rg,...,7,-1) yY = (r1...,1,) porladefinicién de maxima verosimi-

litud tenemos que encontrar a, fy 0 tal que

n n
— =2 (X =YD +pO-X))* = 0
2a ;
DIXi—Y)+pO-X)IO-X;) = 0
i=1
D IXi-Y)+pO-X)] = 0.
i=1

La solucién del sistema anterior esta dado por:

n n n n n n n n
— = O x)2Y0H+Y.xXAHQ VA +2Y X Y Vi)Y XY
2a i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 =1 i=1
n n n
+ nl X v)* - O X020 voA
i=1 i=1 i=1
5 - PXi Y (X - YY) —nX (XX - Y))

X, X2 —nY ! (X;)?
PLXi X (X Y) -nY (X)X Y
L, X)X (Xi—Y) —nX! [Xi(X; - V)]

por lo tanto la estimacién de los parametros originales k,0 y o son:
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Lol L X, X)?—nXl (X7
o L X)ER Y)Y (X))
Er, X)X (X Y) -nEl  (XHXEE, V)

X)X (X - Y) —nEi [Xi(X; - Y7l

2 n n n n n n n
o’ = E“Z X2 YH+Y (XHO VP +2Y X Y v Y (X Yh)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

+ nl) (X V)= Y (XD Y (YAl
= i=1 i=1

i=1
(CF, X)?—nX ] (X))
(7, X2 —nY!  (XH12- (X, X)X, V) -nXl  (X;Y)]?
n L, X)*-nXl (X3 |
L, XDE, V) -nYXl (X:Y)

1.5.2 Modelo CIR

En el modelo CIR se asume que la tasa corta r tiene la siguiente dindmica,

dr() = k@ -r)dt+or))"2dw(p).

Este modelo se puede estimar econométricamente mediante el ajuste del siguiente

modelo de regresion de una serie de tiempo de la tasa corta.

Sea x =2/, entonces por el célculo de Ito:

1 1 k
dx=|2k0—-=0%)———x|dt+odW,

2 x 2

notemos que en la expresion anterior ha desaparecido x de la parte estocdstica de la
ecuacion, lo que implica que al discretizar no habra problemas de contemporalidad
entre los residuales y los regresores. Por lo tanto tenemos que dx = x; — x;—1, lo que nos

lleva a

1 k
— =X |Ar+1,

1
x| (2k0 - =0?)
2 Xt-1 2



Capitulo 1. Antecedentes 31

con n,~N(0,02). En este caso se ajusta una regresién por minimos cuadrados del tipo

Xr=a + Bxi—1+1;.

Xt-1

Una vez obtenidos los valores de la estimacion de a y 3, se obtiene que:

k = 2a-p), (1.23)
. 1 52
b = —@+2,

donde 62 se estima con la varianza de los residuales de la regresion.

El proceso CIR es un caso de proceso de difusion, en donde la funcién de densidad
tiene un forma cerrada. Dado un r; al tiempo ¢, la densidad de ;4 al tiempo + At se

puede ver como,

v
pUreeadri k,0,0,00) = ce™" V(=) ¥ [,2v/uv), (1.24)
u
donde
2k
c = —————,
0-2(1_e—kAt)
u = cre *
v = crt+AtL,
_ 2k0
7= b

e I4(-) es la funcion modificada de Bessel de primer tipo y orden g. Para ver con mayor
detalle la derivacion de la funcién de densidad (1.24), ver Feller (1951), pag. 173-182.

La funcién de verosimilitud para la tasa de interés de una serie de tiempo de N
observaciones esta dada por:
N-1

L(k,0,0) = [] p(reailrs k,0,0,A0),

i=1
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por lo tanto la funcién log-verosimilitud del proceso CIR es de la forma,

N-1 Vi,
InL(k,0,0)=(N-1)Inc+ Z {—uti - Vg, + .56]1[1(7;) +In[l,(2\/uy vtm)]},

i=1
— —kAt —
donde u;, = cre Y Vg, =CTgyy -
Dado que la funcién logaritmo es moné6tona creciente, al maximizar la funcién log-
verosimil también se maximiza la funcién de verosimilitud. La solucién del problema
anterior tiene la siguiente forma:

(l%,é,&) =arg max InL(k,0,0).
(k,0,0)
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Valuacion de bonos corporativos

2.1 Modelo estructural de Merton

El primer supuesto del modelo de Black-Scholes-Merton es acerca del proceso estocds-
tico para el precio subyacente del contrato. En el articulo original de Black & Scholes
(1973) se asume que el activo con riesgo no paga dividendos, la tasa de interés libre
de riesgo es una constante conocida y la dindmica de los precios sigue un Movimiento

browniano geométrico (MBG). Este modelo asume una estructura de capital simple.

Asumiendo los supuestos del modelo de Black & Scholes, consideremos una em-
presa que posee activos con valor V que se financian a través de la emision de acciones
con valor Sy deuda con valor de mercado D. La deuda de la empresa se representa con

un bono cupoén cero con fecha de vencimiento 7 y valor nominal F > 0.

Paratodo t < T, V; esta dada por:
V[:St+Dt, (21)

es decir, el valor de la empresa es igual a la suma de sus obligaciones. Asumiendo que
V; sigue un movimiento browniano geométrico con r la tasa de interés libre de riesgo,

se tiene que
v, =V, (rdt+oydW,) V,=0, 2.2)

33
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donde (W,), t € [0,00) es un movimiento browniano estdandar bajo P* yla volatilidad oy

se asume constante. La ecuacion (2.2) es equivalente a:

2 —
V, = Vyer~ ) tHoW, 2.3)

En el modelo de Merton, los acreedores no pueden forzar a la empresa a declararse
en quiebra antes del tiempo de madurez T. La empresa incumple si, al tiempo T el
valor de la empresa es menor que su deuda. En caso de incumplimiento los acreedores
toman el control de la empresa. En otras palabras, el pago al tenedor del bono al tiempo
de vencimiento es el min(Vr, F) que es el valor de mercado de la deuda de la empresa

al tiempo T.

Teorema 2.1.1. En el modelo de Merton, bajo el modelo de Black & Scholes, los valores

del bono riesgoso D y de la accién S al tiempo t = 0 estdn dados por:

Dy = Fe "To(dy) + Vy®(—dy),
So = Vo®(dy)—Fe "Td(dy),
con
1 X J,2
d(x) = —f e 2dy,
Vit W
2
4 In(Vo/F) + (r + Z£)(T)
: ovy/T ’
2
. In(Vo/F) + (r = Z£)(T)
2 oov/T )

Demostracion. Por el Teorema 1.1.1, el valor del bono riesgoso D; para ¢ < T esta

dado por:
D[ = E* [e_r(T_t) mln(VTyF)lgl’]r

donde %; es la filtracion natural y la constante r es la tasa de interés instantdnea libre
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de riesgo. Ademds notemos que la funciéon de pago puede ser vista como:
min(Vr, F) = F —max(F — Vr,0),
por lo tanto

D, = E*le""""min(Vy, F)| %],
= Fe "U=0_E*[e " T=D max(F - Vr,0)|%,].

El segundo término de la ecuacion anterior es similar al calculo de una opcién Put
europea sobre el valor de la empresa con precio de ejercicio F, entonces por el Coro-

lario 1.1.1. D estd dado por:

Dy = Fe 'To(dy) + Vy®(—dy).

Por otro lado de la ecuacion (2.1) el valor de mercado St de la empresa al tiempo T

es igual a la diferencia entre el valor de la empresa y el valor de la deuda, entonces
St=Vr—D7r=Vr—-min(Vr, F) = max(Vr — F0),
y por el Teorema 1.1.1 se tiene que
S¢= E*[e”"" " max(Vy — E0)|F4], (2.4)

la cual se puede calcular como el valor de una opcion call europea. Entonces utilizando

el Corolario 1.1.1. se tiene que el valor de una accién al tiempo ¢ = 0 estd dada por:

So = Vo®(dy) — Fe " To(dy).

En el modelo de Merton se puede caracterizar la probabilidad de incumplimiento

de una empresa.
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Proposicion 2.1.1. En el modelo de Merton, la probabilidad de incumplimiento de una

empresa al tiempo de maduracion T es ®(—d>).

Demostracion. De la ecuacion (2.3) se observa que Vr tiene distribucién lognor-
mal, es decir,

oy 2
InVyp~N(n(Vp) + (r — 7)T,O'VT).

Entonces si al tiempo T se tiene que V < F, la empresa imcumple en pagar el bono

y la probabilidad de incumplimiento est4d dada por:

P(Vr<F) = P(nVr<InF) (2.5)
2

In(F/Vo)—(r—-%)T

q)(n( o) —(r 2))

UV\/T
= O(—dy).

Sin embargo, para calcular esta probabilidad se necesita conocer el valor de mer-
cado de todos los activos de la empresa asi como la volatilidad de los mismos. De-
safortunadamente estos valores no son observables directamente en ninguno de los
reportes que emiten las empresas y tampoco se pueden desprender de alguno de los

indicadores de mercado.

Pero sila empresa que se estd analizando cotiza en algtin mercado, se puede obtener
tanto el valor de mercado del capital accionario, multiplicando el nimero de acciones
en circulacion por el precio de mercado de éstas, asi como la volatilidad del rendimiento
del precio de las acciones. Se demuestra mediante la siguiente proposicion que existe

una relacion directa entre la volatilidad de las acciones o s y la de los activos gy .

Proposicion 2.1.2. Si el valor de las acciones de la empresa sigue un movimiento brow-
niano geométrico y el valor de los activos de la empresa se describe por la ecuacion (2.2),

entonces se cumple que:

_ Vt 6St

0s=—=—>0
S7s, 0V,

14
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Demostracion. Sea S; el valor de las acciones de la empresa, entonces
dSt = rSStdt+ O'Sstth, Sp>0.

Por otra lado de (2.4), S; es igual a valor de una opcion call sobre la empresa con precio

de ejercicio igual al valor nominal F, entonces aplicando It6 a S; = f (¢, V;) se tiene,
1 -
ds: = (L@ V)+rVifa(t, V) +So5Vildi+1ovVifa(t, VOldW,

donde f,(t,V;) = g—%. Por lo tanto se debe cumplir que

o Vios:
S 7 s0v, Y

Vi
= —®(d .
S, (di)ov

en donde notemos que g—f}t =®(d;), ver Hull (2009), pag: 352-353.

Con este resultado y el Teorema 2.1.1 se tiene un sistema completo de ecuaciones
no lineal, por medio del cual se podrian obtener los valores de F y oy. Una vez cal-
culadas estas variables, el diferencial (spread) de rentabilidad o lo que es lo mismo, la
diferencia entre el rendimiento a vencimiento de un instrumento riesgoso y una tasa

libre de riesgo bajo las mismas condiciones, se obtiene de la siguiente manera:

Diferencial de rentabilidad = R(t,T)-r (2.6)

1 Do)

= ——In|—|-r
T F
1 FKHQMﬂ+%®P%q

= ——=In -r
T F
1 W@ (—dh)

= —?ln @(dz)-FW),

donde d, y d, estan dados por el Teorema 2.1.1.. Como se puede observar de las for-
mulas anteriores, bajo este modelo, el spread de crédito inicamente depende de la

madurez del instrumento de deuda y de la volatilidad o de los activos.
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2.2 Modelo de Merton con tasa de interés estocastica

Un primer trabajo que aparece en el estudio de la tasa corta es el modelo de Merton
(1973), que proporciona los fundamentos tedricos iniciales para la modelacion de tasas
de interés en un instante ¢. Una modificacion del modelo de Merton es introducir una
tasa de interés libre de incumplimiento en donde se mantiene la hipdtesis de un sélo

instrumento de deuda.

2.2.1 Modelo de Merton bajo el modelo de Vasicek

Supongamos que la tasa de interés sigue el modelo de Vasicek, por lo tanto el problema
de los precios en el modelo de Merton con un sélo instrumento de deuda es simple-

mente una aplicacion del cambio de numeraria.

Astmase que bajo una medida martingala P*, la dindmica del valor de los activos

de la empresa y la tasa corta estan dadas por:

av;
drt

rVidt+oyVi(pdW,} +1/1 - p2dW?), 2.7)
k@-r)dt+o,dW}, (2.8)

donde W} y W? son movimientos brownianos independientes. Entonces de la Seccién
1.4.2 se tiene que el precio al tiempo ¢ de un bono cup6n cero libre de incumplimiento

con madurez T esta dado por:

B(t,r(),T) = e*D-r0b®D)
donde
b(t,T) = #
y
alt, 1) = 5 (b, 1) = T+ (0~ 50 - #_
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Entonces para obtener el valor de las acciones de mercado S; al tiempo ¢, donde la

tasa de interés es estocastica, necesitamos calcular:

_pxr - [ reds _
Si=E"[e /)t max(Vr — F0)|%;]. (2.9)

Este célculo se complica por el hecho de que la variable que se usa para descontar
y la funcién de pago de la opcién son variables aleatorias dependientes; y al mismo
tiempo que la tendencia del valor de los activos es igual a una tasa de interés estocds-
tica bajo P*. Afortunadamente la volatilidad o r(¢) de los bonos con madurez T es de-

terminista. Aplicando It6 a el precio del bono se puede demostrar que,

or(t)=o0,b(T,t).

Sidefinimos Zy,r(t) = %, la volatilidad de Z también es determinista. Aplicando

It6 a Z tenemos,

1
dZyr(t) = Vfd(B(t,T)HB(t,T)d B(t,T)

H(tydt+ Zy r[(D(T - o, +oyp)dW, + oyy/1—p2dW?],

)dVy

Ve+d(

donde H(?) son los términos de la parte determinista. Por lo tanto la volatilidad de Z

esta dada por:

v 1(0) =/ (poy +0,b(T - D)2+ 0% (1~ p2).

Ahora definiendo

2 T
PE) fo lov.r@|dt (2.10)
v,.T

T
fo(2pava,b(:r—t)+a§b2(T—t)+a%,)dz,

nos permite enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1. En el modelo de Merton con tasa de interés estocdstica, bajo el modelo

de Black & Scholes, los valores del bono riesgoso D y de la accion S al tiempo t = 0 estdn
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dados por:
So = Vo@(d1)— FB(0, T)®(d>),
Dy = Vo®(—dy)+FB(0, T)®(dy).
con
1 roo_ 2
dx) = —f e 2dy,
N
4 In(V/FB(O, 1)+ 5 X3 1(T)
1 = ’

VI (1)

2

dy = di—,| > (D).
v, T

Demostracion. Ver Karatzas, I. y Shreve, S. (1991), pag. 394-397.

Para evitar la dependencia entre la variable estocdstica que se usa para descontar y
la funcién de pago de la opcién, supongamos que p = 0. Por lo tanto por la probabilidad
de incumplimiento estd dada por ®(—d>).

Al igual que el Modelo de Estructural de Merton, silas empresas que se estan anali-
zando cotizan en algiin mercado, se puede calcular el valor de mercado del capital
accionario, la volatilidad del rendimiento, asi como la correlacion entre los dos movimien-
tos brownianos. Se puede demostrar que existe una relacion directa entre la volatilidad
de las acciones S, la de los activos V' y la correlacién de los movimientos brownianos,

entonces tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.1. Sea S el valor de las acciones de la empresa, supongase que dS; =
r:Sedt + 05S (pdW} +\/1—p2dW?), y sea V el valor de los activos de la empresa se

describe por la ecuacion (2.5), entonces se cumple que:

08t v /T_ 24 95t
_VtthUV 1-p +5,0r

Oc=
s St\/l—pz
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Demostracion. Sea S; el valor de las acciones de la empresa, entonces
dSt:rtStdt+USSt(det1+ ].—pdetz), SO>O.

Por otra lado de (2.9), S; es igual a valor de una opcién call sobre la empresa con precio

de ejercicio igual al valor nominal F, entonces aplicando Ité a S; = f (¢, V;, r;) se tiene,

1
af(t,Vi,ry) f& Vs rdde+ fo(t, Vi, r)d Ve + f3(8, Vi, r)dre + Efz,z(l‘, Vi, r)dVid Vi +

1
+ f2,3(f,Vt,rt)thd”t+Eﬁ,s(t,Vt,rt)drtd”t
= [, V) + fo(t, Vi, rdr Vi + f3(8, Vi, 1) k(O — 1)
+ f V(0% ++/1— p?) + 2 2V2(1+2p24/1—p? v, Nd
2300y Vi (0 + o )+2{f2,20V F(1+2p pA) + f33(t, Vi, r)os}ldt
+ (b, Vi, r)oy VilpdW, +1/1 - p2d W) + f3(t, Vi, ) o dWF]

donde f,(t, Vi, 1) = g_{s/i y f3(t, Vi, re) = g—f;. Por lo tanto se debe cumplir que

Vtg—f/iavm+ g—“:’ttar
Sev/1-p?
Vip(d)ovy/1-p? + P(da)o,
Siv/1-p?

donde d,; y d, estdn dadas por el Teorema 2.2.1.. Con este resultado y el Teorema 2.2.1

se tiene un sistema completo de ecuaciones no lineal, por medio del cual se obtienen

los valoresde Fyoy.

2.2.2 Modelo de Merton bajo el modelo de CIR

Cuando se asume que la tasa de interés es estocdstica, la expresion para la valuacion de
una opcidn es en general dificil de obtener, excepto para los procesos gaussianos. Kim
y Kunitomo (1999) desarrollaron una simple expresion para aproximar el valor de una
opcién cuando la tasa de interes sigue un proceso de Itd. Por su parte en Yong (2001)
se presenta una adaptacion en la aproximacion para el caso en donde la tasa de interés

no es gaussiana, la cual usaremos en este trabajo.
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Supongamos que la tasa de interés sigue el modelo de CIR y asiimase que bajo una
medida martingala P*, la dindmica del valor de los activos de la empresa y la tasa corta

estan dadas por:

AV, = rVidt+oyVi(pdW, +1/1-p2dW?) (2.11)
dr; = k@O-r)dt+o,J/r.dW}, (2.12)

donde W} y W? son movimientos brownianos independientes. Entonces de la seccién
(1.4.3) se tiene que el precio al tiempo ¢ = 0 de un bono cupoén cero libre de incumpli-

miento con madurez T esta dado por:

B(t,r(t),T) = a(t,T)e "WbwD) 2.13)
donde
YT _
bt T) = 2(e 1)
(y+k)(eT-1)+2y
y

zye(k+y)(]‘/2) 2k0/0’2

1) =
at, 1) (y+k)(eT-1)+2y

cony = Vk?+202.

Bajo la medida neutral al riesgo y utilizando It0 se tiene que
dB(t,r(2), T)=r:B(t,r(t), T)dt - b(t, T)B(t, (), T)o/T:dW;.

Utilizando la ecuacion (2.13), denotando a B(t,r(t), T) como B(t, T) obtenemos que

dB(t, T)

BUT) = ridt—ob(t,T)\/ridW;

1 ln( att, 1) ) di— a\/b(t, T)ln(a(t’ D )th.
b T) \B@ D) B(t,T)

Notemos que el porcentaje de volatilidad del precio del bono es una funcién no
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determinista, pues depende de los niveles actuales del precio del bono. Por lo tanto,

para obtener el valor de mercado de la empresa S; al tiempo ¢ dado por:
s = [Freds
St=E"[e”’t """ max(Vr — F0)|F],

se sugiere usar la aproximacién propuesta en Yong (2001), la cual se muestra la Proposi-

cion 2.2.2.

Proposicion 2.2.2. Sea S el valor de las acciones de la empresa, supéngase que la tasa
de interés a corto plazo tiene la siguiente la dindmica dr; = k0 — r)dt+ o,/T;dW?,

entonces el valor de las acciones de mercado S; al tiempo t = 0 esta dado por:

S§T = [Vo(dy) - Fe b i) |
+ 0,Co| Voplely) — Fe™0 191 () - oV T ()|
+ 0:Cy [dVop(dy) — dy Fe o T ()| + 0()

donde ®(-) es la funcion de distribucion acumulada de una variable aleatoria normal
estandar y ¢(-) es su densidad. Por su parte, r; es una version determinista de la tasa

corta dada por:
i =roe K +0(1—e*h

y asi la version determinista del factor de descuento tiene la forma:

o= Jo ridt _ -t a-e k=0T
Las variables d; y d» estdn dadas por:
1 Vi ro—0 o?
d = log(—o +2 - y+oT+ LT,

dz = dl—Uv\/T.
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Por otro lado Cy esta representada por:

Co

1 A _ _ kT _ kT
_ [ (ro 0)(1 e _Te_kT)+)LBT(1_1 e ) '
Uvﬁ k k k k

Finalmente, C, esta dada por:

___P
C = UVTCH’
donde
2B ((1+2¢5T) /Ty —3¢F /7= 01— &F)) + (01 +2¢5) - ro)y
Cn= )
2ekTk21/0
y

02ekT - 1)+ 1 +2e'7 V02(ekT —1) +0ry

(V7o + V0)2

Y =log

Con la Proposicion 2.2.2 y Proposicion 2.2.1 se tiene un sistema completo de ecua-
ciones no lineales, el cual puede ser resuelto por medio del método de Newton Raphson

para obtener los valores de Fy oy.

Para poder analizar el diferencial de rentabilidad en estos modelos como funcién
de los parametros, se debe centrar el anélisis en el efecto que tiene la tasa de interés
cuando no existe correlacion y el efecto de la correlacién en determinados niveles de
volatilidad.

2.3 Modelo de Black y Cox

Ahora se considera otra extensién del modelo de Merton implementada por Black y
Cox en 1975. La idea principal es permitir que el incumplimiento ocurra antes de la
maduracion del bono. En términos matematicos, el incumplimiento ocurrird cuando el

nivel del valor de los activos toque la cota inferior, modelado como funcién del tiempo.
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El modelo de Black y Cox considera un proceso para el valor de los activos, €l cual tiene

la siguiente dindmica:
dV[: (r—a)tht+UthW[, (2.14)

en donde se permite el pago continuo de dividendos de radio a. La cota de incumpli-

miento estd dada por:

Ci(H)=Ce "1 y >0,

Asumamos que el bono emitido por la empresa tiene un principal F, tal que C < F.

—a)t—1o2
Voe(r a)t—50 t+aW,’ y el

Como V; tiene la dindmica descrita por (2.13) entonces V; =

tiempo de incumplimiento 7 estd dado por:

T = inf{l0<st<T:V,=Ci(1)}

1
inf{Os r< T:an0+((r—a)—EUZ)I+UWt:lnC—y(T—t)}

1
inf{Os r< T:(r—a—Eaz—y)tﬂfwt:lnC—yT—ano},

es decir, el primer tiempo que un movimiento browniano con cierta tendencia alcanza

cierto nivel.

En el modelo de Black y Cox la funcién de pago de los tenedores del bono con

madurez T esta dada por:
B(Vr, T) =min(V7, F) 1> 13, (2.15)

la cual corresponde con la funcién de pago usual cuando la cota no se cruza en [0, T].
Denotemos a B"(V, T, F,C,y) como el valor al tiempo ¢ = 0 de la funcién de pago de un

bono con madurez T, valor nominal F y cota de incumplimiento C)(#), por lo tanto

B™(V, T,E.C,y) = Ele”" ' min(Vy, F) L1y,

Si la cota se alcanza antes de la maduracién del bono, entonces los tenedores del
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bono se hacen cargo de la empresa, es decir,
B(V;,1) = C1(7)1iz<Ty,

por lo tanto el valor al tiempo ¢ = 0 de la funciéon de pago de los tenedores del bono

cuando se alcanza la cota antes de la fecha de maduracién es,

BY(V,T,EC,y) = Ele " TC1(¥)1z=1). (2.16)

Imitando la expresion de la funcién de pago del bono en el modelo de Merton como
la diferencia entre un bono libre de riesgo y un put europeo, notamos que (2.15) se

puede reescribir como:

Il’liIl(VT,F)l{T>T} = F1{1>T} —max(F— VT,0)1{1>T}. (2.17)

Por lo tanto, para el calculo de B se pueden emplear algunos resuldados de op-
ciones con barrera down and out que se presentaron en los antecedentes. Asumiendo
que una cota C;(f) es plana y que la tendencia del activo subyacente es igual a la tasa
libre de riesgo bajo la medida neutral al riesgo, la paridad call-put para opciones con

barrera nos permite reescribir (2.14) como:
Flgsry—max(F—Vry,0)1gs7y = Vrlgsry —max(Vy — E0)li>1y,

es decir, un contrato de pago del valor de los activos a la madurez si la cota no se al-
canzay el precio de un call con barrera. Sea H(V, T, L) el valor de un contrato que paga
una unidad a la madurez si el valor de los activos esta por encima de L, por lo tanto
H(V,T,L) es de la forma:

; Jog(VIL) +(r—40*)T

H(V,T,L):e_r ( ), V>L.
¢ oVT

Por el Lema (1.3.2) y la Proposicién (1.3.1), el valor BL del pago del bono a la
madurez, si la cota es plana al nivel L (corresponde a y = 0) y no existen pagos de divi-

dendos del activo subyacente (a = 0), estd dada por:
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I (@rio®)-1) 12
BL(V,T,FL) = LH(V,t,T,L)—L(V) H(V,t,T,L)
(@ric®-1) 12
+ CBS(V,L,T)—(—) C®(=, L,
%4 \%4

)((Zr/UZ)—l) 12

CBSW,ET)+ (‘—/ CBS(V,F, T). (2.18)

El evento del no incumplimiento se puede ver como:
{1>T}={V;e "' > Ce "I, paratodo t€ [0, T]},
y la funcién de pago como

max(F — V7,0 1zs7; = e max(Fe " = Vre 1,001 451y

Por lo tanto si definimos a Y; = e”?1V,, con tendencia r — a — Y, tenemos que
E*le”" " max(F - V7,0 1psnyl = e “TE* [e” " Y Tmax(Fe " - Y7,0)1y.5 ce-rry),

yla esperanza del segundo término es el valor de una opcion call con barrera con activo
subyacente Y cuya tendencia bajo la medida neutral al riesgo es r — a —y. Entonces el

valor al tiempo ¢ = 0 de la funcién de pago de un bono con madurez T estd dada por:

B"™(V,T,F,C,y)=BL(Ve "I, T,Fe T, ceT).

Ahora para calcular el pago de la opcién con barrera (2.14), definamos

T
u(b, T) :Ef Ce % prx(s)ds,
0

donde @7 x(s) con s < T es el primer tiempo de paro para un movimiento browniano X
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con tendencia y C y a constantes. Utilizando el resultado del Apéndice B, si tomamos

log(CIVy) —yT

b =
o
1

u - r—a-zo°-y

o

y definimos

A=/ u?+2a,

entonces

b (b—pT o (b+aT
B0, T,y = O (0B g (EEL ).
WOLCrO=Cm N\ )N TT

Por lo tanto, se tiene el valor del bono en el modelo de Black-Cox.

Podemos notar que el valor de las acciones en el modelo Black-Cox sin dividendos
es una opcién call del tipo down-and-out, entonces para determinar el valor de B” se

utiliza la diferencia entre el valor de los activos y el valor de las acciones.

Por otro lado si hay pago de dividendos (a # 0), Vp no soélo es el valor presente de la
funcién de pago de la deuda y las acciones si no también de los flujos de pago de los

dividendos, y por lo tanto es necesario el calculo de B?.

Considerando una cota plana al nivel L (corresponde a y = 0), y la no existencia
de pagos de dividendos del activo subyacente (a = 0), se tiene que el tiempo de in-

cumplimiento 7 estd dado por:

T =inf{s = |V, < C}.

Por lo tanto, usando los resultados del Apéndice B se tiene que la probabilidad de

incumplimiento del tiempo ¢ al tiempo T es:

N

2(r— )ln(VQ]L2
Pltr<Tlt>tl=¢d)+e toy o(dy), (2.19)
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donde

1n(%)—(r—%)(T—t)
4 =

oyVT—t
d = d-oyVvVT-t.



Capitulo 3

Modelos de Intensidad

Los modelos de intensidad también conocidos como modelos de forma reducida, no
toman en cuenta la relacion entre el incumplimiento y el valor de la empresa de manera
explicita. En contraste con lo modelos estructurales, el momento de incumplimiento
en los modelos de intensidad no se determina a través del valor de la empresa, sino es
el primer salto de un proceso dado ex6genamente. Los modelos estructurales estable-
cen un vinculo entre la calidad crediticia de una empresa y las condiciones econ6mi-
cas, financieras de la empresa y asi el incumplimiento se genera de forma endégena.
Otra diferencia es que las tasas de recuperacion, es decir, la recuperacién de la empresa
como porcentaje del valor de mercado se especifica exdgenamente en lo modelos re-
ducidos. En esta seccion se presentan los principales resultados asociados a los mode-

los de intensidad y su utilizada para la valuacién de bonos corporativos.

3.1 Conjuntos de informacion

Definamos a H; como un proceso indicador de incumplimientos dado por H; = I;<p
para todo ¢t = 0. Notemos que H; es un proceso continuo por la derecha con saltos de
0 a1 en el tiempo de incumplimiento 7 y que 1 — H; = I;» 4 = Hy. Sea #; la filtracién
generada por el proceso H, es decir, #; = 0{H;,0 < s < t}. Por lo tanto por el proceso

estocdstico H; = Ij;<5 es una submartingala bajo su filtracién natural #; y si se asume

50
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diferenciabilidad’ se tiene que existe una funcién positiva h(z) tal que,

t
H,; —f h(s)(1- H)ds
0

es una ./; martingala. Cuando existe un filtracién del mercado (¥;) ;> (lo que en tér-
minos generales incluye toda la informacién que no sea el hecho de incumplimiento o

de la sobrevivencia) se tiene un proceso A; que es ¢; medible tal que,

t
H, —f As)(1— Hy)ds
0
es una martingala bajo la "filtracion total"

gt::%tv(gt.

3.2 Ejemplos de modelos de intensidad

De manera general los modelos de intensidad suponen una relacién entre el tiempo de
incumplimiento (condicionado a la filtracién ) y la filtracién del mercado %. Esen-
cialmente se asume que el hecho de que se presente un incumplimiento o no al tiempo

t no tiene impacto en la evolucién de la filtracion del mercado maés allé de ¢.

Si el evento de incumplimiento no influye en la tasa de incumplimiento, se puede
imaginar que el proceso H es un proceso continuo después del incumplimiento a la
misma tasa A;. Por lo tanto, H; = N, donde N; es un proceso de conteo no decreciente
y con valores en los enteros tal que Ny=0. Entonces el tiempo de incumplimiento esta
definido por:

7 =inf{f|N; > 0}. (3.1

En la siguientes secciones, mediante ejemplos, enfocamos el estudio a los casos

cuando el proceso de conteo N; admite una intensidad A, y definiendo Altv la funcién

Wer Grasselli y Hurd (2010).
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de intensidad acumulada, es decir,
N t
A t = L A«s dS

se cumplird que N; — AY es una martingala.
t

3.2.1 Procesos Poisson

Un proceso Poisson con pardmetro A > 0 es un proceso no decreciente con valores en

los enteros cuyo valor inicial es Ny = 0, con incrementos independientes y estacionarios

con distribucién Poisson. Mds explicitamente, para todo 0 < s < t se tiene que
(t—s)FA*

PIN;,— Ny =k] = Te_“_sm,kzo,l,.... (3.2)

Notemos que dado (3.2) se tiene que E[N;] = Aty por lo tanto (N; — Af) es una

martingala. Y asi el compensador? de N, es simplemente
AN = At

a partir de la cual se deduce que la constante A es la intensidad para el proceso de

Poisson.

El proceso Poisson tiene un nimero importante de propiedades las cuales hacen
que éste proceso se utilice para modelar eventos discretos. Por ejemplo, dado que el
proceso Poisson es markoviano se tiene que la ocurrencia de los siguientes k saltos du-
rante algun intervalo de tiempo después de ¢ es independiente de la historia hasta .
Ademads observamos de (3.2) que la probabilidad de un salto durante un intervalo pe-
quefio de longitud At es aproximadamente AA¢, y que la probabilidad de que dos o mas
saltos ocurran al mismo tiempo es cero. Mds aun, se puede mostrar que el tiempo de
espera entre dos saltos es una variable aleatoria con distribucién exponencial y con

pardmetro A. En particular, si se tomamos (3.1) se puede definir el incumplimiento

2En calculo estocéstico, un compensador es el elemento que le falta a un proceso para que sea mar-
tingala.
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como el tiempo de arribo del primer salto del proceso N;, y entonces la esperanza del

tiempo de incumplimiento es 1/1 y la probabilidad de sobrevivir después de ¢ afos es,

Plt>1t]=P[N,=0] = e ™,

Si asumimos que P[7 > f] es estrictamente positiva y diferenciable en t, se define la

funcion forward de la tasa de incumplimiento como:

_0OlogP[r > 1]

ho = or

= A,

y asi utilizando la regla de Bayes para probabilidad condicional y el hecho de que {7 >
t} c {t > s} se deduce que la probabilidad de sobrevivir en ¢ afios condicionado a que

se sobrevivio hasta s < ¢ afos es:

Pl{t > tIn{t > s}
Plt > 5]

Pt > 1]

Plt > 5]

_ o Jihwadu

Plt > t|t > s]

e—?L(t—s).

3.2.2 Procesos Poisson no homogéneos

Enla préctica, la tasa de incumplimiento cambia en el tiempo ya que la sobrevivencia a
diferentes horizontes de tiempo da lugar a diferentes probabilidades de incumplimien-
to en un intervalo de tiempo pequeno. En este sentido, se obtiene un modelo m4s rea-
lista para modelar la estructura de probabilidades de incumplimiento y asi introducir

la variabilidad a lo largo del tiempo de la intensidad A(t).

Denotemos a N; como un proceso Poisson no homogéneo, es decir, N; es un pro-

ceso no decreciente con valores en los enteros que empieza en Ny = 0 con incrementos
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independientes tal que:

1 t k .
P[N;— N;=k] = P (f A(u)du) e /s /l(u)du,
- \Js
para alguna funcion determinista A(z). Observemos que

t
Nt—f A(s)ds
0

es una martingala y que

t
Ay :f A(s)ds
0

es el compensador para N; y por lo tanto A() es la intensidad para el proceso Poisson

no homogéneo.

Las propiedades del proceso Poisson se extienden de manera natural para un pro-
ceso Poisson no homogéneo. Por lo tanto, la probabilidad de un salto sobre un intervalo
de tiempo pequeno At es aproximadamente A(t)At. Mds atn el tiempo de espera entre

dos saltos es una variable aleatoria con densidad
A(e S A9ds 50

Por lo tanto, definiendo el incumplimiento como el tiempo de arribo del primer salto

del proceso Ny, se tiene que la probabilidad de sobrevivencia esta dada por:
Plr>tlt>s] = e JsAwdu (3.3)

De la expresion (3.3) se obtiene que h(f) = A(t) correspondiente al proceso Poisson
no homogéneo representa la estructura de la tasa de incumplimiento forward la cual

puede ser calibrada mediante datos histéricos de la misma tasa.

Tanto en el modelo Poisson como en el modelo Poisson no homogéneo, la intensi-
dad A es determinista y por lo tanto sobrevivir a un tiempo ¢ no es la tinica informacién
relevante para determinar la probabilidad de incumplimiento para el siguiente inter-
valo [z, t + At].
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Otros elementos tales como la calificacién de crédito y el valor de las acciones de un
emisor, o variables macroeconémicas tales como la recesion y los ciclos econémicos,
proporcionan un flujo adicional de informacién que debe incorporarse al asignar las
probabilidades de incumplimiento. En la siguiente seccion se presenta la generaliza-
cién de modelos basados en la intensidad, la cual permite una intensidad A; estocéstica

manteniendo algunas propiedades del proceso Poisson.

3.2.3 Procesos Cox

Supongamos que toda la informacién del mercado esta disponible en la economia, ex-
cepto por los tiempos de incumplimiento, y dicha informacién esta representada por
la filtracién del mercado %;. Por ejemplo, la filtracién ¥; podria ser generada por un
proceso d—dimensional X;. Ademds asumamos que todos los factores econémicos li-
bres de incumplimiento, incluyendo las tasas de interés libre de riesgo, son adaptables
a la filtracién ¢;. Mds atn, supongamos que existe un proceso A; no negativo y adap-
tado a la filtracion ¥, el cual representa la intensidad estocdstica y generalmente esta

correlacionado con diferentes componentes del proceso X;.

Adicionalmente asumamos que 7, := Y es la filtracion generada por el proceso

N;. Por lo tanto, la filtracién total para el modelo es:

F =G, v AN,

Definicion 10. El proceso N; es un proceso Cox si, condicionado a la informaciéon
%, disponible al tiempo t, N; es un proceso Poisson no homogéneo con intensidad

variable en el tiempo A(s) = A; para0 < s < ¢, esto es:

k
A= AD” —a-a9

P[N;— N =k|FsVv ¥4, = 7

(3.4)
donde A; = fot Asds. En otras palabra, cada realizacion del proceso A hasta el tiempo ¢
determina la probabilidad de salto para el proceso N hasta el tiempo t. Esta definicion

algunas veces es conocida como supuesto doblemente estocdstico.
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De la definicién anterior, para s < ¢ se tiene que

E[Nt_Atlgs] E[E[Nt_AslgsV(gt”gS]

NS _Asr

y por lo tanto el compensador de un proceso Cox es de la forma;
t
At = f Asds.
0

Por su parte para obtener la probabilidad no condicional de saltos de un proceso
Cox, se promedia las realizaciones de la intensidad estocdstica usando la expresién de

la probabilidad de salto de un proceso no homogéneo para cada realizacion, es decir,

1 ! k Y
G Aue] e ]

Definiendo el incumplimiento como el arribo del primer salto del proceso N;, se

P[N;,—~N;,=kl=E

tiene que la probabilidad de sobrevivir esta dada por:

Pl > 1] = E[e”Jo Audny, (3.5)

Por lo tanto, utilizando la definicién de tasa de incumplimiento, tenemos que

0 ¢
h(l’) — _a logE[e_fo /lst].

De manera general, dado la informaciéon condicional % disponible hasta el tiempo

s < t, la probabilidad de sobrevivir después de ¢ afios es,
Pt > 1|F] = HCEle 4|4, (3.6)

donde Hy = 1- H; es el proceso indicador de sobrevivencia, ver Grasselli y Hurd (2010),

pag. 61.

Denotando SPs(t) = P[t > t|%] y asumiendo diferenciabilidad en ¢, se tiene que
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SP(t) se puede escribir como:
SPs(t) = ng_fsthudu’

donde

_ 0log SPs(1)
ot

0 ¢
= —HfalogE[e_IS’lsdsl%s],

hs(1)

con h,(1) el proceso forward de la tasa de incumplimiento dado toda la informacién

hasta el tiempo s, con valor inicial hy(t) = h(t).

Una consecuencia importante de la ecuacion (3.4) es que la probabilidad de que la
empresa no incumple (k = 0) condicionado a la filtracién del mercado %; al tiempo ¢

esta dada por:

Plr > T|%,] P(N7=0)
E[H{|%y
E[Hf|FoV Y4y

= e Johudu, 3.7)

La ecuacién (3.7) correspondiente a la probabilidad de sobrevivencia, es comple-
tamente andloga la férmula de valuacién de un bono cupén cero con un proceso de
tasa de interés A;. Por lo tanto, el proceso A puede ser modelado como un proceso de
difusion similar al de una tasa de interés. La modelacion de la tasa de incumplimiento

nos introduce a otros modelos afines a los modelos de intensidad.

Modelos de intensidad Vasicek

El modelo de intensidad Vasicek es un ejemplo de los modelos afines a los modelos de
intensidad, el cual considera un modelo de un factor donde el proceso de intensidad

A sigue la dindmica del modelo Vasicek, es decir,

d/l[ = k(@ —/1t)dt+Uth,
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donde k,0 y o son constantes positivas y W; es un movimiento browniano estdndar.

Al igual que para la tasa de interés a corto plazo, los pardmetros k y 6 representan
el promedio a largo plazo y la tasa de reversion a la media respectivamente para A; ,
mientras que o es el coeficiente de volatilidad. Utilizando la ecuacion (3.6) y la Seccién
2.2.1 se observa que la probabilidad de sobreviencia en el modelo de intensidad Vasicek

esta dada por:

Plt > t|F] = HsceA(S,l‘)+B(s,t)]Ls’

donde
1_e—k(t—s)
B(s,t) = ——,
(s, 1) k
y
1 1 0°B?%(s, 1)
A(s,0)= —(B(s, 1) - 0 - ~0%) - ———.
(s, 0) kz( (s,t)—t+5s)(k-0 20) ik

Modelo de intensidad CIR

Por su parte, el modelo de intensidad CIR es otro ejemplo de los modelos afines a los
modelos de intensidad, el cual el proceso de intensidad A, sigue la dindmica del modelo
CIR, es decir,

dA; = k@O -A)dt+o\/ A dW;,

para k,0 y o constantes positivas que satisfacen la condicién 4k > o2. Como es usual,
los pardmetros k y 0 representan también el promedio a largo plazo y la tasa de rever-
sion ala media respectivamente para A, mientras que o es el coeficiente de volatilidad.
Utilizando la Seccién 2.2.2 se tiene que la probabilidad de sobrevivencia en el modelo

de intensidad CIR tiene esta dada por:

Plt > t| %] = HSCeA(S,tHB(s,t)}Ls,
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donde
2% 2 e(k+y)2(t—s)
Als, 1) = 5 log L
o 2y + (k+y)(el=97 -1)
2(1—el'=9)
B(s,t) =
2y + (k+7y) (=97 1)
yy? = k? +20°.

3.3 Valuacion de bonos con incumplimiento

Para la valuacién de bonos con incumplimiento es necesario introducir una nueva me-
dida P* neutral al riesgo. Dado un modelo de intensidad bajo una medida P, no ne-
sariamente se sigue que el modelo sea de intensidad bajo la medida neutral al riesgo
P*. Més atn, las intensidades A y 17 " pueden depender de manera diferente de las

variables de estado del modelo, y aunque /11; = }Lf " puede ocurrir que
Pl > T|F,] = H Ele™ /i A5\,
sea diferente que
P*lt> T\ % = HE [e ™l M 5(g,),

La aplicacion del Teorema de Girsanov a los modelos de intensidad asegura la exis-

tencia del cambio de medida % |, para ciertos procesos 0; y n; adaptados tal que si
* t *
wl =w, +f Osds y A" =n,Ay,
0

entonces N;, un proceso de conteo con intensidad A bajo P, tiene intensidad AF~ bajo

* . . .
P*y WP esun P* movimiento browniano.

Aun definiendo el evento de incumplimiento como el primer salto del proceso de
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conteo Ny, se tiene que el tiempo de incumplimiento,
T =inf{t > 0: N; > 0}

tiene una distribucion diferente bajo P*. Bajo la medida neutral al riesgo P* también

se asume que el proceso de conteo N; cumple la propiedad de que
t *
N, - f AP ds
0
sea una P* martingala.
Todas las definiciones anteriores y ejemplos, bajo la nueva medida neutral al riesgo
P*, son andlogas en términos de la intensidad neutral al riesgo A”". En particular,
t 2 P*
P*[r> 1] = E*[e lo A 5],

la probabilidad de sobrevivencia correspondiente a un proceso Cox.

Considérese un bono cupoén cero que inicia en ¢ y madurez T, en donde el tiempo
de incumplimiento 7 tiene una intensidad A (A la tasa de incumplimiento bajo la
medida neutral al riesgo). Ademads asimase que existe un proceso de tasa corta r(s) tal

que el precio del bono cup6én cero sin incumplimiento esta dado por:
T
B(t,T) = E*[e”): %% %,].

Por lo tanto, el precio del bono con riesgo de incumplimiento en el tiempo cero asu-

miendo que no hay recuperacion y que 7 es independiente de %7 esta dado por

T
E*[e o rSdSI{T>T}]
T
= E*[E*[e”h L npy|90)]
s = il reds o
= E'[e /0 E™ [Iz>13197]]

T T
- E* [e—fo rsdse—f0 /lsds]

B0, T)

T
= E*[e”h srAddsy, 3.8)

La férmula anterior es general y en la dltima linea se puede observar el impacto en la



Capitulo 3. Modelos de Intensidad 61

valuacién del bono si s y A5 son dependientes. Por otro lado si se asume independencia

entre las dos variables se tiene que

B0, T) o [e—fOT(r5+/ls)ds]

T T
- E* [e—fo Tst]E* [e—fo Asds]

B(t, T)P*(r>T),

es decir, un bono cup6n cero con incumplimiento es igual a un bono cup6n cero sin
incumplimiento por su probabilidad de sobreviviencia bajo la medida neutral al riesgo

P*. Observemos de (3.7) que

P* (1> T|%r)
o~ Jo Asds

E* [Iiz>1y197]

3.3.1 Valuacion bajo dependenciaentrer;y A,

En la valuaciéon de un bono corporativo, el precio puede ser afectado por la dependen-
cia entre el tiempo de incumplimiento 7 y la tasa r;, ésta puede surgir de la dependencia
que existe entre la tasa de intensidad estocdstica A; yla tasa r;. Para modelar el compor-
tamiento de la tasa de intensidad A;, algunos autores como Embrechts (2008) y Jorda
(2010), modelan a A; como un proceso de difusion similar a la tasa de interés. Por lo

tanto, considerando el modelo Vasicek para A; y r; se tiene que,

drt
dA;

k@ -rydt+o,dW,}
Y@ -A)dt+o,dW?

donde k,0,01,¢1,7,9,02y ¢, son constantes positivasy W} y W2 son movimiento brow-
nianos estandar. La dependencia entre los dos procesos se establece con la correlacion
entre ambos, es decir, la correlacién pdt = d th d Wt2 toma valores en elintervalo [-1, 1].
Y finalmente con ayuda de una discretizacién de las variables r,, 1; y con la ecuacion
(3.8) se puede valuar el bono con incumplimiento para una empresa. Es importante no-
tar que bajo el supuesto de Vasicek, la tasa de incumplimiento A; puede tomar valores

negativos.
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Asumiendo que no existe una tasa de recuperacion y que existe dependencia entre
la tasa de intensidad estocastica A; y la tasa r; , el diferencial de rentabilidad de los

modelos de intensidad tiene la siguiente forma general:

Diferencial de rentabilidad

1
?ln(E* [e—foT(rS'FAS)dS]) —-r

1
—=In
T

(3.9)

E* [e—fOT(rs+/15)ds]
e'T

Para poder aproximar el valor de la esperanza en el diferencial de crédito de estos

modelos se utilizé el método de simulacién Monte Carlo.

Otra alternativa para valuar un bono corporativo es a través de la tasa de recu-
peracion. En cuanto a la parametrizacion de la tasa de recuperacion, tres especifica-
ciones principales se han adoptado en la literatura. La primera de ellas considera que
la tasa de recuperacion es una fracciéon exégena del valor nominal del bono con in-
cumplimiento (Recovery of Face Value, RFV). Jarrow y Turnbull consideran la tasa de
recuperaciéon como una fraccién exégena del valor de un equivalente al bono libre de
incumplimiento (Recovery of Treasury, RT). Por ultimo, Duffie y Singleton fijan una tasa
de recuperacion igual a una fraccion exégena del valor de mercado de los bonos justo
antes del incumplimiento (Recovery of Market Value, RMV).



Capitulo 4

Aplicacion de los modelos para valuar
bonos corporativos de empresas

mexicanas

En los capitulos anteriores, se presentaron algunos modelos de valuacién de bonos cor-
porativos entre los cuales estan: el modelo de Merton estructural, el modelo de Merton
con tasa de interés estocastica, el modelo de Black-Cox y los modelos de intensidad.
En el presente capitulo aplicaremos dichos modelos para estimar la probabilidad de
incumplimiento de la deuda a corto plazo para el caso de dos empresas Méxicanas. A

continuacion se describe brevemente el ramo industrial de las dos empresas.

e Cementos Mexicanos(Cemex) es una compafia global de soluciones para la in-
dustria de la construccién que ofrece productos de alta calidad y servicios con-
fiables a clientes y comunidades en cuatro continentes. Cemex fue fundada en
México en 1906 y desde entonces ha pasado de tener una presencia local, hasta
llegar a ser una de las empresas lideres globales en la industria, con mds de 50,000
empleados en el mundo. Actualmente, se encuentra estratégicamente posicionada
en América, Europa, Africa, Medio Oriente y Asia. La red de operaciones de Ce-
mex produce, distribuye y comercializa cemento, concreto premezclado, agrega-
dos y otros productos relacionados en més de 50 paises, y mantiene relaciones

comerciales en mas de 100 naciones.

63
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e Grupo Bimbo(Bimbo) es una compaiia que fue fundada en 1945 en la Ciudad
de México; posteriormete, de 1952 a 1978 se abrieron 12 plantas mas, lo que le
permitié extender la distribucion de sus productos a todo México. Grupo Bimbo
inicio su expansion internacional en 1990 y hoy en dia se ha convertido en una de
las empresas de panificacién con mayor presencia a nivel mundial, colocdndose
como lider en México y en varios paises de latinoamérica. Cuenta con plantas es-
tratégicamente localizadas en Mexico, los EUA, Argentina, Brasil, Chile, Colom-
bia, Costa Rica, el Salvador, Guatemala, Honduras, Nicaragua, Peru, Uruguay, Ve-

nezuela, Austria y Republica Checal.

Con ayuda de los modelos estructurales y los modelos de intensidad se pretende
modelar la deuda a corto plazo, entendiendo por ello, la deuda emitida con duracién
menor o igual a un afio para Cemex y Bimbo, asi mismo estimar su probabilidad de
incumplimiento. Cabe aclarar que los resultados que se muestran en este estudio son
presentados en unidades monetarias de México, aunque no se descarta la posibilidad
de realizar una comparaciéon en términos de délares utilizando por ejemplo la tasa de

T-bill como tasa de interés libre de riesgo.

4.1 Modelo estructural de Merton

En el modelo estructural de Merton asume una estructura de capital simple, por lo
tanto bajo los supuestos del capitulo anterior lo que necesitamos conocer es el valor
de sus activos y el de sus acciones para el tiempo inicial ¢ = 0; asi como tener una
estimacion de la volatilidad de sus acciones(por ejemplo la volatilidad histérica o la
volatilidad usando modelos GARCH), la tasa de interés libre de riesgo del mercado y
el horizonte de tiempo para aplicarlo a una empresa. La aplicacion de éste modelo se

realiz6 para cada una de las empresas.

En la siguiente tabla se presenta la informacién financiera basica de las dos empre-
sas para la implementacién del modelo de Merton: el valor de los activos Vj, el valor de
las acciones Sy y el valor de sus pasivos(corto plazo) Dy para diciembre de 2011. Como

las empresas que se estan analizando cotiza en el mercado mexicano, se puede obtener

Fuente: http://www.bmv.com.mx/.
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el valor de mercado del capital accionario, multiplicando el niimero de acciones en cir-
culacion por el precio de mercado de éstas. Para obtener el valor de la deuda, se pro-
puso considerar solamente la deuda a corto plazo obtenida del estado de resultados de
cada empresa. También se presenta la estimacién? de la volatilidad del rendimiento de
los precios os y el rendimiento del activo libre de riesgo®. El horizonte de tiempo para

él cual se realizaron los célculos fue T =1, que corresponde a un ano.

Parametro CEMEX BIMBO

Vo 231,958,518 | 64,785,160
So 175,288,070 | 38,294,997
Dy 56,670,448 | 26,490,163
os 0.60445331 | 0.28176025

Tabla 4.1.Informacién de las dos empresas para diciembre de 2011 (en miles de pesos). Fuente: Elabo-
racién con datos de Bloomberg.

Utilizando el Teorema 2.1.1 y la Proposicion 2.1.2 se tiene un sistema de ecua-

ciones no lineal que tiene la forma:

Il
o

So— Vo®(dy) + Fe " T®(d,)
V

05— —pld)ay
So

I
e

Resolviendo el sistema no lineal mediante el método de Nevvton—Raphson4, obtenemos
F el valor nominal del bono que la empresa deberd pagar en un afo, asi como el valor
de la volatilidad oy de los rendimientos del valor de los activos de la empresa. En la

siguiente tabla se muestran la solucién del sistema para ambas empresas.

Parametro CEMEX BIMBO
F 59,145,120 | 27,639,840
oy 0.4569894 | 0.1665506

Tabla 4.2. Resultados del sistema no lineal utilizando Newton-Raphson.

2La estimacién de la volatilidad fue implementada utilizando el modelo GARCH(1,1) debido a la alta
volatilidad de los rendimientos de sus acciones durante el 2011.

3Cetes a 28 dias segtin la subasta del tltimo dia de cotizacién del 2011.

4Ver Téllez, C. 2010.
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En nuestro estudio nos interesa calcular la probabilidad de incumplimiento (PI) y
el diferencial de rentabilidad (DC), dichas variables fueron descritas en la Seccién 2.1
y correspoden a las ecuaciones (2.5) y (2.6) respectivamente, por lo tanto tenemos los

siguientes resultados:

Variable CEMEX BIMBO
PI 0.002152958 | 0.000006241376
DC .03681717 .0000109822

Tabla 4.3. Probabilidad de incumplimiento(PI) y el Diferencial de crédito(DC).

Elvalor de los activos para Cemex era de 231,958,518 millones de pesos, 56,670,448
millones de pesos en sus pasivos a corto plazo y una volatilidad estimada del 60.44%
sobre el rendimientos de sus acciones para finales del 2011. Resolviendo el sistema no
lineal se obtuvo que el valor de sus pasivos serian de 59, 145,120 millones de pesos, con
una volatilidad estimada de 45.69% a finales del 2012. Por otro lado, la probabilidad
de incumplimiento bajo éste modelo seria de 0.2152958%, mientras que la diferencia
entre el rendimiento a vencimiento del Bono y la tasa libre de riesgo® del tltimo dia de
cotizacion del 2011 es de 3.68%.

Por otro lado, para Bimbo, el valor de los activos era de 64,785,160 millones de pe-
sos, 26,490,163 millones de pesos en sus pasivos a corto plazo y una volatilidad esti-
mada, menor que la de Cemex, del 28.17% sobre el rendimientos de sus acciones para
finales del 2011. Resolviendo el sistema no lineal se obtuvo que el valor de sus pasivos
serian de 27,639,840 millones de pesos, con una volatilidad estimada de 16.65% a fi-
nales del 2012. Y asi mismo, la probabilidad de incumplimiento bajo éste modelo seria
de 0.0006241376%, mientras que la diferencia entre el rendimiento a vencimiento del
Bono y la tasa libre de riesgo es 0.00109822%.

Una observacion importante sobre las dos empresas es que la probabilidad que Ce-
mex incumpla en sus obligaciones es mayor que la probabilidad que Bimbo lo haga,
esto se debe a que en los ultimos aflos Cemex con la intensién de ampliar sus activos

realizo varias inversiones que no cumplieron con las espectativas de sus empresarios 'y

SEn algunos estudios se utiliza la tasa de interés interbancaria de equilibrio (TIIE).
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por lo tanto tuvieron que pagar varias deudas. Los problemas de Cemex comenzaron
cuando compro en el 2007 la productora australiana de materiales de construccién
Rinker, lo que triplicé su deuda y aument6 su presencia en el debilitado mercado de
Estados Unidos. Por tltimo, en la siguiente gréfica se muestra el diferencial de rentabi-

lidad o spread para ambas empresas en términos de puntos base®.
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(a) Diferencial de rentabilidad CEMEX (b) Diferencial de rentabilidad BIMBO.

Figura 4.1: Grafica del diferencial de rentabilidad como funcién del tiempo de maduracién en el mode-
lo clasico de Merton.

Se puede observar que Bimbo produce menores diferenciales de rentabilidad que
Cemey, lo cual se puede traducir en el hecho que Cemex ofrece un exceso de rentabili-
dad mayor respecto a los bonos de gobiernos, que el que ofrece Bimbo. Es natural pen-
sar que dado que Cemex tiene un mayor apalancamiento que Bimbo, los inversionistas

demanden una prima de riesgo mayor.

4.2 Modelo de Merton con tasa de interés estocastica

El modelo de Merton con tasa de interés estocdstica es una modificacién del modelo
original de Merton; en nuestro estudio se supone que la tasa de interés sigue el modelo
de Vasicek descrito en el capitulo de los antecedentes, por lo tanto el problema de los
precios en el modelo de Merton con un sélo instrumento de deuda es simplemente una

aplicacion del cambio de numeraria. El modelo de Vasicek afirma que la tasa de interés

6Un punto base es equivalente a .01%.
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tiene la siguiente dindmica:

ar(t)=k@-r®)dt+o,dW(1),k>0.

Dado que los pardametros k,0 y o, no pueden ser establecidos a priori, se realizé
una estimacion de los pardmetros mediante el método de Maxima Verosimilitud visto
en la Seccién 1.5.1 utilizando como base la subasta semanal de la tasa de rendimiento
de Cetes de 28 dias para el afio 2011 con un total de 52 datos, el resultado de dichas

estimaciones para las dos empresas se muestra en la siguiente tabla:

Variable | Estimacion

k 0.1335929214
0 0.0425694346
o 0.0005868121

Tabla 4.4. Estimacién de pardmetros para el modelo Vasicek.

La estimacion del parametro 6 nos indica que para valores grandes de ¢ (largo plazo),
la tasa de interés a corto plazo se estacionard alrededor de 4.256% a una velocidad de
ajuste del 13.35%. Con esto se puede comprobar la propiedad de reversion a la media
del modelo de Vasicek. Aunque el modelo de Vasicek tiene la desventaja econémica de
que puede producir tasas negativas, la eleccion de este modelo sobre la tasa de interés
se baso en la Seccion 2.2.2., y en el hecho de que bajo el modelo CIR no existe una

férmula cerrada para valuar opciones y por tanto calcular el valor de las acciones S;.

El factor (numerario) que se utiliz6 para descontar el valor de los activos V; fue un
bono cupdn cero, por lo tanto el precio al tiempo ¢ = 0 del bono cupén cero libre de
incumplimiento que paga una unidad monetaria a la fecha de maduracién T =1 fue
de 0.958400019.

La informacion financiera basica de las dos empresas para la implementacion del
modelo de Merton con tasa de interés estocéstica es la misma que la del modelo de
Merton clasico, asi mismo se propone estimar la correlacién p de la Proposicion 2.2.1
mediante los datos histéricos de la tasa de interés a corto plazo y los precios de las

acciones de Cemex y Bimbo obteniendo una pceyex =.059y psrmso = —-359. En este
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caso utilizando el Teorema 2.2.1. y la Proposicion 2.2.1 se tuvo que resolver un nuevo

sistema no lineal que tiene la siguiente forma:

So—Vo®(d;) + FB(O, T)D(dy) = O
Vtg—“g/;av\/l—p2+g—f;ar 0
g — =
St\/l—pz
en donde
1 *o 2
dx) = —f e zdy,
v27'[ —00 ¥
4 In(V/FB(O, 7))+ 35 X3 1(T)
1 = )

VI (1)

dy = di—|> (D),

y Z%/,T(T) estd dado por la ecuacién (2.10).

Resolviendo el sistema no lineal mediante el método de Newton-Raphson, se ob-
tuvo el valor nominal del bono que la empresa deberd pagar en un afio. En la siguiente

tabla se muestran la solucion del sistema para ambas empresas.

Variable CEMEX BIMBO
F 58,639,450 | 28,242,030
oy 0.461123 0.170679

Tabla 4.5. Resultados del sistema no lineal utilizando Newton-Raphson.

Por ultimo se calcul6 la probabilidad de incumplimiento para las dos empresas y se
obtuvo que Cemex tiene una probabilidad de incumplimiento de 0.3754482%, mientras
que Bimbo una de 8.368084E — 05%. Las probabilidades obtenidas en éste modelo son
menores a las que se presentadas en el modelo de Merton clésico, esto conforme a la

teoria expuesta en la Seccién 2.2.1.

El valor de los activos, los pasivos a corto plazo y la volatilidad estimada para los

dos empresas fueron los mismos que en el modelo clésico de Merton. Pero resolviendo
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el sistema no lineal de éste modelo se obtuvo que para Cemex el valor de sus pasivos
serfan de 58,639,450 millones de pesos con una volatilidad estimada de 46.11%; y para
Bimbo el valor de sus pasivos serian de 28,242,030 millones de pesos con una volatili-
dad estimada de 17.06% a finales del 2012.

Aligual que el modelo de Merton clésico, Bimbo produce menores spreads de crédito
que Cemey, lo cual implica que Cemex, en el modelo de Merton con tasa de interés es-
tocdstica, también ofrece un exceso de rentabilidad mayor del que ofrece Bimbo sobre
los bonos del gobierno. Otro factor importate que tiene un impacto en los spreads es
la probabilidad de incumplimiento, ya que dicha probabilidad afecta el riesgo por im-
pago de cada empresa y por tanto en los diferenciales. La siguiente grafica muestra el

diferencial de rentabilidad como funci6n del tiempo de maduracion.
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Figura 4.2: Grafica del diferencial de rentabilidad como funci6n del tiempo de maduracién en el mode-
lo de Merton con tasa de interés estocdstica.

Es importante notar que las diferencias (spread) obtenidas en éste modelo son mu-
cho menores a las obtenidas en la Figura 4.1 que corresponden al modelo de Merton

clasico.

Con el objetivo de comparar los resultados anteriores obtenidos bajo el modelo Va-
sicek, se propone modelar la deuda a corto plazo para ambas empresas utilizando la
aproximacion propuesta en Yong (2001) (Ver [33]) para el modelo CIR. Por lo tanto, con
ayuda de la Proposion 2.2.1 y la Proposicion 2.2.2 se estimo el valor de F y oy, los

resultados se muestran en la Tabla 4.6:
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Variable CEMEX BIMBO
F 59,129,990 | 27,639,840
oy 0.1507742 | 0.1381239

Tabla 4.6. Resultados del sistema no lineal utilizando Newton-Raphson. Aproximacién de Yong (2001)

para modelo CIR.

Una observacién importante en la Tabla 4.5 y Tabla 4.6 es que el valor de la deuda
de ambas empresas es similar tanto para el modelo de Vasicek como para el modelo de
CIR. Por lo tanto, al menos para Cemex y Bimbo, la aproximaciéon propuesta en Yong

(2001) para el modelo CIR es similar a la forma cerrada del modelo Vasicek.

4.3 Modelo de Black y Cox

Tanto el modelo de Merton como el de Black y Cox pertenecen a la familia de los mode-
los estructurales, que determinan la probabilidad de que una empresa alcance un nivel
de insolvencia (antes del tiempo de madurez de la deuda), tomando como referencia
el valor de mercado de la misma. Estos modelos establecen un vinculo entre la calidad
de crédito de la empresa y su condicion financiera. El modelo de Black y Cox extiende
el enfoque de Merton al caso en que la empresa puede alcanzar un nivel de insolvencia

en cualquier momento previo a la fecha de expiracion de la deuda.

Para determinar el pago del bono a la madurez, denotado por BL en la ecuacion
(2.18), si la cota L es plana (corresponde a y = 0) y no existen pagos de dividendos
del activo subyacente (a = 0), se utilizan los resultados de la Tablas 4.1 y Tabla 4.2,
obtenidas para el modelo de cldsico de Merton. Antes de determinar el valor del pago
del bono a la madurez BL, se necesita estimar el valor de la barrera inferior L para am-
bas empresas, por lo tanto usando la condicién V > L y realizando 100,000 simula-
ciones sobre el proceso

2
(r—g—V)t+UVW[
V[ = V()e 2
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se estimaron cotas inferiores L con cierto nivel de confianza’ para cada empresa,

Cota CEMEX BIMBO
L(1%) | 121,156,336 | 51,914,584
L(5%) | 217,399,165 | 61,696,045

Tabla 4.7. Estimacion del valor de la cota L con un 1% y 5% de confianza.

Asi es posible determinar el precio B al tiempo t = 0, que corresponde al valor al
tiempo ¢ = 0 de la funcién de pago de un bono con madurez T, valor nominal F y cota

de incumplimiento L en el modelo de Black-Cox en la ecuacién (2.15) y sabiendo que:

B"™(V,T,F,L,y)=BL(Ve "I, T,Fe ", Le™ D).

Dado que no hay pago de dividendos, el valor al tiempo ¢ = 0 de la funcién de pago
de los tenedores del bono cuando se alcanza la cota antes de la fecha de maduracion
,BY, se determina como la diferencia entre el valor de mercado los activos y el valor
de mercado de las acciones. La siguiente tabla muestra el valor del bono en el modelo

Black y Cox, clasificado en B™ y B? para las dos empresas.

Bono CEMEX BIMBO

B™(1%) | 55,842,460 | 28,741,333
B"(5%) | 13,989,535 | 11,056,982
BY(1%) | 56,670,448 | 26,490,163
B’(5%) | 56,670,448 | 26,490,163

Tabla 4.8. Valor del bono con 1% y 5% de confianza en el modelo Black-Cox.

En la tabla anterior podemos observar que el valor del bono en el modelo Black y
Cox depende en gran medida del valor de la cota inferior L, la cual representa el nivel

de incumplimiento. Por lo tanto para Cemex y Bimbo, la cota representada por el 1% de

7El nivel de confianza es el porcentaje de trayectorias simuladas que al tiempo ¢ = T estuvieron por
debajo de la cota L.
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los valores Vr menor L es la que modela el valor de bono de manera similar al modelo
de Merton.

Por su parte la probabilidad de incumplimiento para CEMEX es 0.1871314, mientras
que para BIMBO es de 0.1447629 calculadas en la ecuacion (2.19). Esta probabilidades
de incumplimiento también son sensibles al valor de la cota inferior L, es decir, depen-

den de las simulaciones para la obtencién de la cota inferior.

Una comparacion importante entre los modelos de valuacién de bonos corpora-
tivos es el diferencial de rentabilidad, pues cuando no hay pago de dividendos el mode-
lo de Black-Cox muestra menores diferenciales en comparaciéon con el modelo clasico
de Merton®. En la Figura 4.3 se puede observar que el diferencial de rentabilidad, tanto
para Cemex como para Bimbo, muestra menores diferenciales o spreads en modelo

Black-Cox que en el modelo de Merton.

140
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!
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Tiempo de Maduracidn Tiempo de Maduracion
(a) Diferencial de rentabilidad CEMEX (b) Diferencial de rentab ilidadBIMBO.

Figura 4.3: Comparativo del diferencial de rentabilidad para el modelo de Merton y Black-Cox.

Con los resultados obtenidos en los tres modelos estructurales antes estudiados, se
puede concluir que Cemex tiene mayores diferenciales de rentabilidad que Bimbo, lo
cual es consecuencia que Cemex tiene mayor apalancamiento que Bimbo. Los diferen-
ciales se traducen en un mayor exceso de rentabilidad del bono de Cemex sobre el bono

de Bimbo, ambos respecto a los bonos gubernamentales.

8Ver Lando (2004).
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4.4 Modelos de Intensidad

En los modelos de intensidad, una de las principales dificultades es una correcta esti-
macion de los pardmetros de la tasa de interés y de la tasa de incumplimiento. Debido a
que en el mercado no se tiene un bono corporativo similar al utilizando en este estudio,
no fue posible estimar la probabilidad de incumplimiento de manera implicita. Por lo
tanto, algunos autores sugieren utilizar la tasa publicada por las agencias calificadoras

referentes al incumplimiento.

La analogia de la valuaciéon de bonos corporativos en los modelos de intensidad con
respecto a los modelos estructurales facilita el calculo de dichos modelos. Sin embargo,
la intepretacion de los resultados debe hacerse de manera cuidadosa. En los modelos
de intensidad el incumplimiento no se determina a través del valor de la empresa sino

es el primer salto de un proceso exégeno, esto puede conducir a resultados erréneos”.

En esta seccién nos enfocamos a la valuacién de bonos corporativos bajo el supuesto
de dependencia entre el tiempo de incumplimiento 7 y la tasa de interés a corto plazo
r¢. Dicha dependencia puede ser resultado de la dependencia que existe entre la inten-
sidad estocéstica A; y la tasa de interés r;. Como vimos en la Seccién 3.2, es natural
modelar a 1; como un proceso de difusion similar a la tasa de interés a corto plazo. Por

ejemplo, considerando el modelo de Vasicek para A; y r; se tiene el siguiente modelo:

drt
dA;

k@ —r)dt+o1dW,}
Y@ -A)dt+odW? (4.1)

con k,0,01,c1,y,9,02 y ¢ son constantes positivas y th y Wt2 son movimiento

brownianos estandar.

Dado que los pardmetros k,0 y o, correspondientes a la tasa de interés a corto plazo
no pueden ser establecidos a priori, se realizé una estimacion de los mismo mediante
el método de Méxima Verosimilitud, descrito en la Seccién 1.5, utilizando como base
el promedio de la tasa de Cetes de 28 dias para cada afio del 1990 al 2011; mientras que

para los pardmetros y,Jy 02, que corresponden a la tasa de incumplimiento, se uso el

9Ver ejemplo en Embrechts(2008).
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mismo método sobre la tasa de incumplimiento'? ptiblicada por la agencia calificadora

Standard & Poors en el 2011. Dichas estimaciones se muestra en la Tabla 4.9.

Recordemos que el valor de 0 y 9 son los valores a largo plazo de las tasa de interés y
la tasa de incumplimiento, mientras que la rapidez de convergencia esta representada

por ky y respectivamente para cada modelo.

Variable | Estimacion
k 0.46469613
0 0.14625526
o1 0.26392880
Y 1.03658918
) 0.01654979
o) 0.02544968

Tabla 4.9. Estimacion de pardmetros bajo el modelo Vasicek.

Valuando bajo depencencia entre r; y A, el precio del bono corporativo para Cemex
y Bimbo depende de la correlacion entre los dos movimiento brownianos estandar, th
y W7. La correlacion, definida por pdr = dW}!dW?, modela la dependencia entre la

tasa de interés r; y la tasa de incumplimiento A;, con p € [-1,1].

Utilizando la férmula (3.8) para T = 1 (un afio), y con los pardmetros obtenidos en
la Tabla 4.8 se discretizo6 las variables r; y A; en el intervalo [0,1] con At = ﬁ para
calcular los precios de los bonos corporativos para ambas empresas con 100,000 simu-
laciones y con p € [-1, 1]. En Ekstrom y Tysk (2007) se muestran ciertas propiedades de
los parametros de algunos procesos de difusion, afirmando que el precio del bono es

creciente respecto a la volatilidad del proceso subyacente.

Por lo tanto, en la siguiente figura se muestran dos graficas en donde se podria jus-

tificar la tendencia del precio del bono para el caso de Cemex.

10Ver Estudio anual de incumplimiento y andlisis de transicién de calificaciones de los sectores
corporativos, de servicios financieros y finanzas ptblicas, para el caso mexicano. P4gina electrénica:
www.standardandpoors.com
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Figura 4.4: Evolucion del precio del bono corporativo para Cemex como funcién de la correlacion.

Enla Figura 4.4 (a), se observa que una correlacién negativa entre r; y A; disminuye
la volatilidad de la suma, mientras que una correlacién positiva aumenta la volatilidad,
y por lo tanto la volatilidad es creciente cuando la correlacién también crece, obser-
vando que la escala de la Figura 4.4 (a) es relativamente pequefa. El incremento en
el precio del bono se debe al incremento en la volatilidad de la suma de los procesos.
Sin embargo, en la Figura 4.4 (b) no se puede observar de manera clara la tendencia

positiva del precio del bono como funcién de la correlacion.

Por su parte para la valuacion del bono corporativo de Bimbo se obtuvieron resul-

tados similares, los cuales se muestran en la siguientes figura:
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Figura 4.5: Evolucion del precio del bonos corporativo para Bimbo como funcién de la correlacién.

En las Figuras 4.4 y 4.5 se presenta la evolucion del precio del bono de Bimbo como

funcién de la correlacion p. Para el caso de Bimbo, se observa una tendencia positiva
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en la evolucion del precio del bono como funcién de la correlacion, a diferencia del
bono de Cemex. Por lo tanto, no se puede confirmar las aseveraciones de Ekstrom y

Tysk (2007) para el precio de un bono.

Una de las diferencias en la aplicacién de los modelos estructurales y el modelo de
intensidad, fue que para el segundo hubo necesidad de ajustar el periodo de anélisis. El
ajuste se realiz6 debido a que la informacién sobre tasas de incumplimiento, propor-
cionada por Standard & Poors, se muestra de forma anual mientras que la tasa de in-
terés con periodicidad de cada 28 dias. De esta manera el calculo de la correlacién entre
W}y W2, la cual modela la dependencia entre r; y A;, se pudo determinarse directa-
mente de los datos. Recordando que pdt = dW}!dW? y realizando una discretizacion

del modelo descrito por la ecuacion (4.1) se tiene que,

1
ay+Pire-1+1;

2
az+ Poldi1 +15

I't

At

connt~N(0,02A1), n?~N(0,03A1) y At = T/n.

Por lo tanto, dado que la correlacién es invariante bajo transformaciones lineales
o afines , se tiene que los residuales de r; y A;, y los dos brownianos tienen la misma
correlacion. A continuacion se muestra graficamente la dependencia que existe entre

las dos tasas y entre sus residuales.
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Figura 4.6: Gréficas de la tasa de interés a corto plazo vs tasa de incumplimiento, y sus respectivos
residuales.
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La Figura anterior muestra de manera grafica una correlacion alta, en donde el re-
sultado de la correlacién para ambas empresas es p = .83, y asi el precio promedio de

los bonos correspondientes a la misma correlacién son:

Precio | CEMEX BIMBO
Bono | 60,745,012 | 28,895,201

Tabla 4.10. Estimacion del precio del bono en base a la correlacién de th y Wtz.

En la tabla anterior se muestra que el precio del bono con incumplimiento para
Cemex, bajo el modelo de intensidad es del 60,745,012 millones de pesos; mientras
que el precio del bono de Bimbo con incumplimiento es de 28,895,201 millones de
pesos. En general, el modelo de intensidad gener6 valores méas grandes para los bonos
que los modelos estructurales. Por lo tanto, la estimacién de la deuda para finales del
2012 para ambas empresas es mayor bajo los modelos de intensidad, dicho resultado

se observa en la siguiente tabla:

Modelo CEMEX BIMBO

Merton 59,145,120 | 27,639,840
M. Estocdstico | 58,639,450 | 28,242,030
Black-Cox 55,842,460 | 28,741,333
Intensidad 60,745,012 | 28,895,201

Tabla 4.11. Comparativo entre los modelos estructurales e Intensidad.

Por ultimo, para determinar el diferencial de crédito para los modelos de intensidad, se
decidi6 tomar el valor de los bonos con incumplimiento y utilizando la férmula (3.9)
se obtuvo que Cemex tiene un diferencial de rentabilidad o spread de 0.137% al final
del periodo de andlisis , mientras que Bimbo tiene una diferencial del 0.129% en el
mismo periodo. Al igual que en los modelos estructurales, en este modelo Cemex pre-

senta menores diferenciales (spreads) de rentabilidad que Bimbo.

En términos generales, los modelos aplicados en este estudio son congruentes con

las calificaciones ptblicadas para Cemex y Bimbo por algunas agencias calificadoras,
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tales como Standard & Poors o Moody’s. Actualmente dichas agencias calificadoras
asignan una calificacion de B+ a Cemex, mientras que BBB a Bimbo en la emisién de
Eurobonos, lo cual implica que Bimbo tiene una mejor solvencia (capacidad de pago

de la deuda emitida: bonos, obligaciones, etc.) que Cemex.



Capitulo 5

Conclusiones

En los mercados financieros es de vital importancia la correcta y oportuna medicién
de los distintos tipo de riesgos que se puedan presentar. Uno de los mds importantes
es el riesgo de crédito. De manera particular, en el mercado de bonos corporativos, el
riesgo de crédito o insolvencia se entiende como el riesgo derivado del incumplimiento
de los compromisos por parte del emisor del bono, entendiendo como insolvencia la
posibilidad de no recibir el importe integro prometido o de que se produzca un retraso
en el pago del mismo. Con el objetivo de modelar la deuda de Cemex y Bimbo a corto
plazo y estimar la probabilidad de incumplimiento, se recurri6 al uso de algunos mode-
los de crédito. Dentro de los cuales estan los modelos estructurales y los modelos de

intensidad.

Los modelos estructurales se caracterizan por utilizar informacién especifica de la
empresa. En ellos, se supone que el valor de la deuda que posee la empresa viene dado
por el valor de una opcion sobre los activos de la empresa. Y asi, el riesgo de crédito se
deriva de la relacion entre el valor de la empresa y el valor de su deuda, definiendo la
insolvencia del emisor en el momento en que el valor de la empresa es inferior a una
barrera preestablecida que depende directamente del nivel de endeudamiento de la
empresa en cuestion. En general estos tipo de modelos tienden a subestimar la proba-
bilidad de incumplimiento y por tanto las medidas de riesgo. Dentro de las principales
dificultades que se presentan en los modelos estructurales estan: obtener el valor de la
empresay determinar cudl es la barrera bajo la cual la empresa se considera incapaz de

hacer frente a sus compromisos.

80
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Por su parte, en los modelos de forma reducida o de intensidad se trabaja direc-
tamente con la informacion del mercado. En general, el riesgo de crédito se modela a
partir de la informacién implicita en los precios del mercado, en los diferenciales de
rentabilidad y, en ocasiones en la matriz de probabilidades de transiciéon de calidad
crediticia. Dado que existen muchas variantes de los modelos de intensidad, en este
trabajo solamente se presenta una breve introduccion a dichos modelos asumiendo
dependencia entre la tasa de interés a corto plazo y la tasa de incumplimiento. Por lo
tanto, la implementacién de este tipo de modelos es anédloga a la presentada en los
modelos de estructurales. Sin embargo, la intensidad el incumplimiento no se deter-
mina a través del valor de la empresa sino es el primer salto de un proceso exégeno.
Otros estudios méds avanzados sobre los modelos de intensidad enfocan la teoria asu-

miendo que existe una tasa de recuperacion.

Uno de los principales supuestos en la tesis para la implementacién de los modelos
estructurales fue asumir que toda la estructura de deuda de la empresa esta concen-
trada en un tnico bono cup6n cero, lo que implica ademas en el caso del modelo de
Merton clésico, que la insolvencia solo puede producirse en un solo momento, es de-
cir, a la fecha de vencimiento de la deuda. Con la intensién de corregir la restriccion
del incumplimiento en el modelo de Merton clésico, se recurrié al modelo de Black y
Cox en el cual se asumié que no hay pago de dividendos y se introdujo una barrera de
incumplimiento. En nuestro estudio se realizaron simulaciones del valor de los activos
de las empresas para determinar la barrera para cada empresa con un cierto nivel de
confianza. El valor de la barrera depende en gran medida de la tendencia que tengan
los procesos de manera particular. Otra modificacién que frecuentemente se hacen so-
bre el modelo de Merton cldsico es suponer cierta dindmica en la tasa de interés. Los
modelos que se utilizaron para modelar la tasa a corto plazo fueron el modelo Vasiceky
el modelo CIR; sabemos que el modelo CIR ofrece en general caracteristicas deseables
en una tasa, pero en la teoria sobre la valuacién de una opcién, el modelo de Vasicek
tiene forma cerrada mientras que para el modelo CIR se recurri6 a la aproximacion
presentada por Yong (2001). Los valores de las deudas a finales del 2012 para Cemex
y Bimbo obtenidos para la tasa de interés con Vasicek son similares a los resultados
bajo la aproximaciéon del modelo CIR. Una de las principales caracteristicas en estos

modelos son que todos presentan probabilidades de incumplimiento y diferenciales
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de rentabilidad relativamente bajos, a causa de que la forma del incumplimiento puede

predecirse y no puede ocurrir en forma sorpresiva, ver [31].

En el caso de los modelos de intensidad hubo necesidad modificar el periodo de
historia, debido a la disponibilidad de datos para estimar los pardmetros. Como la in-
formacioén disponible de las tasas de incumplimiento es anual, se tuvo que modificar el
periodo de analisis sobre la tasa de Cetes a 28 dias a una tasa promedio anual, corres-
pondiente a los mismos afnos disponibles para la tasa de incumplimiento. De esta ma-
nera se pudo inferior la correlaciéon que existe entre la tasa de interés y la tasa de in-
cumplimiento, y asi la dependencia que existe entre las dos tasas. En Ekstrom y Tysk
(2007) se afirma que el precio del bono es una funcién creciente respecto a la correla-
cién, lo cual de manera particular no se pudo observar de manera clara para las empre-

sas analizadas.

Entre los resultados mds importantes de este trabajo se encuentra que los modelos
de intensidad modelan un mayor valor de la deuda para Cemex y Bimbo que los mode-
los estructurales. Este resultado pudo ser causado por la modificacién en la histéria
de las tasas. En todos los modelos, Cemex tiene una probabilidad de incumplimiento
mayor que Bimbo, esto se debe a que en los ultimos afios Cemex con la intension de
ampliar sus activos realiz6 varias inversiones que no cumplieron con las espectativas

de sus empresarios y por lo tanto tuvieron que pagar varias deudas.

Finalmente, es importante aclarar que este trabajo no pretende analizar la totali-
dad de las metodologias relacionadas con la modelacion de la deuda de una empresa
mexicana, solo intenta estudiar los modelos més populares y ver las dificultades que se
presentan en su implementacién en el mercado mexicano. Asi mismo, es importante
mencionar que en los modelos de intensidad se presentaron los resultados mas impor-
tantes relacionados con la valuacion de bonos corporativos. Dado que en general los
métodos estructurales subestiman la probabilidad de incumplimiento segtin el mer-
cado, se sugiere estudiar modelos hibridos para intentar replicar lo observado en el

mercado mexicano.
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Algunos resultados de probabilidad

A.1 Teorema de Girsanov

El teorema de Girsanov construye explicitamente una medida de probabilidad que per-
mite transformar un movimiento browniano con tendencia en un movimiento brown-

iano sin tendencia.

Algunos resultados importantes para la demostraciéon del Teorema de Girsanov se

muestran a continuacion:

TeoremaA.1.1. (Lévy). Sea (W;) o<1} un proceso sobre (2, &, P) adaptado a la filtracion
F;, tal que

1. Las trayectorias de W; son continuas.
2. Wes martingala

3. Lavariancion cuadrdtica del proceso W, la cual se denotard por [W, W], = t.
Entonces W es un movimiento browniano.

Demostracion. Ver Karatzas, I. y Shreve, S. (1991), pag. 168-169.
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Sea (Q2, &, P) un espacio de probabilidad y Z un variable aletoria no negativa tal que

E[Z] =1, entonces se define una nueva medida de probabilidad P* por:

P*(A):/ Z(w)dP(w), paratodo Ae &. (A.1)
A

Para cualquier X variable aleatoria, tenemos que
E*[X]1=E[XZ], (A.2)

ysi P(Z >0) =1, entonces Py P* coinciden en los conjuntos de medida cero, y (A.2)

tiene la siguiente forma:
E[X]=E" [X]
=E'[-].

Se dice que Z es la derivada de Radon-Nikodyn de P* con respecto a P, y se denota

por

_dp

VA .
apP

De manera formal, supéngase que se tiene un espacio de probabilidad (Q2, %, P)
y una filtracion (%) j0<s<71}; y ademds supongasé que existe Z una variable no nega-
tiva casi seguramente tal que E[Z] = 1 y defina P* como en (A.1) entonces se define la

derivada de Radon-Nikodyn como:

Z(t) = E[Z|Z,].
Dado que paras<t
E[Z(O|Fs] = EIEIZ|F:]|F]
= E[ZIF] = Z(s),

se tiene que el proceso de derivada de Radon-Nikodyn es una martingala.

Ademas ésta derivada tiene ciertas propiedades:
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LemaA.l.1. Sea Y un variable aleatoria &; medible, entonces

E*[Y]1=E[Y Z(1)]

Demostracion. Sea 0 < ¢ < T, usando (A.2), y propiedades de esperanza condi-

cional tenemos
E*[Y|=E(YZ|=E|E|Y Z|%,]] = EIYE|[Z|ZF]] = E[Y Z(1)].
LemaA.1.2. Sea Y un variable aleatoria &; medibley sea0 <s<t < T, entonces

- 1 7
E'lY|Z) = 2 SEYZ(0)IF)

Demostracion. Sea 0 < s < ¢t < T, notemos que %E Y Z(1)|%] es medible, en-

tonces para A € ¥, se tiene

L%E[Yz(m.%]dp* = E*[l{A}%S)E[YZ(t)IBJ’s]]
= E[LaElY Z(D|F)|F,]
= EI[E[l Y Z(D]F]
= E[liyYZ(1)]
= E*[1xY]

= f YdP*.
A

Teorema A.1.2. (Girsanov). Sea W;, 0 < t < T, un movimiento browniano sobre un es-
pacio de probabilidad (Q0, F, P) y una filtracion (%) 0<:<T) para este movimiento brow-

niano. Sea 0(t) un proceso previsible. Defina

Z(1) = e—fote(u)dW(u)—%f0t62(u)du,
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t
W(t):W(t)+f 0(uwdu,
0
y suponga que
T
E[f 0%(u) Z*(w)du) < co.
0

Sea Z = Z(T), entonces E[Z] = 1 y el proceso W, es un movimiento browniano bajo la
medida de probabilidad P* .

Demostracion. Notemos que el proceso W comienza en cero y es continuo. Dado

que fot 0(u)du tiene variacién cuadratica finita, entonces [W, W], = [W, W], = t.

Ahora veamos que W es martingala bajo P*, pero antes demostremos que Z(f) es

martingala bajo P. Aplicando el lema de It6 a f(x) = e* con
t 1 t
X(1) = —f H(u)dW(u)——f 6*(wdu,
0 2 Jo
tenemos que:

dz@ = X0 (—e(t)dW(t) - %Hz(t)dt) + %eXmszt
-0 Z(HdW (b).

Integrando, tenemos que

t
Z(t)=Z(0) —f 0(w) Z(w)dW (u).
0

Como las integrales de It6 son martingala, entonces Z(¢) es una martingala. En particu-
lar, E[Z] = E[Z(T)] = Z(0) = 1.

Dado que Z(f) es una martingalay que Z = Z(T), se tiene que
Z(t) =E[Z(D)|&F| = E[Z|%;], para0<t=<T.

Esto muestra que Z(¢) es la derivada de Radon-Nikodyn de P* respecto a P.
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Ahora se demuestra que W () Z(t) es martingala bajo P*. Aplicando la regla de in-

tegracion por partes para el proceso estocastico W () Z(t) tenemos:

WdZ () + Z(t)dW (1) + dW (Hd Z(1)
WO Z(AW () + Z(dW (1) + Z(1)0(Ddt
AW () +0(dt)(—-0(t) Z(HdW (1))
(WO + D Z()dW (1).

dW () Z(1))

—+

Dado que la expresién final no tiene término dt, el proceso W (f) Z(t) es una martin-
galabajo P*. Ahoradado 0 <s< < T, porel Lema (A.1.2) y la propiedad de martingala
de W, Z,, se tiene que

~ 1 ~ 1
EW|F] = ——E[W; Z(D)|Fs] = ——

Wi Z(s) = W,
Z(8) Z(8)

es decir, W, es una martingala bajo P*. Por lo tanto usando el Teorema de Lévy, se

concluye que W, es un movimiento browniano bajo la medida de probabilidad P*.

A.2 Teoremas fundamentales de valuacion de activos.

Teorema A.2.1. (Primer Teorema Fundamental). Si un modelo de mercado tiene una

medida de probabilidad neutra al riesgo, entonces no hay arbitraje.

Demostracion. Ver Karatzas, I. y Shreve, S. (1991), pag. 231.

Definicion 11 (mercado completo). Un modelo de mercado libre de arbitraje se dice
que es completo si cualquier opcién es replicable, es decir, si se puede construir una
cartera admisible cuyo valor en cualquier tiempo ¢ € [0, T] coincida con el valor de la

opcion.

Teorema A.2.2. (Segundo Teorema Fundamental). Consideremos un modelo de mer-
cado que tiene un medida de probabilidad neutra al riesgo. Entonces el modelo de mer-

cad es completo si y sélo si la medida neutra al riesgo es tinica.

Demostracion. Ver Karatzas, I. y Shreve, S. (1991), pag. 232.
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Algunos resultados de movimientos

brownianos

Sea W un movimiento browniano estandar sobre un espacio de probabilidad (2, &, P).
Si X = oW, + ut, entonces X es un movimiento browniano con tendencia p y volatili-

dad o. En esta seccion denotaremos X como un (y,0) movimiento browniano; y se
desarrollan los resultados para cotas inferiores las cuales son usadas para modelar el

incumplimiento.

Consideremos un (u,0) movimiento browniano que empieza en X, = xo, y la cota
inferior estd dada por el valor 0. Por lo tanto x es la distancia hacia la cota inferior. Sea

m; el minimo del proceso X hasta el tiempo ¢,

m; =inf{X;:0<s<t}.

Entonces usando Harrison(1990), la distribucién conjunta del proceso y su minimo

estd dada por:
P*(X, > x, m; > y) :q)(w) _QWQ(Zy—xO—x+/M , 0=sy=x. (B.1)
oVt oVt
Denotando a T como el primer tiempo de paso para cero,
7:=inf{X; =0: Xy = xo, £ = 0}. (B.2)

88
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Asi mismo la probabilidad del evento {m; > y} se calcula con (B.1) para x = 0 en-

tonces tenemaos:

Fut) w0 (2y—xo+ ut
p(T>t):¢(x0 M )—e 52°¢(M), £>0.

oVt oVt

Por lo tanto, la distribucién asociada al primer paso es P(t < t) = 1—-P(t > 1).
Cuando la tendencia es positiva, existe una probabilidad positiva de nunca alcanzar la
cota; mientras que cuando la tendencia es cero, la cota es alcanzada con probabilidad

uno en un tiempo finito pero el tiempo de paro tiene esperanza infinita.!.

Para el modelo de Black y Cox, en donde los bonos tienen madurez finita y ocu-
rrencia de incumplimiento cuando se alcanza una cota (inferior), se necesita calcular
el valor presente del pago de una unidad cuando se alcanza la cota antes de la fecha de

maduracion T. Sea (u, 1) movimiento browniano que empieza en Xy =0,y
Tp=inf(t=0:X; = b),
entonces podemos calcular

V(b,T)

Ef[e™ 17,27l

T
= f e ¥ pHl(r,eds),
0

donde PH(t}, € ds) es la densidad de 7,. Si @ = 0 entonces V (b, T) = P*(1,, < T), la cual
tiene una expresion andlitica conocida. Cuando a # 0 el truco es poner a @ como parte
de la tendencia del movimiento browniano y definir una nueva expresién P*(rj, < T)

con una diferente fi.
De Karatzas y Shreve (1991), pdg.112-113 sabemos que

T
Ph(z, <T) :f etb=31°5 pO(1, € ds).
0

Wer Karatzas y Shreve (1991), pag. 112-113.



Apéndice B. Algunos resultados de movimientos brownianos 90

Por lo tanto

V(b,T)

T
_ 1,2
f e~ ¥ etb=317spO(1, € ds)
0
b T
e“ 2 1,2
f eb pe+2a—5 (p +2a)sP0(Tb€dS)
eb\/,u2+2a 0
b
— e’u P\/,u2+2a < T
= — (Tp=T).
ebVi#+2a

Del modelo de Black y Cox recordemos que el tiempo de incumplimiento 7 esta

dado por:

1
T = inf{OS t< T:aWt+(r—a—§02—y)t:log(C/VO)—yT}

(r—-a—302-y)t log(CIVy)—yT
= inf{OstsT:Wt+ 207 7V _ log(C/Vo) }
o o
entonces si se toma
b lOg(C/Vo)—YT
B o
r-—a-io?-y
'U =
o

y si definimos fi = \/u? + 2a, se puede reescribir P#(1; < T) como:

P, <T)=¢ (%) 1 o2y

b+ﬁt)
\/; )

y asi

b " pi
Vb, T) = ———=P"(1p=T).
(0D = e Py < T)
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