' UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA IZTAPALAPA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

/

| Casa abierta al tiempo
UNIVERSIOAD AUTONOMA METROPOLITANA

Modelo de masa-consistente para
aproximar campos de viento 3D

Tesis que presenta:
Daniel Alberto Jacome Hernandez

Para obtener el grado de

Maestro en Ciencias
(Matematicas Aplicadas e Industriales)

Asesora: Dra. Maria Luisa Sandoval Solis

Jurado calificador:
Presidente: Dr. Salvador Botello Rionda

Secretario:  Dr. Lorenzo Héctor Juérez Valencia

Vocal: Dra. Maria Luisa Sandoval Solis O

México, D.F. Abril 2014.




Agradecimientos

Quiero agradecer a mi asesora de tesis Dra. Ma. Luisa Sandoval Solis, por sus
conocimientos brindados y paciencia para llevar a cabo este trabajo.

Agradezco a los miembros del jurado calificador, integrado por el Dr. L. Héctor
Juarez Valencia y el Dr. Salvador Botello Rionda, por las valiosas contribuciones que
enriquecieron el contenido de esta tesis.

Agradezco a CONACYT por el apoyo econdémico brindado durante la realizacion
de este preyecto.

Finalmente agradezco a mis profesores y amigos que me apoyaron en todo mo-

mento, a Gabriela por sus consejos y sugerencias, al Dr. Roberto Avila por su gran
apoyo y a mi familia que en todo momento me alent6 a concluir esta etapa.

111






Resumen

Los modelos de masa-consistente nos permiten aproximar campos de viento 3D
sobre una region de estudio, a partir de la componente horizontal u’. Este modelo
se basa en la ecuaciéon de continuidad para un dominio €2 con paredes artificiales.

En este trabajo se presenta la formulacion del problema que minimiza la diferencia
entre el campo ajustado y el campo exacto, sujeto a las condiciones de conservacion
de masa V - u y no penetrabilidad sobre el terreno u-n = 0.

Aplicando el método de multiplicadores de Lagrange obtenemos las ecuaciones de
Euler-Lagrange, con las cuales se plantea un problema eliptico para el multiplicador
de Lagrange \. Este problema se resuelve mediante la técnica de elemento finito,
empleando tetraedros como elementos de discretizacion del dominio 2. Una vez cal-
culada \ se aproxima el campo de viento a través de las ecuaciones de Euler-Lagrange

u=u + 57V

Se consideran dos casos de condiciones de frontera sobre las paredes artificiales
para el multiplicador A: (1) Dirichlet sobre las paredes artificiales y (2) Neumann
en paredes verticales 'y, y Dirichlet en la tapa I'y. También se utiliza la técnica de
nodos fantasma para los dos casos de condiciones de frontera descritos.

Finalmente se dan las conclusiones obtenidas para las diferentes condiciones de
frontera a partir de comparar todos los experimentos numéricos realizados.
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CAPITULO

Introduccion

Varios problemas en meteorologia y diversas aplicaciones, como la simulacion de la
accion del viento sobre estructuras (edificios, puentes, etc.), desarrollo de incendios
forestales, produccion de energia edlica y transporte y difusion de contaminantes,
como se muestran en la figura|l.1] requieren de la aproximacion de campos de viento
sobre alguna superficie terrestre (topografia) [1I, 2, 13| 4], 5] 6] [7].

Figura 1.1: Aplicaciones de campos de viento

En las ultimas décadas se han desarrollado diferentes tipos de modelos para simu-
lar campos de viento. Estos se pueden clasificar principalmente en dos tipos de mo-
delos: de pronostico o dinamicos y de diagnostico o cinematicos [2] 3]. Los primeros
describen la evolucion en el tiempo de campos variables meteorologicos a partir de un
estado inicial e integran los efectos de posibles variaciones en el tiempo de condiciones
de frontera. Se basan en ecuaciones de termodinamica e hidrodindmica que dependen
del tiempo. Estos modelos por lo regular incluyen efectos advectivos, estratificacion,
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fuerza de coriolisis, radiaciéon y flujos turbulentos de momentum, calor y humedad.
Por lo cual la soluciéon numérica de dichas ecuaciones resultan ser computacional-
mente caras. Ademas es comin que no se cuente con los datos de los parametros del
modelo.

Por otro lado, los modelos de diagnéstico no se pueden utilizar para predecir en el
tiempo, pero son capaces de reconstruir un campo de viento en estado estacionario
a partir de un conjunto inicial de datos experimentales satisfaciendo algunas res-
tricciones fisicas. Por ejemplo, si la ecuacion de continuidad se impone, se asegura

conservacion de la masa, al modelo resultante se le llama de masa consistente [3], 4]
8, 9], 10}, [11].

Los modelos de diagnéstico se pueden aproximar de dos formas: un modelo linea-
lizado que es la solucion del estado estacionario de las ecuaciones de Navier-Stokes,
o el modelo de masa-consistente que analiza los datos meteorologicos disponibles [2].

Por lo anterior es importante destacar que la solucién numérica de estas ecua-
ciones en estado estacionario son atractivas debido a su simplicidad y porque no
requieren muchos datos de entrada, siendo econémicas y faciles de operar [3].

Por su parte, una red de monitoreo atmosférico solamente proporciona algunos
valores de la componente horizontal del campo de velocidades. Los modelos de diag-
nostico para ajustar campos de viento usan como condiciéon inicial una interpolacion
de dichos datos, en nuestro caso le llamaremos u’. El método de interpolaciéon jue-
ga un papel crucial para la determinacion de las caracteristicas finales del campo de
viento, ya que diferentes campos vectoriales se pueden generar a partir de los mismos
datos experimentales al cambiar el método de interpolacion. Por lo regular, el campo
vectorial interpolado u’, no satisface la conservacién de masa. Por ello, para ajustar
este campo de viento, se propone el problema siguiente: Dado u! se desea encontrar
u tal que la diferencia entre u’ y u sea minima sujeto a la restricciéon de conservacion
de masa V-u = 0. La finalidad de este trabajo es encontrar la solucién del problema
anterior considerando que la region de estudio €) esta en tres dimensiones.

Sasaki introdujo el modelo de proyeccién o minimos cuadrados, y utilizo el calculo
variacional para transformarlo en un problema de minimizacion con restricciones. En
la referencia [11] se proporciona un formalismo matematico para el modelo de Sasaki,
donde descomponen el espacio L? en dos subespacios ortogonales, con el fin de que
las condiciones de frontera aparezcan de forma natural. A finales de la década de
los setenta se comenzaron a desarrollar modelos de masa consistente que principal-
mente utilizan técnicas de diferencias finitas o volumen finito usando programacion
secuencial o paralelo. Una buena descripcion de estos trabajos los presenta Sandro
Finardi en [6]. Por su parte, el método de elemento finito comenzo6 a utilizarse con
mayor frecuencia en simulaciones atmosféricas desde hace més de 20 anos. Esto se
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debe a que esta técnica se puede emplear, para regiones con geometria compleja y
propiedades homogéneas o variables. Ademas de poder usar herramientas computa-
cionales ad hoc que reducen significativamente el almacenamiento y la velocidad de
las soluciones [12].

En particular este trabajo esta basado en la formulaciéon de Sasaki, es decir,
plantea un problema de minimizaciéon variacional con restricciones, el cual se resuelve
con la técnica de multiplicadores de Lagrange.

1.1. Objetivo de la tesis

El proposito general del trabajo es generar campos de viento 3D a partir de datos
experimentales interpolados, u’, en un dominio 2 con paredes artificiales. Es decir,
se desea encontrar el campo ajustado u en  tal que la diferencia entre u y u’ sea
minima, y que satisfaga las condiciones de conservacion de masa (V-u=0) y la no
penetrabilidad sobre el terreno (u-n = 0).

Debido a que se emplea la técnica de multiplicadores de Lagrange para encontrar
la solucién del problema de minimizacién con restricciones, a partir de las ecuaciones
de Euler-Lagrange se plantea un problema eliptico para el multiplicador de Lagrange
A. Un objetivo especifico de la tesis es analizar diferentes condiciones de frontera para
el multiplicador A en las paredes artificiales de la regiéon de estudio.

1.2. Estructura de la tesis

El cuerpo de este documento se estructura en 6 capitulo. El capitulo 1 incluye
la introduccion al tema de estudio y los objetivos de la misma. En el capitulo 2
se define el problema a estudiar y se presenta la formulacién con multiplicadores
de Lagrange, asi como las formulaciones variacionales del problema eliptico usando
diferentes condiciones de frontera. El capitulo 3 muestra la discretizacion para el
problema eliptico con condiciones de frontera tipo Dirichlet. En el capitulo 4 se des-
cribe el algoritmo final para ajustar un campo de viento 3D. También se presenta la
discretizacion para las condiciones de frontera tipo Neumann. Los resultados numeéri-
cos para ajustar el campo de velocidades con las diferentes condiciones de frontera se
exponen en el capitulo 5. Por tltimo en el capitulo 6 se dan las conclusiones obtenidas
del trabajo de tesis.
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CAPITULO

Problema de estudio

En este capitulo se definen los espacios de funciones necesarios para presentar
el problema general de estudio. Asi como su correspondiente formulacién con mul-
tiplicadores de Lagrange, para diferentes condiciones de frontera sobre las paredes
artificiales. Se delimita la regiéon de estudio y se mencionan las condiciones que debe
satisfacer para garantizar existencia y unicidad de la soluciéon. Por tltimo, se des-
criben las formulaciones variacionales para las condiciones de frontera propuestas.

2.1. Preliminares

En este apartado se definen algunos conceptos ttiles asociados a la region Q y
los espacios donde se plantea el problema de estudio ver [13] [14].

Sea {2 un conjunto abierto y conexo. Se dice que () es simplemente conexo si,
para toda curva cerrada simple C' situada en €2, la region interior a C' es también un
subconjunto de €.

La frontera 0f2 es Lipschitz continua si existe un ntiimero de conjuntos abiertos
O;,1=1,2,...,m, que cubren 0, tal que, para cada %, la interseccion 02N O; es la

grafica de una funciéon Lipschitz-continua y €2 N O; esté sobre un lado de la grafica.

En particular, la funcién T' : [a,b] — [a,b] se dice que es Lipschitz continua si
hay una constante L > 0 tal que

En tal caso L es llamada la constante de Lipschitz.
El espacio L?(f2) es el conjunto de funciones medibles cuadrado integrables sobre

5
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Qe R” n=2,3, es decir,
Ly(2) = {u:Q—>R \/u2d9<oo}. (2.1)
Q

Senialamos que la integral (2.1)) es en el sentido de Lebesgue ver [15]. Sobre este
espacio se define el producto interior (-,-) definido por

(u,v) :/ude,
Q

que induce la norma ||u| 1, dada por
1/2
ol ooy = [ / u%m] Ve ()
Q

Cabe mencionar que el espacio Ly(€2) es completo con producto interior, por lo
cual es un espacio de Hilbert.

El espacio de Sobolev H'(Q) se define como:

HY(Q) = {u| u, g“ € L3(Q),i = 12n} (2.2)
€

H'(Q) esta dotado por el producto escalar (u,v)g = (u,v) + (Vu, Vv), es decir,
(U, ) 1) = /[u v+ Vu-VoldQ Yu,ve H(Q),
Q

que induce la norma:

el oy = { /
Q

Por otro lado, sea Ly(2) = La(Q2) X Lo(2) vy u = (uy, uz) entonces, si u € Ly(Q)

lllzy@) = v/ (u,1) = [[Juall? @) + luzllZ,0)] " (2.4)

y H'(Q) = H(Q) x H'(Q) con

u? + i (3;)2 dQ} / Vue H(9Q). (2.3)

i=1

lullny ) = [l o) + luzlifp @] ? ¥ u € Hi(Q). (2.5)
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K

Figura 2.1: Dominio general ).

2.2. Definiciéon del problema general

Sea Q0 C R? abierto, simplemente conexo y acotado con frontera Lipschitz conti-
nua dada por 90 = I'g UT'y, U 'y, donde I'g es la parte de la frontera que representa
la superficie del terreno (topografia), las cuatro paredes verticales forman T'y y T'p
es la tapa o parte superior, como se ilustra en la figura 2.1 Observemos que I'yy UT'r
son artificiales.

La ecuacién de continuidad se escribe como

dp
. = 2.
5 + V- (pu) =0, (2.6)

donde u es el campo vectorial de velocidad del viento sobre €2. Si suponemos que la
densidad p es constante con respecto a tiempo y espacio, entonces el campo vectorial
de velocidades satisface la relacion

V.-u=0, (2.7)

restringido a la condiciéon de impenetrabilidad en el terreno

u-n=0 sobre I'p. (2.8)

Dada una funcién u’ en  nuestro objetivo es encontrar un campo de velocidades
u que conserve la masa, es decir, que satisfaga la ecuacion (2.7) y la condicion de
impenetrabilidad sobre el terreno (2.8]).
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Si suponemos que u! € Ly(Q) podemos reformular el problema de estudio en
uno de minimos cuadrados. Para ello definimos el funcional cuadratico a minimizar

J : H(div, Q) — R como

1 1

) = Slv—u'ig = / S(v—u') - (v —u')de, (2.9)

donde H(div, Q) = {veL*Q)|V-veL*Q)} y S es una matriz diagonal con
pardmetros de peso a2, i = 1,2, 3, llamados m6dulos de precision Gaussianos [9]. La
norma S de H(div, Q) se define como

1/2
|S,Q = {/ SVVdQ}
Q

Entonces, el problema a estudiar se establece como un problema de minimizaciéon
con restricciones, de la siguiente forma:

lv

Dado u’! € L*(Q), encontrar u € H(div, ) tal que

J(u) < J(v) paratoda v € H(div, ), (2.10)

sujeto a
V-u = 0 en 9, (2.11)
u-n = 0 sobre I'p. (2.12)

En nuestro caso, el funcional J esta sujeto a dos restricciones dadas en las ecua-
ciones (2.11) y (2.12). Por lo cual, utilizamos la técnica de multiplicadores de La-
grange que a continuacioén se describe.

2.3. Formulacién con multiplicadores de Lagrange

Dado que las relaciones (2.10)-(2.12) definen un problema de minimizacién con
restricciones, en este apartado se emplea la formulacion de multiplicadores de La-
grange descrita en el anexo[A] Un desarrollo mas amplio de esta técnica se encuentra
en [I6]. Por su parte, el problema de minimos cuadrados con restricciones, ecuaciones
(2.10)-(2.12) también se puede aproximar mediante una formulacion de punto silla
[17].
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2.3.1. Condiciones de frontera estandar para el multiplicador

Se presenta la formulacion con el multiplicador de Lagrange asociado al caso en
que A = 0 en las fronteras artificiales I'yy UT'7, las cuales son consideradas condiciones
estandar para A, ver [I8], y en la topografia del terreno I'p se tiene una condicion
de Neumann que proviene de la condiciéon de impenetrabilidad, ecuacion . Al
emplear la formulaciéon del Anexo A, tenemos que el operador de restricciones es-
ta dado por B : H(div, ) — L*(Q) tal que B(v) satisface las condiciones (2.11]) y
(12.12).

Sea V es el conjunto de restricciones o conjunto de funciones admisibles que

consiste de todos los elementos que satisface las condiciones (2.11)) y (2.12)), es decir,

V={veH(div,Q)| V-v=0en Q, v.-n=0 sobre I'g}. (2.13)

En particular V C H(div, Q).

Por lo tanto el problema de minimizacién se escribe como: encontrar u € V tal
que J(u) < J(v) para todo v € V.

Observemos que el dual de L*() es el mismo espacio, entonces podemos definir
el funcional de Lagrange L en H(div, Q) x L*(2) — R, dado por

L(v,q) = J(v) + (¢, Bv), ¥Yv € H(div,Q), ¢ € L*(Q). (2.14)

Al calcular la primera variacion del funcional L e igualar a cero, ver el desarrollo
en las ecuaciones (A.5)-(A.11]), obtenemos el problema variacional con valores en la

frontera siguiente:

Encontrar (u, \) tal que

(6J(u),v) + (\,Bv) = 0, Vv e H(div,Q). (2.15)
(¢,Bu) = 0, Yge L*(Q) (2.16)

Cabe senalar que si el funcional de Lagrange, L, cumple con las condiciones
(A.14) y (A.15) (condicion de Babuska-Brezzi) del Anexo [A.2] por el teorema
del mismo anexo, se tiene la existencia y unicidad de la soluciéon al problema ([2.15))

v [@.16), ver [16].
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A continuacion se describen cada uno de los términos del sistema ([2.15)) y (2.16)).
Dado que B satisface las ecuaciones (2.11)) y (2.12]), de la ecuacion (2.16)) se tiene

/ gV - ud = 0. (2.17)
Q

Aplicando la formula de Green, ver [I4] [16], la ecuacion (2.17) queda expresada de
la siguiente manera:

/qV-udQ:/ qu-ndF—/u-quQ:O. (2.18)
Q 09 Q

Es decir,

/qu~ndF+/ qu~ndF+/ qu~ndF—/u~quQ:0,
I's I'r Iy Q

donde / qu - ndl’ = 0 por la ecuacion (2.12)), por lo tanto
I'p

—/u-quQ—l—/ qu~ndF+/ gqu-ndl’ = 0. (2.19)
Q I'r 'y
Si ¢ = 0 sobre I'yy U 'z, entonces podemos definir Y+ como

V= {Vq cq€ HY(Q), ¢=0 sobre T'y UFT} ,

entonces debido a la ecuacion (2.19)) y al conjunto V*, la igualdad (2.18)) se escribe

como

/ gV -udQ) = —/ Vg - udfQ. (2.20)
Q Q

Ahora el primer término del lado izquierdo de la ecuacion (2.15)), (6.J(u),v), es
la primera variacion del funcional J(u), asi

(0J(u),v) = lim 2J(u + ev)

e—0 OJe

, 1
= lim o+ ev) —

De la identidad ([2.9)) se sigue

(GJ(u),v) = h’m—{—/QS((u—l—ev)—uI)-((u+6V)—uI)dQ}



2.3 Formulaciéon con multiplicadores de Lagrange 11

Utilizando las propiedades de producto interno obtenemos

(0J(u),v) = 1limg{(u—ul,u—u1>—1—26(u—u1,v>—l—e2<v,v>}.

2 e—0 Oe

Derivando parcialmente con respecto a € y tomando el limite cuando € — 0 se tiene

GI),v) = /Q S(u— ') - v,

Entonces, la ecuacion (2.15)) queda expresada en forma variacional como
/S(u—u1)~de+/)\V-VdQ:0. (2.21)
Q Q

Por lo tanto, empleando las formulas de Green en la identidad anterior se deter-
mina la expresion siguiente:

/S(u—uI)-de—/V)\‘de:(), (2.22)
Q Q
es decir,
S(u—u') =V,
con A € Hy, donde definimos a
Hy={qe H'(Q) | ¢ =0 sobre 't UTy}. (2.23)

Entonces se tienen las ecuaciones de Euler-Lagrange

u=u'+5'VA (2.24)

Aplicando el operador divergencia en ambos lados de la igualdad (2.24)) y susti-
tuyendo la condicion de conservacion de masa ([2.11)) se deduce la ecuacion eliptica
~V - (§7'V)N) =V -ul.

Luego al usar la restriccion (2.12]) que corresponde a la condicién de no penetra-
bilidad, en las ecuaciones de Euler-Lagrange ([2.24) obtenemos

0=u'-n+S'VA n, (2.25)

equivalente a
u'-n=-9"'V\A-n sobre I'p. (2.26)
Dado que A € V! se debe impone la condicion A = 0 sobre las fronteras artifi-
ciales I'r UT'y,. Por lo tanto, obtenemos el correspondiente problema eliptico para el
multiplicador A descrito por

~V-(S7'VA) = V.u' en Q, (2.27)
A = 0 sobre I'rUTly, (2.28)
~S7'WA-n = u’-n sobre I'p. (2.29)

Finalmente el campo de velocidades u se recupera mediante las ecuaciones de

Euler-Lagrange (2.24).
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2.3.2. Otras condiciones de frontera

Se presenta la formulaciéon variacional asociada al multiplicador de Lagrange A,
con A = 0 sobre la tapa I'r y en las paredes verticales imponemos las condicién

u-n =u’-n como se muestra en [11] 19).

Anélogo al caso anterior, a las ecuaciones Euler-Lagrage (2.24]) le aplicamos el
producto interior con n y sustituimos la condicién de frontera sobre I'y,, entonces

ST'VA-n=0 (2.30)

Por tanto, el problema eliptico a resolver con estas condiciones de frontera es el
siguientes:

~V-(S7'V)) = V.u' en Q, (2.31)
A = 0 sobre I'r, (2.32)

ST'VA-n = 0 sobre Iy, (2.33)
~S7'VA-n = u’-n sobre Tp. (2.34)

En este caso Ho = {qg € H'(2) | ¢ =0 sobre I'r} y ademas Vq ¢ V1, ya que de

la ecuacion (2.19)) obtenemos

/ u- VgdQ) = / qu’ - ndl’ (2.35)
Q FV

2.4. Formulaciones variacionales del problema
eliptico para \

En este apartado se presenta la formulacién variacional correspondiente al mul-
tiplicador A para las diferentes condiciones de frontera artificiales.

2.4.1. Condiciones de frontera estandar

Sea ¢ € Hy, con H definido por la relacion (2.23) y Q la region de estudio,
entonces al multiplicar la ecuacion ([2.27)) por la funcion de prueba ¢ e integrar sobre
(2 se obtiene

— / V- (S7'VA)qdQ = / V-ulqdQ, Yq € H,. (2.36)
Q Q

Dado que V - (¢S7'VA) = S7IVA - Vg + ¢V - (S71V)), la ecuacion (2.36) se

transforma en:

/S 'V - VqdQ — /v (gSTIV)Q =
Q

(2.37)
/V qu’)dQ) — /u Vqd2, ¥ q € H,.
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Por el teorema de la divergencia de Gauss, ver [14], 16], y dado que I' = 'y U
'+ UTp, los términos de la ecuacion (2.37) se pueden ver de la siguiente forma

/ STV - VqdQ) — / ¢S™'V\ - ndll — / ¢S™'VA - ndl =

Q yul'ry Ip (238)
/ qul - ndl’ + qu! - ndll — / u! - VqdQ, Vqe H,.

I's I'yul'p Q

Dado que g = 0 sobre I'y UI'r (¢ € Hy), los términos —/ ¢SV -ndl' =0

T'yul'r

y / qu’ - ndl’ = 0, entonces la ecuacion (2.38) se reescribe como
Py Ulp

/ STIVA - VqdQ) — ¢SV - ndl' =
Q@ I's (2.39)

—/uI-quQ—I—/ qu’ - ndl’, Vq € H,.
Q I'p

Al aplicar la condicion del terreno (ecuacion (2.29))),

/ qul - ndl' = —/ ¢S~V - ndl,
I'p I'p

en la relaciéon anterior, obtenemos la formulaciéon variacional para el problema eliptico

descrito por las ecuaciones ([2.27))-(2.29)), el cual consiste en:

Encontrar A € Hj tal que

/S_1V>\-Vq ) = —/uf -VqdQ, Vq¢€ H,. (2.40)
Q Q

Observamos que al definir a(}, ¢) = / STIV - VqdQ, la forma bilineal es simé-
Q
trica, continua y H'-eliptica, ver [20]. Ademés la transformacion lineal definida por

L(v) = —/uI - VqdQ
0

es continua, por el teorema de Lax-Milgram el problema variacional (2.40)) tiene
solucion unica [14] 20] 211, 22].
2.4.2. Otras condiciones de frontera

De manera anéaloga al caso de la formulacién variacional con condiciones de fron-
tera estandar, se obtiene la formulacién variacional para el problema eliptico descrito
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en el apartado [2.3.2] Para ello, definimos el espacio Ho = {g € H'(?) | ¢|r, = 0}.
Asi, se multiplica la ecuaciéon por la funcién de prueba q € Hy, se integra
en {2 y se emplea la formula de Green-Gauss, de esta forma se deduce la expresion
siguiente:

/ STIVA - VqdQ — / ¢S™'V\ - ndll — / ¢ST'V\-ndl =
“ t v (2.41)
uI~quQ+/ quf-ndr+/ qul - ndl, Yq e H,

Q I's Iy

De la ecuacion (| -, / qu’ -ndl' = —/ ¢S~V )\ -ndl; al sustituir esta iden-

F
tidad y la condicion en la 1gualdad , obtenemos el problema variacional
correspondiente al problema 1))-([2-34) de la seccion que consiste en:

Encontrar A € H, tal que

/S_1VA-quQ:—/uI-quQ+ / qu’ -ndl', VqeH,. (2.42)
Q Q

Iy



CAPITULO

Discretizacion del problema eliptico

En este capitulo describimos la discretizacion del problema variacional para cal-
cular el valor del multiplicador de Lagrange A\ asociado al problema eliptico con
condiciones de frontera estandar, ecuacion (2.40). Se presentan las funciones de for-
ma, las transformaciones isoparamétricas y las férmulas de integracion que se utilizan
en el método de elemento finito. Resaltamos que el valor de A también puede ser cal-
culado usando diferencias finitas [2] o volumen finito [23].

3.1. Discretizacion

Dado el dominio €2, escogemos tetraedros como elementos de discretizacion de-
notados por 2,. También pueden emplearse hexaedros como se muestra en [24] o
elementos brick [25].

ne
Denotemos por €, a la particién de Q en ne elementos ., es decir, Q), = U Q.,

e=1
donde los elementos (2, satisfacen las propiedades siguientes:

Dos tetraedros €2, y 2. en ), cumplen lo siguiente:
= No se intersectan, es decir, Q. N = (), para todo e, ¢’ =1,2,... ne.

= Si se intersectan, lo hacen en un vértice o en una arista en comun o en una
cara en comun.

En la figura [3.1) se muestra una malla ), del dominio Q usando tetraedros.

15
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Figura 3.1: Malla tomando el parametro de discretizacion h = 1.
Note que cualquier tetraedro €2, estd asociado a un elemento finito, en nuestro
caso, definido por la tripleta (Q,P1(€2),>_.), donde

» Py(9) es el espacio de polinomios de grado menor o igual que uno definidos
sobre (..

= ) . es el conjunto de grados de libertad, es decir, si ¢ € P1(€.) y ¢§ son las

funciones base de P1(€2.), ver apartado [3.2] ¢ = ¢(n1)¥1 4+ ¢(n3)1e + q(n3)Ys +
Q(n4)¢47 entonces Ze - {Q(nl)a Q(n2)7 Q(ni’))u Q(nl)} con ni(xia Yi, Zz) los vértices
de Q..

Puesto que se utilizan tetraedros, los elementos del espacio H'(Q) se aproximan
mediante funciones continuas a trozos (o por tramos), las cuales restringidas al ele-
mento €, son polinomios de grado 1. Entonces H'(€2) se aproxima por el espacio de
dimension finita

Hy, = {qn € C°(Q) |

dnla, € P1(Qe), V Q. € O}
donde C°(Q) es el conjunto de funciones continuas en €.

Observamos que los nodos del elemento finito son los puntos que se utilizan para
realizar la aproximaciéon sobre cada elemento (2.. En nuestro caso, el conjunto de
nodos coincide con los vértices del elemento €.

Sea {¢,} funciones base de H}, tales que

¢j(ni>:{ 1, sii=y

0. siij Vi, j=1,2,...,nnt
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donde n; es el nodo i con coordenadas (x;, y;, z;) y nnt es el nimero de nodos totales.

El soporte de ¢;(z,y, 2), denotado por sop(¢;), esta formado por todos los ele-
mentos ), que estén conectados con el nodo n;, y fuera del soporte compacto, ¢; se
anula. Ademas, el conjunto {¢;} es una base de H}, esto es, si \;, € H},, entonces

nnt
M= ()@, i, ) (3.1)
j=1
A las constantes A\, (n;) = A;, j = 1,2,...,nnt se les denomina grados de libertad

globales del problema. Sea Hy; = {qn € H, | qn|r,ur, = 0}, por lo que la ecuaciéon
(2.40)) se transforma en el problema variacional discreto:

Encontrar A\, € Hy, tal que

571V/\h . th dQ) = —/ ui . th dQ, th S HO,h- (32)

Qp Qp

Teniendo en cuenta la propiedad de sumabilidad y la relacion (3.1)), la ecuacion

(3.2) se convierte en:

nnt

Z/ Silvz )\jgbj : V¢l dQ) = Z —/ u,Il : V¢Z dQ, quz € HO,h- (33)
e=1 e j=1 e=1 e

Por ultimo, dado que el operador integral es lineal la ecuacion (3.3)) se reescribe
como:

ne nnt

S5 [ 57ve voan=Y - [ ul-vode Vot (4
€ e=1 e

e=1 j=1

Luego la ecuacion (3.4) forma un sistema de nnt x nnt, el cual lo podemos repre-

sentar de la forma siguiente:
KA =F, (3.5)

donde
Ky = / SV, - Ve, dS

e

o= [ ulveds
Qe

Por lo tanto

K = Y K con Kfj = / STV, - Ve, d
=1 e (3.6)
F, = Ff con Ff:—/ u; - Vo dS
e=1

e
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3.2. Funciones de forma

Si restringimos las funciones base ¢; y ¢; al elemento €2, obtenemos las funciones
de forma ¢, y ¢y respectivamente, es decir, ¢ilo, = ¥}, vy ¢jla, = ¢, Cabe resaltar
que iy v son los indices locales del elemento 2, asociados a los indices globales ¢ y
J, respectivamente. Asi las identidades (3.6)) se expresan de la siguiente forma

Kg = / STV - Vs dQ = K,
2 (3.7)
Fe = —/ uy - Vi dQ = Fy

K3
Qe

y K, es un elemento de la matriz K, de tamano nne x nne, con nne nimero de nodos
por elemento. La matriz de rigidez K, y el vector independiente F, para elementos
tetraedros lineales (nne = 4) se expresan de la siguiente forma

Ku K K3 Ku F

- | Bn Kz Ky Ky | P2
‘ K31 Kso Ksz Ksa |7 ‘ Fy
Ky Ky Ki3 Ky Fy

Dado que \§ € P;(£2.) se satisface que

nne

Noo= ) Xe(x,y, 2)
17

= ALy, 2) + A505(, y, 2) + A95(2, , 2) + A, y, 2),

donde \§, = A\y(n,,), pues ¢ilo, = ¥ v ¥ € P1(€2) para p=1,2,3,4.

En general tenemos que

1, si p=v

@DZ(n,,) B {O si pu#v

con 5 + ¢ + 5 + 5 = 1

3.3. Transformaciéon isoparamétrica

Consideremos el elemento de referencia Q como el tetraedro con coordenadas
locales £,y (,talque 0 < <1,0<7n<1y0<( <1 Sedefine la transformacion
isoparamétrica T, : Q — Q., T.(Q) = Q. (ver figura dada por
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2(€,1,¢) = Zwéno

nne

To: y=y&nQ) = (6.0 (3.8)
7j=1
r=2(6m.0) =Y zU(€n.C)
7j=1
donde 1@- con j =1,2,... nne, son las funciones base (de forma) en el elemento de
referencia ().
V5 (XaYaza)
z
Y5 (Xa¥azs)
T, ys (Y12, vS (Xaya2s)
y
¢
s
A
Q
N N TI
Yy Y3

Figura 3.2: Transformacion isoparamétrica T, y su inversa 7. .

Supongamos que z,y y z son continuamente diferenciables con respecto a £,n y
(, entonces se tienen las siguientes relaciones

Ox Ox
der = d —d d
x €€+ n+ CC
6y 8y
dy = —dn d
Y 5€+ + CC
dz = 02 §+a—dn—|— —d(¢

o a¢
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el cual podemos reescribir en forma matricial como

Or Oxr Ox
da o5 On OC d¢
d 9 Oy Oy d
Yy = o on ¢ n (3.9)
dz 0z 0z 0Oz d¢
9 on o

La matriz de derivadas parciales (3.9) es llamada la matriz Jacobiana de la trans-
formacion isoparamétrica (3.8)) y se denota por J.(§,n, ().

Notemos que, una condicion necesaria y suficiente para que el sistema ((3.9)) sea in-

vertible es que el determinante de la matriz Jacobiana |.J,| sea no cero en (£, 7, () € Q.
La funcion |J.| es llamado el Jacobiano de la transformacion (i3.8]),

| = Ox (ayaz 8y(‘92) Ox (5’y82 8y8z) N Ox ((91/ 0z 8yaz>
el — 3_§ -

and¢  9Con)  an \OEIC  9CoE) T a¢ \oEdy  In o
(3.10)
Por lo tanto, siempre que |J.| # 0, podemos escribir
dé dx
dn | = j-1| dy
d¢ dz
Yy
§=¢(z,y,2)
7' n=n(z,y,2) (3.11)
¢ =¢(z,y,2)
con T 1(€,) = €, entonces
98 08 08
de or Oy 0z de
d on on On d
T1=1 oz dy 0z Y1 (3.12)
dC % % % dz
oxr Oy 0z
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donde la matriz asociada de derivadas parciales es la inversa de la matriz Jacobiana,
denotada por J.!. Entonces los términos de la ecuacién (3.12) estan expresados de
la siguiente forma

[Z3 8§8x+8§8y+§%

ox Jdrdxr Oydx 0z0x
1 (0y0z 0Oyoz (3.13)
- (833

ono¢  9C0on

donde la ultima igualdad se obtiene de la inversa de la matriz J.. De manera
analoga se calculan las demés parciales, por lo tanto

65 1 [(0x0z Ox0z 1 [(0x0y Oxdy

ay || <0_C8_n - 8_773_6) ] e| (3_778_C - 3_C8_n)

877 Oyodz Oyoz 0r 0z O0r 0z

dx | J| (3_63_5_8_53_6) el (058_C_8_C3_§)

oL (e o) EN T &1
9z |J.]\ocas  acac 8x 0 0n  Onog

1 (0ns ey 06 L0y D)

oy |J.| \onos o an 0z |J.| \ocan  onoc

Cuando se tiene que el numero de nodos del elemento de referencia €2 es igual
al ntimero de nodos de cada elemento (nne) Q. se le llama a T, transformacion
isoparameétrica.

Aqui, (z;,y;,2;) 7 =1,2,...,nne son las coordenadas de los nodos del elemento

Qe, v QZJ(S .1, () es la funcion de forma para el elemento de referencia. En particular
las funciones de forma satisfacen

Vi(x,y,2) = ¥5(€,m,¢) para j=1,2,... nne. (3.15)

Empleando la transformacion isoparamétrica (3.8) podemos reescribir las ecua-

ciones (3.13)) y (3.14) como

85_ 1 nne 8@/)] nne 02@ nne 81/Jj nne 87:0\] ]
ol () (55) - (o) (B52)] o

Jj=1 Jj=

% B 1 nne P w] nne a nne P ¢] nne 8_7:[}\] T
wo[() (55) - (5e%) (o)) o
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3
3
)
Q
<

3

] (3.18)

.
Il
~

) (£05) - (£-5¢) (B3)
BN ED) BHES) -
354 (£49)-(£5) £ m

A) <nne Zz%_;> - <nne L%) (nne ZZ%_;]> 3.2

<.
Il
—

@Wf)( ya%)—( %)( ya‘”) (3.21)
= =1 = 91 ) \i= ]

En general si consideramos una funcion real g(x,y, z) definida en el elemento €2..
Entonces podemos convertir a g en una funcion real g(&, 7, () definida en 2 mediante
la transformacion isoparamétrica

g(z,y,2) = g(@(&n,¢),y&n,0),2(&n,Q))
9(Te(&:n, Q) (3.25)
= g(&n,0),

donde z(&,1,C), y(&,n,¢) v 2(§,n, ¢) estan dadas por la transformacion isoparamétri-

ca (3.8).
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Considerando lo anterior, se puede calcular la integral sobre el elemento de refe-
rencia como

/ gz, y, 2)dQ = / 36, Q1€ m, Oldédndc
Qe Q

(3.26)

Ahora para escribir el Vy§(z,y,2) en funcion del szj (&,1n,C) se usa la regla de
la cadena para obtener las derivadas parciales en funcion de &, 7 y (, es decir,

81#5
ox
y
8@/}5
0z

_ 006 0000 09 0¢
0§ dxr  On dx  OC Ox
_ 0006 du0n 06,6
o0& 0y On dy  OC Oy
0§ 0z 0On 0z  OC 0z

Sustituyendo las ecuaciones (3.16))-(3.24) se tiene:

oYs
ox

e

1
[l

o

il

o | (5

15

0
3

nne

7j=1

(5

7=1

O,
o3

(i

nne
J=1

(5

=1

nne

0
e

8@0]

nne

0
i

(‘)1/{,

(&

(&

0v;
9

w5
w) (5

0
o6

(e
e

) (5

%) (5

nne

04
s

8@/@

nne

0
s

0y
" Og

D=

04
¢

0
"o

w) G
a) (5

i) (5
)-8
)

nne

nne

D

1
e

0
¢

J=
n

>u,

) (nne
7j=1
n

8@/)]
D

1 o¢

L
" Og

1
e

J
n

D

0
" o¢

w) (5

)65
96

04
"o

(e

e

%) (&

nne

0,
s

0
s

00
" Og

3%
"o

w)
)

nne

PIE

)
»)

(3.27)

0,
"o

}

OQ/JJ

" o¢

)

(3.28)

%)

(3.29)
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% B o 72}\] nne | a ﬂ)] nne a wj - nne o @Z)J nne P ¢J

v | () () (55 (55)
a{p‘ [/ nne 81/) nne aw nne (‘ﬁb nne aw

S (S (S (S5 (55

J
8'[; [/ nne aw n a'¢ nn 81# nne aw
e ( 3 ) <Z;ﬁ”?ﬁf ZEI a§> }
7=1

Observemos que el sistema de ecuaciones (3.27) se representa en forma matricial
como

(3.30)

s 0V
ox 23
s ae .
e __ _ 7T J _ 7T )
vis=| g | =5 G | =TV (3.31)
Y5 ¢

Por lo tanto, Vy§(z,y,2) = JQTVZZ]‘(& 1,¢), con

o¢ On 9
Ooxr Ox Ox
o0& odn OC
J*T — _> ! _>
¢ dy Oy Oy
98 In 0¢
0z 0z 0z

3.4. Tetraedros

En el caso del tetraedro lineal definido en la figura las funciones de forma 1;
son

R .
b = ¢
7?\3:77
Vs = ¢
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¢
{0\41
A
A Q
Y
0
¥,
1
§

Figura 3.3: Funciones de forma para el elemento de referencia tetraedro lineal Q.

Estas funciones cumplen con la propiedad siguiente:

L,

@](517777,76) = { 0

si 1=7

si i .

Dado que estamos trabajando con tetraedros lineales tenemos que el niimero
de nodos por elemento es nne = 4, entonces las ecuaciones (3.16))-(3.24)), las cuales

representan las entradas de J T (transpuesta de la matriz Jacobiana) tienen la forma

% |}e| (s — 92) (24 — 22) —
2_5 _ \Jlel (24 — 21) (23 — 1) —
% _ |je| (23 — 21)(ya — 1) —
o [l — )2 = 1) =
Z_Z _ Iil (22 — 1) (24 — 21) —
% - |}e| (4 — 21) (32 — 1) —
o1

(ya — 1) (25 — 21)] (3.32)
(23 — 21) (24 — 21)] (3.33)
(24 — 1)(ys — 1) (3.34)
(y2 — 1) (21 — 21)] (3.35)
(24— 21) (22 — 21)] (3.36)
(w2 — 1) (ya — 1) (3.37)
= (ys —y1) (22 — 21)] (3.38)
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8C_liL’—:zz: 29— 21) — (3 — 1) (25 — 2
oy~ T s m @)z = 2) = (22 =2 (5 = 21)] (3.39)
% = |}6| [(x2 — 1) (ys — y1) — (23 — 1) (y2 — 11)] (3.40)

3.5. Foérmulas de integraciéon

Para obtener la matriz de rigidez y el vector independiente ecuaciones ,
requerimos de la integracion sobre el elemento de referencia ecuacion [3.26] Entonces,
el dominio de integracion se transforma del sistema global a el sistema de coordenadas
local asociado al elemento de referencia. De esta manera, el dominio de integracion
es idéntico para todos los elementos pertenecientes al mismo tipo. Ahora bien, las
integrales se aproximan mediante cuadratura de Gauss. Asi, la integral se
sustituye por una combinacién lineal de valores de la funcién evaluada en los puntos
de integracion (&, m;, (), por lo que

npg

/fiz/g\(gj n, C)‘JE(gv m, C)’dfd'f?dc ~ Z§<€l’ m, Cl)‘JE(fh m, Cl)|wla (341>
=1

donde w; son los pesos de cuadratura y npg = 4 el niimero de puntos de Gauss. Cabe
senalar que para los calculos de elemento finito, los esquemas de Gauss son muy
populares, debido a su alta precision en comparacion con el costo numeérico [25].

Para elementos tetraedros las cuadraturas de Gauss con cuatro puntos de inte-
gracion se muestra en la tabla

[ & m G wy
) 5—v5 | 5—+v6 | 5—+56 | 1
20 20 20 24
) 543v5 | 5—+v6 | 5—+56 | 1
20 20 20 24
] 5—v5 | 543V5 | 5—+v5 | 1
20 20 20 24
A 5—v5 | 5—=v5 | 5+3V5 | 1
20 20 20 24

Tabla 3.1: Cuadraturas de Gauss con 4 puntos de integracion
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Por su parte, al emplear la relacion (3.25) en las ecuaciones (3.7) para integrar
sobre el elemento de referencia se tiene que

Kiy = [ 87190, 0,196,148
0 o (3.42)
Fe = —[u’-un|Je|dQ.
Q

I

Por lo tanto, dadas las cuadraturas de Gauss con cuatro puntos de integracion
de la tabla , las integrales de las ecuaciones ([3.42)) se aproximan como

npg

KZV ~ ZS_l‘]e_T(é.l)nhCl)qu)\u(ghnl?g) . J;T(fl,nl»COV@Eu(flﬂ?la Cl>|<]e(§l77717§l)|wl
=1
(3.43)

npg

Fom = a7 (G, Q) V(& Q)& G) . (3.44)
=1
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CAPITULO

Algoritmo campos de viento 3D

En este capitulo se presenta el algoritmo para ajustar el campo de velocidades
3D, apartado [£.4] Para ello, se describen primero las discretizaciones del campo
de velocidades y de la divergencia promedio, apartados y [4.2] respectivamente.
Asimismo, se desarrolla la formulacion variacional discreta del problema eliptico con
condiciones de frontera tipo Neumann en las paredes verticales.

4.1. Campo de velocidades discreto

Una vez calculado el multiplicador de Lagrange Ay, el campo de velocidades u se
recupera mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange ([2.24]).

nnt
Sea u € H'(Q) y u = (u,v,w), entonces u;, = Zuigbi, con {¢;} la base del
i=1
espacio discreto V;, de H'(2), donde definimos

Vi = {Uh € CO(Q) | Uh|Qe € P1(9)7 VQ, e Qh}

El valor de la primera componente del vector u cuando se evaltia en el nodo n; se
denota por u; y, de acuerdo a las ecuaciones de Euler-Lagrange ([2.24)), esta dado por

_ a/\h(ni>
U; = UZI -+ 061127

. (4.1)

Observamos que el polinomio de interpolacion para el multiplicador es A (x,y, 2) =
Z?ﬁ An(n;)oi(x,y, z) pero no se conocen las reglas de correspondencia de las fun-
ciones base ¢;, solo se sabe coémo es restringido a cada elemento de su soporte, por
lo que se debe de trabajar a nivel variacional y posteriormente discretizar para que

se pueda utilizar dicha informacion.

29
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Debido a que ¢; es nula fuera de su soporte, para obtener la formulaciéon varia-
cional de la expresion , la multiplicamos por ¢; e integramos sobre sop(¢;), esto
es

An(n;
/ Ui dY = / ul ¢idQ + ap? / J h<n)¢@d9 ¢ €V (42)
sop(¢s) sop(¢s) sop(¢) O

La relacion anterior se convierte en la siguiente férmula:

nesop e
0t Y m OXi(n:) / 6,0

I e= 1
7 + nesop ’

Z / b:dS)

donde nesop es el numero de elementos €2, del soporte de ¢;.

Dadas las funciones de forma y la transformacion isoparamétrica del capitulo
la ecuacion (4.3)) se reescribe como

nesop

8)\6 nZ
it 3 P [ Gl
U; = UZI + :nlesop ; (44)
> / Bul Jd0
para todo i = 1,2, ..., nnt excepto en los nodos de frontera con condiciones de tipo

Dirichlet. Anélogamente se realizan los célculos correspondientes para las compo-
nentes vy, wy, de la velocidad.

El valor de u de igual manera se puede aproximar con diferencias finitas cen-
tradas y el método SOR como se muestra en [2]. Sin embargo esta técnica no es
adecuadamente para dominios complejos.

4.2. Aproximacion de la Divergencia promedio

Una vez recuperado el campo de velocidades u, mediante las ecuaciones de Euler-
Lagrange, procedemos a calcular el promedio de la divergencia en los nodos o vértices
interiores de la region €2, con el fin de verificar que se cumple la condicién conservacion
de masa.
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Definimos a r(n;) = V - u,(n;) la divergencia puntual asociada al nodo n;, que
es una cantidad escalar, entonces la formulaciéon variacional esta expresada de la
manera siguiente:

/ () i) — Ve (m)did, ¥ € Vi (4.5)
50p(¢z) 50p(¢1)

Entonces como r(n;) es constante, la ecuacion (4.5)), se expresa como

nesop nne a¢e ae .
) R O K

(4.6)

nesop

z/wm
Al transformar la integral sobre el elemento de referencia (Ale, la ecuacion (4.6]) se

escribe como:
nesop nne a a a R R
Z/Z( w"wgf‘% 20 G

nesop )

Z w,,u S

V-uu(n;) = (4.7)

ver formula (3.26)).

Denotamos por mdiv a la divergencia promedio sobre todos los nodos interiores,
es decir, mdiv = media,, {V - un(n;) | n; es un nodo interior}.

Hasta el momento se ha descrito la solucion del problema para recuperar campos
de viento 3D, donde las condiciones de frontera han sido de tipo Dirichlet sobre las
paredes verticales y tapa. En la siguiente secciéon mostraremos la formulaciéon que
se tiene para dicho problema, con condiciones de frontera tipo Neumann sobre las
paredes verticales.

4.3. Formulacion con otras condiciones de frontera

Analogo al caso con condiciones de frontera tipo Dirichlet, consideremos las condi-
ciones de frontera tipo Neumann sobre las paredes verticales, entonces la formulacién

variacional para el problema eliptico (2.31)-(2.34) es:

Encontrar A € H, tal que

/S_1VA-quQ:—/uI-quQ+/ qul -ndl', V qeH,. (4.8)
Q (9} 'y
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Hy esta definido en el apartado [2.4.2]

Sea Hon = {qn € C°(Q) | qunla. € P1(Q) V Qe € U,  qnlr, =0}, por lo que el

problema de la ecuacion (4.8) se transforma en un problema variacional discreto:

Encontrar A\, € Hop tal que
/ STIVN, - Vg, dQ = —/ ul -V, dQ + / g -ndl, Vg, € Hon (4.9)
Qn Qn Iy

Tomando en cuenta los elementos €2, las funciones ¢; y la propiedad de suma-
bilidad se sigue que:

ne mnnt ne nefuv
SN / STV Veidd =) — / u) VeidQ+y / ¢ ndl, V¢ € Hop
e=1 j=1 Qe e=1 Qe e=1 71TV

(4.10)
donde nefv es el nimero de elementos de frontera en las paredes verticales.

Entonces la ecuacion (4.10) forma un sistema de nnt x nnt que lo podemos
representar como

KA =F + Fy, (4.11)
donde
K;; = ZKZ con K :/ S—lvqu.vqgi dQ (4.12)
e=1 Qe
F, = ZFf con FY :_/ ul - Vo, dQ (4.13)
e=1 e
nefuv
Fy, = Y F{ con Fj, = [ ¢u; -ndl (4.14)
e=1 Iy

Observamos que las integrales de las relaciones (4.12)) y (4.13) se calcula de igual
manera que aquellas que aparecen en las ecuaciones ([3.43)) y (3.44]) respectivamente.
Nos falta escribir Fy, en términos de las funciones de forma y cuadraturas de Gauss
en 2D.
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4.3.1. Funciones de forma 2D

Las funciones de forma @; que se emplean para las condiciones de frontera tipo
Neumann sobre las paredes verticales son

P1(§m) = 1-E—n
@2(5777) = £
P3(§,m) = 1

las cuales estan definidas sobre el elemento de referencia en 2D T', ver figura

n
(P3‘ 1
T
/N
/N
@1 sz
0 1 &

Figura 4.1: Funciones de forma para el elemento de referencia triangular lineal T.

Por lo tanto, si consideramos que u’ -n = u’'n; +viny +w'ng, la igualdad (4.14)
se expresa como

3
by = /f@u [Z ul B, -n1 + 0P, - ng +wlp, - ng| |J.|dl. (4.15)
v=1

Observamos que la velocidad u! restringido a las paredes verticales varian sola-
mente en un plano, es decir, en dos componentes. Andlogamente, en este caso J, es
la matriz Jacobiana de tamano 2 x 2.

4.3.2. Foérmulas de integraciéon 2D

La cuadratura de Gauss que se utiliza para integrar sobre elementos triangulares
lineales es de tres puntos. La tabla muestra los puntos de cuadratura (&, ;)
como los respectivos pesos w;. Observemos que en particular esta cuadratura de
Gauss coincide con la férmula del trapecio para 2D.

Por ultimo, para calcular el campo de viento 3D con condiciones de frontera tipo
Neumann sobre las paredes verticales, se emplea el algoritmo descrito a continuacion,
en la seccion 4]
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L& | m | w
170[0]1/6
5[ 1[0]1/6
37011 11/6

Tabla 4.1: Cuadraturas de Gauss con 3 puntos de integracion

4.4. Algoritmo

Para la formulacion variacional de las ecuaciones (2.40) y sus correspondientes

discretizaciones, se debe seguir el siguiente algoritmo que describe la soluciéon para
el problema de campos de viento 3D es:

1. Resolver el problema eliptico, ecuacion ((3.2))

2. Dado uy, = (up, vy, wy), encontrar uy, € Vj tal que

8)\ /cbde
e=1

u; = u; + nesop =1,2,...,nnt,
/ e

donde u; = up(n;). Anadlogamente para vy, y wy,.

nesop

an

3. Calcular ” |
U — Up||L,
vel — — .1 (416)
[allr,
4. Calcular
mdiv = media,, {V - ui(n;) | n; es un nodo interior},
con )
neso nne a¢e a¢e ¢e .
V- uh(ni) S nesop
> ¢ndo
e=1 Qe

De manera analoga se sigue el mismo algoritmo para resolver el problema varia-
cional descrito por las ecuaciones (4.8) y sus correspondientes discretizaciones. Uni-
camente se debe cambiar en el paso 1, la ecuacion (3.2) por la relacion (4.9)).
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Los sistema de ecuaciones lineales y obtenido al discretizar el pro-
blema eliptico con la teoria desarrollada en los capitulos 3 y 4, respectivamente, se
resuelve empleando el método iterativo de gradiente conjugado y un esquema de al-
macenamiento compacto por columnas [26] para aproximar el valor del multiplicador

A

En el método iterativo de gradiente conjugado se emplean dos criterios de paro,
el primero consiste en tomar el residuo relativo definido de la manera siguiente

r? < tol?||b||? (4.17)

donde r = Az — b y tol es del orden 1078, el segundo criterio es el nimero maximo
de iteraciones que para todos los ejemplos presentados en el capitulo 5 son 2000 [26].

Los sistemas de ecuaciones antes mencionados se puede resolver con gradiente
conjugado precondicionado usando la técnica multigrid [10, 27]. Otros autores uti-
lizan el método bigradiente conjugado estabilizado BI-GASTAB precondicionado con
factorizacion incompleta o la matriz diagonal [2§].

Observe que los puntos 2 y 4 estan asociados a los apartados [£.1]y [4.2] respectiva-
mente, para calcular el campo de velocidades u y la divergencia promedio mdiv. En

el punto 3 se realiza el calculo de la norma del error relativo del campo de velocidades
3D en el espacio Lo (£2).
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CAPITULO

Resultados numéricas

En este capitulo se presenta los resultados numérico para resolver el problema
eliptico y recuperar el campo de velocidades. Primero se verifica a través de un ejem-
plo tipo (Benchmark) que el problema eliptico 3D con condiciones Dirichlet en toda
la frontera 02 funcione adecuadamente. Después, se encuentra la solucion numeérica
del problema de estudio para diferentes condiciones de frontera, apartados y[p3
Cabe mencionar que todos los algoritmos fueron programados en FORTRAN 90 y
MATLAB 7.11.0 (R2010b). Asimismo, el sistema de ecuaciones lineales se resuelve
con gradiente conjugado y su criterio de paro esta dado por la ecuacion con
tol = 10~® y 2000 como ntimero méximo de iteraciones. Ademas para todas las prue-
bas numéricas y mallas se emple6 una laptop con un procesador CORE i5 y memoria
RAM de 8 GHz.

5.1. Problema Benchmark

En este apartado se utiliza el problema Benchmark 3D definido en la referencia
[17], con el objeto de revisar que el algoritmo este programado adecuadamente, el
cual consiste en encontrar A tal que

~V - (S7T'VA) =2 en ©,

donde las condiciones de frontera Dirichlet no homogéneas son

Mz,y,z) = 0 sobre I'p,
Mz,y,2) = a3(1—2%) sobre TI'y,
Mz,y,2) = a3 sobre I'p.

37
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En este caso se considera Q = (1,2)x(1,2)x(0, 1) y campo inicial u! (z,y, 2) = (z,y,0).
Dado que la solucion analitica es u(z,y, z) = (x,y, —2z), de la ecuacion ([2.24)) se de-
duce que

)\(ZE,y,Z) = Oé%(]. - 22)’

Se construyeron diversas mallas utilizando el software comercial GID 9.3.1b, ver
anexo [B] Esto es, h=1/10, 1/50, 1/100, 1/120. Cabe senalar que las mallas h=1/120
ha sido la mas fina que se pudo generar con GID. La tabla resume los detalles
de las mallas.

h namero de nodos | nimero de elementos
1/10 1,331 6,000
1/50 132,651 750,000
1/100 1,030,301 6,000,000
1/120 1,771,561 10,368,000

Tabla 5.1: Numero total de nodos y elementos (tetraedros) para cada valor de h.

Para la malla con h = 1/5 y mddulos de precision Gaussianos iguales a uno, es
decir, S = I, se recuperar el campo de velocidades como se muestra en la figura [5.1

La tabla presenta los resultados obtenidos para diferentes mallas cuando
S = I. Contiene el valor h, el error relativo generado al aproximar el multiplicador
A (ey), el tiempo (s) de resolucion del sistema, el nimero de iteraciones (iter) que se
requiere para aproximar la solucion del sistema, el error relativo en el calculo de la
velocidad (ee) vy la divergencia promedio (mdiv). Todos los célculos se realizan en
la norma Ly(€2).

h ex tiempo (s) | iter el mdiv
1/10 | 3.38x1074 0 41 | 8.68x1072 | 4.24x1072
1/50 | 2.90x 106 1.84 168 | 8.42x10~* | 9.74x1073
1/100 | 3.67x1077 67.47 327 | 3.00x107% | 4.93x1073
1/120 | 2.13x 10~ 101.17 390 | 2.29x107% | 4.12x1073

Tabla 5.2: Solucién para diferentes mallas con S = 1.

De manera anéloga, si a; = ay = 1 y ag = 0.001 se tienen los resultados mostra-

dos en la tabla para las mismas mallas presentadas en la tabla[5.2]
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Figura 5.1: Solucién numérica cuando S = I. Campo exacto u(z,y, z) = (z,y, —22)

en rojo y campo ajustado uy en azul, h=1/5.

h e tiempo (s) | iter el mdiv
1/10 | 1.54x1073 0 47 | 8.32x1073 | 4.29%x1072
1/50 | 2.93x107° 1.66 153 | 8.35x107* | 9.73x1073
1/100 5.22x1076 46.38 304 | 2.99x107% | 4.93x1073
1/120 3.31x1076 126.19 365 | 2.28x107% | 4.12x1073

Tabla 5.3: Solucién para diferentes mallas con a3 = 0.001.

Asi mismo, si a3 = aps = 1y az = 1000 los resultados obtenidos para diferentes

mallas se presentan en la tabla [5.4]

h ex tiempo (s) | iter el mdiv
1/10 | 3.50x107? 0.004 43 | 1.14x1072 | 3.85x107?
1/50 | 1.32x1078 1.56 145 | 3.43x1072 | -1.50x 1072
1/100 | 3.90x 1078 52.17 266 | 9.27x1072 | -3.02x1072
1/120 | 9.16x1078 107.05 300 | 1.57x107! | 7.60x1073

Tabla 5.4: Solucién para diferentes mallas con a3 = 1000.
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Al contrastar los resultados de las tablas ala y tomando como referencia
la tabla se observa que si se reduce ag tres 6rdenes de magnitud, el error para A
crece un orden y el error de la velocidad es el mismo. En cambio si se aumenta ag
tres ordenes de magnitud y , el error para A disminuye en uno o dos ordenes
de magnitud, pero el error de la velocidad y la divergencia promedio disminuye. En
general, podriamos decir que en los tres casos la divergencia promedio no varfa y su
minimo error es del orden de 1073,

Este mismo problema se ha resuelto con funciones de base radial como se muestra
en la referencia [I7], donde presentan un error relativo de la velocidad e, = 1.98 X
10~* y divergencia promedio mdiv=—5.59 x 1075. Al comparar estos resultado con
los obtenidos en las tablas [5.2] y aunque el error de la velocidad es el mismo, la
divergencia promedio difiere en tres ordenes de magnitud.

Una vez que se verifica que el algoritmo para el problema eliptico esté bien pro-
gramado, se presenta en los apartados siguientes los resultados numeéricos para el
problema de recuperaciéon de campos de viento 3D con diferentes condiciones de
frontera.

5.2. Analisis con condiciones de frontera tipo
Dirichlet

En este apartado se encuentra la solucién numeérica del problema eliptico utilizan-
do condiciones Dirichlet en las fronteras artificiales I'r UT'y, ecuaciones ([2.27))-(2.29))
y se ajusta el campo de viento.

En el resto del capitulo se considera el campo exacto u(zx,y,z) = (z,y, —2z)
para todo (x,y,z) € (0,1) x (0,1) x (0,1) y se inicia con el campo de velocidades
u'(z,y,2) = (2,9,0).

Los datos obtenidos para las mallas se muestran en la tabla [5.5| considerando
S = I. Se presenta el ntiimero de divisiones (h), el tiempo de CPU (s), el namero de
iteraciones (iter) para resolver el sistema con gradiente conjugado, el error relativo
en el calculo de la velocidad (e,¢) v la divergencia promedio (mdiv). Asi mismo, se
exhibe en la figura el campo de velocidades exacto en rojo y el aproximado en
azul, con h = 1/5.

La tabla [5.6] presenta los resultados para las mismas mallas que el caso anterior
y ag = 0.001 cuando a; y as se mantienen constantes e igual a uno. En la figura
5.2(b)| se visualiza el campo de velocidades exacto (rojo)y aproximado (azul) para
este caso.
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Neumann

h t. CPU (s) | iter Coel mdiv
1/10 1.15 50 | 7.78x1071 | 4.97x107!
1/50 71.91 217 | 7.81x107! | 8.58x 102
1/100 873.36 408 | 7.81x107! | 4.29%x1072
1/120 | 1511.17 | 488 | 7.81x107! | 3.57x 1072
Tabla 5.5: Resultados para diferentes mallas y S = I, con condiciones Dirichlet en
IruUly.
h t. CPU (s) | iter el mdiv
1/10 0.91 76 | 2.62x107! | 2.88x 107!
1/50 89.10 260 | 1.06x1071 | 4.52x 1072
1/100 | 924.88 | 468 | 7.46x1072 | 2.23x1072
1/120 | 1672.78 | 628 | 6.82x1072 | 1.85x 1072

Tabla 5.6: Resultados para diferentes mallas y a3 = 0.001, con condiciones Dirichlet
€n FT U Fv.

De las figuras |5.2(a)| y |5.2(b)| al compararlas se observa que el mayor error ocurre
en las fronteras artificiales, este efecto se debe al tipo de condiciones de frontera
A = 0 que se impone en las paredes verticales y a la grafica de la funciéon .

De las tablas y notemos que al usar ag = 0.001 mejora la aproximacion
del campo de velocidades con respecto al caso de S = I, esto debido al valor que
toma ag el cual reescala a la funciéon A, haciendo que su rango o imagen sea mas
pequena. Por lo tanto, la diferencia (o error) entre la condicién impuesta A = 0 y
el valor de la grafica en la frontera es menor, lo que repercute en la aproximacion
del campo de velocidades. Es importante mencionar que si la funcién A cambia este
fenémeno podria cambiar.

5.3. Analisis con condiciones de frontera tipo

Neumann

En este apartado se aproxima la solucién del problema eliptico con condiciones
Neumann en I'y, ecuaciones (2.31))-(2.34) y se ajusta el campo de viento.

La figura[5.3] muestra el campo de velocidades exacto en rojo y el aproximado en
azul para una malla con h = 1/5 y los valores de a, as y a3 iguales a 1.

En las tablas[5.7y [5.8| se muestran el niimero de divisiones (h), el tiempo de CPU
(s), el nimero de iteraciones (iter) para resolver el sistema con gradiente conjugado,
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Figura 5.2: Campo exacto en rojo y campo ajustado en azul, condiciones Dirichlet

en ' UTy y h=1/5.
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Figura 5.3: Campo exacto en rojo y campo ajustado en azul, condiciones Neumann
en Iy, h=1/5.

el error relativo en el célculo de la velocidad (e,) v la divergencia promedio (mdiv),

para los valores de a3 = 1 y a3 = 0.001 respectivamente.

h t. CPU (s) | iter Evel mdiv
1/10 0.56 99 | 1.61x1072 | 5.66x10~2
1/50 83.72 362 | 1.49x1073 | 1.02x1072
1/100 907.89 675 | 5.27x107* | 5.05x 1073
1/120 1556.86 | 787 | 4.01x107* | 4.20x1073

Tabla 5.7: Resultados para diferentes mallas, S = I. Problema con condiciones Neu-
mann sobre I'y.

h tiempo (s) | iter Coel mdiv
110 | 0.98 140 | 1.85%10° 2 | 6.27x10 2
1/50 85.20 544 | 1.85x1073 | 1.04x1072
1/100 883.00 1124 | 6.62x107% | 5.11x1073
1/120 1844.69 1351 | 5.04x107% | 4.24x1073

Tabla 5.8: Resultados para diferentes mallas, con a3 = 0.001. Problema con condi-
ciones Neumann sobre I'y,.
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Notemos que cuando se emplean condiciones Neumann el valor de ai33 no afecta
los céalculos para recuperar la velocidad ni a la divergencia, debido a que u-n =
u! - n = Proy,(ul) esta proyeccién es paralela al plano xy en cada punto de las
paredes verticales, por lo cual solamente cambiaré en las coordenadas xy. Y dado que
a3z esta ligado a la coordenada z no hay una influencia real de este parametro en los
resultados. También se puede ver que el tiempo de CPU crece de forma exponencial
para los diferentes valores de a3. Ademaés, el nimero de iteraciones que requiere el
método de gradiente conjugado crece conforme se refina la malla y es mayor para
a3z = 0.001, en este caso el reescalamiento en la componente z cambia el espectro de
la matriz original, los valores propios de la nueva matriz estan mas alejados entre si,
por tanto el niimero de iteraciones aumenta.

Si comparamos las tablas [5.5] [5.6] y la mejor opcién para ajustar el cam-
po de viento es mediante las condiciones de frontera Neumann en I'yy y S = I, con-

siderando tiempo de CPU, nimero de iteraciones y error en la divergencia promedio.
Esto difiere de los resultados en 2D presentados en [11], porque el mejor resulta-
do es para Neumann con a3 = 0.001 y no consiguen mejorar el orden de error en
la divergencia promedio (1072), en cambio obtuvimos mejores resultados si usamos
Neumann en las fronteras verticales con S = I, reduciendo dos ordenes de magnitud
en el error de la velocidad (igual que ellos) y un orden en la divergencia promedio.

5.4. Nodos fantasma sobre fronteras artificiales

Debido a la naturaleza del problema de recuperaciéon de un campo de viento, las
condiciones de frontera sobre los limites artificiales juegan un papel fundamental en
la precision de la solucién como se expuso en los apartados v [b.3} El problema
radica en imponer condiciones de frontera adecuadas en las paredes artificiales de
tal forma que no generen cambios bruscos en los valores del multiplicador (evitar
VA grandes). Por otro lado, se ha observado que estos cambios bruscos afectan a
las primeras capas de elementos, por lo que la propuesta es desvanecer este efecto
empleando nodos fantasma, ver |17, 29].

La técnica de nodos fantasma consiste en definir un dominio extendido Qg de
modo que 2 C Qg y resolver el problema eliptico sobre este dominio y su frontera
0N =T'grUTlygUTl'rg. Después se encuentra el campo ajustado uy, por medio del
método de elemento finito y, se calcula e, y mdiv solo en los nodos de ).

5.4.1. Condiciones tipo Dirichlet

Se generan varias mallas para la regiéon de estudio con nodos fantasma usando
dos capas de elementos sobre I'yy UI'r. La tabla 0.9 resume los detalles de las mallas.
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h nimero de nodos | nimero de elementos
1/10 3,375 16,464
1/50 166,375 944,784
1/100 1,157,625 6,749,184
1/120 1,953,125 11,439,744

Tabla 5.9: Nimero total de nodos y tetraedros para cada valor de h, con nodos
fantasma en las paredes verticales I'y, y la tapa I'r.

Debido a que se tiene un mejor ajuste del campo cuando a3 = 0.001, solo se
probara la técnica de nodos fantasma para este valor.

La tabla [5.10| muestran el namero de divisiones (h), el tiempo de CPU (s), el
namero de iteraciones (iter) para resolver el sistema con gradiente conjugado, el
error relativo en el calculo de la velocidad (ee) y la divergencia promedio (mdiv)
para a3 = 0.001 y condiciones tipo Dirichlet en las fronteras artificiales con nodos
fantasmas I'vvg U I'rg. Si comparamos estos resultados con aquellos obtenidos en la
tabla nos percatamos que error relativo de la velocidad (e,) se reduce tres or-
denes de magnitud, y para la divergencia promedio (mdiv) dos ordenes de magnitud,
lo cual era de esperarse porque quitamos las capas perturbadas por las condiciones
de frontera.

El campo de viento recuperado (azul) y el exacto (rojo) en el dominio 2 usando
nodos fantasma se muestra en la figura , para h=1/5y a3 = 0.001.

h t. CPU (s) | iter el mdiv
1/10 1.72 90 | 1.00x10~2 | 3.91x10~*
1/50 120.44 | 281 | 9.52x107° | 8.82x10™*
1/100 | 969.84 | 543 | 6.87x107° | 3.25x10~*
1/120 | 1632.87 | 649 | 1.09x10™* | 1.77x1073

Tabla 5.10: Resultados para diferentes mallas con a3 = 0.001 y condiciones tipo
Dirichlet sobre I'vg U I'rg.

Al comparar los resultados obtenidos en las tablas y con los datos de la
tabla [5.10] la mejor aproximacion que se obtiene del campo de velocidades hasta,
el momento es cuando se utiliza nodos fantasma sobre las paredes artificiales con
condiciones de frontera Dirichlet con a3 = 0.001.
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Figura 5.4: Campo exacto en rojo y campo ajustado en azul, con a3 = 0.001 y usando
condiciones tipo Dirichlet sobre I'vg U 'rg.

5.4.2. Condiciones tipo Neumann

En las tablas y se muestran el nimero de divisiones (h), el tiempo de
CPU (s), el namero de iteraciones (iter) para resolver el sistema con gradiente con-
jugado, el error relativo en el céalculo de la velocidad (e,) y la divergencia promedio
(mdiv), para los valores de a3 = 1 y a3 = 0.001 respectivamente.

h t. CPU (s) | iter Coel mdiv
1/10 1.54 120 | 5.51x1073 | 3.13x10~*
1/50 146.43 386 | 4.68x107* | 1.30x107°
1/1()0 1044.23 698 | 1.38x107* | 4.65x1076
1/120 1945.99 814 | 1.47x107% | 2.81x107°

Tabla 5.11: Resultados para diferentes mallas, S = I. Problema con condiciones
Neumann sobre I'y g.

Comparando los resultados obtenidos en las tablas 5.6l 5.7 con los
datos de las tablas y lo mejor es utilizar condiciones de frontera Neumann

en las paredes verticales y S = I, asi como el imponer nodos fantasmas. De esta
manera se consigue el mismo orden de error en el campo de velocidades (1071) y
en la divergencia promedio (107%) que aquellos obtenidos usando funciones de base
radial descritos en [17].
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h tiempo (s) | iter Coel mdiv
1/10 2.04 173 | 7.87x1073 | 2.01x107*
1/50 118.04 588 | 7.14x107* | 9.07x1076
1/100 1099.85 1171 | 2.13x10~* | 2.66x1076
1/120 2212.33 1394 | 2.29%x107* | 3.00x107°

Tabla 5.12: Resultados para diferentes mallas, con a3 = 0.001. Problema con condi-
ciones Neumann sobre I'y g.

5.5. Ejemplo caso no lineal

Con el fin de comparar la efectividad del modelo de masa consistente para campos
mas generales, se prueba con un ejemplo no lineal, el cual esta dado por el campo
exacto

2
2(z —1)x + —sen (W—m>
s 2

—u [eos () +eon ()]
—(z—=1%+1+ %sen (%)

u(x,y,z) =

para todo (x,y, z) = [0,1] x [0,1] x [0, 1] y se inicia con el campo de velocidades

2 T
(z—1)x+ —sen (5

e | ofom(2) vom(5)]
0

Se emplea las mejores condiciones de frontera, tipo Neumann sobre las paredes
verticales, Dirichlet en la tapa y S = I. Observemos que cada una de las componente
de este campo tiene dependencia en z.

La figura muestra el campo de velocidades exacto en rojo y el aproximado
en azul para una malla con h = 1/5y S = I, donde visualmente se tiene una buena
aproximacion del campo de velocidades.

En la tabla se muestran el nimero de divisiones (h), el tiempo de CPU (s),
el namero de iteraciones (iter) para resolver el sistema con gradiente conjugado, el
error relativo en el calculo de la velocidad (ee) y la divergencia promedio (mdiv)
para el problema no lineal. Debido a que estamos utilizando elementos lineales el
error en la aproximaciéon de A y u en la norma L, es de orden h?, en nuestro caso
si h = 1/120 tenemos un orden de 10~*. Por otro la divergencia promedio es de
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Figura 5.5: Campo exacto en rojo y campo ajustado en azul, con S = [ y usando
condiciones tipo Neumann sobre I'y .

orden 107 lo cual esta de acuerdo con los resultados obtenidos con el campo de
viento lineal utilizado en los apartado anteriores. Cabe senalar que este mismo orden
aparece en los ejemplos probados en la referencia [17].

h tiempo (s) | iter el mdiv

1/10 0.54 99 | 1.55x107? | -1.85x102
1/50 93.97 355 | 8.84x107* | -6.62x107*
1/100 870.17 674 | 3.08x107* | -1.63x107*
1/120 | 1761.56 | 796 | 2.34x107* | -1.13x10™*

Tabla 5.13: Resultados para diferentes mallas, con S = I. Problema no lineal con

condiciones Neumann sobre I'y .



CAPITULO

Conclusiones

En este trabajo se gener6 campos de viento 3D, a partir de datos experimentales
interpolados, u’, en un dominio con paredes artificiales. Para ello se formulé un
problema que minimice la diferencia entre el campo ajustado u y el campo horizontal
dado u!, sujeto a las condiciones de conservaciéon de masa y la no penetrabilidad
sobre el terreno. Por lo cual utilizamos la técnica de multiplicadores de Lagrange en
dimension infinita.

Al calcular los puntos criticos del funcional de Lagrange se deducen las ecua-
ciones de Euler-Lagrange y a partir de ellas se plantea un problema eliptico para el
multiplicador de Lagrange \. Este problema se resolvié con el método de elemento
finito empleando tetraedros como elementos de discretizaciéon del dominio €2, pro-
gramando este método en FORTRAN 90 y MATLAB, siendo estos c6digos una de
las aportaciones de este trabajo, que servird de base para resolver problemas mas
generales. También se aprendi6 a utilizar el paquete GID para generar las mallas que
se utilizaron en este trabajo.

Probamos dos casos de condiciones de frontera: (1) Dirichlet sobre las paredes
artificiales y (2) Neumann en paredes verticales y Dirichlet en la tapa ambos casos
se probaron sin y con reescalamiento de la componente z. Los resultados numéricos
muestran que se obtiene una mejor aproximacion cuando se imponen las condiciones
de frontera del caso (2) sin reescalar (S = I).

Por otro lado se extendi6 el dominio original aplicando la técnica de nodos fantas-
ma. Para los dos casos de condiciones de frontera descritos en el parrafo anterior sin
y con reescalamiento. Concluimos que es mejor utilizar condiciones de tipo Neumann
sobre las paredes verticales y S = I.

Como trabajo futuro se resolveré el problema probando diversas condiciones de
frontera sobre la tapa y cambiando el dominio de estudio.
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ANEXO

Problemas de minimizacion con
restricciones

A.1. Solucién de un problema de minimizacién

En esta seccion utilizamos todos los resultados de célculo variacional para encon-
trar el minimo de un funcional lineal con restricciones.

Consideremos problemas de minimizaciéon en los cuales el minimo del funcional
J se obtiene en algunos subconjuntos de funciones admisibles en H que satisfacen
ciertas condiciones, tales como

Bu=g (A.1)

donde B es un operador lineal definido de H a un espacio de Hilbert (), es decir,

ge Q.

El subconjunto K de H (K C H) consiste de todos los elementos que satisfacen la
restriccion conocido como el conjunto de restricciones o el conjunto de funciones
admisibles

K={veH]|Bv=g} (A.2)

Ahora el problema de minimizaciéon consiste en encontrar v € K tal que

J(u) < J(v) Yvek (A.3)

El método de multiplicadores de Lagrange es una técnica en la cual se encontrara
el minimo en todo el espacio H, no solo en las restricciones K. Ademaés, se introduce
un segundo espacio de funciones ()’, que es un espacio de Hilbert llamado el espacio de
multiplicadores de Lagrange. Observamos que @’ es el espacio dual de () que contiene

o1
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los elementos Bu, es decir, B : H — (@, se define el funcional L : Hx Q" — R, definido
por
L(v,q) = J(v) + |q, Bv — g] (A.4)

donde v € H, ¢ € Q' y [-,-] denota un par dual en @' x Q, es decir, es una forma
bilineal.

Luego, si g € Q' se satisface que ¢ sea una transformacion lineal

q(9) = [g,9/€R, ge@ (A.5)
q(agr + Bg2) = alg, g1] +Blg, 92], Yo, BER y Vgi,90 € Q (A.6)

Los elementos ¢ € @' son los multiplicadores (de la restriccion) y el funcional L
de la ecuacion (A.4)) es llamado el Lagrangiano correspondiente a J y el conjunto de
restricciones K. Entonces

Liu+ev,p+eq) = J(u+ev)+[p+eq, Blu+ev) —g]
= J(u+ ev) + [p, B(u+ ev) — g] + [eq, B(u + €v) — g]
= J(u+ev) + [p, Bu] + elp, Bv] — [p, g] + eg, Bu] + €’[g, Bv] = [g, g]
= J(u+ev)+ [p, Bu— g] + €[p, Bv] + €|q, Bu — g] + €*[q, Bv]

Por su parte, el limite cuando € — 0 de la derivada parcial con respecto a € se
escribe como

0 2
ll_r:% aeL(u+ev p+eq) = h_%_e{‘] u+ ev) + [p, Bu — g] + €[p, Bv] + €[q, Bu — g] + €’[q, Bv]}

Notemos que (0.J(u),v) es la primer variacién de J evaluada en u y como B se

asume lineal, hemos utilizado el hecho

lim 2[p +eq, B(u + ev) — g| = [p, Bv] + [¢, Bu — ¢] (A.7)

e—0 O€

De donde, HH(]) gL(u + ev,p+€q) = (0J(u),v) + [p, Bv] + [¢, Bu — g].
€E— €

Por lo tanto, la primera variacion de L en (u,p) € H X Q' es
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(0L(u,p), (v,q))axg = 11_{% %L(u + ev,p + €q) (A.8)
= (0J(u),v) + [p, Bv] + [q, Bu — ¢] (A.9)

Observemos que el conjugado B* de B tiene la propiedad B* : Q' — H' y para
cualquier valor arbitrario de ¢ € Q' y v € H, se sigue que

[Q7 BU] = <B*Q7 U>H/><H

Entonces, cumple que la variacion al aplicar el operador dual (A.9) se puede escribir
también como

(6L(u,p), (v,9)) Hxq = (6J(u),v) + (B*p,v) + (B q,u) — [q, g] (A.10)

Cabe mencionar que las condiciones son sobre la divergencia, esta forma es muy
util dado que
[Qa BV] = / qV - vd() = (Q7 BV)
Q
es igual a

lg, Bv] = (B*q,v) = / Vq - vdQ)
Q

donde B*q = Vq.

Si (u,p) es tal que (JL(u,p), (v,q))uxg = 0 parav € H y ¢ € (), se obtiene el
problema variacional con valores en la frontera siguiente:

(0J(u),v) + [p,Bv] =0, Yve H

[¢, Bu—g] =0, Vqeq (A.11)

Definiendo adecuadamente los espacios de J y B, las soluciéon u de las ecuaciones
(A.11]) es precisamente la soluciéon del problema de minimizacion con restricciones

ecuaciones ((A.3)) y (A.1)).

A.2. Condiciones para existencia de un minimo

En esta seccidon se presentan los criterios para la existencia del problema de
minimizaciéon con restricciones. Para ello primero plantearemos el problema de mini-
mizacion sin restricciones.
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Los argumentos de minimizacién se aplican siempre al funcional J que tiene las
siguientes propiedades:

a) J es diferenciable. En otras palabras, J es tal que siempre es
posible calcular su primera variacion,

(0J(u),v)y = ll_I)I(l) %J(u + ev),
donde (-, -) denota la pareja dual en H' x H; esto es, si H' es el
dual de H, entonces 0J(u) € H' y 6J(u)(v) = (6.J(u),v).
b) J es estrictamente convexo. Esto es, si u y v son elementos
arbitrarios del espacio H sobre el cual J esta definidoy 6 € (0, 1),
entonces (A.12)

J(0u+ (1 — 0)v) < 0J(u) + (1 — 6)J(v)

siempre que u,v # 0, u # v.

c) J es coercivo. Esto sifnifica que si || - ||z es una norma apropiada
en H, la magnitud del valor de J en u crece conforme ||ul| i crece,
es decir,

lim  J(u) =400

l[ull r—o00

J
Bajo estas condiciones, tenemos el siguiente teorema de minimizacion.
Teorema A.2.1 Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-,-)g y norma

|-l = {(,)u}? Sea J : H — R un funcional que satisface las condiciones

(A.12). Entonces, existe un unico elemento u en H el cual minimiza J sobre todo
H:
J(u) < J(w) VwveH.

Ademds, el minimo se caracteriza por la ecuacion variacional de Euler-Lagrange

(0J(u),v) =0 VoveH.

Por otro lado, un problema de minimizacién con restricciones se puede transfor-
mar en un problema de punto silla. Un punto silla de un funcional L : H x Q" — R,
es un par (u,p) € H x Q' tal que

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) Yve H, VgeQ'.
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A continuacién presentamos las condiciones para la existencia de un punto silla,
las cuales son similares a las enlistadas en el teorema anterior:

a)

Para ¢y € @' fijo, L(v,qy) es estrictamente convexo y dife- )

renciable con respecto a v, esto es,

/ oL U+ v,
(5L 00, (0, 00) vy = g P L <0

existe para todo u € H y para u,v # 0,
L(Ou+ (1 = 0)v, q0) < OL(u, q0) + (1 = )L (v, qo),

donde 0 < 6 < 1.
Para vy € H fijo, L(vg, q) es concavo y diferenciable con respecto
a ¢, es decir,

; aL(U()ap + 6(])

<6(1L(U07p)7 (vo, Q)>H><Q' = 11_13% e

existe para todo p € Q' y para p,q # 0,
L(U07 ep + (1 - Q)Q) Z QL(U&p) + (1 - 0)L<U07 Q>a

donde 0 <9 <1
Se puede encontrar ¢y € @’ tal que L(v, qy) es coercivo con res-
pecto a v, es decir,

lim L(v,qy) = +oo.

llvll r—o00

Se puede encontrar vy € H tal que L(vg,q) es negativamente
coercivo con respecto a ¢, esto es,

lim  L(vg, q) = —o0.
lgllgr—o0

(A.13)

Se puede demostrar que si se tienen las condiciones (A.13)), existe al menos un
punto silla (u,p) € H x Q" de L(-,-) y que (u,p) es una solucion del problema
variacional con valores en la frontera (A.11]).

Suposiciones adicionales, apliquemos las condiciones anteriores al funcional
L(-,-) definido en (|A.4), suponiendo que se cumplen las condiciones siguientes:
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a) El funcional J : H — R es continuo y satisface las condiciones )
del teorema[A.2.T} en particular, suponga que

J(v) = Collollz = Cr(Hlvlla

para todo v € H, donde Cy y C; son constantes positivas y Cy
depende de los datos de f.

b) El operador de restricciones B : H — @ es un operador lineal (A.14)
acotado; esto es, existe una constante C'z > 0 tal que para cada
VeH,

1Bvllg < Callvla.

c) El operador variacional 6J : H — H' es acotado; esto es, si
vl < C4, entonces ||6J(v)|| g < Co, Cy y Cy son constantes.

Es importante senalar que las condiciones |A.14}(a) y |A.14](b) se utilizan para
demostrar que se cumplen las condiciones|A.13}(a) y[A.13(b). Ahora, si J es coercivo,
entonces el funcional L es coercivo para un ¢ fijo y con esto se cumple la condicion
A.13|(c). Debido a que las condiciones no son suficientes para mostrar el inciso
A.13](d) se requiere la siguiente condicion.

Condiciéon de Babuska-Brezzi. Existe una constante § > 0 tal que

B
Bllgllor < sup llg, Bol| VgedqQ. (A.15)
weh el

Teorema A.2.2 Si se cumplen las condiciones (A.14)) y (A.15)), entonces existe un

unico punto silla (u,p) € H x Q' del operador de Lagrange (A.4)) y ese punto es
también solucion del sistema (A.11]).




ANEXO

Construccion de mallas con GID

Las mallas que se presentan en este documento se construyeron por medio del
software comercial GID [30]. Para ello, hemos generado un Problemtype llamado
Campos3D, el cual consta de tres archivos con extensiones *.prb, *.cnd y *.bas; los
codigos se muestran en el apartado En el apartado se ejemplifica, mediante
una malla pequena, los datos que se obtienen al utilizar el problemtype disenado.

B.1. Problemtype Campos 3D

El problemtype para generar campos de viento 3D mediante GID consta de tres
archivos que se describen a continuaciéon

Campos3D.prb
En este archivo se define la informacion general del problema como las unidades
y el titulo del proyecto. A continuaciéon se presenta el codigo

PROBLEM DATA
QUESTION:Unit_System#CB#(SI)
VALUE: SI

QUESTION: Title

VALUE: CAMPOS DE VIENTO 3D
END GENERAL DATA

Campos3D.cnd

En este archivo se especifican las condiciones de frontera. Debido a que la region
() es un cubo se definen seis condiciones de frontera, una por cada cara. El codigo se
muestra a continuacion

NUMBER:1 CONDITION: CF_Caral
CONDTYPE: over surface
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CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: CF_Caral

VALUE: 1

END CONDITION

NUMBER:2 CONDITION: CF_Cara2
CONDTYPE: over surface
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: CF_Cara2

VALUE: 2

END CONDITION

NUMBER:3 CONDITION: CF_Cara3
CONDTYPE: over surface
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: CF_Cara3

VALUE: 3

END CONDITION

NUMBER:4 CONDITION: CF_Cara4
CONDTYPE: over surface
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: CF_Cara4

VALUE: 4

END CONDITION

NUMBER:5 CONDITION: CF_Tapa
CONDTYPE: over surface
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: CF_Tapa

VALUE: 5

END CONDITION

NUMBER:6 CONDITION: CF_Terreno
CONDTYPE: over surface
CONDMESHTYPE: over face elements
QUESTION: CF_Terreno

VALUE: 6

END CONDITION

Campos3D.bas
En este archivo se disena o programa el formato de salida de los datos que ge-
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nera GID. El fichero o archivo donde guarda los datos se llama Campos3D.dat. A
continuacion se presenta el codigo del Campos3D.bas

*# TITULO
*GenData(Title)

*# NUimero Elementos, Numero Nodos, Dimensidén, Nodos X elemento:
*# WRITES "NELEM", "NNT", "NSD", "NNE"

xformat "%8i%81%81i%8i"

*nelem *npoin *ndime *nnode

*# Lista de Coordenadas:

*set elems(all)

*loop nodes

*format "%14.8e%14.8e%14.8e"

*NodesCoord(1,real) *NodesCoord(2,real) *NodesCoord(3,real)
*end nodes

*# Lista de Conectividades:

*# Elementos Node(1) Node(2) Node(3) Nodo(4)
*loop elems

xformat "%10i%10i%101%10i"

*ElemsConec

*end elems

*# Calculo del nimero de elementos de frontera (aristas) totales
*#

*# Namero de entidades CONDICION-FRONTERA-Caral
*Set Cond CF_Caral *nodes

*set var nncl(int)=CondNumEntities(int)

*set Cond CF_Caral *elems

*loop elems *0OnlyInCond

xset var necl(int)=0peration(necl(int)+1)

*end elems

*# Namero de entidades CONDICION-FRONTERA-Cara2
*Set Cond CF_Cara2 *nodes

*get var nnc2(int)=CondNumEntities(int)

*set Cond CF_Cara2 *elems

*loop elems *0nlyInCond

*set var nec2(int)=0peration(nec2(int)+1)

*end elems

*# Nimero de entidades CONDICION-FRONTERA-Cara3
*Set Cond CF_Cara3 *nodes
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*set var nnc3(int)=CondNumEntities(int)

*set Cond CF_Cara3 *elems

*loop elems *0OnlyInCond

xset var nec3(int)=0peration(nec3(int)+1)

*end elems

*# Namero de entidades CONDICION-FRONTERA-Cara4d
*Set Cond CF_Cara4 *nodes

*gset var nnc4(int)=CondNumEntities(int)

*set Cond CF_Cara4 *elems

*loop elems *0nlyInCond

*set var nec4(int)=0peration(nec4(int)+1)

*end elems

*# Nimero de entidades CONDICION-FRONTERA-Tapa
*3et Cond CF_Tapa *nodes

*gset var nnta(int)=CondNumEntities(int)

*set Cond CF_Tapa *elems

*loop elems *0OnlyInCond

xset var neta(int)=0peration(neta(int)+1)

*end elems

*# Namero de entidades CONDICION-FRONTERA-Terreno
*Set Cond CF_Terreno *nodes

*set var nnte(int)=CondNumEntities(int)

*set Cond CF_Terreno *elems

*loop elems *0OnlyInCond

xset var nete(int)=0peration(nete(int)+1)

*end elems

*# Namero de nodos totales

*set var nntf (int)=nncl+nnc2+nnc3+nncé4+nnta+nnte
*set var netf(int)=necl+nec2+nec3+nec4+neta+tnete
*nntf *netf

3 g g g g g
*# Lista de Conectividades para Elementos de Frontera
*#

*# ELEMENTOS CON CONDICION DE FRONTERA CARA1

*nncl *necl

*Set Cond CF_Caral *elems

*loop elems *0nlyInCond

*format "%101%101%10i%101"

*globalnodes *cond(CF_Caral)

*end elems

*#  ELEMENTOS CON CONDICION DE FRONTERA CARA2
*nnc2 *nec2

*Set Cond CF_Cara2 *elems
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*loop elems *0OnlyInCond

xformat "%101%101%101%101"

*xglobalnodes *cond(CF_Cara2)

*end elems

*#  ELEMENTOS CON CONDICION DE FRONTERA CARA3
*nnc3 *nec3

*3et Cond CF_Cara3 *elems

*1loop elems *0OnlyInCond

xformat "%101%101%101i%101"

*xglobalnodes *cond(CF_Cara3)

*end elems

*#  ELEMENTOS CON CONDICION DE FRONTERA CARA4
*nnc4 *nec4d

*3et Cond CF_Cara4 *elems

*loop elems *0nlyInCond

*format "%101%101%10i%101"

*globalnodes *cond(CF_Cara4)

*end elems

*#  ELEMENTOS CON CONDICION DE FRONTERA TAPA
*nnta *neta

*Set Cond CF_Tapa *elems

*loop elems *OnlyInCond

*xformat "%101%101%101%101"

*globalnodes *cond(CF_Tapa)

*end elems

x#  ELEMENTOS CON CONDICION DE FRONTERA TERRENO
*nnte *nete

*Set Cond CF_Terreno

*elems *loop elems *0OnlyInCond

xformat "%101%101%101i%101"

xglobalnodes *cond(CF_Terreno)

*end elems

B.2. Geometria y mallas generadas

En este apartado se presenta el archivo de datos de una malla pequena realiza-
da con el programa GID, en la region delimitada por €2, usando el problemtype
Campos3D. Para ello, previamente se define la simetria que es el cubo definido por
Q2 =(0,1) x (0,1) x (0,1), y se definen quienes son las fronteras de €. Se elige que
particione cada arista en dos elementos y se obtiene los siguientes datos:
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B.2.1.

La malla esta generada por 48 tetraedros y 27 nodos correspondientes a la figura

Datos generados

[B.1] La informacion contenida en el archivo Campos3D.dat es.

CAMPOS DE VIENTO 3D

48 27

% Los valores representan el nimero de elementos totales, nimero
% de nodos totales, dimensidén y nodos por elemento, respectivamente

3 4

% Coordenadas de cada uno de los nodos en la malla.

1

O OO U OO U OO0l OOk, O =, OO0Lo O+ = =, O

.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00

O U1 O OO, OUlUT OO O Ul O =, OO+ OO B = =

.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00

% Matriz o tabla de conectividades

26
22
12

19
26
6

8
20
8

OO U O, OO0 ULuluUl kP, kOO ULFk,r O Ok 01O/ O /= =

22

22

.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e+00
.00000000e-01
.00000000e+00
.00000000e+00
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14
12
20

22
22

19

22
27

14
24
27
25
27
27
26

18
24

20

27

19
26

19
18

25

27

20

12

16
19

16

12
16
19
15
18

19
19

23
25
23

23

23
23

15
16
23

25

18
14
10

10

20

14

10

13

10
10
13
13
21

10
21

20

20

13
18
24

21

17
21

18

17
20

21

21

24

15 11

18

18

11

17
11

11
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8 7 15 11
5 17 11 8

% Tabla de Conectividades de elementos de frontera
54 48 Y, Numero de nodos nodos totales y nimero de elementos de
% frontera totales

9 8 % E1 primer término representa el nimero de nodos y el segundo
% término es el numero de elementos de la malla, correspondiente
% a cada una de las seis caras

27 18 24 1
27 25 18 1
18 23 15 1
18 25 23 1
21 18 17 1
21 24 18 1
18 15 11 1
18 11 17 1
9 8
10 5 3 2
10 13 5 2
21 5 13 2
21 17 5 2
5 4 1 2
5 1 3 2
5 11 4 2
5 17 11 2
9 8
22 6 12 3
22 14 6 3
6 2 9 3
6 9 12 3
10 6 14 3
10 3 6 3
6 1 2 3
6 3 1 3
9 8
22 19 26 4
22 12 19 4
27 19 25 4
27 26 19 4
19 9 16 4
19 12 9 4
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19
19
9 8

NN NN NN NN

9 8
22
22
27
27
10
10
21
21

16
23

16
9
15
23
2
1
4
11

26
20
24
20
14
20
13
20

23
25

9
2
23
16
1
4
11
15

20
14
20
26
20
13
20
24

N

oo o 01 O 01 OOl

DO OO O O OO OO O

La figura muestra la malla creada por GID con la numeracién de los nodos.
Si dividimos el cubo en 8 octantes y en cada octante tenemos 6 tetraedros, entonces
la figura [B.1] exhibe 48 tetraedros.

Figura B.1: Malla con domino €2 en GID.
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