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Introducciéon

Los datos generados durante el crecimiento de organismos vivos requieren del uso
de modelos estadisticos adecuados que permiten representarlos con pocos parame-
tros, de tal modo que se obtenga un buen ajuste y que los pardmetros muestren las
caracteristicas del crecimiento. En el crecimiento de poblaciones interesa el incre-
mento en el nimero de individuos a través del tiempo; esto depende como factor
importante, de la tasa de natalidad y mortalidad asi como del ntimero de individuos
reproductores de que se parte. Por lo general se supone que el crecimiento de pobla-
ciones de plantas y animales, las razones de mortalidad y natalidad per capita no
depende del tamano poblacional. Los bidlogos estudian los modelos de crecimiento
de Gompertz, Richards, Logistico, Brody, Bertalanffy y Monod porque tienen un
sentido biolégico; estos son modelos que se obtienen a partir de consideraciones so-
bre la forma del crecimiento.Un ejemplo de la forma de crecimiento demografico fue
desarrollado a finales del siglo XV 1, por el economista britanico Thomas Malthus
(1776 — 1834), en el Ensayo sobre el principio de la poblacidn, quien expresa su tesis
central asi:

Supongase que se cumplen los siguientes postulados: primero, que la existencia del
hombre depende del alimento del que pueda disponer y segundo, que la pasion entre
los sexos es necesaria y permanecera aproximadamente en su estado actual. Digo
que la capacidad de crecimiento de la poblacién is infinitamente mayor que la de la
tierra para abastecer al hombre de medios de subsistencia. La poblacién, cuando no
se limita, aumenta en una razén geométrica. Una leve familiaridad con los niimeros
bastara para convencernos de la inmensidad del primer potencial comparado con el
segundo.

Hay una lucha constante por la existencia entre las plantas y los animales. El hombre
no se puede escapar de esto. En aquéllos, los efectos son el desperdicio de semilla, las
enfermedades y la muerte prematura; entre los seres humanos, la miseria y el vicio.
Esta desigualdad natural de los potenciales, el de la poblacion y el de la producciéon
de la tierra, aparecen como un obstaculo insuperable en el camino de la perfectibi-
lidad de la sociedad.

IX



En términos matematicos, esto queda representado de la forma:

dN(t)

Cdt
donde rapidez de crecimiento de la poblacion es directamente proporcional al ta-
mano de la poblacion al tiempo t y la solucién de esta ecuacion diferencial estd dada
por:

= rN(t) (1)

N(t) = ae™

donde N(t) es en nimero de individuos de una poblacién al tiempo ¢, a es el ntimero
de individuos de la poblacién en t = 0 y 7 es la tasa de crecimiento. Si 7 > 0 es tasa
de crecimiento y si 7 < 0 es tasa de decaimiento. Este modelo es conocido como
modelo exponencial.

Los modelos matematicos para el crecimiento de una poblacion son el exponen-
cial y el logistico, el primero introducido por Thomas Malthus en 1798 y el segundo
por P. F. Verhulst en 1838. Ambos son modelos para un sistema cerrado, es decir,
no consideran las migraciones.

El primer capitulo de esta tesis se muestra el desarrollo detallado de la obtencién,
andlisis e interpretacion de los modelos de crecimiento (Logistico, Bertalanffy, Gom-
pertz, Brody y Richards), y se presentan los métodos (andlisis integral y Euler) que
permiten realizar un analisis detallado del modelo de Monod que describe el creci-
miento de biomasa y el consumo de sustrato.

En el segundo capitulo se muestra el método de maxima verosimilitud el cual per-
mite estimar los pardmetros para cada modelo de crecimiento, se presentan algu-
nos de los métodos de bondad de ajuste (coeficiente de determinacién, prueba de
Kolmogorov-Smirnov para mostrar normalidad en los errores y prueba de autocorre-
lacién Durbin-Watson), se presenta el criterio de informacién de Akaike que permite
seleccionar al mejor modelo ajustado a un mismo conjunto de observaciones con
base en la teoria de: informacién de Kullback- Leibler, Entropia y verosimilitud de
un modelo.

En el tercer capitulo se presentan observaciones de crecimiento en longitud de peces
en relacién a su edad, crecimiento de peso en seco de plantas y observaciones de
crecimiento de biomasa y consumo de sustrato, se presentan los resultados de la
comparacién del ajuste de los modelos (tablas, gréficas).

En el cuarto capitulo se presentan las conclusiones de todo el proceso de ajuste
y comparacién de los modelos de crecimiento.




Objetivos

= Comparar los modelos de crecimiento considerando su significado biolégico y
el método de ajuste.

= Proporcionar un método estadistico adecuado para seleccionar entre dos o méas
modelos.

= Presentar los métodos de estimacién de algunos modelos de crecimiento donde
se hard hincapié en los aspectos estadisticos del analisis de datos y de la forma
de seleccionar el modelo para cada una de estas situaciones, (crecimiento en
longitud, crecimiento en peso, crecimiento en numero de individuos de una
poblacién y crecimiento del nimero de células).
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Capitulo

Modelos de crecimiento.

1.1. Modelo logistico

Una de las criticas al modelo de Malthus radica en que supone que los recursos
del medio son inagotables y la poblacién puede crecer de manera indefinida . Con un
sentido mas realista, puede decirse que efectivamente los recursos estan limitados
y que las poblaciones de ninguna manera pueden crecer indefinidamente al ritmo
malthusiano. Quetelet y su pupilo Verhulst enfocaron sus estudios a este problema
y dedujeron un nuevo modelo a partir del modelo de Malthus.

Consideraron que la tasa de crecimiento intrinseca, r, depende de dos parametros:
by y dy. El primero determina la tasa de natalidad y el otro la tasa de mortalidad,
esto es:

dN (t)
dt
donde, a su vez, b; y d; dependen linealmente del tamano de la poblacion al tiem-

po t, donde la tasa de natalidad decrece y la tasa de mortalidad crece conforme el
tamano de la poblacién:

= (b1 — di)N(t),

by = b — aN(t)

Aqui se tiene que a, b, ¢, d, by v dy son niimeros positivos y para los efectos anteriores
se necesita que la poblacién sea pequena y se genere un minimo del crecimiento de
la poblacién, los nacimientos y las muertes van a estar comportadas como denso-
dependientes.

Incorporando la diferencia de by y dy, se puede escribir el modelo como:

%ﬁ” (b= aN(t)) — (d+ cNL)IN(1).



Con una reagrupacion de términos tenemos que:

AN (#) b—d) (a+c)

(b—d)

ahora se consideraa K =b—dy A= @ +i) para obtener:

dAN(t)

O ke [1 _ M} | (1.1)

A

Llegando a este punto, es importante hacer unas observaciones:

= Cabe destacar que un nuevo parametro hace acto de presencia en la ecuacién
logistica si se compara con el modelo Malthusiano N'(t) = K N(t). Se trata de
la constante positiva A que se refiere al crecimiento maximo de la poblacién, y a
grandes rasgos representa el nimero maximo de individuos admisible. ( Nétese
que en esta constante aparecen resumidas un buen ntimero de circunstancias
que influyen de manera decisiva en el modo de desarrollo de la poblacion, a
saber: factores climatolégicos, disponibilidad de nutrientes, recursos del medio
etcétera. )

Comparando de nuevo con la ecuacién de Malthus, en el caso logistico la tasa
de crecimiento definida como:

N'(t)
N(t)

deja de ser constante para pasar a autorregularse segun el tamano de la po-
blacién en cada instante. En efecto, ahora se tiene que:

N(t
Tasa de crecimiento = K { — L}

Tasa de crecimiento =

A

La solucién explicita de la ecuacion diferencial (1.1) esta dada por la siguiente
expresién conocido como modelo logistico:

A

N(t) = —=
*) 1 4 Be Kt’

donde:

(1.2)

» B es cualquier ntiimero real positivo que depende de la condicién inicial N(0),

= A es el valor del crecimiento méaximo de la poblacién,

» K es la tasa de crecimiento intrinseco.

La grafica que representa el modelo logistico esta representada por la siguiente figura:




1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 t
50 100 150 200

FigurA 1.1: Curva del modelo logistico con A=100, B=40, K=0.05

1.1.1. Analisis de la curva del modelo logistico.

1. Etapa: Cdlculo de los puntos de equilibrio[21] de la ecuacion logistica. Se trata
de encontrar todas las soluciones cuya derivada es igual a cero. Por lo tanto
se tiene que:

N'(t) = KN(t) {1 — @1 =0

o bien:

Entonces los dos tinicos puntos de equilibrio de la ecuacion logistica son
N(t)=0y N(t) = A.

2. Etapa: Estudio del crecimiento de las soluciones. En este caso, los dos pun-
tos de equilibrio de la ecuacion logistica dividen el plano en tres regiones:
Ry (valores de N(t) por encima de A, en cuyo caso se dice que la situacion es
de sobre poblacién), Ry (para tamafios poblacionales N(t) entre 0 y A, que es
el caso bioldgico estdndar), R3 ( para tamanos poblacionales N(¢) < 0 ) donde
la ecuacién carece de sentido bioldgico.

Dada la ecuacion (1.1), el interior de la regién R5 la derivada no puede cambiar

de signo, dado que 0 < N(t) < A, entonces se tiene que, [1 — %] >0y

KN(t) [1 - %} > 0, lo cual N(¢) ha de ser creciente en Rs.

3. Etapa: Estudio de la concavidad de las soluciones. La informacién la propor-
ciona en este caso la derivada de segundo orden de N(t) . Para la ecuacion
logistica se obtiene la siguiente expresién de N”(t):




N (1) = [KN(t) (1 - %t))} — KN'(1) (1 - %) +EN() <— Nf))

= KN'(t) (1 - 2%) = K*N(t) (1 — %) (1 — 2@) =0

que tnicamente se anula cuando N(¢) = 0, N(t) = A, o bien N(t) = 4. Las

dos primeras opciones no conducen a candidatos a punto de inflexion, pues no

son mas que los puntos de equilibrio del modelo. Por tanto, de existir algin
A

punto de inflexién éste habria de ser N(t) = %.

Por otra parte, para estudiar el signo de N”(t) en Ry y poder concluir de
ese modo si N(t) = % es 0 no un punto de inflexiéon, basta con elegir un punto
cualquiera entre 0 y é (por ejemplo, N(t) = %), otro entre é y A (por ejemplo,
N(t) = 22), evaluar N”(t) en ambos puntos y verificar si se produce o no un
cambio de signo. Caso de producirse, podriamos ya asegurar que en é hay en

efecto un punto de inflexion y se tiene que:

Al 1 2\ 3K2A A
N” = KZ_ 1 —_— = 1 —_ = = 1 N — —
(®) 1 < 4> < 4) 3 o0 s NO=7

3A 3 6 3K2A 3A
" _ 2 _ = = — y —_
N'(t)=K (1 ) (1 4) 5 < 0 si N(t) 1

luego en el nivel N(¢ 4 la solucién pasa de ser convexa (N”(t) > 0) a

) =
ser céncava (N”(t) < 0), por lo que 4 es un punto de inflexién.
1.1.2. Obtencién del modelo logistico.

La ecuacién diferencial logistica viene dada por la siguiente expresion:

T~ weve (1-22),

dado que N(t) (1 — %) # 0 y usando el método de separacién de variables[19], se
tiene que:
1 dN(t
®) =K, (1.3)
N (1-22)




integrando ambos lados de la ecuacién (1.3) con respecto a t, se tiene
(1.4)

1 AN (t
[
N1 - =)

realizando un cambio de variable para la integral del lado izquierdo de la ecuacién

(1.4), se tiene que:
W = N(t),
aw = wdt,
dt

sustituyendo los valores W y dW en la integral, se obtiene
aw

[ [ 1)
W(l—-%)

Para resolver la integral del lado izquierdo se utilizé el método de fracciones parciales|25]

obteniendo asi:
1 P Q %74

= — 4+ —_ Pl1l—-— =1

L8 n(i-%) awn

W
W(l--7)
para que dos polinomios del mismo grado sean iguales deben de tener todos sus
coeficientes iguales, por lo cual para el polinomio de W se tiene que
P
0

= s

P
(Q—Z)W+P:1:>P:1 (Q_Z)
=P=1 y Q:%

sustituyendo el valor de P y @ la integral toma la siguiente forma y resolviendo se

1
A

tiene que:
( : )
> = e y) = [ |
- -\t —
la solucion para la primer integral es
aw
W == ln(W) + Ol,
para la segunda integral se tiene que
1
/1fwﬂv (1.6)
A
haciendo un cambio de variable se obtiene que
w 1
U=1-— dU = ——dW,
A’ A




se sustituyen los valores de U y dU en la integral (1.6) y resolviendo, se tiene que:

au
U

dado que U =1 — %, entonces la solucién es:

= —IH(U) +CQ,

A—
(U)+C, = —ln( AW>+02
= —In(A—W)+In(A) + C,
= —ID(A—W)+03,

donde C, Cy y C3 = In(A) + C5 son constantes de integracion.

Entonces se tiene la solucion de las integrales:

1
/%+/ A_gw = In(W)—1In(A—W)+C,

-
w
== IH<A_W)+C4,

donde Cy = C; + Cj, constante de integracion.

La solucién de la integral del lado derecho de la ecuacién (1.5) es:

/Kdt = Kt + Cj,

(1.7)

(1.8)

(1.9)

donde Cj es una constante de integracion, ya obteniendo las soluciones (1.8) y (1.9),

se llega a la solucion para la ecuacion diferencial logistica, que esta dada por:

W
hl(A—W) —Kt"—C?,

donde C7 = Cy + Cg, es una constante de integracion.

(1.10)

Aplicando la funcién exponencial de ambos lados de la ecuacién (1.10) se obtie-

ne:

N
= Cge,
A-N " °
donde Cg = €7, es una constante de integracién y ahora despejando W se tiene que:
A
W=—F——,
Geert T1
haciendo B = cig se tiene:
A
W=———-:
1+ Be Kt
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dado que W = N(t), entonces se tiene la solucién de la ecuacién logistica como:

A
N = e

1.2. Modelo de von Bertalanffy.

El crecimiento individual de muchos organismos, ya sea en longitud o en peso,
como la longitud de un pez, crustaceo o molusco, se esbozan graficamente en funcién
de la edad y en la mayoria de los casos se obtiene una curva cuya pendiente dismi-
nuye continuamente después de cierta edad, aproximandose a una asintota maxima.
Una ecuaciéon que se ajusta a este comportamiento es la propuesta por von Berta-

lanffy, cuya ecuacion es:
L(t) = A(1 — e”FU=0)), (1.11)

donde:

L(t) es la longitud del individuo al tiempo t,

A es longitud maxima del individuo (asintota méaxima),

K es el parametro de curvatura que expresa qué tan rapido la longitud alcanzan
su valor maximo.

= { es el tiempo,

=ty es el valor tedrico del tiempo en el cual la longitud es cero.
Este modelo tiene como suposiciones fundamentales:

1. El organismo crece isométricamente.

2. La tasa de crecimiento de un individuo no esta influida por tamano de la
poblacién.

1.2.1. Obtencion del modelo de von Bertalanfty.

von Bertalanffy dedujo la ecuacién basandose en hipdtesis fisiologicas. Consi-
der6 que el crecimiento en volumen en el tiempo ¢ es el resultado de la diferencia
entre factores de superficie de resorcion y el volumen del organismo. Esta relacion
expresada matemadaticamente es:
dv(t)

= = hS(t) — KV (1), (1.12)

donde:

= h es el coeficiente anabdlico,




= S(t) es la superficie de resorcién del animal en el tiempo ¢,
= k es el coeficiente catabdlico,

= V(%) es el volumen o peso del animal al tiempo ¢.

. : . : av(t
Esta expresion establece que el incremento en volumen por unidad de tiempo, %,

es igual al peso sintetizado por unidad de tiempo de manera proporcional a la su-
perficie de absorcién del individuo, menos la destruccién del mismo, en proporcion
con el volumen del animal.

Para postular su modelo, von Bertalanffy se basé en los argumentos de Piiter (1920),
quien establece que, en un organismo que crece isométricamente, la tasa de anabo-
lismo es proporcional a la potencia % del peso, en tanto que la tasa de catabolismo lo
es al peso mismo. De acuerdo con lo anterior von Bertalanffy supuso que el area de
la superficie involucrada con el anabolismo era proporcional a una dimension lineal
al cuadrado, y que el volumen relacionado con el proceso catabédlico era proporcional
a la misma dimension lineal, pero elevada al cubo.

De esta manera, si L es la longitud del animal, entonces:
S(t) = pL(t)* (1.13)

V(t) = qL(t)?, (1.14)

v ()

o> en términos de la

con p y q constantes mayores que cero. La tasa de cambio
longitud queda entonces como:

dv (t)

— = hpL(t)* — kqL(t)?, (1.15)

despejando L de la ecuacion (1.14) y sustituyendo en la ecuacién (1.13) se tiene que

y sea r = &, entonces:
q3

valor que se sustituye en la ecuacién diferencial (1.12) dado que el crecimiento es
isométrico, para arribar a los argumentos de Piiter:

dv(t) B 2




Ahora bien, como se desea expresar la ecuacion de von Bertalanffy en funcién de la
longitud L, derivamos la ecuacién (1.14) con respecto a la variable L se obtiene:

V(t) = V(L(t)) = qL*(t)

AV dL
& 3gL2 ()= 11
o = 3 ()dt (1.16)

si se igualan las ecuaciones (1.15) y (1.16) resulta:

dL(t) hp k
— = — — =Lt
dt 3¢ 3 ®)
si se denominan las constantes como H = g—g, K= § y A= %, se tiene que:
dL(t H
L =H—-KL(t) = K(—= — L(t)) = K(A— L(t)) (1.17)
dt K
L(0) = Ly

1.2.2. Analisis de la curva del modelo de von Bertalanffy.

1. Etapa: Cdlculo de los puntos de equilibrio de la ecuacion de Bertalanffy . Se
trata de encontrar todas las soluciones cuya derivada es igual a cero. Por lo
tanto, ha de ser

L't)=K(A-L(#)=0
= L(t) = A,

Por lo tanto el tnico punto de equilibrio de la ecuacién de Bertalanffy es
L(t) = A.

2. Etapa: FEstudio del crecimiento de las soluciones. En este caso, el punto de
equilibrio de la ecuaciéon de Bertalanffy dividen el plano en dos regiones: Ry,
para valores de L(t) por encima de A, en cuyo caso se dice que la situacion es
de valores de longitud mayores al maximo; Ry, para valores de longitud L()
menores que A, que es el caso bioldgico estandar.

Analizando la ecuacién (1.17), se aprecia que en el interior de la regién Ry la
derivada no puede cambiar de signo, ya que si 0 < L(t) < A entonces se tiene
que K[A — L(t)] > 0, lo cual implica que L(t) es creciente en Rs.

3. Etapa: Estudio de la concavidad de las soluciones. La informacion la propor-
ciona la derivada de segundo orden de L(t). Para la ecuacién de Bertalanffy
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se obtiene la siguiente expresion de L”(t):

L'(t)=K(A- L) =-KL'(t)= -K*(A-L(t)) =0
= L(t) = A,

que tnicamente se anula cuando L(t) = A, este valor no es candidato a punto
de inflexion, dado que no es mas que un punto de equilibrio del modelo, por
tanto no existe punto de inflexion.

Por otra parte, para estudiar el signo de L”(t) en R? y poder concluir la con-

cavidad de L(t), se toma un valor por ejemplo L(t) = 4 entonces

L"(t) = ’@2‘4 < 0, por lo tanto la funcién L(t) es concava.

La ecuacién diferencial de Bertalanfty viene dada por la siguiente expresion:

dL(t)
dt
dado que (A — L(t)) # 0 y usando el método de separacion de variables[19], se tiene
que:

— K(A— L(t))

1 dL(t)
(A—L(t) dt

integrando ambos lados de la ecuacién (1.18) con respecto a t, se tiene:

1 dL(t)
/(A_L(t)) - dt:/Kdt, (1.19)

realizando un cambio de variable para la integral del lado izquierdo de la ecuacién
(1.19), se tiene que:

= K, (1.18)

W= L),
aw = O g
dt

sustituyendo los valores W y dW en la integral, se obtiene:

[ [k (0

Para encontrar la solucién de la integral del lado izquierdo de la ecuacién (1.20), se
realiza un cambio de variable:

U=A-W, dU = —dW,
sustituyendo los valores de U, dU y resolviendo la integral se obtiene:

au
U

— —In(U)+ G (1.21)
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dado que U = A — W se tiene que:

— @ = —111(U)+Cl

U
= —n(A—W)+0. (1.22)

La solucién de la integral del lado derecho de la ecuacién (1.19) es:

/Kdt — Kt +C, (1.23)

donde C} y Cs son contantes de integracién.

Ya obteniendo las soluciones (1.22) y (1.23), se llega a la solucién de la ecuacién
diferencial de Bertalanffy, que esta dada por:

In(A— W) = —Kt + Cs, (1.24)

donde C5 = C + (Y, es la constante de integracion.

Aplicando la funcién exponencial de ambos lados de la ecuacién (1.24), se obtie-
ne:

A=W = Cpe™™

donde Oy = €%, es la constante de integracién, ahora despejando W, se obtiene:

W=A-Cpe ™, (1.25)

como se tiene que W = L(t), entonces se tiene que:

L(t)= A~ Cjpe ™ (1.26)

aplicando la condicién inicial:

L(O):A—C4:L0:>C4:LO—A7

y sustituyendo el valor de Cy en la ecuacién (1.26) queda:

L(t)=A— (Ly— A)e ™, (1.27)

dado que se tiene el tiempo hipotético t; cuando el crecimiento en longitud es
L(to) = 0 y sustituyendo  (1.27) se tiene que:

L(tg) = A— (Lo — A)e K =0,

ahora despejando Lyg:

Ly = A+ Aefto,
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y sustituyendo Ly en la ecuacién(1.27) se tiene que:

L(t) = A — (A+ Aefto — A)e Kt
= A — Ae~ K0

finalmente se llega al modelo propuesto por von Bertalanffy:

L(t) = A(l — e K-t (1.28)

La curva que representa el modelo de von Bertalanffy esta representada en la si-
guiente figura:

120
100}

8ol

g

-2 2 4 6 8 10

FiGURA 1.2: La curva del modelo de von Bertalanffy con A = 100, K = 0.3, tg = —1

El parametro A = % es el valor del crecimiento maximo que depende de los

coeficientes de anabolismo y catabolismo, K = % que representa una tercera parte
del coeficiente de catabolismo y a la vez representa la rapidez con que el crecimiento
en longitud alcanza su maximo valor y ¢y representa un tiempo hipotético donde
L(to) = 0y carece de significado biol6gico.

1.2.3. Modelo de Brody, (como caso particular del modelo
de von Bertalanffy).

La ecuacion diferencial de Brody considera que la velocidad de crecimiento en
peso es proporcional al crecimiento que falta para llegar al peso maximo, se tiene:

P'(t) = K(A— P(t)), (1.29)
e integrando, se obtiene el modelo de Brody:

P(t) = A(1 — Be ),
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donde:

» P(t) representa el peso del animal al tiempo t.

A representa el peso maximo cuando ¢ tiende al infinito.

B es un parametro de ajuste cuando t = 0 y representa una proporcion del
peso maximo.

K es el indice de madurez que da la rapidez de crecimiento hacia el valor
del peso maximo, esto significa que cuanto mas grande es el valor de K este
representa un crecimiento explosivo y entre mas pequeno sea el valor de K
representa un crecimiento retardado.

La curva que representa el modelo de Brody se muestra en el siguiente grafico:

101

S S S R S R

Ficura 1.3: Curva de Brody con A=10, B=0.5, K=0.09

El anélisis cualitativo y la obtenciéon del modelo Brody se realiza de manera similar
que el modelo de Bertalanfty.

1.3. Modelo de Gompertz.

La ecuacién diferencial de Gompertz viene dada por la siguiente expresion:

AN (t) A
— - = KN(f)n (W) , (1.30)

que incluye los mismos parametros bioldgicos que el modelo logistico, la tasa intrinse-
ca de crecimiento K y A como el crecimiento maximo. La tasa de crecimiento del
modelo, definida como:

Tasa de crecimiento = K In (

x0):
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es, por tanto, de orden logaritmico. La ecuacién diferencial de Gompertz puede re-
solverse explicitamente y sus soluciones son:

N(t) = Ae P ™,
donde:

= N(t) es el tamanio de la poblacién al tiempo ¢,

= A es el valor del maximo crecimiento y ademés determina un punto de inflexién

en 4,
e

= B numero positivo que desplaza el modelo a la izquierda o derecha,

» K establece la tasa intrinseca de crecimiento.

La curva que representa el modelo de Gompertz esta representada por la siguiente
figura:

F1GURA 1.4: La curva de Gompertz con A = 10, B = 3, K=0.05

1.3.1. Analisis de la curva del modelo de Gompertz.

Se realiza un analisis cualitativo de las soluciones de la ecuacién de Gompertz
haciendo uso de la ecuacién diferencial (1.30). Se supone que K > 0 (en caso con-
trario los razonamientos son completamente analogos a los que a continuacién se
exponen) y procede de la siguiente manera:

1. Etapa: Calculo de los puntos de equilibrio de la ecuacion de Gompertz. Basta
con resolver la ecuacion:
dN ()

— = = KN (

x0)
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Procediendo con ligereza se afirmaria que los dos tnicos puntos de equilibrio
de la ecuacién de Gompertz son N(t) = 0y N(t) = A. Sin embargo, para
poder afirmar que N(t) = 0 lo es, se hace imprescindible un andlisis algo més

sutil. La razon estriba en el hecho de que la funcién f(N(t)) = N(¢)In (ﬁ)

no estd definida en N(t) = 0, pues el cocienteﬁ genera una indeterminacion.

Usando la regla de L’Hopital[25], segin la cual f(N(t)), puede escribirse como
un cociente de la siguiente forma:

FIN() = N(#)In (%) o () w) ~In(N (1)

1
N() N()

aplicando la regla de L’Hopital se tiene que:

In(A) — In(N ()Y =L
lim f(N(t)) = lim (In(A) 11"1( )V W _
M=o N(#)=0 (x@)' N(©)=0 Fry2

en consecuencia, la cantidad f(0) que parecia una indeterminacién resulta no
serlo ya que en cero se comporta igual que lo hace N(t) , es decir, f(0) = 0.

. Etapa: Estudio del crecimiento de las soluciones. Como en el caso de la ecua-
cién logistica, los dos puntos de equilibrio (N(t) = 0y N(t) = A) dividen el
plano cartesiano en tres regiones: R;, para valores de tamanos poblacionales
N(t) por encima de A; Ry, para tamanos poblacionales N(t) entre 0 y A; R,
para valores negativos de N (t) que carece de significado biolégico.

Haciendo anélisis de ecuacién diferencial (1.30), en el interior de la regiéon R,
la derivada no puede cambiar de signo, si 0 < N(t) < A, entonces se tiene que

ﬁ > 1, por lo tanto In (ﬁ) >0y KN(t)In (ﬁ) > 0, lo que implica que

N(t) debe ser creciente en Ry .

. Etapa: FEstudio de la concavidad de las soluciones. Para conocer la concavidad
del modelo de Gompertz se hace uso del criterio de la segunda derivaba de
N"(t):

N"(t) = {KN(t) In (%)}/ = KN'(t)In (%) +KN () ((In(A)) —(In(N(¢))))

— KN'(t)In (ﬁ) ~KN() <]]\\7f<<tt))> — KN'(t) (m (ﬁ) - 1)
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o) (i) )

esta expresion se anula cuando N(t) =0, N(t) = A o bien N(¢) = 4, donde
e es el numero de Euler. Las dos primeras opciones no conducen a candidatos

a puntos de inflexion, pues son los puntos de equilibrio del modelo. Por tanto,

de existir algin nivel de inflexién éste habria de ser N(t) = é . Para estudiar
el signo de N(t) en la regién R, y poder concluir de ese modo si N(t) = 4

e

es 0 no un punto de inflexion, basta con elegir un punto cualquiera entre 0 y
é (por ejemplo, N(t) = éie) y otro entre é y A, (por ejemplo, N(t) = %) y

evaluar N(t) en ambos puntos para verificar si se produce o no un cambio de
signo. Caso de producirse, podria asegurarse que en 4 es un punto de inflexién.

e

Se realiza el andlisis y se tiene que:

N'(t) = K* 20 n(2e) (In(2e) — 1) > 0 N0 =5
N'(1) = K*2 n(2)(1n(2) ~ 1) < 0 N -3

dado que hay un cambio de signo en la segunda derivada, en el punto N(t) = é

la solucién pasa de ser céncava (N”(t) > 0) a ser convexa (N”(t) < 0).

1.3.2. Obtencién del modelo de Gompertz.

La ecuacién diferencial de Gompertz viene dada por la siguiente expresion:

dN(t) A
— = KN(t)In (m) :

para encontrar la solucién analitica de la ecuacion diferencial se procede a utilizar
el método de separacion de variables[19], dado que N (¢)In <ﬁ> # 0 se tiene que:

1 dN (%)
N(t)In (i> dt

- K, (1.31)
N(t)

integrando ambos lados de la ecuacién (1.31) con respecto a ¢, se tiene:

1 dN(t) ,
/N(t)ln(i> di dt—/Kdt, (1.32)

N{)

realizando un cambio de variable para la integral del lado izquierdo de la ecuacién
(1.32), se tiene que:
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sustituyendo los valores W y dW en la integral, se obtiene:

/ Win( / Kdt. (1.33)

Usando el método de cambio de Varlable[25 en la integral de la izquierda de la
ecuacién (1.33), se obtiene que:

A 1
U=In(-— AU = ——dW,
(i) Law

ahora sustituyendo el valor de U y dU en la integral izquierda de (1.33) y resolviendo
se obtiene:

dU
— FZ_IH(U)—i_Cla

se tiene C] como constante de integracién y ahora sustituyendo lo que vale U en la
solucién anterior se tiene que:

felpel@)ee o

La solucién de la integral del lado derecho de la ecuacién (1.32) es

/Kdt = Kt + Oy, (1.35)

con Cy como constante de integracién, ya obteniendo las soluciones (1.34) y (1.35),
se llega a la solucion para la ecuacion diferencial de Gompertz, que esta dada por:

(1 () - s w0

donde C5 = C} + (s, es la constante de integracién y ahora aplicando la funcion
exponencial de ambos lados de la ecuacién (1.36) se obtiene:

In (%) = Cye I, (1.37)

17



con Cy = e como constante de integracién, ahora aplicando de nuevo la funcién
exponencial de ambos lados de la ecuacién (1.37), se tiene que:

A C467Kt

W =€ s (138)
si B = C} se tiene:

A _Kt

W — eBe K 7

despejando a W se obtiene la solucién de la ecuacion diferencial de Gompertz (1.30)
que es conocida como modelo de Gompertz :

W = Ae B ™
dado que W = N(t) entonces se obtiene:

N(t) = Ae B ™",

1.4. Modelo de Richards.

La modelo de crecimiento propuesto por Richards, contiene cuatro parametros
y estd representado por la siguiente funcion:

y(t) = A(l £ Be ¥t)=m, (1.39)

donde:

» y(t) es el crecimiento del organismo al tiempo ¢,
= A es el crecimiento maximo asintético esto es cuando t tiende al infinito,

= K es el parametro de curvatura que expresa qué tan rapido alcanza el creci-
miento maximo,

= B un pardametro de ajuste que depende de la condicién inicial en t = 0,
= M parametro de alometria.

donde el signo positivo se emplea cuando M > 0 y el negativo cuando 0 < M < 1.
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La curva que representa el modelo de Richards esta representada en el siguiente
grafico:

10

t

FiGURA 1.5: Curva de Richards con A=10, B=8, K=0.25, M=1.2

1.4.1. Obtenciéon del modelo de Richards.

Si se tiene la ecuacion diferencial de primer grado de tipo Bernoulli[12], que defi-
ne que la velocidad de crecimiento es proporcional a la diferencia entre y(t)M y y(t),
y la expresion es la siguiente:

y'(t) = sy(t)" — hy(t) (1.40)

donde y(t) es el tamano del organismo al tiempo ¢. Para valores de 0 < M < 1
implica que s, h > 0 y para valores de M > 1 implica s, h < 0 siendo constantes que
estan relacionadas con el crecimiento maximo.

Para el calculo de los puntos de equilibrio de la ecuacién (1.40), se resuelve igualando
la primer derivada a cero:

y'(t) = sy) — hy(t) = 0
= y(t)" (s — hy(t)"") =0

se obtienen los dos tinicos puntos de equilibrio que son para y(t) = 0y y(t) = (%)ﬁ

Se procede a resolver la ecuacion diferencial multiplicando ambos lados de la ecua-
cién (1.40) por y(t)~™ obteniendo asf:

y(®)y(t)™ =5 —hy(t) (1.41)
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haciendo u(t) = y(t)*~™ y derivando se tiene:

du(t) _ dy(t)"™™ _ (1 — M)y(t)™My(t),

dt dt
ahora sustituyendo lo anterior en (1.41) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial:
1 du(t)
=5 — hu(t 1.42
S = s () (1.42)

aplicando el método de separacion de variables e integrando ambos lados de la ecua-
cién (1.42) con respecto a t se tiene que:

/ — flm(t) d‘;f)dt - /(1 _ M)dt, (1.43)

realizando un cambio de variable para la integral del lado izquierdo de la ecuacién
(1.43), se tiene que:

w = u(t),
dw = 1) 4y
dt

sustituyendo los valores w y dw en la integral, se obtiene:

/ - ii“;m - /(1 — M)dt, (1.44)

realizando un cambio de variable para la integral de la izquierda de la ecuacién
(1.44), se obtiene que:

z=5— hw, dz = —hdt,

sustituyendo los valores z y dz en la integral de la izquierda de la ecuacién (1.44),
y resolviendo se obtiene:

1 dz 1

- =" In(2) + ¢4, (1.45)

con ¢; como una constante de integracion, dado que z = s — hw entonces la solucién
de la integral del lado izquierdo de la ecuacion (1.44) queda como:

dw 1
/ P In(s — hw) + ¢;. (1.46)

La solucién de la integral del lado derecho de la ecuacién (1.44) es:
/(1—M)dt:(1—M)t+02, (1.47)

donde ¢, es una constante de integracién, ya obteniendo las soluciones (1.46) y
(1.47), se llega a la solucién para la ecuacion diferencial (1.40), que esta dada por:

In(s — hw) = —h(1 — M)t + c3, (1.48)
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con c3 = ¢1 + ¢9, como constante de integraciéon, aplicando la funcién exponencial
de ambos lados de la ecuacién (1.48) se obtiene:
s — hw = ¢ge M= (1.49)

donde ¢y = €%, ahora haciendo que h(1 — M) = K, se tiene que:
s — hw = cge X, (1.50)
factorizando s del lado izquierdo de la ecuacién (1.50), se obtiene:

h h Cy
s—hw=cie X = 5(1 — —w) = cpe™™ = e Kt
s

haciendo que ¢ = B se obtiene que:

h
1 — —w = Be X,
S

ahora despejando a w se obtiene:

w= %(1 — Be Ky,

dado que se tiene que w = u(t) se tiene que:

S

u(t) = 7(1 = Be k),

como u(t) = y(t)" My u(t) = 2(1— Be *") se igualan ambas ecuaciones obteniendo
una solucion explicita para y(t):
S S 1

YO = (1= Be k) = y(t) = (3)= (1 - Be ke,

se tiene el modelo de Richards:
y(t) = A(L £ Be "),

de donde, el valor del crecimiento maximo A = (%)ﬁ esta determinado por el va-
lor de tres parametros que son s, h, M. Debe notarse que si el s = h es crecimiento
maximo esta limitado a un valor de uno, y si s < h el valor del crecimiento maximo
puede tomar un valor en el intervalo 0 < A < 1 y si s > h el crecimiento maximo
toma valores A > 0 que es el caso mas logico desde el punto de vista de los bidlogos
estos fenémenos se pueden observar en los siguientes gréficos.
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El valor de la velocidad de crecimiento K = h(1 — M) hacia el valor maximo
esta determinado por h y M, nétese que cuando M es cercano a el valor de uno, la
velocidad de crecimiento para alcanzar en valor maximo es menor y que conforme M
tome un valor cercano cero dicha velocidad va en aumento. El parametro de ajuste
B = % esta determinado por los valores C} y s.

Suponiendo que 0<M<1, B> 0, Cy >0y s,h > 0, se tiene el andlisis del compor-
tamiento del crecimiento dado por el modelo de Richards que esta representado por
la ecuacién (1.39):

= Si s = h, esto hace que el modelo tome la forma de la curva muy similar al
modelo de Bertalanffy y Brody, limitando al valor de crecimiento maximo lo
cudl sélo llega a tomar el valor de uno, lo que se puede ver la figura (1.6):

y
12r

101
08|

06F

0.4

02t

0.0 L L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L | t
0 5 10 15 20

FiquraA 1.6: Curva que representa y como funcién de ¢, para valores fijos de los pardmetros
s=h=1M =0.5y C1=0.01 ,(A=1, B=1.01, K =0.5).

22



= Sis < h, esto hace que el crecimiento maximo esté entre 0 < A < 1 dependien-
do de los valores de s, h y en tal caso el modelo toma la forma de la curva muy
similar al modelo de Bertalanffy y Brody. Esto se puede ver la figura (1.7):

y
12 r

101

0.8

06}

04

02t

00 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L | t
0 5 10 15 20

Fiqura 1.7: Curva que representa a y como funcién de ¢, para valores fijos de los parame-
tros s=1,h=15 M =05y C; =0.01. (A=0.444, B=1.01, K =0.75).

= Si s > h, esto hace que el crecimiento maximo sea A > 0 y dependiendo de
los valores de s, h, la curva del modelo es similar al modelo de Bertalanfty y
Brody. Esto se puede ver la figura (1.8):

y
12

100

0 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L | t
0 10 20 30 40 50

Figura 1.8: Curva que representa a y como funcién de ¢, para valores fijos de los parame-
tros s=1,h=03, M =05y C; =0.01, (A=11.11, B=1.01, K =0.15).
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1.5. Modelo de Monod

1.5.1. La curva de crecimiento de un organismo.

Esta curva se plante6 para representar el comportamiento del crecimiento de mi-
croorganismos a través del tiempo. Con base en ella, se determina cuando se produce
la mayor cantidad de biomasa o de metabolitos (primarios o secundarios).

La figura siguiente muestra las diferentes fases de crecimiento de un microorganismol[17].

Concentracion
600 | y 3 3
- Jlr '\ -
[ / N 1-Fase de latencia
500 F Fi o
L Vi %,
r Y
- H-f ‘.\
200 F =
r ; 4 2-Fase exponencial
soof 2
& A
L d P "
200 F / 3-Fase estacionaria
F /
oo ,//
T 4-Fase enddgena
. i . L p—
2 4 ] 2

FicUura 1.9: Curva que describe el crecimiento de un microorganismo.

= Fase de latencia: Esta fase coincide con el periodo de adaptacion de los
microorganismos a las nuevas condiciones nutricionales y ambientales. Se pre-
senta inmediatamente después de la inoculacién y su duracion depende del
estado fisiologico de la célula inoculada y de las condiciones ambientales. Si el
microorganismo se encuentra en su fase exponencial antes de la inoculacién,
la fase latencia es muy pequena o puede no presentarse. Durante este periodo,
el aumento de células se lleva a cabo a una razén pequena, pues el microor-
ganismo utiliza la energia disponible con el fin de sintetizar las enzimas que
requiere para su desarrollo en el nuevo medio.

» Fase exponencial: En esta fase las células se multiplican a la maxima veloci-
dad y su crecimiento puede ser cuantificado con base en el ntimero de células
que se producen por unidad de tiempo (para levaduras o bacterias) o por el
aumento en la biomasa por unidad de tiempo. La velocidad de crecimiento
durante este periodo permanece constante y es independiente de la concentra-
cion del sustrato, siempre y cuando éste se encuentre en exceso.
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La fase exponencial termina si se produce alguna de estas tres situaciones:
1)Los nutrientes se agotan,
2)Las condiciones ambientales indispensables para la célula se modifican,

3)Cuando la célula produce metabolitos téxicos o que inhiben su reproduccion.

» Fase estacionaria: En esta fase la velocidad de crecimiento (reproduccion)
del microorganismo es igual a la velocidad de deceso y esto implica un equili-
brio celular. La importancia de esta fase varia con el tipo de fermentacion. Si
el objetivo final de la fermentacion es la produccion del etanol, no es necesario
continuar el proceso cuando se alcanza la fase estacionaria, ya que una vez que
obtiene la maxima concentracién de las células, la produccién de etanol dismi-
nuye. Por lo contrario, en la produccién de antibiéticos, la mayor acumulacién
de estas sustancias se presenta durante la fase estacionaria.

= Fase enddgena: Se inicia cuando los nutrientes que estan en el medio de
cultivo no son suficientes para que el microorganismo pueda reproducirse. Otro
de los motivos por los cuales empieza esta etapa es la produccién de sustancias
téxicas que impiden la multiplicacion de las células.

1.5.2. Ecuaciéon de Monod

La dinamica del crecimiento celular para biomasa y decrecimiento del sustrato
durante el cultivo en lote es descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales[16]:
la primera especifica que la velocidad de crecimiento de biomasa es directamente
proporcional a la cantidad de biomasa existente, y la segunda que la velocidad de
consumo del sustrato es inversamente proporcional a la cantidad de biomasa exis-
tente, y asi se tiene que:

[ S = ()X (1)
astt) _ 1 dX (1.51)
dt Y dt
X(0) = Xo,S(0) = Sy,

donde:

(t) es la cantidad de células o biomasa al tiempo ¢, su unidad de medida es

Y

n
~[3 >

=

(S) es la velocidad especifica de crecimiento en S, su unidad de medida es

‘Q

Y

|
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= { es tiempo,

= Y es la constante de rendimiento del sustrato limitante, se define como,
Cantidad de biomasa producida
Cantidad de sustrato consumido’

= X(0) y S(0) condiciones iniciales de biomasa y sustrato respectivamente.

El crecimiento de los microorganismos durante un cultivo en lote puede ser cuanti-
ficado gracias a los estudios realizados por Jaques Monod en 1950. La ecuacién de
Monod, que se conoce también como el modelo de crecimiento celular, describe la
relacién entre la velocidad especifica de crecimiento (u(S)) y la concentracién del
nutriente limitante (S) en un cultivo microbiano, y se representa por la siguiente
expresiéon matematica:

S

—_— 1.52
Ks‘i‘S, (5)

,U(S ) = MUmaz -
donde fiye: v K se definen en la seccién 1.5.3.

La grafica de p como funcién del sustrato aparece en la Figura (1.10):
Velocidad u

0.E |

dmax

(8

04t

02

; ] : ; Concentracion 5
- 10 0 30 40
I,

F1GURrA 1.10: El efecto de la concentracién sustrato (.5) sobre la velocidad de crecimiento
(1) con ez = 0.9y Kg = 6.

Con base en la ecuacion de Monod y la forma de la grafica anterior, se puede
observar que:

= Sila concentracion de sustrato limitante (S) es cero, la velocidad especifica de
crecimiento((0)) también lo es.

» Cuando S es muy grande, la velocidad especifica de crecimiento u(S) tiende a
la velocidad maxima f,q,-
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» La velocidad especifica de crecimiento p(.S) depende de S, iniciando con S
pequeiio crece rdpidamente hasta que S = K, donde toma el valor de #ze y
sigue creciendo a un ritmo cada vez menor a fi,q;-

1.5.3. Términos de la ecuacién de Monod.

» Cantidad de sustrato (S): Es la cantidad de sustrato (gramos/litro), que
en un cultivo en lote disminuye conforme pasa el tiempo, y esto va a restringir
el crecimiento de los microorganismos.

» La velocidad especifica de crecimiento(x(S)): Es la velocidad de aumento

de la concentracién celular por unidad de tiempo y se expresa en #

» La mdixima velocidad especifica de crecimiento (p,,..): Es la velocidad
maxima de multiplicacién que puede alcanzar el microorganismo, en las con-
diciones en las que esta creciendo.

» La constante especifica de cada sustrato(K):Es la constante de utiliza-
cién del sustrato limitante y representa la afinidad de los organismos por ese
sustrato. La constante K es la concentracién del sustrato a la que se producen
microorganismos con una velocidad igual a la mitad de la velocidad especifica
de crecimiento maximo. Si el organismo tiene gran afinidad por el sustrato
limitante, el valor de K sera mayor.

1.5.4. El cultivo en lote

El cultivo en lote (o por lotes)[17] es un sistema cerrado, porque, después de
iniciado el proceso al mezclar los nutrientes y el microorganismo, solo se adiciona
oxigeno y bases o acidos para el control del pH.

La fermentacién se lleva a cabo en un periodo definido de tiempo, durante el cual
la composicion del medio de cultivo varia, la concentracion de biomasa y la de me-
tabolitos.

Para realizar exitosamente una fermentacion en el lote, es necesario conocer la curva
de crecimiento del microorganismos y, al saber el comportamiento de su crecimiento,
se pueden manipular las condiciones de manera que se obtenga el producto deseado
bajo las condiciones de mayor producciéon de células.
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1.5.5. Estimacién de los parametros cinéticos de la ecuacién
de Monod.

Los valores de los parametros fi,q. v K son obtenidos a partir de las siguientes
relaciones lineales, donde tenemos que L en funcién de % Se toman los inversos de
ambos miembros de la ecuacién de Monod, y se tiene que:

1 K, 1 1

_+ ,
w(S)  fmaz S fmas

se observa que la ecuacion anterior tiene la forma de la ecuacion de una linea recta
(y = mx + b). Obteniendo la ecuacién de Lineweaver-Burk[5] con:

K, 1
m = s b= )
Mmaz Hmaz

lo cual requiere conocer ﬁ y % para poder hacer la estimacién de la pendiente

m y la ordenada al origen b, haciendo uso de la metodologia de regresién lineal y
realizado esto conocer los pardmetros fiye: v K.

La grafica que modela la ecuacion lineal de Lineweaver-Burk es la siguiente:

wl r
.-"'Fl-l"
.-'"‘-'
15F e
f’f

i f’ : K.

of 1 P pendiente = —
Hmazx s ~

FiGUrRA 1.11: Diagrama de Lineweaver-Burk.

28



1.5.6. Meétodo integral de analisis.

El método integral de analisis del modelo de Monod sirve para obtener las es-
timaciones de los pardmetros .., Ks, donde se sustituye la ecuaciéon de Monod
(1.52) en la primera ecuacion diferencial de (1.51) obteniendo:

dX(t) o Hmaz * S(t) ' X(t)

= 1.
dt K+ S(t) (1.53)
e integrando la segunda ecuacion diferencial en (1.51), se tiene:
§ I 1
ds =——= dX —Sy=—=(X-X
/90 S % . =5-25 Y( 0)
X(t) = Xo+Y(So— S(t)), (1.54)

donde Xy y Sy son la concentracién inicial de biomasa y sustrato, respectivamente.

La ecuacién (1.54) se sustituye en la ecuacién (1.53) obteniendo:

AX  fimaz - S(t) - [Xo + Y (S0 — S(t))]
dat Ky + S(t) ’ (1.55)

y teniendo la ecuacion diferencial anterior se sustituye en la segunda ecuacién dife-
rencial de (1.51):

dS 1 funas - S(t) - [Xo+Y(So — S(1))]

dt Y K, + S(t) ’

aplicando el método de separacién de variables para ecuaciones diferenciales se tiene
que:

(1.56)

° K, + S(t) e [
/s SH)[Xo+Y - (So— S(t))] % /Odt’ (1.57)

0

haciendo uso del método de fracciones parciales para integrales tenemos que el lado
izquierdo de la ecuacién (1.57) queda de la siguiente forma:

K+ S(t) . om as
SHXo+ Y (S — SO~ S " Xo+ Y (S —5(0))
a1 Xo+ a1Y' Sy — a1 Y S(t) + axS(t)
S)[Xo + Y (80— 9)]

(1.58)
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KS + S(t) . al(Xo + YS()) + S(Zf)((lg — a1Y)
SOHXo+Y(So—S1)]  SH[Xo+Y (S —S(1))]

= KS + S(t) = a,l(X() + YSO) + S(t)(az — U,1Y),

como se tiene que dos polinomios del mismo grado son iguales si y solo si sus coefi-
cientes son iguales entonces para el polinomio de S(t) se tiene que:

Ks:al(XO—i—YSO) y ag—alel
= 0] = e ay =1+
17 Xot+Y5o Y 2 peEster

conociendo el valor de los factores a; y ag, los cuales serdn sustituidos en (1.58)
obteniendo las siguientes integrales:

o K, + S(t) is
5o S)[Xo+Y - (So—S(t))]
K S K.Y S 1
= i dsS 1 ° dS (1.59
Xo+YSy Js, S(t) +< +X0+YSO> o Xo+Y - (So—S(t) (1.59)

resolviendo la primer integral del lado derecho se tiene que:

K, 51 K, S(t)
4 = — 25 oe (23
X, + Y5, /g S(1) S =X Tvs, Og( S )

y resolviendo la segunda integral se obtiene:

1
(1+ <) . KotV So=s@) @
| Y (So — S(t)) K, Y (S, — S(1))
“y o8 (H X(1) ) X, + Y5, bg( ST )

se llega finalmente que las integrales que aparecen en(1.57):

Y (S . Y(So—S(t)\ _
Xotvss 10g< sg)) v log (1+ ( O(t)())> — Xoris log (1+ o ())) = — ¥ Hmaz ¢
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agrupando los términos se tiene la solucién:

1 S(t) log(1+a-d)

-1 — = 1.

; 0g< 50> " ¢, (1.60)
donde:
a= Y, b=1+ X, ¢ = Lmas(Xot¥50) vy d=(Sy—S(t))

El anélisis de regresion no lineal ofrece un medio para estimar valores que minimizan
el cuadrado de las diferencias entre las estimaciones y los valores observables experimen-
tales, lo cual permite estimar los pardmetros (fmaz, Ks) de la ecuacién (1.60), teniendo

X;—X .
en cuenta se conoce el valor de Y = Sg — Sfo donde Xy, Sy son concentraciones finales de

biomasa y sustrato respectivamente y Xg,Sg son condiciones iniciales respectivamente .

Dado que la ecuacién (1.60) no se puede despejar a S(t), entonces lo que se hace es
igualar dicha ecuacién a cero para calcular las raices con el método de Newton , obtenien-
do:

log <i€?> +ct —blog(l+ad) =0, (1.61)

para resolver la ecuacion (1.61), se tiene que para cada par de valores fijos de (tmaz, Ks)
y conociendo el valor de Y lo que implica que los pardmetros a, b, ¢ estén fijos, se hace el
uso del método de Newton para poder encontrar las raices S para los valores de t de dicha
ecuacion (1.61), esto es desarrollado en el programa Mathematica que ayud6 a obtener el
par de pardmetros(fimaqz, Ks) con los cuales se minimiza la suma de cuadrados del error
que permite llegar a la curva de consumo de S(t).

1.5.7. Uso del método de Euler para la estimacion de la
soluciones de las ecuaciones de la cinética de Monod.

El método de Euler se usara para encontrar las funciones de consumo de sustrato S(t)
y crecimiento de biomasa X (t), usando los pardmetros que minimizaron la suma de cua-
drados del error del resultado anterior dados por el método integral de analisis.

Dada la ecuacién diferencial de primer orden con condicién inicial:

L — f(t,x)
(1.62)

z(0) = xo,
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el método de Euler consiste en aplicar un algoritmo para calcular de manera aproximada
en valor de la solucién en un intervalo pequeno con comienzo en ty mediante un tamano
de paso. El algoritmo consiste en lo siguiente:

Dado un intervalo [a,b] con a = ty y el tamano del paso que es igual al valor de h se

tiene el niimero de pasos que es igual a N = bfTa, entonces recursivamente, se calcula para

k=1,2,3,...,N:
rp = wp_1 + f(th—1,Tk-1)h,
el valor x se toma como valor de la solucién del problema en el instante ¢t = b.

Supénganse que se tiene un problema de Cauchy asociado a un sistema de n ecuacio-
nes diferenciales de primer orden:

(d
== filt, Ty, 20, .., 2p)
d
=2 = folt,z1, 20, .., 20)
: (1.63)
drn,
T fn(t, T1,T2, .., ﬂfn)
X(tO) - X07
escrito de manera vectorial se tiene que:
dX __
{ G = F(t, X)
X (to) = Xo,
donde:
day
dt fl(t,l'l,l’g,..,lbn) 10
d f2(t,$17$2,..7{1}‘n) 20
x| G F(t,X)= : , X(to) =
% fu(t,z1, 22, .0y Tp) Zno
dt

se quiere saber el valor de la solucién hasta un instante ¢ = t; de las funciones com-
ponentes de la solucién del problema (1.63) con condiciones iniciales X (tg) = Xo. Para la
i—ésima componente, x;(t) del vector solucién se tiene que:

dx xi(t+ h) — z;(t)
g
dt ~ ns0 h ’

de modo que se puede aproximar como:

dl‘i

xi(t+h)%xi+hdt

=x; + hfi(t,lL'l,iUQ, 0y ZL‘n),
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agrupando todas las componentes se tiene:

X(t+h) ~ X(t) + hF(t, X),

el método de Euler consiste en implementar recursivamente esta aproximacién; asi dado un

intervalo [to,ts] y el tamafo de paso h, calculamos N = W y se tiene que t; = t;_1 +h

y se toma:

Xiy1 = X; + hF(t, X),

parai=1,2,..,N.
El método tiene un error de truncamiento local dado por:

Tiv1(h) = X(t:) — Xi = Xiv1 — (Xi + hF(t, X)) = 6(h),

donde X (¢;) denota el valor exacto de la solucién en t; y X; denota el valor aproximado
por el método.

El punto de partida lo constituye el desarrollo en serie de Taylor de la funcién X(t) en el
punto t;41 dada por:

X//(ti)
2
dado que t;41 = t; + h y truncando la serie de Taylor se tiene que:

X(tig1) = X (ti) + X' (t:) (tig1 — ti) +

(ti+1 — ti) —+ ...

X(tip1) = X(t;) + hX'(t;) + 6(h?), (1.64)

donde (h?) denota los términos restantes del desarrollo en serie, si de la expresién (1.64)
se despeja la primer derivada se tiene que:

X(tiv1) — X(t)
h
si se satisface la ecuacién diferencial en cada punto ¢; se tiene que:

X'(t;) =

—0(h),

X/(ti) — F(ti,X(ti)) =0,
para todo i = 1,2, .., N, entonces se debe satisfacer que:
X(tip1) — X ()
h

donde el termino —6(h) es el “error de truncamiento local ” y se denota como T;y1(h), lo
cual permite afirmar que el método de Euler es de primer orden.

— F(t;, X(ti)) — 6(h) =0,

“El error global de truncamiento” al paso N es una aproximacion numérica dada por:

En = X(ty) — X

Se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden que describe la cinética
del crecimiento de bacterias en cultivo en lote segiin Monod dadas por:
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dX _ ,Ufmam'S'X

dt T K4S
ﬁ _l . /’Lmaw'S'X
a — Y K.+S (1.65)

\ X(O) = Xy, S(O) = Sy condiciones iniciales.

utilizando notacién vectorial tenemos el sistema (3.17) dado por:

X/ = ?(t, X)
{ }(0) = Xko condicién inicial, (1.66)

donde se tiene que:

dt Ks+S 0
2 , Pt x) = . Xo)=

ds _ 1 Pmaz S X S

dt Y T K.1S 0

dado que no se tiene una solucién analitica para el sistema (1.65) se hace el uso del método
de Euler descrito anteriormente para encontrar la solucion numérica de dicho sistema de
ecuaciones diferenciales cuyas soluciones tienen forma general para S(t) que representa
el consumo de sustrato en funcién del tiempo y X (¢) que representa el crecimiento de
biomasa en funcién de tiempo y estan representadas por el siguiente grafico:

306, %48)
0.6~

o4l e

0.1 ; / -x“,\
=r NS (t)

:|:| -—r ST 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 L 1 i~ | 1 1 n L 1 I

10 20 30 40 50

FIGURA 1.12: Soluciones usando el método de Euler de las ecuacioggs diferenciff\iles de la
cinética de Monod para h = 0.01, t; = 42, tg = 0, [imes = 0.23, K, = 0.19, Y = 1.04,
So = 0.475 y Xo = 0.005.
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Noétese que en estas ecuaciones de la cinética de Monod, primero se uso el método de
Lineweaver-Burk para estimar los valores de los pardmetros K v fmqee donde se necesita-
ron los datos S, uu(s) para ya después de linealizar la ecuacién de Monod(1.52) se hiciera
el uso de el método de regresién lineal para calcular dicha pendiente y ordenada al origen
dando asf los valores de los pardmetros K, timq: Obteniendo resultados no muy favorables
ya que la suma de cuadrados del error era mucho mayor que la que dio con el método de
analisis integral.

En el siguiente capitulo se presenta el método de estimacién de los pardametros para cada
modelo de crecimiento vistos anteriormente, se presentan métodos detallados para ha-
cer un analisis profundo de los residuales de cada modelo y se presenta el criterio para
seleccionar entre varios modelos ajustados a un mismo conjunto de datos.
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Capitulo

Estimacion de parametros

2.1. Método de maxima verosimilitud (EMV).

El método de maxima verosimilitud fue introducido primero por R. A. Fisher, genetista
y experto en estadistica, en los afios 20 del siglo pasado. La mayoria de los expertos en es-
tadistica recomiendan este método, porque los estimadores resultantes tienen propiedades
deseables como suficiencia y consistencia.

Definicién 2.1 ([}]) Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad g(x|6),
donde 0 es un parametro desconocido. Sean x1,Ts...., T, los valores observados en una
muestra de tamarnio n. La funcion de verosimilitud de la muestra es:

n

£(9) = [ o(alo), (2.1)

=1

se considera que (2.1) es una funcién de densidad conjunta de la muestra aleatoria para
x1,%2...., Ly y del pardmetro desconocido 6.

Definicién 2.2 ([4]) El estimador de mdxima verosimilitud es el valor de § que
mazximiza la funcion de verosimilitud L(0).

En ocasiones es mas simple maximizar la funcién Log —verosimilitud que la funcién (2.1),
dada por:

A(6) =log(L(9)) = ) _ log g(ail6). (2.2)
1=0

El método de maxima verosimilitud puede emplearse en situaciones donde es necesario es-
timar ? = (61,02, .....,0;) un vector de parametros desconocidos. En tales casos, la funcién
de log-verosimilitud es una funcién de los k pardmetros desconocidos y los estimadores de
maxima verosimilitud 671, 52, ey é\k se obtienen al cumplirse las condiciones de primer y
segundo orden esto es:
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Condiciones de primer orden: Supéngase que la funcién de log-verosimilitud es di-
ferenciable en S un abierto en R”, se dice que la funcién admite un punto critico si:

ONB1, 0, ....,0,)

00;

=0, para 1=1,2,3,.k

Condiciones de sequndo orden: Supéngase que la funcién de log-verosimilitud gene
segundas derivadas, la matriz Hessiana de la funcién evaluada en un punto 6 en
R™ es una matriz de naxn de la forma:

A A
20 PENT
pr oy
N 920(6) 92X(9)
H)\( 0 — 89291 8929n
92A(7) 2\(7)

90,01 902

como \ € C? entonces las parciales cruzadas son iguales por lo que el Hessiano es
simétrico: Hﬁ\ = H,.

Definiciéon 2.3 (/8]) Una matriz H € R™™ es positiva definida si:

—, = —

gtH 6§ >0, Vo eR™ 0 £0,
y es negativa definida si:

—, —

6tH O <0, Vo e R™, 4 #0.

Teorema 1 Sea A: S CR" — R, S abierto y A € C*(S). Si 0 es un punto critico
de X\ en S y si el Hessiano de \ evaluado en 0: Hx(0), es negativa definida = X

tiene un mdximo local en 6.

2.1.1.

Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucién N (h(t;6), 0?) y sean a1, x2, 3, ..

los valores observados en una muestra aleatoria de tamafnio n y dado el modelo matematico

se tiene que:

donde:

x; las observaciones,

t; tiempo,

XT; = h(ti; 9) + ¢,

h es algin modelo matematico (Richards, Bertalanffy, Brody, Logistica o Gompertz),

e error aleatorio con distribucién de probabilidad N (0, 02),
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= () vector de los pardmetros desconocidos del modelo.

Para poder estimar el vector de parametros 6 se utiliza el método de maxima verosimilitud
visto anteriormente donde la funcién de verosimilitud en este caso es:

1 _ (mi=h(t3:0)*
ZOR | Pov =R (2.3)

aplicando la funcién Logaritmo de ambos lados de la ecuacién (2.3) se tiene:

A0, 0%) = log(L(6,0%)) = —nlog(cVv2r) — Zn: h(ti;0)) (2.4)

Dado que el método de méxima verosimilitud trata de maximizar log(L(6, 0?)) para o2y
0, si se deriva la funcién log(L(#,0?)) con respecto a o2 y se iguala a cero se obtiene:

dlog(L(9, %)
e = 02 ) Z h(t::6))° = 0,

Oc?

ahora despejando o se tiene:

sustituyendo el valor de o2 en la ecuacién (2.4) se tiene:

n

> (@i — h(ti;0))?
n i=1 n n
5 108 - 5 log(2m) 57 (2.5)

2

donde la funcién (2.5) se maximiza con respecto a o cuando se minimiza el término:

> (@i = h(t;0))%,

i=1

que es cuando el parametro # es igual al valor estimado 6 con lo cual ahora sélo se busca:

mln Z h(ti;0)) (2.6)

Para resolver este problema de minimizacién se recurre al método iterativo de Levenberg-
Marquardt, que es una técnica estandar utilizada para resolver problemas no lineales de
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minimos cuadrados. En concreto se propone una iteracion de la forma:

Omi1 = Om — QM YV R(0,,), m>1,

donde M,, = Hp(0) + A\ I y la eleccién del pardmetro A, se realiza de modo que en las
iteraciones iniciales, domine el proceso el método de descenso de la mayor pendiente (A,
grande) y progresivamente dicho dominio pase al método de Newton (A, cercano a cero)
lo que implica que el algoritmo se comporta como un descenso de gradiente lejos de la
soluciéon y como el método de Newton cerca de la solucién, donde:

=y, Ay SON escalares necesariamente positivos,

0., vector de parametros desconocidos,

Hj, matriz Hessiana para la funcién h,
» Vh(0,,) gradiente de la funcién h evaluado en el vector 6,,,
» [ matriz identidad.

La convergencia del método se da cuando M,,*Vh,,(0,,) sea una direccién de descenso lo
cual se logra cuando M, es simétrica definida positiva.

Desde un punto de vista practico, la dificultad en la aplicacién del planteamiento an-
terior estriba en obtener eficientemente A, de modo que M,, sea definida positiva. El
método de Levenberg-Marquardt resuelve esta cuestion de la siguiente forma.

Supongamos que en el paso m-ésimo se ha obtenido un par (6,,,\,,). Entonces, se com-
prueba si M,, = A\l + Hp(0) tiene la factorizaciéon de Cholesky lo cual implica que la
matriz M, puede ser factorizada de manera eficiente por medio de una matriz triangular
inferior y una matriz triangular superior teniendo M, = LL!. Si no la tiene, se dobla \,,
y se repite este proceso hasta que A\, I + Hp(6,,) tenga dicha factorizacién. Con este valor
de A, se define:

Omi1 = Om — am[ A + Hy(0,)] 'V h(0,),

donde a,, se obtiene mediante biisqueda lineal; posteriormente, se toma A, 4+1 = )‘7’”, todo
este proceso iterativo lo hacen los paquetes estadisticos.
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2.1.2. Meétodo de Ford-Walford para le estimacién de los
parametros del modelo de von Bertalanffy

Este método inducido po Ford (1933) y Walford (1946) ha tenido una amplia aplica-
cién ya que el gréafico es usado para efectuar una estimacién de los parametros A y K de
la ecuacion de propuesta por von Bertalanffy.

Del modelo de von Bertalanffy (1.28) si los datos de las longitudes fueron tomados a un
mismo intervalo de tiempo At, se puede transformar el modelo de von Bertalanffy a una
ecuacion lineal tomando :

L(t + At) = A(1 — e~ K(FALL))

realizando la diferencia se tiene:

Lt 4+ At) — L(t) = A(1 — e KEFAtto)y _ g1 — e~ K(t=t0))y (2.7)
_ /4/_ Ae—K(t+At—to) _/4/+ Ae—K(t—to)

Ae—K(t—to)(l _ e—KAt)

= (A-L(1)(1-e 74
cuando At =1 da la ecuacién desarrollada por Ford y Walford obteniendo:

Lit+1)=A1 -e Y+ Lt)e &
si hacemos:
a=A(1-e K, b=e XK,

se tiene la ecuacién de la recta:

L(t+1) = a4 bL(t),

y trazando L(t + 1) vs L(t), donde la pendiente de la recta es e ¥ y la interseccién con
la bisectriz que es donde L(t 4+ 1) = L(t), sera una estimacién de A.

El gréfico de Ford-Walford se representa en la Figura (2.1):
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F1GuraA 2.1: Grafico de Ford-Walford.

Para estimar los valores de a y b se realiza una regresion lineal, y con estas estimaciones
se obtiene el valor de los pardmetros K y A de la siguiente manera:

K = —1In(b), A=

y, entonces tg se estima a partir de la ecuacién (1.28), obteniendo:

fo—t+ 21 A= L)

para cualquier par de observaciones (t, L(t)).

2.1.3. Linealizacion del modelo logistico para la estimacion
de sus parametros

Se requiere linealizar el modelo logistico (1.2) para la estimacién de los pardmetros A
y K, si los si los datos de los tamafios de la poblacién fueron tomados a un mismo interva-
lo de tiempo At, se puede transformar el el modelo logistico a una ecuacién lineal tomando :




realizando la diferencia se tiene:

1 1 1  Be K(@+AY) 1 Be Kt
= (5 ()

Nt+At) N A A A

Be— K(t+At) Be Kt
- ]l{*’ A _Z]é{_ A

Be K@+At) _ go—Kt

A

_ Be—Kt(e—KAt _ 1)

= yi ,
cuando At = 1 se tiene que la ecuacién (2.8) queda como:

1 1 BeKi(e K 1)
N(t+1) N(t) A ’
y dado que:
Be Kt 1

la ecuacién (2.9) queda como:

1 1 1 1 _
NErD)  NE <<w‘A)@K‘”
1

despejando m de la ecuacion (2.10) se obtiene:

1 ek 1/ e K L1 L
N(iE+1) — N@) XNt A A (t)
1 K
= — e K S + —
N(t) A A
si se hace que:
m=c, b=-Tr g
se tiene la ecuacion de la recta:
1 1
= m + b,

Nt+1) N
1

(2.8)

(2.10)

(2.11)

y, por lo tanto es equivalente a que entre ﬁ Y o haya una independencia lineal,
lo cual sugiere hacer una regresién lineal y obtener los valores de m y b, lo cual permite

estimar K y A se tiene que:

_1—6*K

—K =log(m), A 2
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y, donde el valor de B se estima como:

e M(A-N(t))
N(t)

B =

para cualquier par de valores de (¢, N(t)).

2.2. Coeficiente de determinacién R2.

Una vez estimados los pardmetros que aparecen en el modelo, es conveniente obtener
una medida sobre la bondad del ajuste realizado. Un estadistico que facilita esta medida
es el coeficiente de determinacién R?, el cual se define como:

SCE

2
=1————.
R SCT

(2.12)

A la diferencia que existe en la observacién i, entre el valor observado de la variable depen-
diente y; y el valor estimado de la media de la variable dependiente 7;, se llama residual
i. Por lo tanto, para la observacion i, el residual es y; — ;.

La suma de los cuadrados de estos residuales o errores es la cantidad que se minimiza
empleando el método de Levenberg-Marquardt. Esta cantidad también conocida como su-
ma de cuadrados debida al error, se denota por SCE y se define como:

n

SCE =Y (yi—%)> (2.13)

=1

A la suma de las diferencias que existe entre en valor observado de la variable dependiente
y; v la media g se le llama suma de cuadrados totales, se denota por SCT y se define
como:

n

SCT = J(yi — 5i)*. (2.14)

=1

El coeficiente de determinacién es un niimero que estd entre 0 < R? < 1 y no tiene uni-
dades. Para valores mas cercanos a 1 esto nos indica que la curva estimada se encuentra
mas cerca de los datos y que el ajuste es mejor.

Este coeficiente es un criterio para poder seleccionar entre varios modelos propuestos para
una misma base de datos observados. El valor de R? indica la proporcién de la variacién
de Y que es explicada por el modelo.
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2.3. Prueba de normalidad para los errores
(Kolmogorov-Smirnov)

Esta prueba se basa en la funcién de distribuciéon empirica y sus propiedades como
aproximacion de la funcién de distribucion tedrica. Si las funciones de distribuciéon acu-
mulada tedrica y empirica no son significativamente diferentes, entonces decimos que la
muestra proviene de la distribucién cuya funciéon de distribucion acumulada es la tedrica.

Las hipotesis a contrastar son:

Ho:Los datos analizados siguen una distribucién Normal (F = Fyy, 52)).
Hiy:Los datos analizados no siguen una distribucion Normal (F # FN(W;?))-

El estadistico de contraste es:

D= sup | Fp(z;) — Fo(x) |,
1<i<n

donde:

= z; es el i-ésimo valor observado en la muestra (cuyos valores se han ordenado pre-
viamente de menor a mayor),

~

» F,(x;) es un estimador de la probabilidad de observar valores menores o iguales que
T,

» Fj(x;) es la probabilidad de observar valores menores o iguales que z; cuando
Hy : F = Fj es cierta.

D es la mayor diferencia absoluta observada entre la distribucién empirica ﬁn(xz) y la
distribucién tedrica Fy(z;), obtenida a partir de la distribucién de probabilidad que se
especifica como la hipdtesis nula. Si los valores observados, ﬁn(xi), son similares a los
esperados Fy(x;), el valor de D sera pequeno. Cuanto mayor sea la discrepancia entre la
distribucién empirica ﬁn(xz) y la distribucién teérica, mayor sera el valor de D.

Por lo tanto, el criterio para la toma de la decisiéon entre las dos hipdtesis sera de la
forma:

Si D < D, = AceptarH
SiD > D, = RechazarH,,

donde el valor D, se elige de tal manera que:
P(Rechazar Hy | Hyp es cierta)=P(D > D, | Los datos siguen una distribucién normal)= «

siendo « el nivel de significacion del contraste.
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Para el calculo del estadistico D deben obtenerse:

Dt = méXlSiSn {% - FO(xl)} y D™ = méxlgign {FO - %}

y, a partir de estos valores

D =méx{D*, D"},

donde la regién de rechazo de Hy estd determinada por:

D > Dn,om

donde D, , es un valor tabulado para valores dados de n y de «. Las tablas usuales para
esta prueba sélo consideran valores de n hasta 35. Si el tamano de la muestra es n > 35 pue-
den usarse las siguientes expresiones estimadas con el teorema de Kolmogorov-Smirnov|6]:

o 0.20 | 0.15 | 0.10 | 0.05 | 0.01
D 107 [ 114 | 122 | 136 | L63
Ll BV Vn vn | vn | yn

para la funcién de distribucién tedrica Fiy(, 52) se usan los pardmetros p =0y

02 = CME que representa la varianza de la muestra, para la normal con una n no muy
grande se puede hacer uso de la prueba de normalidad de Lilliefors [28] la cual da unos
valores aproximados de D, 4.

2.4. Autocorrelacion

Los datos de crecimiento son observaciones en el tiempo que por lo general se toman a
una misma unidad experimental y esto puede producir autocorrelacion. Conviene revisar
que dichas observaciones no estan autocorrelacionadas, por lo cual se hara uso de la prue-
ba de Durbin-Watson para demostrar la no autocorrelacién de primer orden lineal de las
observaciones. Esto permite hacer un uso adecuado del método de maxima verosimilitud
ya que supone que las observaciones son independientes.

Suponiendo distribucién normal la autocorrelacion de primer orden surge cuando los térmi-
nos del error de modelo no son independientes entre sf, es decir cuando: Ele;e;| # 0 para al
menos una pareja ¢ 7% j, entonces los errores estaran vinculados entre si. Los estimadores
obtenidos por el método de maxima verosimilitud , bajo esta circunstancia, dejan de ser
eficientes ya que los estimadores tienen una mayor varianza. La autocorrelacién general-
mente aparece en datos en serie de tiempo.

Como primera aproximacion se supone que las observaciones se generan de la siguien-
te manera:

yi = h(ti; 0) + &,
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€ = PEi—1 + Uy para —-1<p<l,
donde:

= h es modelo matematico,

€ error aleatorio,

y; observaciones,

t; tiempo,

0 vector de los parametros del modelo,

u; termino de perturbacién con distribucién de probabilidad N (0, o2).

Este modelo expresa un comportamiento autorregresivo de primer orden de los errores y
se denota como AR(1). En este caso a p se le conoce como coeficiente de autocorrelacién
y u; el error. El coeficiente de autocorrelacién, p, toma valores entre (—1 < p < 1), donde:

Si p = 0 no existe autocorrelacion,

Si p = 1 existe autocorrelacién exacta positiva,

Si p = —1 existe autocorrelacién exacta negativa,

Si —1 < p < 1 se dice que existe un proceso autorregresivo de las perturbaciones o
disturbios de los errores.

2.4.1. Causas de autocorrelacion.

Entre las principales causas que hacen que aparezca la autocorrelaciéon en una muestra
tenemos las siguientes:

» Inercia: Cuando existen tendencias marcadas en los errores que influyen en los valores
futuros de la serie,

= Sesgo de especificacion: Cuando se elige mal la forma funcional o cuando se omiten
variables, lo cual genera un comportamiento sisteméatico.

Las consecuencias inmediatas de la presencia de autocorrelacién son; que los estimadores
pierden la propiedad de eficiencia, ya que sus varianzas estaran subestimada esto quiere
decir que los estimadores tienen una mayor varianza por lo cual no es posible utilizar
como pruebas de contraste, las pruebas estadisticas usuales para verificar la validez de las
estimaciones. Los estimadores siguen siendo insesgados y consistentes[22] pero han perdido
su propiedad de varianza minima como consecuencia de la autocorrelacion.
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2.4.2. Prueba de autocorrelacion de Durbin-Watson.

El contraste desarrollado por Durbin y Watson[11] es la prueba més frecuentemente
empleada para detectar la presencia de autocorrelaciéon en los modelos de regresion. Este
contraste permite verificar la hipdtesis de no autocorrelacion frente a la alternativa de
presencia de autocorrelaciéon de primer orden bajo un esquema autorregresivo.

Las hipodtesis son:

Hy : p =0 No existe autocorrelaciéon de primer orden.

H; : p # 0 Existe autocorrelacién de primer orden.

El estadistico de prueba es:

(2.15)

=
> el
t=1

y, a partir de este estadistico, se pueden establecer los limites de variacién, y se deduce

una expresion en funcién del coeficiente de autocorrelacién muestral de primer orden para
los errores p:

n n n n n
2 2, 2 2 2
E (et —e4—1) E (ef +e;i 1 —2eie4-1) e+ )y e 1 —2 E erer—1
d= =2 _ i=2 _ i=2 t=2 t=2
- n - n - n ’
2 2 2
< D D
t=1 t=1 t=1

se tiene que cuando el tamano de la muestra es grande, se puede considerar que:
n n n
2 2 2
E €y =~ E €1~ E €5
t=2 t=2 t=1
y entonces el estadistico (2.15) puede expresarse como:
n n n
2 E e? -2 E €t€t_1 E €ter—1
t=2 t=2 ~ t=2
R 2l ——
2 2
> e > e
t=1 t=1

Dado que el coeficiente de correlacién empirico de primer orden se calcula como:

d= (2.16)

n

g €t€t—1

~_ 1=2
p=——

n

2
D¢

t=1
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entonces el estadistico d de la ecuacién (2.16) se puede expresar como, d ~ 2(1 — p).

Teniendo en cuenta que los limites de variacién del coeficiente de correlaciéon empirico
son —1 < p < 1, se puede deducir el rango de variacién del estadistico de Durbin-Watson
y el signo de la autocorrelacion son:

= p=—1= d~ 4 se considera que existe correlacién negativa exacta,
= p=0= d~ 2 indica ausencia de autocorrelacion,
= p=1= d~ 0 se considera que tiene una correlacién positiva exacta.

Asi, se aprecia que el estadistico d observado tomard valores entre 0 y 4, de tal modo que
cudnto més préximo este a cero (a cuatro) mayor es la evidencia de autocorrelacién posi-
tiva (negativa). Si el valor del estadistico experimental d es 2, entonces la autocorrelacién
muestral serd nula y por tanto no se detectard un problema de autocorrelacién entre las
perturbaciones.

No obstante, estos valores (0,2 y 4) son limites extremos que se deben precisar estable-
ciendo regiones mas amplias en las que pueda considerarse si existe o no autocorrelacién
ya positiva o negativa. Durbin y Watson hallaron unos limites superior (d,,) e inferior (d;)
que permiten tomar decisiones acerca de la presencia o ausencia de autocorrelacién para
un nivel de significacién a = 0.05.

Resumiendo, si:

0 < d < d; se rechaza Hj , se toma de decision de que existe entonces autocorrelacién
positiva,

= 4 —d; < d < 4 se rechaza Hy ,se toma de decision de que existe autocorrelacién
negativa,

s d, <d< 4—d, no se rechaza Hy ,se toma de decisiéon de que no existe autocorre-
lacién,

» d; < d < dy, se toma de decision que el contraste no es concluyente,
» 4 —d, <d<4-—d, setoma de decisién que el contraste no es concluyente.

La siguiente Figura (2.2) muestra los intervalos donde: se consideran autocorrelacién posi-
tiva o negativa, intervalos donde no se puede concluir si hay presencia de autocorrelacién
y el intervalo donde se acepta Hy y donde no existe autocorrelacion.

El tratamiento empirico de este contraste requiere de las siguientes fases:

1. Estimacion de los parametros del modelo por el método de maxima verosimilitud,

2. Calculo de los errores,
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| | | | | |
[rechazar Hy | zonade | Aceptar Hy p=0 | zenade |rechazar Hol

| | indecisidn | indecisidn | |
| P70 | | e |
| | | | | |

I I I I I I
0 dr dy 2 4-dy 4-dy 4

FiGurA 2.2: Muestra los intervalos de decisién para autocorrelacion positiva o negativa,
no concluyentes y donde se acepta la Hy no presencia de autocorrelacién.

3. Obtencién del estadistico d (experimental) Durbin-Watson,
4. Busqueda de los niveles criticos,
5. Aplicacién de la regla de decisién.

Un inconveniente que presenta este contraste es que a veces puede no ser concluyente, por
lo que hay que considerar una solucién préactica que consiste en ampliar las regiones de
rechazo considerando asi que existe autocorrelacién positiva para valores de d inferiores a
d, valores del estadistico experimental son superiores a 4 — d,,.

2.5. Criterio de informacion de Akaike (AIC).

El criterio de informacién de Akaike AIC por sus siglas en inglés, es fundamental en
la evaluacién y seleccién de modelos. La introduccién del AIC reconoce la importancia
de un buen modelo en estadistica, una dificultad es la selecciéon de un modelo apropiado,
estimando y determinando la dimension del modelo. Este es un problema comin cuando
un modelo estadistico contiene varios parametros. El principal objetivo de la evaluacion
del modelo es comprender los datos observados.

Tradicionalmente el proceso de construcciéon de un modelo de regresién para unos da-
tos se basa en la utilizacién de un conjunto de pruebas de hipdtesis, como la hipétesis de
normalidad e independencia de los errores, que definen paso a paso el modelo que mejor
se ajusta. Akaike(1974) propone estudiar el problema de la identificacién desde la pers-
pectiva de la teoria de la decision estadistica, lo que traslada al problema del ajuste de un
modelo a la eleccién de la funcién de pérdida méas adecuada. La solucion dada por Akaike
es elegir como funcién de pérdida el criterio de informacién AIC. Este criterio, definido
por Akaike(1973) como “An Information Criterion”, se basa en la medida de informacién
de Kullback-Leibler (1951), la cual permite interpretar la distancia entre dos distribucio-
nes en nuestro caso, la observada a partir de la muestra y la tedrica a partir del modelo
“verdadero” . El calculo del AIC se realiza con la ecuacidn,

AIC = —21In(mdzima verosimilitud)+2(nimero de pardmetros independientes ajustados).
(2.17)

La definicién de AIC se relaciona con conceptos estadisticos tan importantes como son
la funcién de verosimilitud, la entropia asociada y la informacién contenida en el modelo.
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Akaike plantea, una funcién de perdida que al ser minimizada permite obtener el modelo
que mejor se ajuste a los datos.

2.6. Entropia.

Entropia es un concepto usado originalmente en termodindmica, mecanica estadistica
y luego en teoria de la informacion, se define como una medida del desorden o una medida
de incertidumbre en un sistema. Dado que la informacién tiene que ver con cualquier pro-
ceso que permite acotar, reducir o eliminar la incertidumbre, resulta que los conceptos de
informacién y entropia estdn ampliamente relacionados entre si, aunque se tardé anos en
el desarrollo de la mecanica estadistica y la teoria de informacién para hacer esto aparente.
La entropia se llama frecuentemente entropia de Shannon, en honor a Claude E. Shannon.

La entropia asociada a una variable aleatoria X es un nimero que depende directamen-
te de la distribucién de probabilidad de X e indica cémo es de predecible el resultado
del proceso sujeto a incertidumbre o experimento. Desde un punto de vista matemaético
cuando més plana sea la distribuciéon de probabilidad mas dificil serd acertar cual de las
posibilidades se dara en cada instancia. Una distribucién es plana o tiene alta entropia
cuando todos los valores de X tienen probabilidades similares, mientras que es poco plana
cuando algunos valores de X son mucho més probables que otros. En una distribucién de
probabilidad plana o con alta entropia es dificil poder predecir cual es el proximo valor de
X que va a presentarse ya que todos los valores de X son igualmente probables.

La informacién que aporta un determinado valor, z;, de una variable aleatoria X se define
como:

donde:

» I(z;) es la informacion asociada al valor z; teniendo siempre un valor positivo,
= p(x;) es la probabilidad del valor z;,
= log es la funciéon logaritmo.

Introduzcamos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.4 ([13]) Sea X una variable aleatoria, que toma valores {z1, 2, .., z, } con
probabilidades p1, pa, .., pn, que aportan cantidades de informacioén I(x1), I(z2), .., I(x,), se
llama cantidad de informacion asociada de X a la variable aleatoria I(X) y consideremos
su valor esperado o esperanza E[I(X)], y este valor se denotard por H[X] llamado entropia
de Shannon.

[13] El nimero real, H[X], es el valor esperado de la cantidad de informacién que se ob-
tiene como resultado de dicho experimento expresado por dicha variable aleatoria. Por lo
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tanto, la entropia de Shannon de la variable dada, tiene una expresién dada por:

HIX) = BU(X)| = 3 ple)I(a),

lo cual, al sustituir el valor de I(z;) = —log(p(z;)), obtenemos:

= " p(x:) log(p(x:)).
i=1

Las propiedades de la entropia son:

» 0 < H < log(n) la entropia esta acotada superiormente donde n es el nimero de
observaciones y cuando es maxima no supone pérdida de informacién

» Dado un proceso con posibles resultados { A1, As, .., Ay, } con probabilidades relativas
P1,D2, -, P, la funcién H es méxima en el caso de que p; = ... = p, = 1/n.

Este resultado se da ya que se tiene la mayor incertidumbre dado que los valo-
res posibles son equiprobables, esto es:

Zp ) log(p )):—iilog <711) :_glog (711)

i=1

;eé' 1) —log(n)) = log(n),

que es la cota superior lo cual implica valor maximo de la entropfa.

» Dado un proceso con posibles resultados {A41,..,A,} con probabilidades relativas
P1,D2, .-, P, la funciéon H, es nula en el caso de que p(x;) = 0 para cualquier 1.

Definicién 2.5 [13] Sea X como una variable aleatoria continua en R, con funcidn de
densidad de probabilidad f : R — R. El valor esperado de la informacion I(X) es

. / " f(@) log(f(x))de

esto es conocido como la entropia de Shannon de X.

2.7. El AIC como medida de informacion:
Verosimilitud y entropia.

El estudio de la funcién de verosimilitud lleva a Akaike a relacionar este concepto con
el de entropia de Boltzmann. Este tltimo, partiendo del estudio de la distribucién de la
energia de las moléculas de los gases, llega en 1877 a definir en términos estadisticos la
entropia de una distribucién secundaria, g, respecto a una distribucién f. El razonamiento
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que Bolztamnn utilizé es, de manera simplificada, el siguiente:

se consideran los conjuntos Aj, Ao, As, ..., A tales que:

. AzﬂAJZQVZ#j,
» |JA; = Aparai=1,2,3, ..k,
» Plz C A;] =q; parai=1,23,.. k.

Cong; >0y q+q2+ ...+ q. =1sea X1, Xo,..., Xy una muestra aleatoria de X. De la
observacién de las variables se obtienen las siguientes frecuencias Ny, No, ..., N tales que
N1+ Ny + ...+ N, = N entonces la verosimilitud de esta muestra es:

N! N1 No k
NNl N B d2 et
se toma la funcién logaritmo neperiano en ambos lados de la ecuacién (2.18) y se obtie-

ne la expresién de log-verosimilitud, In#. En efecto, utilizando las siguientes igualdades
asintéticas:

0= (2.18)

InN!=NInN — N,

y también:

thZ' = Nz In Nz — Ni,

se demuestra que:

Inl = —NZ—I (qu>

Esta expresién, al denotar por p; = % se puede reescribir como:

Inf = —Nszln <pl)

i—1 qi

Boltzmann define la entropia de la distribucién secundaria p respecto a la primaria ¢ como:

k
bi
- (2.
i=1 i

después, al considerar las distribuciones en términos de densidades g y f y usando integral
en lugar de la suma ya que:

k
__Zpiln<]:> = —szlnpz < Zl’zlnqz>
i=1 !

= H(pi) — H{(qilps),
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si dado un proceso con posibles resultados { A1, .., Ax} con probabilidades relativas p1, p2, ..., Pk,
y las probabilidades condicionales relativas q1, g2, .., ¢ las entropias H(p;) y H(q;|p;) son
méximas en el caso que p; = ... = pg = % VgL =..=q = %, entonces se tiene que:

H(p;) — H(qilp:) H(p;)

log(k),

IN A

dado que existe el limite se puede definir que:

B(f;9) = —/f(x) In (ggg) dz.

De esta manera queda establecido que log —verosimilitud y entropia se relacionan a partir
de la siguiente expresion:

In¢ = NB(g; f).

Desde el punto de vista de la teoria de la informacién, —B(f; g) se puede interpretar como
una medida de la variacién de informacién al pasar de la informacién inicial o a priori,
a la final o a posteriori, caracterizadas cada una de ellas por las funciones de densidad
g(x) y f(z), respectivamente. Kullback(1951) define la informacién de Kullback-Leibler a
partir de la siguiente expresién:

179) = [ f@)n (gég) dr,

lo cual permite establecer la siguiente igualdad:

I(f;9) = —B(f;9).

Si se considera a f como la distribucion teérica y g la funcién de densidad obtenida para
una muestra, se puede entender la variacién de la informacién entre ambas distribuciones
como una medida de la bondad del ajuste de g respecto a f, lo que permite relacionar
el concepto de entropia de Boltzmann con la informacién propuesta por Kullback-Leibler
[15].
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2.8. Informacién de Kullback-Leibler.

En estadistica, la divergencia de Kullback-Leibler estd intimamente relacionada con
el método de ajuste de distribuciones por maxima verosimilitud. En efecto, si se tienen
observaciones r1, ..., £, independientes de una variable aleatoria con funcién de densidad
desconocida f y se tratan de ajustar dentro de una familia de funciones de densidad fy, de
acuerdo con la teoria de la méxima verosimilitud, se busca el pardmetro 8 que maximiza
la funcion.

Un buen procedimiento de inferencia debe hacer que la distancia entre el modelo y
la “verdadera” distribucién sea tan pequefia como sea posible. Una medida de este tipo
fue descrita por Boltzmann (1877) como entropia generalizada que es conocida como la
cantidad de informacién de Kullback-Leibler (1951).

El desarrollo del Criterio de Informacién de Akaike(AIC) tiene su origen en las series de
tiempo donde su utilidad préctica se ha estudiado a fondo, el mayor desarrollo del (AIC)
es una extension directa de la interpretaciéon de la teoria de informacién del método de
maxima verosimilitud. Esto estd basado en el principio de maximizacién de la entropia o
la minimizaciéon de su negativo, lo cual estd basado en la minimizacion de la cantidad de
informacién de Kullback-Leibler.

Para desarrollar mas este punto, se tiene que X es una variable aleatoria continua con
funcién de distribucién g(z|6) cuyo vector 0 = O0x = (61,62, ..,0K) es desconocido. Se
supone que el vector de los parametros verdaderos existe y se denota como 6y al cual ca-
racteriza una funcién de distribucién denotada por f(z|fy). Dentro de esto se requiere que
se seleccione un vector 6 “cercano” al parametro verdadero 0y, entonces se deberia medir
la “cercania” o la “bondad de ajuste” de g(x|f) con respecto a f(xz|0y) por medio de la en-
tropia generalizada B de Boltzmann(1877) o cantidad de informacién K-L denotado por I:

B(f(xl00); 9([0)) = —I(f(x[60); 9([0)),

esto es definido por:

B(f(x]00); 9(x10)) = Ellog(g(X10)) —log(f(X|00))]
= /f(x\Ho)log(g(wlé’))div—/f(wWo)log(f(xWo))dfv
H(f(x100); 9(x10)) — H(f(x|00); f(2|00)), (2.19)

donde E denota el valor esperado con respecto a la verdadera distribucién f(x|6p),
H(f(xz|00);g(x|0)) = /f(a:|90) log(g(xz|0))dx es la entropia cruzada la cual determina la
bondad de ajuste de g(x|0) para f(z|0y), H(f(x|0o); f(x|00)) = H(f(x|6p)) es conocida

como la entropia negativa de Shannon [13] la cual es constante dada la distribucién f(x|6).

Si en lugar de maximizar el criterio de entropia (2.19), se minimiza la cantidad de in-
formacién de K-L, entonces:
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I(f(2l60):g(xl0) = —B(f(xl6o): g(z]0)
- / £(2160) log( (/60 dx — / F(x160) log(g(x]0)) dz
= H(f(z]60): f(x]60)) — H(f(x]60): 9(x]6)). (2.20)

Dado que H(f(x]0y); f(x|6p)) es constante en (2.19) y (2.20), s6lo tenemos que estimar la
entropia cruzada del valor esperado de la Log — verosimilitud.

H(f(2100); 9(x16)) = Ellog(g(x]6))
- / £ ([0 Jog(g (x|9))da (2.21)

En [28] se supone que g(z|f) es regular con respecto a su primera y segunda derivada
parcial para 6, entonces bajo estas condiciones, H(f(z|0y); g(x|f)) en (2.21) puede se di-
ferenciado dos veces con respecto a 6 y evaluado en 6§ = 6 obteniendo,

H'(f(2|00); f(x]6o)) = 0
H"(f(x|00); f(x]60)) = —J(6o), (2.22)

donde J(6p) es la cantidad de informacién de Fisher perteneciente a 6y por observacién
para f(x|6p), se tiene que la informacién de Fisher es la segunda derivada de la cantidad de
informacién de K-L. Se tiene que J(fy) mide especialmente la curvatura del valor esperado
de la Log — verosimilitud esto es:

J(6) = E 7

(alog<f<x|eo>>)2] |

La cantidad H(f(x|6p); g(x|6)) juega un papel importante en el desarrollo de AIC, y es
una base importante en la teoria de la informacién.

Las propiedades analiticas de I(f(z|6p); g(z|0)) son planteadas por Kullback como:

= I(f(x]00); g(x[0)) > 0 cuando f(x[bo) # g(x|0),

w I(f(x]00); g(x]6)) =0 siy sélo si f(x|fy) = g(z|f) casi en todas partes del rango de
x, cuando el modelo es verdadero,

= Si Xy, Xo,.., X, son variables aleatorias independientes y distribuidas idénticamen-
te, entonces la cantidad de informacién para esta muestra es:

In(f(x]60); 9([0) = nI(f(x]60); g(x]0)).
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2.9. El promedio de la Log-verosimilitud como
estimaciéon de la cantidad de informacion

de Kullback-Leibler.

El concepto de promedio de la Log — verosimilitud como una medida de la bondad
de ajuste de un modelo y la maximizaciéon del principio del estado de la entropia de
acuerdo con Akaike (1977). Supénganse que la generacion de los datos es descrita por un
modelo con una funcién de distribucién dada g(x|f). Dados n observaciones independien-
tes para alguna distribucién considerada como una funciéon de un vector de pardmetros,
0 = (01,02,..,0k) con k = 1,2,3,.., K, la funcién de verosimilitud para el conjunto de
datos es:

n

L(0) = [T 9(xil0). (2.23)

=1

La funcién de Log — verosimilitud A(0) es el log natural de L(0) y es definido por:

A(6) = log(L(6)) = Y _log(g(il6)). (2.24)
i=1

Se define el promedio de la Log — verosimilitud de una muestra como:

AO) = - log(y(w:l0))
=1
— (), (2.25)

lo cual es interpretado como un estimador de la “distancia” entre la densidad de pro-

babilidad verdadera f(z|0y) y el modelo g(x|0). Sea I(f(x|0y); g(x|f)) el estimador de la
cantidad de informacién de I(f(z|0y); g(x]@)) entonces se tiene que:

I(f(x|60): g(x|0)) = H(f(x|60); f(x]60)) — H(f(x|60); g(x]6)). (2.26)

Esto indica que maximizando el valor esperado de la log—verosimilitud Iz(f(:vwo); g(x|0))
es asintticamente equivalente a minimizar la cantidad de informacion I(f(x|6p); g(x|0))
y 1o es necesario conocer H(f(x|6p); f(x|6p)) ya que es una constante aditiva.

Si se tiene una muestra de n observaciones x = (x1,x2,..,2,) son utilizados para pro-
porcionar un estimador 6 = HLJ}) de 0, se tiene que el promedio de la log — verosimilitud
en (2.24) es un estimador de H(f(x|0y); g(x|0)), el valor esperado de log — verosimilitud,
esto es:

£(0) = E [ 23®)] = FJ(alto): g(218)) = Elog(o(alo)]

donde se toma el valor esperado con respecto a la verdadera distribucién f(z|6p) de z, y
que el estimador de maxima verosimilitud (MLE) € es un estimador de 6y, entonces (2.26)
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puede estimarse por:

~ ~

T 0): o)) = A7 alfo): Fxlf) — > log(g(rild))
=1

= A(f(xlfo): F(al60)) — ~A®). (227)

Ya que la estimacién de la cantidad de informacion de K-L esta basada en el promedio de
log — verosimilitud ya que los estimadores de maxima verosimilitud no siempre son inses-
gados, entonces es inevitable cometer errores de estimacion de la cantidad de informacién
de K-L cuando se usan los estimadores de méaxima verosimilitud de los parametros del
modelo.

En el caso donde # es un parametro real, para una muestra de tamano n, se tiene el
comportamiento general exhibido por la media de la log — verosimilitud %)\(«9) y el valor
esperado de la log — verosimilitud z(0) = E[2X(0)].

Dado que la cantidad H(f(x|0p);g(z|f)) no es directamente observable, la maximizacién
del promedio de la log — verosimilitud se lleva acabo, y asintéticamente un estimador in-
sesgado de la media esperada es buscado por la correccion del sesgo de la media observada
de la log — verosimilitud, A\, ().

De hecho en la definiciéon de AIC tiene exactamente estéd consideracién del sesgo penalizan-
do a los parametros adicionales cuando se utilizan los parametros de maxima verosimilitud.

2.10. EIl AIC como funcién de pérdida:Verosimilitud
del modelo.

Una perspectiva centrada en la prediccion, la bondad de la distribucion predictiva se
puede calcular como una medida de la desviacién entre esta distribucién y la distribucion
tedrica, lo que lleva de forma directa al concepto entropia.

Principio de la mazimizacion de la entropia: El objetivo de la inferencia estadistica es
la estimacién de la verdadera distribucién f(y) para los datos z = (z1, x9, .., x,) y tratar
de buscar un modelo aproximado g(y|z) el cual maximiza el valor esperado de la entropia
relativa.

Supdnganse que se tiene un conjunto de N observaciones x y a partir de ellas se va a
realizar la prediccién de futuras observaciones y, cuya distribucién tiene la misma forma
a la de los elementos x. La prediccién se realizara mediante una funcién de prediccién
g(y|z), que es la distribucién de y a partir de los datos x. Supénganse que la verdadera
distribucién de y es f(y), la entropia de f(y) con respecto a g(y|z), es:
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BUWsatle) = ~ [ (S a

- /f ) In g(y])dy — /f I £ (y

= Ey[lng(yle)] — Eylln f(y (2.28)

donde E, denota la esperanza con respecto a la distribucién y.

En la ecuacién (2.28), el segundo término de la derecha es un valor constante, por lo
que la bondad de la estimacién de g(y|z) se obtiene como la esperanza con respecto a los
valores de x del primer término de la expresién, es decir E,Ey[In g(y|x)].

Las relaciones que se establecen en este proceso, y que permiten definir la verosimili-
tud de un modelo, las podemos sintetizar en la siguiente expresion:

E.[log — verosimilitud] ~ Bondad del ajuste ~ E,[B(f(y); g(ylx))] ~ ExEy[ln g(y|x)].

2.11. Verosimilitud de un modelo (Akaike,1978)

Definicién 2.1 ([2]) Supongase un conjunto de datos x y consideremos g(y|x) la dis-
tribucion predictiva de y como una funcion de los datos disponibles x, donde la verdadera
distribucion de y es f(y). Definimos la log —verosimilitud del modelo g(-|z) por A(g(+|z))
como:

AMy(-|z)) = Ing(y|z) + C,
donde C es una constante tal que:
Ey[Mg(|2))] = Bz Ey[Ing(ylz) + C].

Para que la definicién tenga sentido debe restringir a una familia de posibles distribu-
ciones f(y) en los que C es constante; la elecciéon de esta constante asegura que el lo-
garitmo de la verosimilitud del modelo es un estimador insesgado de la esperanza de la
log — verosimilitud del modelo con respecto a observaciones futuras.

Akaike utiliza esta definicién para calcular la verosimilitud de un modelo cuya funcién
de prediccién es paramétrica g(y|r) = g(y|6(z)). Considérese a §(z) como la estimacién
maximo verosimil de 6y por lo tanto:

9(|0(z)) = méx g(z0)

cuando la verdadera distribucién f(y) es igual a g(y|fp) y viene expresada en la forma
g(yl6o) se tiene que, bajo ciertas condiciones de regularidad [3] se verifican las siguientes
igualdades asintéticas:

2log(g(z|0(x))) — 2log(g(x]60)) ~ X&, (2.29)
E[21og(g(yl60)) — 21og(g(y|0x)))] ~ X3 (2.30)
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siendo k£ en numero de dimension del vector 6.

Admitiendo la existencia de esperanzas con respecto a x, se puede establecer las siguientes
igualdades asintoticas:

Ex[log(g(x[0(x)))] — Ex[log(g(x]00))] = ; (2.31)
E,y[log(g(y|00))] — Ex[Ey[log(g(yl0(x)))]] = ga (2.32)
sumando las ecuaciones (2.31) y (2.32) y teniendo en cuenta la relacion:
Ey[log(g(yl6o))] = Ex[log(g(x[60))],
obtenemos:
— By [Ey[log(g(y|0(x)))]] = —Ex[log(g(x|0(x)))] + k- (2.33)

La ecuacién (2.33) viene a establecer que en condiciones asintdticas se obtiene:

Mg (-|z)) = In(g(y|0(x))) — &,
donde k es el nimero de pardmetros independientes del modelo.

La parte derecha de la ecuacién anterior es idéntica a QIC de la ecuacién(2.17) por

lo que se establece la relacién entre log —verosimilitud del modelo y este estadistico:

Mol = 5,

a partir del anterior resultado y utilizando la definiciéon de verosimilitud se tiene:

B (T5C) = ElAaClo)] = BBy nglylo)]

2.11.1. Observaciones.

Una vez revisadas las implicaciones del criterio de informacién de Akaike, se tienen las
siguientes observaciones:

» EL AIC mide el desajuste entre una distribucion tedrica y una distribucién estima-
da.

= El célculo del AIC no requiere de conocer la distribucién tedrica o modelo general.

= El valor minimo de los AIC de los modelos ajustados realiza la seleccién del modelo
y la estimacién de los pardmetros.

» El AIC sigue el principio de parsimonia: Cuando el nimero de pardmetros de un
modelo k aumenta el valor de AIC' también, por lo tanto escoger el modelo que
tiene el minimo AIC supone elegir el modelo con menor nimero de parametros.
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= Si el namero de pardmetros de un modelo k aumenta, el modelo gana complejidad
y el término de penalizacién se incrementa, pero a la vez el desajuste disminuye,
por tanto el valor final del AIC supone un equilibrio entre reducir la complejidad y
mantener un valor minimo de desajuste entre el modelo tedrico y estimado.

= El primer término de la definicién de AIC' es el que realmente mide el desajuste, su
valor aumenta cuando peor es el ajuste; mientras que el segundo, denominado de
penalizacion, mide la complejidad del modelo a partir del nimero de pardametros.

= No se debe comparar el AIC' entre modelos cuyos errores no son independientes. Si
se viola este supuesto, el valor obtenido para la funcién de verosimilitud es incorrec-
to, dado que la probabilidad conjunta no puede descomponerse como producto de
probabilidades.

En los siguientes capitulos, se presentaran ejemplos con datos de crecimiento y se hara el
ajuste y comparacion de cada uno de los modelos vistos previamente, asi como su selec-
cién del mejor modelo basado en el criterio de AIC' y se realizara un analisis detallado
de los estimadores obtenidos con el método de maxima verosimilitud y los estimadores
obtenidos por medio de los métodos de linealizacion para los modelos de crecimiento de
von Bertalanffy y logistica, y se realiza un anélisis detallad de los residuales obteniendo
asi las conclusiones de la tesis.
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Capitulo

Aplicaciones

Ejemplo 1: La comparacion de los modelos de crecimiento y la seleccién del mejor
modelo que describa muy bien cierto fenémeno de crecimiento, junto con su significado
de dichos parametros , son tareas importantes en Biologia Pesquera, todos éstos aspectos
son utiles para comprender la dindmica del crecimiento en longitud de una poblacién de
peces. A continuacién se presentan datos de longitud promedio de un mismo tipo de peces
[9] en relacién con la edad:

Edad en anos(t) | Longitud en centimetros(L(t))
0 1.89
1 10.16
2 16.17
3 20.53
4 23.70
5 26
6 27.67
7 28.88
8 29.76
9 30.40
10 30.87
11 31.20
12 31.45
13 31.63
14 31.76
15 31.85

TABLA 3.1: Datos del promedio de crecimiento de peces.

Estos datos fueron analizados con el programa estadistico de NC'S'S con lo cual se pudo
obtener la estimacién de dichos parametros para cada modelo de crecimiento presentado
los valores en la siguiente tabla y esto permitié hacer el calculo de (AIC) realizado en el
paquete computacional de Mathematica (Ver Apéndice A).
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Nétese en la figura (3.1) que los modelos de Bertalanffy y Brody son los de mejor

ajuste, observe los valores de R?, SSE y AIC de la tabla (3.2), se analiza el modelo de
Bertalanffy con detalle, con un test (Kolmogorov-Smirnov) para mostrar normalidad de
los errores y también se realiza un test (Durbin-Watson) de no autocorrelacién de los
errores.
Noétese que el modelo de Bertalanffy tiene pardmetros con valores, A = 32.099 lo cual
representa el crecimiento méximo en longitud promedio de los peces, K = 0.319 que re-
presenta que tan rapido alcanza el valor maximo de crecimiento de longitud de los peces,
to = —0.189 que representa el tiempo hipotético donde la longitud es igual a cero, este
modelo es el que da la mejor explicacién de la dindmica del crecimiento en longitud de los
peces.

Para la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov con n = 16 y 5% de significa-
cién, se obtiene la siguiente tabla,

Diferencias mas extremas
Negativa D~ | Positiva D' | Absoluta D
-0.18 0.071 0.18
Dn,a
0.327

TABLA 3.3: Resultados de la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov

por lo tanto, si la regién de rechazo estd dada por D > D,, ,, se tiene que para la tabla
de cuantiles de D para la prueba de Kolmogorov-Smirnov [6],

D16,0.05 = 0.327

como D = 0.18< Dqg,0.05 = 0.327, entonces no se rechaza la hipétesis nula, por lo tanto
puede concluirse, a un nivel de significancia de 5%, que no hay en la muestra suficiente
evidencia para afirmar que la distribucién de los residuales en estudio no es normal.

La figura (3.2) muestra un histograma de los residuales y la figura (3.3) muestra el
diagrama de dispersién de los residuales en el tiempo y la tabla (3.4) los valores de p que
llevan a no rechazar la hipétesis de no autocorrelacién

64



sajenpisay

zoo'-

glL=HN
ZEZZOo0 = eady ugioelnsag
ooo' = el

|ELLLION ——

EBJI}S3NW BUN ap AouwlWS-AcloBowoy ap eqandd

"'G0°0 = © un uod $33ad SO[ 9p PNISUO
e[ ered Aguereliog op oPpowW [0 10d SOPRP SO[RNPISAI SO] © ®PLISJOI SRIDUANIDI] O RUWIRISOISTH :g'¢ VHNDI]

d

ElJUSNYA

65



Prueba de Durbin-Watson
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Ficura 3.3: Grafica que muestra el valor de los residuales dados por el modelo de Berta-
lanffy con respecto al tiempo.

Prueba de Durbin-Watson
Parametros d Decisién de rechazar Hy
Valor de Durbin-Watson | 2.0699 No

TABLA 3.4: Resultados de la prueba de Durbin-Watson.
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A continuacién se presenta el andlisis sobre la estimacién de pardmetros del modelo
de von Bertalanffy por medio del método de Ford-Walford, haciendo la comparacion con
los estimadores del modelo de von Bertalanfly, obtenidos de la tabla (3.2) . Dado que el
método de Ford-Walford necesita de los valores L(t + 1) y L(t), entonces se obtiene la
tabla siguiente:

Edad en anos(t) | L(t) | L(t+1)
0 1.89 | 10.16
1 10.16 | 16.17
2 16.17 | 20.53
3 20.53 | 23.70
4 23.70 26
5 26 27.67
6 27.67 | 28.88
7 28.88 | 29.76
8 29.76 | 30.40
9 30.40 | 30.87
10 30.87 | 31.20
11 31.20 | 31.45
12 31.45 | 31.63
13 31.63 | 31.76
14 31.76 | 31.85

TABLA 3.5: Datos del promedio de crecimiento en longitud de peces.

Estos datos fueron analizados con programa estadistico de NCS'S realizando la re-
gresion lineal de L(t 4 1) contra L(t) mostrados en la siguiente figura para el método de
Ford-Walford, con lo cual se pudo obtener la estimacién de cada uno de los parametros
del modelo de von Bertalanffy, presentando los siguientes resultados:
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FIicura 3.4: Gréfico de Ford-Walford.

Al hacer el analisis de regresién se obtiene:
a=8.79 b=0.727,
lo cual el modelo de Ford-Walford queda de la siguiente manera:
L(t+1)=8.794 0.727L(t),

de lo cual se obtiene los estimadores para el modelo de von Bertalanffy:

a 8.79

K = —10g(0.727) = 0.32 A= -
0g(0.727) = 0.320, 1—b 1-0727

= 32.088,

y el estimador de tg se obtiene de:
1 A— L(t)
to=t+—1 _—

al elegir cualquier par de nimeros (¢, L(t)) = (5,26) de la tabla (3.5) se obtiene el estimador
de t():
g Lo (3208826
0= T 0320 7%\ 32,088

Se hace la comparacién de los modelos de von Bertalanffy con los estimadores correspon-
dientes, uno con los estimadores obtenidos con el método de Ford-Walford y el otro con los

> = —0.194.
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estimadores obtenidos por el método de maxima verosimilitud obteniendo los siguientes
resultados.

Parametros | A | K |
Estimadores | 32.088 | 0.320 | -0.194
Parametros | A | K | ¢
Estimadores | 32.099 | 0.319 | -0.189

TABLA 3.6: Valores de los estimadores de los parametros de cada método para el modelo
de von Bertalanffy.

Metodo de Ford-Walford

Meétodo de maxima verosimilitud

Los modelos quedan representados de la siguiente manera:

Método de Ford-Walford L(t) = 32.088(1 — ¢~ 0:3200+0-199))
Método de maxima verosimilitud | L(t) = 32.099(1 — e~ 0-3190+0-189)

TABLA 3.7: Representaciones del modelo de von Bertalanffy.

Las curvas que representan cada uno de los modelos de la tabla (3.7) estdn representadas
en la figura (3.5):

L(t)

| . . . . | . . . . | Lt
5 10 15

FicurA 3.5: Curvas que representan el modelo de
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Se observa en la figura (3.5) que los dos modelos de von Bertalanffy ajustan muy bien
los datos, por esto se realiza un andlisis mas detallado basado en los residuales para cada
modelo de von Bertalanffy, obteniendo la suma de cuadrados del error, quedando asi:

» Suma de cuadrados del error del modelo de von Bertalanffy con los pardmetros ob-
tenidos con el método de Ford-Walford:

15
sce = Y [(L(i) — 32.088(1 — e~ 032004019012 — 000378098,
=0

» Suma de cuadrados del error del modelo de von Bertalanffy con los pardmetros ob-
tenidos con el método de maxima verosimilitud:

15
sce =Y [L(i) — 32.099(1 — e~ O319EH0189y12 — 0,0000788166.
=0

Se tiene que la suma de cuadrados del error para el modelo de von Bertalanffy con los
parametros obtenidos por el método de Ford-Walford es mayor que la suma de cuadrados
del error del modelo de von Bertalanffy con los parametros obtenidos por el método de
maxima verosimilitud, lo cual lleva a la conclusién que para obtener los pardmetros del
modelo de von Bertalanffy es por medio del método de méxima verosimilitud.
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A continuacién se presenta el andlisis sobre la estimacién de pardmetros del modelo
de crecimiento logistico por medio del método de linealizacion, haciendo la comparacion
con los estimadores del modelo de crecimiento logistico obtenido en la tabla (3.2). Dado
que el método de linealizacién del modelo logistico necesita de los valores m y ﬁ,
entonces se obtiene la tabla (3.8), donde N(t + 1), representa la longitud al tiempo t + 1
y N(t), representa la longitud al tiempo ¢:

Edad en anos(t) | N(t) | N(t+1) ﬁ m
0 1.89 10.16 0.529 | 0.098
1 10.16 16.17 0.098 | 0.062
2 16.17 20.53 0.062 | 0.049
3 20.53 23.70 0.049 | 0.042
4 23.70 26 0.042 | 0.036
5t 26 27.67 0.036 | 0.034
6 27.67 28.88 0.034 | 0.034
7 28.88 29.76 0.034 | 0.033
8 29.76 30.40 0.033 | 0.033
9 30.40 30.87 0.033 | 0.032
10 30.87 31.20 0.032 | 0.032
11 31.20 31.45 0.032 | 0.031
12 31.45 31.63 0.031 | 0.032
13 31.63 31.76 0.032 | 0.032
14 31.76 31.85 0.032 | 0.031

TABLA 3.8: Datos del promedio de crecimiento en longitud de peces.

Estos datos fueron analizados con el programa estadistico de NC'S'S realizando la regresion
lineal de m contra ﬁ para el método de linealizacién del modelo logistico, con lo

cual se pudo obtener la estimaciéon de los pardmetros del modelo de crecimiento logistico,
presentando los siguientes resultados:
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FigurA 3.6: Regresién lineal para los datos m contra NGO

Al hacer el analisis de regresion lineal se obtiene:
b= 0.031,

m =0.133
lo cual el modelo de linealizacién del modelo logistico queda de la siguiente manera:
! - 0.133 + 0.031
N(t+1) N(t) T
de lo cual se obtiene los estimadores para el modelo de crecimiento logistico:
1— €_K 1— 6_2'017
K = —log(0.133) = 2.017 A= = = 27.966
0g(0.133) ’ b 0.031 ’
y el estimador de B se obtiene de:
eM(A— N(t))

)

p=2 "0
N(t)
al elegir cualquier par de nimeros (¢, N(t)) = (5,26) de la tabla (3.5) se obtiene el esti-

2.017(5) _
e (27.966 —26) _ ooy

mador de B:
B =
26
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Se hace la comparaciéon de los modelos logistico con los estimadores correspondien-
tes, uno con los estimadores obtenidos con el método de linealizacién y el otro con los
estimadores obtenidos por el método de maxima verosimilitud obteniendo los siguientes

resultados:

\étodo de Tnealizacis Pardmetros | A B K
(100 e mealzation e adores | 27066 | 1813.3 | 2007

Parametros | A B K
Estimadores | 30.993 | 4.705 | 0.703

TABLA 3.9: Valores de los estimadores de los parametros de cada método para el modelo
logistico.

Meétodo de maxima verosimilitud

Los modelos quedan representados de la siguiente manera:

y ————— — 27.966
Método de linealizacién N(t) = ESTSER P
Método de méxima verosimilitud | N(t) = =5s v

TABLA 3.10: Representaciones del modelo de crecimiento logistico.

Las curvas que representan cada uno de los modelos de la tabla (3.10) estédn representadas

en la figura (3.7):

N(t)

| . . . . | ot
10 15

0 5

Ficura 3.7: Curvas que representan el modelo de crecimiento logistico.
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En la figura (3.7) se observa que los modelos son muy distintos ya que el modelo logistico
con los parametros obtenidos por medio del método de maxima verosimilitud de color azul
ajusta mejor a los datos de talla de peces, y el otro modelo logistico con los parametros
obtenidos por medio del método de linealizacién de color rojo no ajusta bien a los datos,
para esto se realiza un analisis méas detallado basado en los residuales para cada modelo,
obteniendo la suma de cuadrados del error, quedando asi:

» Suma de cuadrados del error del modelo logistico con los pardmetros obtenidos con
el método de linealizacién:

15 2
. 27.966
sce = E [N(z) ~ 171813302017 )} = 689.495,
i=0

= Suma de cuadrados del error del modelo logistico con los parametros obtenidos con
el método de méxima verosimilitud:

15 2
. 30.993
sce = g [N(Z) —1 +4,70560~703t¢} = 24.3107.
=0

Se tiene que la suma de cuadrados del error para el modelo logistico con los pardmetros
obtenidos por el método de linealizacién es mayor que la suma de cuadrados del error del
modelo logistico con los parametros obtenidos por el método de maxima verosimilitud, lo
cual lleva a la conclusién que para obtener los parametros del modelo es por medio del
método de méaxima verosimilitud.
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Ejemplo 2. En la siguiente tabla se presentan datos de la media total de crecimiento
de peso seco de plantas de maiz (tallo, raices y hojas)[18].

Semanas | Media total de peso en seco por planta (g)
5 0.308
6 0.637
7 2.319
8 4.654
9 9.019
10 20.001
11 34.557
12 57.587
13 70.095
14 85.165
15 111.649
16 124.760
17 121.990

TABLA 3.11: Datos de crecimiento promedio en peso seco de plantas.

Estos datos fueron analizados con programa estadistico de NC'S'S con lo cual se pudo
obtener la estimacién de cada uno de los pardmetros para cada modelo de crecimiento,
presentando los valores en la siguiente tabla y esto permitié hacer el calculo de (AIC)
realizado en el paquete computacional de Mathematica (Ver Apéndice A).

5



COGCIR | 2G0T | T660 | J6FT | TS0 | P0TOZ- | FOSTRT | omomemsy Tl = (i

ety IV =W spregpr
Lass o |y | g |y | somumeg S 7= 00 sy
SO0 [STroor | TG0 | 000 | SZUGTTE | 0CTE | semomenms | g
O | ass | A | X q i SOTUIRIE ] v o
IO OGTT | T660 | 7eE0 | TsEOE | egoor | seuopemmsy A [—
O | ass | 4| o q i sorppreg | u
OUTT VL) 660 | 00T | 0T | Mgt |swoems| o

ag-1F =1 Apor

o | ass | 4| q ¥ SOLAIRIE b g-TF=0d | g
DO IFIS6T| 660 | 689 |0 a01| R | seuomemsg N o
LI IR ; g (o2 =T =07 | Spuepeyog

‘sequed op osod uo orpowiold OJUSIWIIINAID O SOYRP

SOl ®© mOU@pmS_ﬁ OJUR_TWIIORID 9P O[opouwW ePrO 9P wOnw@Ew.ﬁwQ SO[ 9P SoUOIdBUII]SO SB[ 9P SaIO[BA G1'¢ VIAV],

76



L
EPEETA
Yoy
- G0 1
QINETIF]
Aporg
2 - I5T
AEEEY
o055

(T1°¢) seyuerd ap (seloy £ ofre) ‘seorer) ooes osad uo
orpottold [op OJULIWINAI) 9P So[ejUdWILIodXd sojep sof eIed soppou sof op uoeIedwon A 91snly Q¢ viNDI

7



Nétese en la figura (3.8) que los modelos de Gompertz y Logistico son los de mejor
ajuste, observe los valores de R%, SSE y AIC de la tabla (3.5), y se analiza el modelo de
Gompertz con detalle, con un test (Kolmogorov-Smirnov) para mostrar normalidad de los
errores y también se realiza un test (Durbin-Watson) para mostrar la no autocorrelacién
de los errores.

Nétese que el modelo de Gompertz tiene pardmetros con valores, A = 156.633 el cual repre-
senta el crecimiento maximo en peso promedio de las plantas, el valor de desplazamiento
hacia la derecha B = 56.981 que depende de la condicién inicial al t = 0 y K = 0.332 que
representa la tasa intrinseca que tan rapido de crecimiento en peso de las plantas, este mo-
delo es el que da la mejor explicacién de la dindmica del crecimiento en peso de las plantas.

Para la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov con n = 13 y 5% de significa-
cién se obtiene la siguiente tabla,

Diferencias maés extremas
Negativa D~ | Positiva D" | Absoluta D
-0.161 0.117 0.161
Dn,a
0.361

TABLA 3.13: Resultados de la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov

por lo tanto, si la regién de rechazo estd dada por D > D,, ,, se tiene que para la tabla
de cuantiles de D para la prueba de Kolmogorov-Smirnov [6]:

D13,0.05 = 0.361

como D = 0.161< D130.05 = 0.361, entonces no se rechaza la hipdtesis nula por lo tanto
puede concluirse, a un nivel de significancia de 5%, que no hay en la muestra suficiente
evidencia para afirmar que la distribucion de los residuales en estudio no es normal.

La figura (3.9) muestra un histograma de los residuales y la figura (3.10) muestra el
diagrama de dispersion de los residuales en el tiempo y la tabla (3.14) los valores de p que
llevan a no rechazar la hipotesis de no autocorrelacion,
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Figura 3.10: Grafica que muestra el valor de los residuales dados por el modelo ajustado
de Gompertz con respecto al tiempo.

Prueba de Durbin-Watson

Parametros d Decisién de rechazar Hy
Valor de Durbin-Watson | 2.1259 No

TABLA 3.14: Resultados de la prueba de Durbin-Watson.
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Se analiza el modelo logistico con detalle, con un test (Kolmogorov-Smirnov) para mos-

trar normalidad de los errores y también se realiza un test (Durbin-Watson) para mostrar
la no autocorrelacién de los errores.
Noétese que el modelo logistico tiene pardmetros con valores, A = 134.504 el cual repre-
senta el crecimiento méaximo en peso promedio de las plantas, el valor B = 3119.723 que
depende de la condicién inicial al t = 0 y K = 0.630 que representa la tasa absoluta del
crecimiento en peso de las plantas, este modelo también da una muy buena explicacién de
la dindmica del crecimiento en peso seco de las plantas.

Para la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov con n = 13 y 5% de significa-
cién se obtiene la siguiente tabla,

Diferencias mas extremas
Negativa D~ | Positiva D" | Absoluta D
-0.129 0.167 0.167
Dn,a
0.361

TABLA 3.15: Resultados de la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov

por lo tanto, si la regién de rechazo estd dada por D > D,, ,, se tiene que para la tabla
de cuantiles de D para la prueba de Kolmogorov-Smirnov [6]:

D130.05 = 0.361

como D = 0.167< Di30.05 = 0.361, entonces no se rechaza la hipdtesis nula por lo tanto
puede concluirse, a un nivel de significancia de 5%, que no hay en la muestra suficiente
evidencia para afirmar que la distribucién de los residuales en estudio no es normal.

La figura (3.11) muestra un histograma de los residuales y la figura (3.12) muestra el
diagrama de dispersion de los residuales en el tiempo y la tabla (3.16) los valores de p que
llevan a no rechazar la hipotesis de no autocorrelacion,
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Ficura 3.12: Gréfica que muestra el valor de los residuales dados por el modelo logistico
con respecto al tiempo.

Prueba de Durbin-Watson
Parametros d Decisién de rechazar Hy
Valor de Durbin-Watson | 2.078 No

TABLA 3.16: Resultados de la prueba de Durbin-Watson.
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Ejemplo 3. En la cinética de crecimiento de células (Biomasa) y consumo de sustra-
to visto por las ecuaciones diferenciales de Monod es importante estimar los parametros
K, ftmaz ¥ Ys de dicho sistema (1.51), dado los siguientes datos de crecimiento de biomasa
y consumo de sustrato [1] mostrados en la tabla.

Tiempo (hrs) | Sustrato (g\L) | Biomasa (g\L)
0 0.475 0.005
1 0.475 0.006
4 0.475 0.009
6 0.468 0.012

7.5 0.453 0.022
8.5 0.445 0.031
9.5 0.440 0.047
12 0.429 0.068
16 0.400 0.085
22.5 0.365 0.180
23 0.355 0.214
23.5 0.320 0.320
26 0.300 0.470
29 0.285 0.608
30.5 0.231 0.750
32.5 0.166 0.820
34 0.140 0.850
34.5 0.135 0.890
35 0.130 0.920
42 0.130 0.920

TABLA 3.17: Datos de decrecimiento de sustrato y crecimiento de biomasa.

Estos datos fueron analizados con el paquete Mathematica , y se estimaron los pardme-
tros K, ftmaz, dado que se conoce el pardmetro Y, = W y minimizando la suma
de cuadrados del error (SSFE) para el sustrato dada la solucion implicita (1.60) del méto-
do de anélisis integral (Ver apéndice B) . Ya teniendo las estimaciones de los pardmetros,
ahora se sustituyen en el sistema de ecuaciones diferenciales (1.62) y se resuelve dicho
sistema con el método de Euler que fue realizado en Mathematica (Ver apéndice C') para
aproximar dicha soluciones de concentracién de biomasa X (t) y sustrato S(t) obteniendo
los siguientes gréficos (3.13),(1.57), donde se ve que las solucién de la concentracién de
sustrato S(t) para el método de anédlisis integrado es muy similar a la solucién S(t) para
el método de Euler lo cual implica que existe un buen ajuste X (¢) para las observacio-
nes de biomasa. Se realiza la estimacién de los pardametros K, timqz con el método de

Lineweaver-Burk haciendo uso de los reciprocos —+— y L.
sustrato "

84



S

08

0.0te2— L] L] L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L L L It
0 10 20 30 40 50

Ficura 3.13: Gréfica que muestra la curva de ajuste para los datos experimentales de
consumo de sustrato S(t) de la tabla (3.17), para los valores estimados de los pardmetros
K, =0.19, fimaz = 0.23, Y, = 2.037 utilizando el método integral de anélisis.

S(t).X()
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FiguraA 3.14: Grafica que representa las curvas de ajuste para los datos experimentales
de crecimiento de biomasa X (t) y consumo de sustrato S(t) de la tabla (3.17) para los

valores estimados de los parametros I/(\s = 0.19, [imaz = 0.23, Yy = 2.036, h = 0.01, ty = 42
utilizando el método de Euler.
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Se realiza la estimacion de los parametros K, fimqe con el método de Lineweaver-Burk
obteniendo los siguientes resultados.

Tiempo = hl(X(tt)lzoln(XO) sustl'rato i
0 0 2.105 0
1 0.182 2.105 | 5.485
4 0.147 2.105 | 6.805
6 0.146 2.137 | 6.853
7.5 0.197 2.208 | 5.062
8.5 0.215 2.247 | 4.659
9.5 0.236 2.272 | 4.240
12 0.217 2.331 | 4.598
16 0.178 2.5 5.647
22.5 0.160 2.740 | 6.279
23 0.163 2.817 | 6.122
23.5 0.177 3.125 | 5.650
26 0.175 3.333 | 5.723
29 0.170 3.509 | 5.903
30.5 0.164 4.330 | 6.087
32.5 0.157 6.024 | 6.373
34 0.151 7.143 | 6.620
34.5 0.150 7.408 | 6.658
35 0.148 7.692 | 6.711
42 0.124 7.692 | 8.053

1
sustrato we

TABLA 3.19: Datos de los reciprocos

Se realiza la estimacién de parametros haciendo uso del método de regresién lineal de la
forma:

Y=mX+b

donde Y =1 b=_—L _ m= L yp=_1_ obteniendo asi los siguientes resultados
sustrato Hmaz Hmax

mostrado en la Figura (3.15):
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Grafica de Lineweaver-Burk

R Lineal = 0,260
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FiGurA 3.15: Gréfica que muestra la estimacién de la funcién lineal para los datos i y

1
sustrato”

donde se obtienen las siguientes estimadores de la pendiente m y la ordenada al origen b
obteniendo el siguiente modelo lineal:

1 = 0.388$ +4.204.

u sustrato
donde:
K ~ 1
m=—> =0.388, b= = 4.204
Hmazx Hmazx
entonces despejando g, v K se obtiene que:
= 0.238, K5 = (0.388)(0.238) = 0.093.

Hmaz = m
Teniendo estos estimadores y conociendo el valor de Y; se sustituyen en el sistema de
ecuaciones diferenciales (1.65) se obtienen las curvas el ajuste S(¢) y X (¢) y se realiza una
comparacién con los estimadores obtenidos por el método de andlisis integral, haciendo la
siguiente comparacion.
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Ficura 3.16: Gréfica que muestra la curva de ajuste para los datos experimentales de

consumo de sustrato S(t) de la tabla (3.17), para los valores estimados de los pardmetros

I/(\S = 0.092, limaee = 0.238, }?5 = 2.037 haciendo uso del método de Linearweaver-Burk y
haciendo uso del método de Euler para h = 0.01 y t; = 42.

S(t).X(1)
101

0.8
0.6 °
04 o

0.2

% O
FicurA 3.17: Grafica que representa las curvas de ajuste para los datos experimentales
de crecimiento de biomasa X (¢) y consumo de sustrato S(¢) de la tabla (3.17) para los
valores estimados de los pardmetros I/(\S = 0.19, fmazr = 0.23, }?S = 2.037 haciendo uso del
método de analisis integral y utilizando el método de Euler para h = 0.01 y ty = 42 .
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Capitulo

Conclusiones.

En el capitulo 1 se hizo el desarrollo matematico de los modelos de crecimiento usados
en la actualidad por los bidlogos, empezando con el modelo logistico el cual tiene tres
pardmetros (A, B, K), este modelo presenta un punto de inflexién en el valor %, lo cual
implica que la velocidad de crecimiento va en aumento conforme pasa el tiempo hasta
llegar a la velocidad maxima dada en el punto de inflexién y conforme avanza el tiempo
la velocidad empieza a decrecer hasta que alcanza el valor del crecimiento méximo dada
por el valor de A.

El modelo de Bertalanffy tiene tres pardmetros (A, K,tp). Este es el inico modelo que
tiene un tiempo hipotético ¢y < 0 el cual se considera que la longitud en este tiempo es
cero L(tgp) = 0, este la curva de este modelo es concava , lo cual implica que la veloci-
dad de crecimiento es maxima al inicio y conforme transcurre el tiempo esta velocidad de
crecimiento va disminuyendo hasta que alcanza el valor de crecimiento méximo que esta
representado por el valor de A.

El modelo de Gompertz tiene tres parametros (A, B, K). Este es el tinico modelo que
tiene un parametro de desplazamiento representado por el valor de B, que desplaza al
modelo hacia la izquierda o derecha segtin se presenten las observaciones al tiempo ¢ = 0.
También presenta en punto de inflexién que esta representado por el valor de é, lo cual im-
plica que la velocidad de crecimiento va en aumento conforme pasa el tiempo hasta llegar a
una velocidad maxima dada en el punto de inflexion y conforme avanza el tiempo la veloci-
dad empieza a decrecer hasta que alcanza el valor que representa el crecimiento méximo A.

El modelo de Brody el cual es un caso particular del modelo de von Bertalanffy, tiene
tres parametros (A, B, K). Tiene una condicién inicial muy particular dada por P(0) =
A(1 — B), donde el valor de A representa el crecimiento maximo y 0 < B < 1, lo cual
implica que P(0) es una porcién del crecimiento maximo.

El modelo de Richards tiene cuatro parametros (A, B, K, M). La curva de este modelo

puede ser similar a la curva del modelo de Bertalanffy o Gompertz, todo depende de la
manera como se presentan las observaciones en el tiempo.
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El modelo de la cinética de Monod tiene dos pardmetros (tmaz, Ks) que caracteriza al
crecimiento de biomasa (celulas) y decrecimiento de sustrato; el crecimiento de biomasa se
da en cuatro fases, la fase de latencia que es donde no se considera crecimiento de células,
la fase exponencial se considera que la velocidad de crecimiento positiva, la fase estacio-
naria donde se considera un equilibrio entre la velocidad de crecimiento y la velocidad
de muertes y la fase enddégena donde las células van muriendo, en esta fase velocidad de
crecimiento negativa. El modelo de la cinética de Monod solo describe la fases exponencial
y la fase estacionaria, dichas fases se dan en un cultivo en lote, lo cual implica que el
sustrato se encuentra limitado a dicho ambiente.

Se busca un equilibrio entre la bondad de ajuste y la complejidad del modelo dada por su
ntimero de pardmetros. Esto se manifiesta en el Criterio de Informacién de Akaike (AIC)
el cual esta basado en el concepto de entropia que se define como perdida de informacion
y da pauta a seleccionar el modelo mas adecuado.

Se verificaron las suposiciones para el ajuste de los modelos. La prueba de Durbin- Wat-
son se hizo para detectar presencia de autocorrelacién de los residuales y para probar la
normalidad de los residuales se realizo la prueba de Kolmogorov-Smirnov.

En las observaciones de crecimiento en longitud de peces se ajustaron los modelos de
von Bertalannfy, Brody, Gompertz, Logistico y Richards. Se encontré que los modelos de
von Bertalanffy y Brody dieron menor valor de (AIC'). Para detectar presencia de autoco-
rrelacién de primer orden se usé la prueba de Durbin-Watson y la prueba de Kolmogorov-
Smirnov para probar la normalidad de los errores del modelo de von Bertalanffy lo que se
concluyo que no hubo presencia de autocorrelacién y no se rechazo la normalidad.

Se realizo la estimacion de los parametros del modelo de Von Bertalanffy por medio del
método de Ford-Walford, el cual propone una linealizacién del modelo de von Bertalanffy,
y estima los pardmetros A y K realizando una regresién lineal para L(t+ 1) y L(t) y ob-
tener la estimacion de tg. Se compararon los dos modelos de von Bertalanffy, uno con los
parametros obtenidos con el método de maxima verosimilitud y el otro con los parametros
obtenidos con el método de Ford-Walford, obteniendo un buen ajuste por parte de los dos
modelos, por lo que se hizo un analisis detallado de los residuales, obteniendo que el mo-
delo de von Bertalanffy con pardmetros estimados por medio del método de Ford-Walford
los parametros estimados no son los que dan la minima varianza lo cual implica que el
mejor método para la estimacién de los pardmetros es el de maxima verosimilitud ya que
los estimadores son los de minima varianza.

Se realizo la estimacion de los parametros del modelo logistico por medio del método
de linealizacién el cual transforma el modelo no lineal en un modelo lineal, y estima los
pardmetros A y K realizando una regresién lineal para m y ﬁ y obtener la estima-
cién de B. Se compararon los dos modelos logisticos, uno con los parametros obtenidos con
el método de linealizacion y el otro con los pardametros obtenidos con el método de maxi-
ma verosimilitud, obteniendo un mal ajuste con el modelo logistico con los parametros
obtenidos con el método de linealizacién y nétese que este modelo subestima el valor de
crecimiento maximo lo cual hace que el mejor método para la estimacién de los parametros
sea el método de maxima verosimilitud.
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En observaciones de crecimiento en peso de plantas se ajustaron cinco modelos y se
selecciond el modelo de Gompertz, ya que es el que tiene el valor de AIC mas pequeiio.
Se realizo un analisis de los residuales del modelo y se concluyo que no hubo presencia de
autocorrelacién y no se rechazo la hipdtesis de normalidad.

Dadas las observaciones de crecimiento de biomasa y decrecimiento de sustrato, se hizo un
analisis de la cinética de Monod que refiere a el crecimiento de biomasa y decrecimiento
de sustrato. Primero se resolvié para los pardmetros Ky y tmae usando el método integral
de andlisis aplicado a los datos de sustrato. Conociendo el valor de Yy = %,
que es el valor del rendimiento del sustrato limitado en un cultivo en lote, se procedié a
estimar Ks y [tmee que minimizaron la suma de cuadrados del error para el sustrato
SSE = S(5(t) — 5(t)) usando el método integral de analisis como en la ecuacién resul-
tante no se puede despejar S(t) todo se paso del lado izquierdo igualando la ecuacién a
cero por esta razon se uso del método de Newton para obtener las raices y asi obtener
S(t) y ya teniendo dichos pardmetros se hizo usé del método numérico de Euler para
aproximar X (t) y S(t) como funciones de t. Esto describe el crecimiento de biomasa y el

decrecimiento de sustrato.

Se realiza la estimacién de los pardmetros Ks v fimar por medio del método de linea-
lizacién de lineweaver-Burk, haciendo una regresién lineal con los valores de ﬁ y i, se
hace la comparacién de los estimadores obtenidos con este método y el método integral
de andlisis, sustituyendo los pardmetros en el sistema de ecuaciones de cinética de Monod
y resolviendo con el método de Euler obteniendo asi las curvas de S(t) y X(¢) respecti-
vamente, se observa en las graficas que cuando se tienen los pardmetros obtenidos con el
método de Lineweaver-Burk la curva de X (t) que representa el crecimiento de biomasa,
sobreestima los datos experimentales y S(t) que representa el consumo de sustrato subes-
tima los datos experimentales, y con los pardmetros obtenidos con el método integral de
andlisis las curvas X (t) y S(t) dan un buen ajuste para los datos experimentales, lo cual
implica que el mejor método para estimar los parametros de la ecuacién de Monod es el

método integral de analisis.
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Apéndices

Codigo realizado en Mathematica para el

calculo del valor de (AIC).

n = 16; (*Numero de datos™)
t=4{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15}; (*Datos de tiempo*)

y = {1.89,10.16, 16.17,20.53, 23.70, 26, 27.67, 28.88, 29.76, 30.40, 30.87, 31.20, 31.45, 31.63, 31.76, 31.85};
(*Datos del promedio de la talla de peces*)

p=20;

a = 32.09925; (*Valor estimado de Lo, del modelo de Bertalanffy*)

b =0.319951, (*Valor estimado de K del modelo de Bertalanffy*)

¢ = —0.18964T; (*Valor estimado de to del modelo de Bertalanffy*)

o = v6.062815 % 105; (*Estimacién de la Desviacién Estandar del modelo*)
For [z =1,i<n,i++,p=p+ (y[[z]] —a+ax* e‘l’*(t“iﬂ_c))2 ;}

Ao = —nxLog [0 % V2 x| — 5owp; (*Funcién de verosimilitiud A del modelo de Bertalanffy*)
aic, = — (2% \p)+6 (*Calculo de (AIC) del modelo de Bertalanffyx)
p1=0;

a; = 32.09925; (*Valor estimado A del modelo de Brody*)

b1 = 0.9411266; (*Valor estimado B del modelo de Brody*)

c1 = 0.3199513; (*Valor estimado K del modelo de Brody*)

o1 = V6.06282 % 1076; (*Estimacién de la Desviacién Estandar del modelo*)

For [z =1,i <n,i++,p1 =p1 + (y[[z]] —ay + (a1 * ble*(t“i”*q))) 2;]

Apr = —n*Log [01 */2 %7 —ﬁ*pl; (*Funcién de verosimilitiud A del modelo de Brody*)
aicpy = — (2% App)+6 (*Calculo de (AIC) del modelo de Brody *)
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p2 = 0;

ag = 30.93375; (*Valor estimado K del modelo Logistico*)

by = 4.705943; (*Valor estimado A del modelo de Logistico*)

c2 = 0.7031626; (*Valor estimado r del modelo de Logistico*)

o9 = V/18.66618; (*Estimacién de la Desviacién Estandar del modelo*)

For [i = 1,1 < n,i4-+,2 = pa-+ (4[] — (13 ) ) %]

A\ = —nxLog [o2 * V2 * 7] —ﬁ*pg; (*Funcién de verosimilitud A del modelo Logistico*)
aic;g = — (2% \;)+6 (*Calculo de (AIC) del modelo de Logistico™)

p3 = 0;

az = 31.26833; (*Valor estimado K del modelo de Gompertz*)

bs = 2.038700; (*Valor estimado A del modelo de Gompertz*)

c3 = 0.5114521; (*Valor estimado r del modelo de Gompertz*)

o3 = V/0.7697885; (*Estimacién de la Desviacién Estandar del modelo*)
For [z =1,9<n,i++,p3 =p3+ <y[[1]] _ (a3 % e—bg*e—63*t[[i”)) 2;]

Ag = —nxLog [03 * /2 % 7'['] —ﬁ*pg; (*Funcién de verosimilitud A del modelo Gompertz*)
alcg = — (2% \g) +6 (*Calculode(AIC)delmodelodeGompertz*)

ps =0

aq = 32.09948; (*Valor estimado a del modelo de Richards*)

by = 0.9411613; (*Valor estimado b del modelo de Richards*)

cq = 0.3199203; (*Valor estimado ¢ del modelo de Richards*)

dy = 1.513171 % 1074, (*Valor estimado m del modelo de Richards*)

04 = V/6.533814 % 10-6; (*Estimacién de la Desviacién Estandar del modelo*)

For [z =101 <n,i++,ps =ps+ (?JHZH - (a4 (1— by = 6_04*t“i]]) ﬁ)) 25}

Ar = —nxLog [04 * /2 % 7[‘] —ﬁ*m; (*Funcién de verosimilitud A del modelo Richards™*)
aic, = — (2% A\, )+8 (*Calculo de (AIC) del modelo de Richards®)

Para el ejemplo 2 de crecimiento de plantas se utiliza este mismo cddigo sélo se susti-
tuyen los estimadores de los pardmetros de cada modelo.
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Apéndices

Codigo realizado en Mathematica para el
calculo de los estimadores de Ks vV thmar
para encontrar el valor minimo de las suma
de cuadrados de los errores del sustrato.

n = 20; (*Numero de datos del sustrato*)

y = {0.475,0.475,0.475,0.468, 0.453, 0.445, 0.440, 0.429, 0.400, 0.365, 0.355,

0.320, 0.300, 0.285,0.231,0.166, 0.140, 0.135, 0.130, 0.130}; (*Datos empiricos de sustrato™)
ss = {0,1,4,6,7.5,8.5,9.5,12, 16, 22.5, 23, 23.5, 26, 29,

30.5,32.5, 34, 34.5, 35,42}, (*Tiempo medido en hrs.*)

cont = 1;

ng = 1;

ng = 20;

ns = 1;

ne = 100;

sse = Table [{},{(n4 —n3 + 1) *x (ng —ns + 1)}];

Tfinal = 0.990; (*Biomasa al tiempo final cuando el sustrato es casi cercano a cero*)
Tinicial = 0.005; (*Biomasa al tiempo inicial™)

For [ks = n3, ks < ny, ks++,kk = kg/ 100;
For [Mméx = N5, Mméx < ng, Mméx++al = Mméx/ 100a

50 = 0.475;
20 = 0.005;
ys = Zfinal —Tinicial .

50
(*Ciclo For que resuelve la ecuacién implicita para cada tercia de pardmetros (Ks,Ys,timax) ™)
_ s,
a = ?0,
_ To+ys*Sg .
b=1+ 0ys>|<kk07
_ Ix(mo+ys#*so) .
¢= ysxkk ’
h = Table[{}, {n}];

h1 = Table[{}, {n}];
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1 =0

While[i < n,j = 1;

u = *5£ / FindRoot [Log [%] + (c*ss[[j+1]]) —bxLog[l+ ax (so —s)] == 0,{s,0.003} | ;
(*Funcién que encuentra las raices de la ecuacion implicita *)

g; = Flatten[List[{ss[[j + 1]],u}]];

h1f[i +1]] = (u = y[li + 1)])"2;

Total[h1];

sse[[cont]] = Re[Total[h1]]; (*Da la Suma de Cuadrados del error®)
i++]

Print[N[l],, Re[Total[h1]],, N[kk], , cont]

cont+-+;

]

]

tt = Min[sse]
Position|[sse, tt] (*Da la posicién donde se encuentra la menor Suma de Cuadrados del Error*)
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Apéndices C

Codigo realizado en Mathematica para la
aproximacion de las soluciones del sistema
de ecuaciones diferenciales de Monod
utilizando el método de Euler.

h =0.01; (*Tamano del paso utilizado en el metodo de Euler*)

b=42; (*Tiempo final*)

to = 0; (*Tiempo inicial*)

n— b=t

M4 = 0.23; (*pmax estimada™)

ks = 0.19; (*ks estimada™)

Tfinal = 0.990; (*Biomasa final*)

Tinicial = 0.005; (*Biomasa inicial*)

sp = 0.475; (*Sustrato inicial*)

ys = Hinal=Sinicial (*Coeficiente de formacién Yy de la ecuacién de Monod*)
flxoy] = { i :5*:0, _ys* o f’z’;x} (*Ecuaciones difernciales de la cinética de Monod*)

2o = {0.005,0.475);

x1 =z + (f [zo[[1]], zo[[2]]]) h; (*Forma de calcular en valor X,, dado X,,_1*)

= Table[{}, {n + 1}];
= Table[{}, {n + 1};
<t[[1]] = {0, zo[[1]}
yt[[1]] = {0, zo[[2]]} ;
sustra = List[{{0, 0.475}, {1,0.475}, {4,0.475}, {6, 0.468}, {7.5,0.453}, {8.5,0.445}, {9.5,0.440},
{12,0.420}, {16,0.400}, {22.5,0.365}, {23,0.355}, {23.5,0.320}, {26,0.300}, {29, 0.285},
{30.5,0.231}, {32.5,0.166}, {34,0.140}, {34.5,0.135}, {35,0.130}, {42, 0.130} }]; (*Datos de sustrato*)

bio = List[{{0,0.005}, {1,0.006}, {4,0.009}, {6,0.012}, {7.5,0.022}, {8.5,0.031}, {9.5,0.047},

{12,0.068}, {16,0.085}, {22.5,0.180}, {23,0.214}, {23.5,0.320}, {26, 0.470}, {29, 0.608},
{30.5,0.750}, {32.5,0.820}, {34,0.850}, {34.5,0.890}, {35, 0.920}, {42, 0.990} }]; (*Datos de biomasa*)
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Forli = 1,i<=n, i++, f[x_y] = { Mgacr, _yﬁ?éﬁiyy*f};

i = 20 + (f [zol[1], zol[21]) A

ti =1ty + h;

tlfi +1]] = {5 z:{[1]]}

ytl[i+1]] = {ts, zi[[2]]}; (*Ciclo For que realiza todas las iteraciones del método de Euler*)

o = T

to = ti;

PI‘lnt [Z, 43 //7 tz, 143 //7 :177/[[1]], [43 //’ m@[[2]]] 7

k = ListPlot[yt, Joined — True, PlotRange — {{0, 50}, {0, 1}}]; (*Puntos solucién para el sustrato*)

pl = ListPlot[sustra, PlotRange — {{0, 7}, {160,310} }, Joined — False]; (*Datos empiricos de sustrato*)
kk = ListPlot[xt, Joined — True, PlotRange — {{0, 50}, {0, 1}}]; (*Puntos solucién para la biomasa*)

p = ListPlot[bio, PlotRange — {{0, 7}, {665, 740} }, Joined — False]; (*Datos empiricos de biomasa*)
Show|[k, kk, p, p1, AxesLabel — {t, “S(t),X (¢)”}]

(* Muestra las gréficas solucién para S(t) y X (t) asi como los datos empiricos de sustrato y biomasa*)
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