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Stat Animus pristina nomine,
nomina nuda tenemus.

Y del Alma nos queda unicamente el nombre.
Te amo Alma Rocio, mi mejor conjetura.






Resumen

En este trabajo de tesis hemos intentado exponer una introduccién al
Calculo Estocastico Cuantico. Presentaremos la construccién de la Integral
Estocastica Cuantica, que es el analogo a la Integral Estocastica Clasica que
se estudia en el Célculo Estocéastico usual. Mostraremos detalladamente las
esgtrategias de estudio mas tutiles para su desarrollo, y los problemas técni-
cos a los que se enfrenta considerar sumas de tipo Riemann-Stieljes cuando
se trabaja con los operadores no acotados de Aniquilacién y Creacién. Se
formularan los Estimados Fundamentales que nos permitan obtener esta in-
tegral en todo un espacio que resulte suficiente para estudiar los procesos
evolutivos de los sistemas de Bosones y Fermiones.

Finalmente haremos algunas comparaciones entre los Célculos Estocasti-
cos. En particular, obtendremos la Férmula y la Isometria de Ito a través de
argumentos cuanticos.






III

Introduccion

En 1900, durante el ler. Congreso Internacional de Matematicas, David
Hilbert plantea una lista de 23 problemas que, en su opinion, seran las prin-
cipales lineas de investigacion matematica durante el siglo XX. El sexto de
ellos, aun abierto, consiste en encontrar una base axiomatica que permita de-
ducir todas las teorias fisicas que expliquen los fenémenos aleatorios. Entre las
mentes que se dedicaron a resolver dicho problema destacan A.N.Kolmogorov
y J.von Neumann.

El enfoque de Kolmogorov, conocido como Modelo o Teoria de la Proba-
bilidad Clésica, propone una terna (2, §,P), llamada FEspacio Cldsico de
Probabilidad, donde €2 es un conjunto no vacio, § es una o-dlgebra de {2
y P es una medida de probabiliad en §. Este modelo ha sido sumamente
exitoso en el estudio de la Fisica Estadistica, modelos biolégicos y, reciente-
mente, en Matemaéatica Financiera.

Asi mismo, el llamado Célculo Estocéastico Clésico suele citarse como el
desarrollo més refinado de la Teoria de la Probabilidad Clasica y su resulta-
do fundamental, la Férmula de Ito, es considerado uno de los resultados mas
profundos de la matematica contemporanea.

Por otra parte von Neumann, en su interés por encontrar una teoria
matematica que diera cuenta de los fenémenos aleatorios que aparecen en
la Mecanica Cuantica, se percata de que el modelo de Kolmogorov no era
suficiente para explicarlos. Asi, se da a la tarea de construir una teoria mas
amplia que contuviera a la Probabilidad Clasica y a su vez explicara los he-
chos de la Fisica Cuantica. Su punto de partida es una pareja (A, p) llamada
Espacio de Probabilidad Cudntico, donde A es un élgebra de von Neumann y
p: A — C esun estado o funcional lineal actuando en A que asocia nimeros
no negativos a elementos no negativos tal que p(e) = 1, donde e es el ele-
mento identidad en el sentido de la Teoria de Algebras.

Un espacio clasico de probabilidad (€2, §, P) puede verse como un espacio
cudntico de probabilidad considerando A = L>(,F,P), el dlgebra de von
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Neumann de las variables aleatorias esencialmente acotadas, y p : A — C
definido como

oh) = [ fap.

Debido al Teorema de GNS, toda algebra de von Neumann tiene una
representacion en el algebra de operadores acotados de algin espacio de
Hilbert. Por tanto, las variables aleatorias cuanticas y los procesos estocasti-
cos cuanticos, al ser elementos del algebra de von Neumann, pueden ser con-
siderados como operadores acotados. Asi, el estudio del Céalculo Estocéstico
Cuantico esta intimamente relacionado con la Teoria de Operadores.

Para 1984, en [6], trabajo seminal del Célculo Estocéstico Cudntico,
R.L.Hudson y K.R.Parthasarathy dieron impulso al estudio de los procesos
de Markov cudnticos y encuentran una generalizaciéon de la Férmula de Ito,
conocida como Férmula de Ito Cuantica, que encontré enormes aplicaciones
en Fisica y, especialmente, en ()ptica Cuantica.



Notacion

Adoptaremos la siguiente notacion:

Conjuntos y Mapeos

= Si A es un conjunto, denotaremos con 14 a su funcién indicadora.

Espacios Normados y Topologia

» Dados los espacios normados X e Y, denotaremos por B(X,Y)
al espacio de operadores acotados de X en Y. Si X =Y, sim-
plemente escribiremos B(X ). En particular, al operador nulo se le
denotara como ©.

= Si H es un espacio con producto interno, digamos (-, -), tendremos
la convencién de que tal producto interno es antilineal en la primera
variable y lineal en la segunda: (af 4+ g,h) = a(f,g) + (g, h) y
(frag +h) =alf,9) + {f. h).

» Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por P(H), O(H), PO(H),
U(H) a los conjuntos de operadores proyecciones, autoadjuntos,
positivos y unitarios respectivamente.
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Capitulo 1

Preliminares

El estudio de la fisica de cuerpos macroscopicos ha sido desarrollado desde
sus inicios con las herramientas clasicas del Calculo Diferencial, dando origen
a la Mecénica Clasica y, particularmente, a la Mecanica Celeste. Sin embargo,
debido a las dificultades técnicas y econémicas para la comprobacién de sus
leyes, ha sido necesario un desarrollo tedérico posterior que pudiera involucrar
al azar como factor importante en los fenémenos macroscopicos y el cual ha
sido pulido hasta llegar a niveles de la Teoria Clasica de las Probabilidades
y, recientemente, el Calculo Estocéstico.

Este tltimo encuentra pronto aplicaciones industriales y financieras, sin
olvidarse de las fisicas y bioldgicas. No obstante, tal y como pasé con la
Mecénica Clésica con la llegada de las teorias fisicas relativistas y cuanticas,
la Probabilidad Clasica encuentra inconvenientes para el estudio de sistemas
de cuerpos de nivel atéomico.

Ante la imposibilidad de tener certezas deterministas en los estudios de
particulas subatémicas debido al Principio de Incertidumbre de Heisenberg,
ha tomado importancia para los fisicos el tener que conformarse con teorias
matematicas que incorporen el azar a los estudios cuanticos como un factor
de gran peso, dando con esto origen a la Probabilidad Cuantica y, posterior-
mente, al Célculo Estocastico Cuantico.

En este capitulo haremos un analisis de los principales conceptos de Teoria
de Operadores involucrados en el desarrollo de la Tesis. Por tratarse de un
Capitulo introductorio, se omiten la mayoria de las demostraciones, dejan-
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do tnicamente las propias de los autores. Esto debido a que algunas de las
proposiciones son enunciadas en lenguaje puramente algebraico o analitico,
no obstante las fuentes dan demostraciones con probabilidad avanzada.

En la Seccién 1.1 se exhiben resultados sobre operadores no acotados que
seran utilizados posteriormente. Las Secciones 1.2, 1.3 y 1.4 tratan sobre pro-
ductos tensoriales. Finalmente, en la Seccién 1.5 se define el espacio de Fock
Simétrico, el cual es el universo donde nos concentraremos a lo largo de toda
la investigacion.

1.1. Nociones Basicas de Operadores
no Acotados

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador T en H es una pareja (T, D(T'))
donde D(T) es un subespacio vectorial de H, llamado dominio de T, y
T : D(T) — H es una transformacion lineal. Se dice que T es densamente
definido si D(T') es denso en H. La grdfica del operador (T, D(T')) es el con-
junto G(T) = {(u,Tu) : uw € D(T)}. Es claro que G(T') es un subespacio
vectorial de H € H.

T es cerrado si su grafica es cerrada. T' se dice cerrable si existe un ope-
rador (T, D(T)) en H tal que G(T') = G(T). Este operador es unico y es
llamado operador cerradura de T

Si (Th, D(Th)) v (T, D(T3)) son dos operadores en H, se define su suma
como D(Ty +Ty) = D(Ty) N D(Ty) y (Ty + 1) = Ti¢ + Tré para todo
¢ € D(Th +Ty). Si D(Th) € D(Ty) y Th¢ = Tr¢ para todo ¢ € D(Ty), se
dice que (T3, D(T3)) es una extension de (11, D(11)) o que (T, D(17)) es una
restriccion de (Ty, D(T3)). Esta relacion se denota por Ty C Ty, Ty C Ty siy
solo si G(T1) C G(Ty), de donde es claro que, si T es cerrable, entonces T' C T.

Si (T, D(T)) es densamente definido, definimos el conjunto D(7™*) como

D(T*)={veH: sup  |[{(v,Tu)| < co}.

weD(T), Jul=1

En otras palabras, v € D(T™) si y solo si el mapeo u +— (v, Tu) con do-
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minio D(T') es continuo en 0. Como D(T) es denso, una aplicacién del Teo-
rema de Riesz muestra que existe un dnico v* € H tal que (v, Tu) = (v*, u)
para todo u € D(T). Denotemos por T*v a v*. Entonces D(T™) es un espa-
cio vectorial y T : D(T*) — H es lineal. Se define el operador adjunto de
(T, D(T)) como (T*, D(T*)).

En adelante, haremos un abuso de lenguaje y nos referiremos al operador
(T, D(T)) simplemente como 7', enfatizando su dominio unicamente cuando
sea necesario. Los resultados més importantes que usaremos a lo largo del
documento referentes a operadores son los siguientes:

Proposicién 1.1. T es cerrable si y solo si siempre que la pareja (0,v) €

H@ H esté en G(T), se tiene v = 0.

Lema 1.2. Sea T densamente definido. Entonces T* existe, pudiendo ser
D(T*) = {0}, y es cerrado.

Teorema 1.3. Sea T densamente definido. Entonces T es cerrable si y so-
lo st T* es densamente definido. En este caso, (T*)* es el operador tal que
G(T*)*) = G(T), o en otras palabras, T = (T™*)*.

Teorema 1.4. Sean T y S densamente definidos en H.
a) SCT=T*C 5"

b) SCT=TCS si S es cerrado.

Para terminar esta Seccion, presentamos un resultado sobre operadores
unitarios. Este resultado escapa en naturaleza de los previos, ya que corres-
ponde a operadores acotados.

Teorema 1.5. Sean Sy y Sy conjuntos totales en los espacios de Hilbert Hy y
Hs respectivamente. Supongamos que Uy : S — Sy es un mapeo que conserva
el producto interno. Es decir, (Uyu, Uyv) = (u,v) para cualesquiera u,v € Hy.
Entonces existe una unica isometria lineal U : Hy — Hs que extiende a Uj.
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Si ademds Uy es sobreyectiva, entonces U es un isomorfismo unitario de H,
sobre H,.

Demostracion. Sean «;, 55 € Cy w;,v; € S;,conl1 <7 <myl<j<n.
Entonces

<ZO@UOM,Z@'UO%‘> = ZmﬁﬂUouﬁUO”j) (1.1)
i=1 j=1 0,J
= Y @Bi(uy,v)
0]

= <Z O[Z'UZ',ZBJ'U]'> . (1'2)

2

2
m
= . Definamos Uy )", cyu; =

m m

E a; Upu; E Uy

i=1 i=1
m

> ey a;Upu;. Laigualdad entre estas normas implica que Uy estd bien definido
en el espacio M; generado por S;. Por (L2), U; es una isometria lineal en M,
y, por tanto, es acotada. Por continuidad, podemos extender a U; a una unica

isometria lineal U en la cerradura de My, que es Hy. Si V' es otra extension,
entonces U—V es un operador acotado que se anula en S; y, por tanto, U = V.

En particular,

Como el rango de la isometria U es un subespacio cerrado que contiene
a la imagen de Sy, si Uj es sobre, entonces este rango es Hy y por tanto U es
unitario.

0

1.2. Productos Tensoriales y Espacios de Fock

Dada una particula en un sistema, si suponemos que los eventos con-
cernientes a su dindmica son descritos por los elementos de P(H), donde H
es un espacio de Hilbert separable, aparece de forma natural la cuestién de
cémo podemos construir el espacio de Hilbert para un nimero indefinido de
tales particulas en un sistema, donde esta indefinicién es debida al hecho de
que los “nacimientos” y “muertes” de particulas pueden obedecer una cierta
ley.
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Sea H un conjunto diferente del vacio. Un mapeo K : H x H — C tal que
ZO‘ZO‘J (x, x] )>0

para cualesquiera «; € C, x; € H, 1 = 1,2,---, es llamado kernel positivo
definido en H, o simplemente kernel en ‘H. Tomemos H = {x1, 29, -+, Zn}.
Un kernel en H es una matriz definida positiva, la cual viene dada por
((K(z;,x;))). Por lo tanto, si H es infinito, entonces K es un kernel en H
si y solo si para cualquier conjunto finito {1, s, -+ ,2,} C H, la matriz
((a;;)), donde a; ; = K(xz;,z;), es semidefinida positiva. Si H es un espacio
de Hilbert con producto interno (-,-), entonces K : H x H — C dado por
K(z,y) = (x,y) es un kernel en H.

Dadas A = ((a;;)) y B = ((b;;)) matrices (que pueden ser complejas) del
mismo tamano, se define su producto de Hadamard como la matriz A e B tal
que (((Ae®B);;)) = ((ai;bi;)). Es decir, el producto puntual de A y B.

Si x € C", denotamos por D, a la matriz diagonal n x n cuya entrada
(i,1)-ésima es igual a la i-ésima coordenada de x.

Lema 1.6. Sean A = ((a;;)) y B = ((bij)) dos matrices cuadradas comple-
jas del mismo tamano; digamos n. Si x,y € C", entonces (v,(A e B)y) =

tr(D:ATD,B).
La demostracién puede ser consultada en [7], pdg. 100.

Lema 1.7 (de Schur sobre el Producto de Hadamard). Sean A = ((a;;)),
B = ((bij)), 1 <i,j <n, dos matrices semidefinidas positivas. Entonces su
producto de Hadamard es semidefinido positivo.

Demostracion. Sea x € C". Entonces

(x,(Ae B)x) = tr

= tr

(D:A"D,B)
(D ATD Bl/281/2)
= tr(BY?D:A"D,B"?)
= tr((D,BY?)*AT(D,B"?))



6 Preliminares

Y
o

0

Corolario 1.8. El conjunto de todos los kernel en H es cerrado con el pro-
ducto de Hadamard.. Es decir, si A y B son kernels en H, entonces A e B
también lo es.

Corolario 1.9. Sean H;, 1 < ¢ < n, conjuntos no vacios y K; un kernel
para cada i. Definamos H = Hi X Ho X -+ X H, y K : HxH — C dada por

n

K(z,y) = [ [ Ki(wi,vi),

i=1

donde x = (1, -+ ,20) Yy = (Y1,-** ,Yn). Entonces K es un kernel en H.

Proposicién 1.10 (Existencia de Parejas de Gelfand). Sea H cualquier con-
junto no vacio y K un kernel en H. Entonces existen un espacio de Hilbert
H, no necesariamente separable, y un mapeo X\ : H — H tales que

(i) El congunto {\(x):x € H} es total en H y
(i) K(z,y) = (A\(z),A\(y)) para todos x,y € H.

Si H' es otro espacio de Hilbert y N : H — H' es otro mapeo y satisfacen
(i) y (ii), entonces existe un isomorfismo unitario U : H — H' tal que
UXx) = N(z) para todo x € H.

Demostracion. Sean V = {f : H — C} el conjunto de funciones C-evaluadas
de Hy W = span{ly,) : u € H}. Para evitar cargar con notacién, denotemos
a los elementos 14,3 de W simplemente por 1,. Definamos X:H — W co-
mo A(u) = 1,,. Tomemos F : \(H)x A\(H) — C dada por F(1,,1,) = K (u,v).

Como {1, : u € H} es base de W, entonces F' puede extenderse sesqui-
linealmente a W. Sin peligro de confusiéon, sea F' : W x W — C dicha
extension.
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De este modo, si f € W, con f=>""  ol,, para algunos «; escalares y
u; € H, tendremos

E(f ) = F(Zaz‘lui72%1ui>
= ZO‘ZO‘J Lus» 1u;)

= E Wiaj UZ',U]' .
0,

> 0.

Sea Z ={feW:F(f, f)=0}.Sill : W — W/Z es el mapeo cociente y
(«,) : W/ZxW/Z — C viene dado por (II(f),I1(g)) = F(f, g), entonces (-, -)
es un producto interno en W/Z. Llamemos H a la completacién de W/Z. H
es un espacio de Hilbert. Definamos A : H — H como A =1l o A

Veamos que A(H) es total en H. Sea h € A(H)t € H. Como H es
la completacién de W/Z, entonces W/Z es denso en H. Asi, existe una
sucesion {w,} C W/Z tal que w, — h en H. Pero W/Z = TI(W), de
modo que existe una sucesion {v,} C W tal que II(v,) = w,. Ademds

Mn
= E o nly, , para cada n y algunos escalares o, y w;, € H, de donde
=1

= I(v,) Zam win)- Por lo tanto (wy, h) = 0 = (h,wy), ya que

(L), h) = <H()\(uz,n)),h> = (Mu;in),h) y h € A\(H)*. Es decir, w, y h

son ortogonales para toda n € N.

De esta forma, por el Teorema de Pitdgoras, ||w, —h||? = ||w,||*+ ||h]|* >
|R]|2. Pero |jw, — h||* = 0 ya que w, — h. Entonces h = 0, lo cual significa
que \(H) es total en H.

Veamos la conservacion de los productos: si u,v € H, entonces

Aw), A()) = (T(A(w), TT(A(v)))
= F(l,, 1)
= K( 7U)
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Esto prueba (i) y (ii). Para la existencia del isomorfismo U basta con
aplicar el Teorema
0

La pareja (H, A) determinada tinicamente, salvo isomorfismo unitario, por
el kernel K en H es llamada pareja de Gelfand asociada a K y H.

Sean H;, i = 1,---,n, espacios de Hilbert y H = H; x Hy X --- x H,.
Entonces K;(u,v) = (u,v) g, es un kernel en H; para cada i. Por el Corolario
L9, la funcién

n

K(Qay) = H<uiavi>H¢7 u= (ula o 7un)7 v = (Ula o 7Un)7

=1

donde w;,v; € H;, es un kernel en H. Consideremos cualquier pareja de
Gelfand (H, \) asociada a K. Entonces H es llamado producto tensorial de
los H;. Escribimos

H:H1®H2®~~®Hn:®[{i, (1.3)

/\(Q) =UI QU R -+ - R Uy = ®?:1Uz‘ (14)

y llamamos a A(u) el producto tensorial de los vectores u;. Si H; = $) para
toda i, entonces H se llama la n-ésima potencia de $ y se denota por $H%".
Si ademds u; = u para toda i, entonces A(u) se denota por u®" y se llama
n-ésima potencia de u.

En estos términos es clara la siguiente afirmacion:

Proposicién 1.11. El mapeo (uy,ug, -+ ,Up) = U Qua ® - - Qu,, de Hy X

Hox---xH, a HHQ Hy Q- Q H, definido por (L3)) y (L) es multilineal.
Esto es, para cualesquiera escalares o, 3

U ® Ui @ (o + ;) @ Ui @ -+ @ Uy (1.5)
=0U; Q@ QU+ LU @ @ U1 QU DU @ - @ Uy, (1.6)

Mds ain:
n

(@i, @ v;) = H<Uz> ;). (1.7)

=1
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El congunto {®!"_u;|u; € Hyyi =1,--- n} es total en ®Hi.

i=1

Una demostracién completa de este hecho puede ser consultada en [13],
pags. 93-94.

Algunas de las propiedades que cumplen los productos tensoriales entre
espacios de Hilbert son:
Teorema 1.12. Si H;, con 1 < 1 < n, es espacio de Hilbert y S; C H; es

total para cada i, entonces el conjunto {®_u; : u; € S;} es total en ®?:1 H;.

Demostracion. Unicamente probaremos el caso en que n = 2. El caso general
se sigue por induccién.

Sea u € Hy Q) Hs tal que (u,u; ® up) = 0 para cualesquiera u; € S;.
Recordemos que el conjunto V' = {v; ®vs : v; € H;} es total en Hy Q) Hs. Sea
v ® vy € V. Como S; es total en H;, dado € > 0, existen dos combinaciones
lineales finitas Z;n:ll NjUL; Y Yoy TkU2g, con Uy j € Sty ug; € S, tales que

o = 3272 mjujl| < €y [lva — D22, fikua || < e. Entonces

|<U>U1®U2>|

mi mi
= <u G Z nju1,; + Z W&j) ® U2>
j=1 j=1

mi mi
= <u, V1 — ZﬂjULj) & 1)2> + <U, (Z 77]‘“1,]) & 1)2>
j=1 j=1
mi mi
v — Z njULj) ® 02> <U, (Z 77jU1,j> ® U2>
j=1

j=1

(Ul - Zﬁj’%,j) ® vy <U, (Z 77jU1,j> ® ’02>|
j=1

j=1

_l_

IN
—
\.:

A
=

+

J=1

mi
= ull f|or = > myuay
j=1

[va| +
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donde

mi
elhull o] + <u (Z njul,j> ®v2>
j=1

mi ma2 ma2
elfullllva | + <U, (Z W&j) ® <U2 - Zﬁkﬂm,k + Zﬁ/ﬂ@,k) >|
j=1 k=1 k=1

mi m2
ellulloall + ellul + <u (Z mm,j) ® (Z 77U>>|
7=1 k=1

m1 m2

ellulllfvall + ellall + D7 Dy, w1y @ )

j=1 k=1

ellulllfoall + eflell,

en la pentltima linea hemos usado la multilinealidad del producto

tensorial y en la tdltima el hecho de ser (u,u; ® ug) = 0 para cualesquiera
u; € S;. Concluimos que 0 = (u, v; ® vy) para cualesquiera v; € H;. Como V
es total en Hy ® Hs,, entonces u = 0, que es lo que se queria probar.

O
Una demostracién del siguiente resultado puede encontrarse en [13], pag.
95.
Teorema 1.13. Sean {e;;|j = 1,2,...} bases ortonormales de H;, i =
1,---,n. Entonces el conjunto
{el,jl®62,jg®"'®€n,jn|jl =1,2,-; Jo=1,2,--0 5+ Jp = 1’27...}

es una base ortonormal para @, H;. En particular

=y A {esg w)} ® ey,

J1,32, s Jn

donde el lado derecho es una suma fuertemente convergente en Q;_, H;. Si

=m; < 00 para toda v, entonces

En particular C®" es isomorfo a C.
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1.3. Productos Tensoriales entre Operadores

Definiremos ahora el producto tensorial entre operadores. Supongamos
que H; es un espacio de Hilbert de dimension m; < oo, 2 = 1,---,n, y
H =), _, H;. Tomemos T; como un operador autoadjunto en H; con eigen-
valores {\; j, 1 < j < m;} y su correspondiente conjunto ortonormal de eigen-
vectores {e; j,1 < j < m;}, de tal manera que Tie; j = A je;;, 1 < j < m,,
t=1,---,n. Utilizando el Teorema podemos definir un operador auto-
adjunto T' en H escribiendo T'®}; e, j, = H:.L:l Aij, @icg €, 1< gy <my, y
extenderlo linealmente a todo H. El operador T tiene eigenvalores [, A; ,
y satisface T'®} | u; = ®}_,T;u; para todo u; € H;, 1 <i < n.

IT) = m{

= [[méxc{|risl 1 <5 <mi)

i=1

= [Tzl
i=1

La siguiente proposicién extiende esta nocion elemental a todos los ope-
radores acotados en espacios de Hilbert no necesariamente de dimension fini-
ta.

Maés aun,

Proposicién 1.14. Sean H; espacios de Hilbert y T; € B(H;), 1 < i < n.
Entonces existe un unicoT € B (®?:1 H;) que satisface T @7, u; = QF , Tiu;
para todos los u; € H;, 1 <i <n. Mds ain, |T| =[], |T:].

El operador T determinado por la Proposicion anterior es llamado produc-
to tensorial de los operadores T;. Escribimos T= Q) Ti =T1 Q- - Q T,.
SiH;=9%yT, =S5 paratodai=1,2,---,n, escribiremos T = S®". A este
operador se le conoce como n-ésima potencia tensorial de S.

Algunas propiedades del producto tensorial de operadores se resumen en
la siguiente
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Proposicién 1.15. Sean H; espacios de Hilbert y S;,T; € B(H;), 1 <i <n.
Tomemos S = Q. Si yT = Q._, T;. Entonces:

(1) El mapeo (T1,Ts,--- ,T,) — T es multilineal.
(i) ST = Qi STy T" = Qi I

(iii) Si cada T; tiene inversa acotada, entonces T' tiene inversa acotada dada
-1 _ n —1
por T =Q,_, T; .

(iv) T es autoadjunto, unitario, normal, proyeccion o positivo de acuerdo a
si cada T es autoadjunto, unitario, normal, proyeccion o positivo.

Las demostraciones de los dos resultados anteriores pueden consultarse
en [13], pags. 98-99.

Supongamos ahora que los eventos del i-ésimo experimento son descritos
por los elementos de P(H;) para un cierto H; de Hilbert, con i = 1,--- ,n.
Sea H = Q;_, H;. Si P, € P(H;), entonces veremos al evento P; como el
clemento P, =I@I®---QIQP,®I®- - & 1. De esta forma, P € P(H)
e interpretamos a P = ®?:1 P, = H?Zl ISZ como el evento en que ocurren
simultaneamente los P; en el -ésimo experimento. Estos son los equivalentes
en Probabilidad Cudantica a los rectangulos medibles en productos de espa-
cios muestrales.

1.4. Productos Tensoriales Simétrico y Anti-
simétrico

Supongamos que un sistema fisico consiste en n particulas idénticas que
son indistinguibles una de otra. Una transicién puede ocurrir en el sistema co-
mo resultado de un intercambio de caracteristicas fisicas de algunas particu-
las (por ejemplo, si intercambian posiciones), y puede no ser posible detectar
dicho cambio mediante observaciones. Supongamos que las cuestiones es-
tadisticas de la dindamica de cada particula individualmente son descritas por
estados en algin espacio de Hilbert H. De acuerdo con los procedimientos rea-
lizados en las Secciones 1.2 y 1.3, los eventos de las n particulas estan descritos
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por los elementos de P(H®"). Si P, € P(H), 1 < i < n, entonces Q;_, P
significa el evento de que ocurran simultdneamente los eventos P;. Si las
particulas ¢, j, con ¢ < j, son intercambiadas y el cambio no puede ser detec-
tado, entonces no debemos poder distinguir entre los eventos P, Q) --- Q) P, y
P® QP 1@P®Pu® - @P 1 ®P® P ®- - Q P, donde
en el segundo producto las posiciones de FP; y P; se han intercambiado, pero
es claro que podemos hacer esta distincién. Esto sugiere que el espacio H®"
es demasiado grande y, por lo tanto, admite muchas proyecciones, por lo
que no es apto para describir eventos de n particulas idénticas. Debemos
restringinos a un espacio menor que sea “invariante bajo permutaciones”.

Sea S, el grupo de permutaciones de {1,2,--- n}. Para cada o € S,
tomemos U, definido en los productos tensoriales de vectores de H®" como
Usttg) @+ - @ Uy = Ug-1(1) @+ - @Ug-1(. Es claro que U, preserva el producto
interno entre los productos tensoriales de vectores. Luego, por el Teorema
5l U, se extiende de manera tinica a un operador unitario en H®", que
seguiremos denotando como U,,.

Sean

HO" — {u € H®"|U,(u) = u para toda o € S, } (1.8)
H®" — {u € H®"|U,(u) = e(o)u para toda o € S, }, (1.9)

donde €(0) = £1, dependiendo de si la permutacién es par o impar. Estos
espacios son llamados respectivamente las n-ésima variedades simétrica y an-
tistmétrica del producto tensorial de H. Es claro que son invariantes bajo U,
para cada o € S,,. Si las caracteristicas estadisticas de la dindmica de una
tnica particula son descritas por los elementos de P(H) y la dindmica de
n de tales particulas indistinguibles es descrita por los estados de P(H ®")

para n = 2,3,---, entonces dichas particulas se conocen como bosones. Si
. 7’ . . . . n

esta dindmica conjunta se describe mediante los estados de P(H ) ) para

n=2,3,---, entonces las particulas son llamadas fermiones.

. . n
Ahora, necesitamos una forma de enviar los elementos de H®" a los sub-
espacios anteriores:
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Proposicién 1.16. Sean E y F operadores en H®" dados por

1
B = = > U, (1.10)

’ O'ESn

F = %Z e(0)U,. (1.11)

’ O'ESn

Entonces E y F' son las proyecciones sobre los subespacios " Y H®"
respectivamente. Mds aun:

1
(Bn @ @ua), B @ @va)) = — > Ty (ui, vy

’ JESn

(Flui® - @u,), Floy® - ®@v,)) = % D )Ty (i voga))

’ JESn

— %det(((ui,?fﬂ))

La demostracién de este resultado puede consultarse en [13], pag. 107.

1.5. El Espacio de Fock Simétrico

En esta Seccién usaremos los productos tensoriales para construir un es-
pacio producto de probabilidad cuantica en el que describiremos la dinamica
del sistema de particulas.

Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert. El mapeo K : H x H — C dado por
K(f,g) = 9 es un kernel. Al espacio de Hilbert determinado por K en
H y al mapeo A asociado segtun la Proposicion se les denota por Fy(H
y e respectivamente y, si f € H, se dird que e(f) es el vector exponencia
asociado a f, o bien, que es el vector exponencial de f. Al mapeo e se le lla-
ma mapeo exponencial. Al conjunto E(H) =< {e(f): f € H} >=<e(H) >
se le conoce como dominio exponencial, y también es denotado por &£. Por
la misma Proposicion [[LI0] e(H) es total en Fs(H). De esta forma, el ente

1O también llamado vector coherente
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(H,e,E(H),Fs(H)) es llamado Espacio de Fock Simétrico. Para brevedad,
en este trabajo el conjunto F(H) serd denotado por F(H), y al espacio de
Fock simétrico lo nombraremos simplemente Espacio de Fock.

Notemos ademds que si f,g € H entonces, por definicién de vectores ex-
ponenciales, {e(f), e(g)) = €59, A continuacién mostraremos una propiedad
fundamental del espacio de Fock, pero antes, un par de resultados previos.
Recordemos primero el siguiente

Teorema 1.17. [Teorema de Categoria de Baire] Si (E,d) es un espacio
métrico completo y E = U2, A,, con A, cerrado, entonces A; # 0 para
algun j.

En particular, lo anterior es cierto si la union es finita.

Lema 1.18. Sea H un espacio de Hilbert, y fi, fo, -+, fn € H wvectores
distintos. Entonces el conjunto

U={ue H: Paratodosi,j€{1,2,---,n}, i#j, setiene (u, f;) = (u, f;)}
es no vacio.

Demostracién. Para cada i,j € {1,2,--- ,n}, coni < j, sea F;; : H - C
dada por Fj ;(u) = (u, fi — f;). De esta forma, notemos que

v = U U fwe B f) = uh))

i=1 j=i+1

- U U £ oM.

i=1 j=i+1

. —1
Observemos que cada F;; es continua y, por lo tanto, F; ' [{0}] es cerrado
para cualquier par de indices. Asi, U¢ es cerrado por ser unién finita de cerra-
dos. Si U¢ = H, entonces H es una unién finita de cerrados. Por el Teorema
; . , 1 .
de Categorfa de Baire (Teorema [[LTT), tendremos que algin Fy,,[{0}] tiene
Interior no vaclo.
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Por otra parte, es facil verificar que F;'[{0}] es un subespacio vectorial
de H. Pero el tnico subespacio vectorial de H con interior no vacio es el
mismo H, asi que Fiabo[{()}] = H. Esto signica que para cualquier u € H, se
tiene (u, fio — fjo) = 0. Por lo tanto fjo = fjo, lo cual es una contradiccién.

Entonces U¢ # H, y asi U # (), que es lo que se queria probar.
O

Notese que este resultado sigue siendo cierto para cualquier coleccion
{fi}ien- Mostremos ahora el importante

Teorema 1.19. Sea (H,e,E(H),F(H)) un espacio de Fock. Entonces los
elementos de e(H) son linealmente independientes.

Demostracion. Sean e(f1),e(f2), -+, e(f,) algunos vectores exponenciales y
21,22, , 2z, complejos tales que Y, ze(f;) = 0. Tomemos z € C fijo pero
arbitrario. Sea U = {u € H : (u, f;) # (u, f;) para todo 4, j, con i # j}. Por
el Lema anterior (Lema [[I8)), sabemos que U # (). Elijamos un ug € U y
hagamos 6; = (f;, up), con i = 1,2,---  n. Por definicién, las 6;’s son todas
distintas.

Por una parte

0 = <Z zie(fi), e(zu0)>

i=1

- ZZ(@(fz’)ae(Zuo»

n

— E Z—Ze(fi,wo)
i=1
n

— E Z—iezﬁi
1=1
n

= Zz_z‘gi(z)a

i=1

donde cada g; : C — C viene dada por g;(z) = e*¥i. Como z fue arbritaria,
hemos probado que 0 = """ | Zig; (igualdad de funciones). Pero cada 6; es
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distinta, de modo que las g; son linealmente independientes. Por lo tanto
z; = 0 para cualquier i € {1,2,--- n}, y eso significa que los e(f;)’s son
linealmente independientes, que es lo que se queria demostrar.

O

Otro resultado fundamental a lo largo de todo el estudio es el siguiente:

Teorema 1.20. Sea (H,e,E(H), F(H)) un espacio de Fock. Si Hy y Hy son
subespacios de H tales que H = H, @ Hs, entonces F(H) y F(Hy) Q F(Hs)
son unitariamente isomorfos y, si (hi,he) € H = Hy @ Hs, podemos es-
coger el isomorfismo de tal manera que al vector e(hy, hy) lo transforme en
e(h1) ® e(hg). Por lo tanto, bajo este isomorfismo, E(H) y E(Hy) Q E(Hz)

son equivalentes.

Demostracion. Sabemos que los conjuntos e(H), e(Hy) y e(Hz) son totales
en F(H), F(Hy)y F(H,), respectivamente. También, por el Teorema [[.12] el
conjunto {e(f) ®e(g) : f € Hi,g € Ha} es total en F(H;) @ F(Hs). Luego,
para (f1, f2) v (91, 92) en H; @ Ho se tiene

<6(f17f2)’6(gl792)> = €<(f1,f2),(91,92)>
e f1.91)+(f2,92)

e f1:91) o (f2:92)

= (e(f1),e(91))(e(f2), e(g2))
= (e(fr) ®@e(f2), e(g1) ® e(g2))-

De esta forma, sea Uy : e(H) — {e(f)®e(g) : f € Hy,g € Hy} dada
por Upe(f,g) = e(f) ® e(g). Entonces Uy es una funcién con dominio total
en F(H) sobre un conjunto total en F(H;) ) F(Hsz) que preserva productos
internos y, usando el Teorema [[5] se concluye que F(H) y F(Hy) Q) F(Hz)
son unitariamente isomorfos.

0

El resultado anterior es conocido como propiedad exponencial de los espa-
ctos de Fock. Haciendo abuso de notacion, esta propiedad nos permite escibir
F(H) = F(H) Q F(Hs), e(h, ha) = e(h1)®@e(hy) y E(H) = E(H1) @ E(Ha),
o en términos de sumas, si hy, hy € H y (hy, ho) = 0, entonces e(hy + hg) =
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e(hy) ® e(hy).

Por otra parte, en [13], Parthasarathy desarrolla el estudio del espacio de
Fock simétrico a través de los llamados espacios de vectores con un nimero
finito de particulas H®". En este sentido, para cada f € H considera el
mapeo € dado por

D

y el Espacio de Fock (simétrico) puede ser definido como la cerradura del
espacio vectorial generado por {é(f) : f € H}. Es importante sefialar que
ambos enfoques de tal espacio son equivalentes. De esta forma, dada f € H,
tenemos tres maneras de entender al vector exponencial asociado a f:

e(f)

= Como la imagen de f en el sentido de las parejas de Gelfand

co  fOn

= Como e(f) = @nzo il Y

n!’

= En forma de coordenadas e(f) = <1,f,%,--- ,ﬂ )

Notese que asi es facil reconocer si, en el espacio de Fock simétrico, un
vector es exponencial o no, ya que su primer coordenada siempre es el escalar
1. Ademas,

e(0) = (1,0,0,---). (1.12)

Este es conocido como wvector vacio.

En particular, si H = C, es fécil ver que F(C) = (*(C) con e(z) =

22
(L2250 ).

Sin embargo, como uno de nuestros objetivos es estudiar el Célculo Es-
tocastico Cuantico por la manera presentada en [5], nos limitaremos a usar la
mayor parte de la investigacion la primera descripcion de los vectores expo-
nenciales, dejando las otras dos para cuestiones mas operativas que cobraran
importancia hacia la ultima parte del documento.

Teorema 1.21. El mapeo exponencial e : H — F(H) es continuo.
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Demostracion. Al ser (e(f),e(g)) = 9 tomando f = g se sigue que
2
lle(H)Il = e%, de donde es sencillo conluir.
U

De la prueba anterior se deduce que el vector vacio tiene norma 1, y que
es el vector exponencial con menor norma.

Comentarios

Las construcciones mas generales de productos tensoriales corresponden
a la Teorfa del Algebra Multlineal, como puede verse en [10]. Como tnica-
mente nos interesamos en productos de espacios de Hilbert, hemos presentado
una construcciéon de productos tensoriales mas acorde al tema. En particu-
lar, una demostracién de la Proposicién puede revisarse en [I3], donde
se hace uso de variables aleatorias normales complejas. La demostracion que
aqui presentamos ha sido propuesta por el Dr. Garcia Corte para este trabajo.

Los Espacios de Fock por si mismos merecen un estudio propio. Para
conocer méas sobre ellos, puede consultarse [16], en donde la teorfa se desa-
rrolla a través de métodos de Variable Compleja.






Capitulo 2

El Calculo Estocastico Cuantico

En este capitulo desarrollamos detalladamente el Articulo [5]. Bésica-
mente se trata de un andlisis exhaustivo del Calculo Estocastico Cuantico
como inicialmente fue trabajado por Hudson y Parthasarathy a mediados
de los 80 del siglo pasado. En la Seccion 2] definimos los operadores de
Creacién, Aniquilacién y Segunda Cuantizacion Diferencial. En la Seccion 2.2]
se describen los procesos estocasticos fundamentales del Calculo Estocasti-
co Cudantico. En las secciones 2.3 y 2.4 se construye la Integral Estocastica
Cuéntica para una familia particular de procesos y se presentan las férmulas
fundamentales de la teoria. En la Seccion se construye el llamado Esti-
mado Fundamental, el cual es un andlogo a la Isometria de Ito. Finalmente,
en las secciones y 2.7 se extiende la integral obtenida a una gama ma&s
amplia de procesos cuanticos.

2.1. Algunos Operadores en el Dominio Ex-
ponencial

Sea (H,e,E(H), F(H)) un espacio de Fock fijo. En adelante nos referire-
mos a ¢l inicamente como F(H ). Dado que los elementos de e(H ) son lineal-
mente independientes y £(H) =< e(H) >, podemos definir operadores en
e(H) y extenderlos linealmente a todo £(H) para obtener operadores den-
samente definidos. De esta forma, sean u € H y S € B(H). Definamos los
mapeos €2® | ea' (@) y I'(S) como

e?We(f) = exp (u, fle(f), e @e(f) = e(f +u), T(S)e(f) = e(Sf).

21
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Extendamos de manera lineal estas transformaciones a £(H). Con abuso
de notacion, escribamos de la misma forma a los operadores obtenidos.

Proposicién 2.1. Seanuw e H y S € B(H).

af(u)

a) Los operadores e®™ y e son acotados si y solo si u = 0.

b) I'(S) es acotado si y solo si ||S]| < 1.

Demostracion. Es claro que si v = 0 entonces e = | = e’ =1 y, por
tanto, hay acotamiento.

a) Afirmamos que e*™ no es acotado para u # 0. En efecto, supongamos lo
contrario. Entonces e*® se puede extender de manera tnica y conti-
nua a todo el espacio de Fock F(H). Denotemos de la misma forma la
extensién. Obsérvese que todo vector exponencial e(f) es eigenvector
de €™ con eigenvalor asociado e®f). Luego, si f = Au, con A € R,
tendremos eigenvalores tan grandes como queramos.

Como e*®) es acotado, su espectro es compacto y, por tanto, acotado.
En particular, su conjunto de eigenvalores lo es. Pero hemos mostra-
do que podemos tener eigenvalores tan grandes como queramos. Esto
muestra que dicho operador no es acotado.

Veamos que ') a5 acotado para u # 0. Supongamos lo contrario. En-
tonces existe un M > 0 tal que para todo f € H se tiene [e® We(f)|| <
M|le(f)|| = ekezlI* donde M = e* (k existe por ser M > 0).

Por otra parte,
e @e( )] = |le(f + u)|| = ez Hel® = ealfIP+alul~Re(u.f),

De todo lo anterior se desprende que existe k tal que, para toda f € H,
ezl IP+3llul®~Retw.f) < ch+3I/1° Eg decir, existe k tal que para toda
f € H se tiene §||ul|* — Re(u, f) < k.

1_ ket
2l

Sean \ = L v f = Au. Entonces

1
B2 SllulP - Retu, f)
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1
= Sllull® = Re(u, )

1
= Slull® = Al

1

= (5-2) e

- (3-3+55)
IR e

= k+1.

Co t
Esta contradiccién muestra que e® ™ no es acotado para u # 0.

b) Demostremos que I'(S) es acotado si ||S|| < 1. Supongamos que ||S|| < 1.
Sea f € H. Notemos que

S) (Z CW(fz’))

Z czze(Sfl)

— Z@aj<e(5fi),e(sfj)>
_ im%ewﬁ,sm

S zaS
_ ZQ@Q@Z( fk'fj>

k=0
- et
= Z i OZkC'Jz] <S®kf®k S®kf®k>
ij k=0
— Z o Za a; ( Sk fok ®kf®k>
— i% Zaiséakfi@k 2
k=0 i=1

I
WE
|~

Rk (i aifi®k> i
1=1

i
o
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IN

= Zk,Zaaj (FE8, 1%
¥

= ZEZ@-@M,W

= S e

i, k=0

_ Z Z f’“-fj
= Z@aje ifi)
- Zmaxe(fi),e(fm

=1
27

Esto demuestra que I'(S) es acotado si ||.S]| < 1y, por lo tanto, tiene
una extensién lineal continua. Supongamos ahora que I'(S) es acotado
cuando ||.S]| > 1 para llegar a una contradiccién. Bajo estas condiciones,

existe k> 0 tal que |T(S)e(f)| < e2|le(f)]|. Luego:

ez le(f)]

AVARI
o

I
[N
N

de donde k + [[f[|* = [|Sf][*. Pero al ser ||| = sup{[Sf| : [If] =1},
existe entonces una sucesién de vectores unitarios {f,} C H tales que
IS fall = [IS|| > 1. Por lo tanto k + [|[nf.||*> > ||S(nf.)|* o, equiva-
lentemente, n* 4+ k > n?||Sf,|?, de donde %5 + 1 > ||S f,||?. Haciendo
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n — oo, nos resulta 1 > [|S]|> > 1. Esta contradiccién completa la
prueba.

De esta forma, hemos probado que I'(S) es acotado si y solo si ||S]|| < 1.

0

Para u € H, definamos de la misma forma que antes un operador a(u) en
un dominio D que contenga a los vectores exponenciales y tal que a(u)e(f) =
(u, f)e(f). Este operador es llamado operador de aniquilacién con vector de
prueba u. Notemos que a(u) y e comparten los mismos eigenvectores y
los eigenvalores del primero son las exponenciales de los eigenvalores del se-
gundo. De ahi la notacion.

Ejemplo 2.2. Sabemos que F(C) = (*(C) y e(z) = (1 z, Z2_ Z3_7"'>'
Entonces

Como la convergencia débil en (*(N) es la convergencia entrada a entrada,
haciendo h — 0, tenemos

.1 2z 322
g3 (el 1) — o)) = (0.1, 7525 ).

Es decir, cuando h — 0, la red {3 (e(z + h) — e(z))}h converge débilmente

(0122 322 )
77@7@7 .

Un cdlculo andlogo muestra que

H%@(Hm ~e(2)) ' - H(Ol%%)"
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1
h

2z 322 ;
(O, 1, NI T ) Lo anterior se denota como

cuando h tiende a 0. Por tanto, +(e(z + h) — e(z)) converge fuertemente a

d 2z 322
il — 1.2 22 ).
To2) (o, =% )

Podemos generalizar el Ejemplo anterior para cualquier espacio de Fock:

Teorema 2.3. Sean u,f € H y S € B(H) una proyeccion ortogonal. En-
tonces
e(f +zu) —e(f)

lim y lim
z—0 z z—0

elexp(z5)f) —elf) . ¢

existen como limites del espacio de Hilbert F(H).

Demostracion. Sea f € H =< u > @ < u >, con f = f; ®tu = (f,tu),

de donde f+ zu = (f1, (t+ z)u), y asi, por la propiedad exponencial, e(f) =

e(fi) ®@e(tu) y e(f + zu) =e(f1) ®e((t + z)u). Por lo tanto:
e(f+zu)—e(f) _ e(fy)®e((t+2)u) —e(fi) ®e(tu)

T et —c()
el £ - eltu)
Luego, )
i U 20 =)
(i) o (s ey
) 6(f1)®£%e((t+z)z)—e(tu) 22)

Pero, en el segundo factor, (t+ z)u y tu pueden verse como los complejos
(t+ 2)|ul| y tju] via el isomorfismo isométrico T :< u >— C dado por TAu =
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Alu|. Luego, F(< u >) = F(C) = (*(N), de modo que con todo derecho
podemos escribir las igualdades

e((t+ z)u) — e(tu) e((t+ z)|ul|) — e(t|ul)

lim = lim
z—0 z z—0 z
t —e(t
iy o S 2 — et
z—0 z|u|
i S ) — el
h—0 h
= t
ul ggraretele)
2t tul)?
V2T V3!

Asi, sustiyendo en la ecuacién (2Z.2)), tenemos

ce(ftau)—elf) _ d

e(t]ul)

2t|ul* 3t |ul?

= et (0ul, 2RE 2R ).

Por lo tanto este limite existe. Analicemos ahora el otro limite. Obsérvese
que

e(exp(29)f) = e (f +25f + ;—TSQf + ;—TSBJ‘ + - )

2 3
- e(f+sz+%Sf+%Sf+--->
= e(f+ (e =1)5f)
= e(e*Sf+(f=5F))
= e(e®Sf)y@e(f —Sf).

Por tanto,

e(exp(25)f) — e(f)

z

_ %(e(eZSf) @e(f—Sf)—e(Sf)@e(f — Sf))
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e(eSf) = e(SS)

z

(f=51),

de donde es sencillo concluir.
O

4 (exp(S9)1)

y a los limites ante-
. . ZZO dz ZZO- 7/
riores, respectivamente. Para cada uw € H y cada proyeccién ortogonal S €

B(H), definamos los operadores a'(u) y A(S) en un dominio D que contenga
a los vectores exponenciales cumpliendo

d
Denotemos por d—e(f + zu)
2

() = Lolf +2u)| ¥ MS)l) = elexp(z5)/)

z=0 z2=0

Estos operadores son llamados creacion con vector de prueba u y sequnda
cuantizacion diferencial correspondiente a S, respectivamente. Notemos que
no envian al dominio exponencial en si mismo.

Proposicién 2.4. Los mapeos H > u s al(u) y H 3 u > a(u) son lineal y
antilineal, respectivamente.

Demostracion. La aditividad de cada mapeo es facil de probar, de modo que
unicamente probaremos lo referente al producto con escalares. Sea w € C.

El resultado es claro con w = 0, asi que supongamos w # 0. Para creacién,

basta con notar la igualdad elf + zuwu) — elf) = we(f + zwu) — eff) y
z wz

tomar limite z — 0. Para aniquilacién,

a(wu)e(f) = (wu, fle(f) = w(u, fe(f) = [wa(u)le(f)
para cualquier vector exponencial e(f). En ambos casos, los resultados pro-

puestos se siguen por extension lineal.
O

En particular, af (i) = iaf(u) y a(iu) = —ia(u).
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Teorema 2.5. Para cualesquiera u, f,g € H y cualquier proyeccion ortogo-
nal S € B(H) se cumple:

(e(f); alw)e(g)) = (u, g){e(f), e(g))

(S)e(g)) = (f,5g)(e(f), e(g))-

)
-
:_/
>~

Demostracion. La primera relacién es clara, ya que a(u)e(g) = (u, g)e(g).
Para la segunda, sea z € C. Entonces:

O e UL AR )
= Loty eta+ ) = (el eta))
_ %(e<f7g+zu>_e<f,g>)
_ §e<f,g>(ez<f,u>_1)
s

Es decir, <e(f),w> = e<f’9>% para toda z € C. Al ser el

z
producto interno y e funciones continuas, y notando que en el lado derecho

de la igualdad anterior tenemos la exponencial compleja, tomamos z — 0
para obtener (e(f),a'(u)e(g)) = 9 (f, u). Como eF9) = (e(f),e(g)), se
concluye la segunda igualdad pedida.

La tercera igualdad se obtiene con un proceso totalmente analogo al an-

terior.
O

Proposicién 2.6. af(u) y a(u) son cerrables. Por lo tanto existen af(u) y
a(u).

Demostracion. Se sigue de los Teoremas y L3l
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Nétese que el Teorema 2.5y la Proposicién anterior implican que (a'(u))* D

a(u) y (a(u))* D af(u). Como a(u) C a(u) y a'(u) C af(u), concluimos
(a'(u))*e(f) = a(u)e(f) y (a(u))*e(f) = al(u)e(f) para cualquier e(f) € €.

Corolario 2.7. Para cualesquiera u,v, f,g € H y cualquier proyeccion or-
togonal S € B(H) se tiene:

a(u)e(f),a(v)e(g)) = (u, [)(v,g)(e(f),e(g))

(a(wle(f). af(v)e(g)) = (u F)(f,v)(e(f).e(9))

(a(u)e(f), A(S)e(g)) = (u, [){f,Sg)e(f),e(9))

(al(we(f), a(v)e(g)) = (v, g)(u, g){e(f).e(9))
(al (w)e(f), al(v)e(g)) = {{u, g)(f,v) + {u,v)}e(f), e(g))
(a'(w)e(f), A(S)e(g)) = {{u,9)(f,Sg) + (u, Sg)}He(f) e(g))
(A(S™)e(f), a(v)e(g)) = (v, 9)(f,Sg)(e(f), e(9))
(M(S¥)e(f),a'(v)e(g)) = {{f,S9)(f,v) = (f. Sv)}He(f) e(g))
(A5 )e(f), A(S)elg)) = {(Sf,9)(f,59) + (S5f, Sg)}e(f) e(9)),

y por lo tanto se cumplen las relaciones de conmutacion:

(a'(f)¢1,alg)da) — (a'(g) ¢, a(f)d2)
(a(f)or,a'(g)a) — (alg)r, al(f)d2)
(a'(f)¢1,a'(9)da) — (alg)dr, alf)d2)

para cualesquiera ¢; € E(H).

0

0
(fs9) (@1, B2)

Un ejercicio bastante sencillo es demostrar que el conjunto C* x H X
GL(H) x H (donde C* y GL(H) son los grupos de complejos sin el cero y
los operadores acotados invertibles en H, respectivamente) es un grupo con
la multiplicacién

(2, f, 8 u)(w,g,T,v) = (z2wexp(u, g), f + Sg, ST, T"u + v). (2.3)

Llamemos A a este grupo. Para cada cuarteta (z,u,S,v) € C* x H X
GL(H) x H, definamos la funcién ® dada por ®(z, u, S, v) = ze* W(S)es®).
Se verifica rapidamente que ®(z,u,S,v) € GL(E(H)). Més atin, ® es una
representacion del grupo A. Es decir, ® es un homomorfismo de A al grupo
de operadores invertibles en el dominio exponencial.
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Lema 2.8. ®(z,u, S,v) es una isometria en el dominio exponencial cuando
. . _ 2 . .
S es unitario, |z|> = e 1" y u + Sv = 0. Es decir, si f,g € H, entonces

(D(z,u, S,v)e(f), ®(2,u, S,v)e(g)) = (e(f). e(g))-
Demostracion.

(@(2,u, S,v)e(f), ®(z,u, S,v)e(g))

(6@ I P()es® ( ), ze'( “>P( Je@e(g))
22 (e OD(S)ele(f), e T (S)ele(g)
226500 (¢ “T(" I'(S)e(f ) “T(S)e(g))
|22 o) (ea" (S F), e We(Sg))

>< o

9 (e(Sf+u),e(Sg+u))
> (S f+u,Sg+u)
,9) )
,9)

I
N
N

+(Sf+u,Sg+u
+(S£.59)+(S fru)+(u,Sg)+lull*

I
N
DO
®
DI TN
o
vvsvv
+
<

Pero (Sf,Sg) = (f.9). {f,v) = (f, =S*u) = —(Sf,u) y, andlogamente,
(v,g) = —(u, Sg), de donde

<(I)(Za u, S, 'U)e(f), (I)(Z, u, S, ’U)e(g)) = ‘Z|2€<f’g>+”u”2’

y al ser |z|? = e~ 14 se tiene lo pedido.
U

En particular, lo anterior es cierto para las cuartetas (6’5”“”2, tu, I, —tu)
y (1,0,U,0), para cualesquiera t € Ry u € H, por lo que, si tomamos a t
como parametro, obtenemos

Teorema 2.9. Sean v € H fijo y {U; : t € R} un grupo unitario de un solo
pammetr‘ Entonces cada una de las siguientes familias define un grupo
unitario de un solo pardmetro:

Wi (u) = d(ezltul® g, I —tu), con teR
L'(Uy) = ®(1,0,U,,0),
Wi (u)T(U)W_q(u), con teR

1Un grupo unitario de un solo pardmetro es un homomorfismo de la recta real al grupo
de operadores unitarios de un espacio de Hilbert. Abusando de lenguaje, nosotros nos
referimos por grupo unitario de un solo parametro a la imagen de este homomorfismo
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Demostracion. Llamemos # (u), 9 y #'9(u) a las familias {W;(u) : t € R},
{T'(Uy) : t € R} y {Wi(w)T'(U)W_1(u) : t € R}, respectivamente. Sean
s,t € R. Entonces:

Wi(u)Ws(u) = CIJ(e’%”t”” tu, I, —tu)q)(e’%”s”HQ, su, I, —su)
@[(67%”“1” Jtu, I, —tu) (e*%”S“HQ, su, I, —su)]
®(ealltul® g=allsull® otusu) gy, 4 roy T, I*(—tu) — su)
= O(e s IulP =gl —tsllul® (¢ gy T — (¢ + s)u)
= de” e (4 s)u, I, —(t+ s)u)
= (e 21 (4 4 sy, 1, —(t + s)u)

Wt-i—s( )

Esto muestra que # (u) es cerrado bajo multiplicacién y Wi (u)Ws(u )
Wiis(u), por lo que el producto es conmutativo. Si tomamos s = 0,
tonces vemos que hay neutro, dado por Wy(u) = ®(1,0,1,0) = [ vy, si
hacemos s = —t, deducimos que hay inversos multiplicativos dados por
Wy (u)™t = W_y(u) = ®(e-2l=I° ¢y, I tu). Esto prueba que # (u) es un
grupo abeliano.

Sean I'(Uy) y T'(Uy;) elementos de ¢. Entonces Uy y U, pertenecen al grupo
unitario uniparamétrico {U; : t € R} y, asi, U,U; también. Luego,

DU )L(U;) = @(1,0,U40)(1,0,U,0)

= ®[(1,0,Us,0)(1,0,U 0)]

= ®(1-109 0+ U,0,UU;, U0 + 0)
(
(

|
K

- q) 1,0 U Ut, )

L(UUy).

Por tanto ¢ es cerrado bajo multiplicacién y T'(Us)T'(Uy) = T'(UsUy). El
neutro del grupo {U; : t € R} es I. Se sigue de la igualdad anterior que
I'(I) = ®(1,0,1,0) = I es el neutro de ¢4 y, ademas, los inversos vienen
dados como

L(O) " =T(U ),

que estan bien definidos, ya que U; ! € {U, : t € R}. Por tanto ¢ también es
un grupo. Mdas aun, como {U;} es un grupo unitario de un solo pardmetro,
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entonces U,U; = Ugyy = U, Uy, de modo que el grupo ¢ es abeliano.

Finalmente, sean Wy (u)I'(Us)W_1(u) y Wi (u)['(Uy)W_1(u) elementos de
W' (u). Entonces

(W ()L (U)W ()] W () D (U)W ()]
— (Wi ()T (U)W () W () [T (U)W ()]
— (Wi DU DU W ()
S L AINCA INEA ™)
= W3 () [C(U)T (U)W ()
= Wi (w)D(UU)W_4 (u)

Por tanto, #'%(u) es cerrado bajo multiplicacién y
(W1 (u)L(Us)W_y () [[Wh (u) D (U) Wi (w)] = Wi (u) D (Us U ) Wi (w).

Por todo lo anterior, es claro que Wy (u)I'(I)W_1(u) = I es el neutro
multiplicativo y los inversos vienen dados como

(W)L (U)W ()] = Wi (u)T(U; Wi (w).

S

Luego, #'%(u) es un grupo y, nuevamente, por ser UU; = Ugyy = U U,
el grupo #'9(u) es abeliano.
O

Proposicién 2.10. Wi(u) mapea a los vectores exponenciales en &, y por
tanto, £ es invariante para este operador.

Demostracion. Es inmediata de la definicién de Wy (u).

Teorema 2.11. Sean ¢ € E(h), u € H yt € R. Entonces
Wi(u) =1
TR R

t—0 t

¢ = (a'(u) — a(u))¢.

Demostracion. Seat € R, t # 0, y supongamos que ¢ es el vector exponencial
¢ = e(f). Es suficiente con probar el enunciado para este caso particular de
¢, pues los vectores exponenciales generan a &.

Wi(u) — 1
t

e(f)
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(I3

~Wi(we(f) —e(f)]

[ (e 310, I, —tw)e(f) — e(f)]

e 20l ea" GO (et e (£) — e(f)]

e sl o Cop()eltulle( £) — e f)]

ezl eltmheal e f) — e(f)]

-2l D ealte( ) — e(f)]

e 310~ o f 4t — e(f)]

lem2 P =the(f 4 tu) — e(f)]

e~ 2l =)o (£ + tu) — e(f) + e(f)] — e(f)]

e 210w [o( £+ tu) — e(f)] + (e NP =D — 1)e(f)]

— L2012 =t (u
o~ blep—up ef W) —e(f) et fel el —1
t t

&LlH@#|>—‘H~|HH~|}—‘H~|HH~|}—‘H~|}—‘&L|HH~|+—‘H~ —

e(f)
Yal (w)e(f) + =2 D (<t = (u, 1) lioe(f)

e’ (u)e(
a'(u)e(f) = (u, fle(f)
a'(u)e(f) — a(u)e(f)
[a' (w) — a(u)le(f).

Anélogamente se demuestra el siguiente

Teorema 2.12. Sean ¢ € E(h), S€ B(H), ue H yt e R.

lim
t—0
lim

t—0

[lexp(itS)] —

PU=6 = i)
W () (exp(itS) Wi (u) ~ 1

t 6 = (al(w) + A(iS) - a(u))s.
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Teorema 2.13.
(e(0), Wy (w)e(0)) = e~ TIMI” y (e(0), W_ (w)D(™) Wy (w)e(0)) = el =Dw),
Demostracion.

(e(0), Wiu)e(0)) =

et ei

(e(0), Wor (@)D (") Wi(u)e(0)) = el (e(
= eallul (g

_ 2 i
o lhull? e

Wy (u)D(e™)e(u))
Wy (we(e"5u))
“><e(0), e(e™u — u))

— (u,u)Jr(u,eitSu)

0)
0)

e
RORCES )

O

Una familia uniparamétrica {U; }cr de operadores unitarios en un espacio
de Hilbert H se dice fuertemente continua si, para todos tg € Ry ¢ € H, se
tiene

tlgg Ui = Uy, 0,

y ademéas, U,Us; = U, para cualesquiera s,t € R. Es de notar que, por la
tltima condicién, Uy = UZ, y como U, es unitario, entonces Uy = I. Enun-
ciamos un resultado clasico de la Teoria de Operadores, cuya demostracion
puede verse en [13], pags. 73-74, y el cual serd utilizado en la siguiente Seccién.
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Teorema 2.14. [Version diferencial de los generadores de Stone] Sea {U; }er
una familia uniparamétrica fuertemente continua de operadores unitarios en
un espacio de Hilbert. Entonces existe un operador autoadjunto S mno nece-
sariamente acotado con dominio en H tal que U, = e para todo t € R.

Reciprocamente, sea S autoadjunto no necesariamente acotado con do-
minio D C H. Entonces la familia U, = €*° es una familia uniparamétrica
fuertemente continua de operadores unitarios.

En estas condiciones, se cumple que S¢ = —i%Uth:Oqﬁ para todo ¢ € D.
Es decir,
U —1
Sp=—i lg% " 0.

Informalmente, el Teorema anterior nos dice que existe una correspon-
dencia biyectiva entre los grupos uniparamétricos fuertemente continuos de
operadores unitarios {U;} y los operadores autoadjuntos S dada por S =
—i4U}|i—g, donde U, = €5, y t € R.

2.2. Procesos adaptados y las tres Martin-
galas Fundamentales

Sea H = L*(R,). Consideremos el espacio de Fock F(H), que denotare-
mos como ). Es claro que L*(R,) = L?[0,t] @ L*(t, o) para todo t > 0.
Escribamos H; y H' para referirnos a estos subespacios, llamados espacios
pasado y futuro de t, respectivamente. Por la propiedad exponencial,

§ = F(L20,6) Q F(L*(t,00)) = 9, © 9,
donde $; = F(H;) y $" = F(H"). Abreviamos £(H) simplemente como &.
Si fe H=H@H! con f = f & [ entonces e(f) = e(f;) @ e(f*).

La descomposicién anterior de f en suma directa y en producto tensorial es
llamada particion de f en t.
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Sea Loc = {f € H : f esacotada en cada intervalo finito de R, }, y
llamemos €&, al subespacio de £ generado por los vectores exponenciales aso-
ciados a todo Loc: &, =< e(Loc) >. Notemos que si f € Loc, entonces, para
cadat >0, f; y f! también pertenecen a Loc. Se sigue que Loc = Loc; @ Loc’
y, por la propiedad exponencial, E,(H) = £, @ EL, donde cada uno de los
conjuntos Loc;, Loc!, &, y E! tiene un significado preciso. El espacio &, es
llamado dominio exponencial restringido.

Lema 2.15. El conjunto Loc es denso en H = L*(R,).

Demostracion. Es claro que toda funcién simple medible es localmente acota-
da. Es decir, si denotamos como S al conjunto de funciones simples medibles
en R, , entonces S C Loc. Por lo tanto S C Loc. Pero S = L*(R. ), de donde
se sigue lo pedido.

O

Teorema 2.16. El dominio exponencial restringido es denso en F(H).

Demostracion. Sea ¢ € F(H) y € > 0. Entonces existe un elemento g =
zie(f1) + -+ zpe(fn) en < e(H) > tal que g € B(¢;¢/2), con z; # 0 para
cualquier ¢ € {1,2,--- ,n}. Como el mapeo e es continuo (Proposicién [[21]),
y Loc es denso en H (Lema anterior), para cada f; existe h; € Loc tal que

le(fi) —e(hi)|l < Salal”

Asi,

Zzie(hi) - ¢|| = Z zile(hi) —e(fi) +e(fi)] — ¢||

= Z zile(hi) —e(f;)] + Zzie(fi) - ¢H

Z zie(fi) — ¢"

n

S zile(hs) — el )

i=1

> Laalle(hs) = el + 5

IN

+

A\

& € €
< il—— 4+ =
izl & |2n|zl| * 2
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= €.

Como >, zie(h;) € &, este conjunto es denso en F(H).
Teorema 2.17. El conjunto {e(f): f € Loc} es total en F(H).

Demostracion. Basta con usar la densidad de &, y el hecho de que {e(f) :
f € H} es total en F(H).
0

En adelante, todos los operadores en el espacio de Fock seran definidos en
un dominio que contiene a &,, y tendran la propiedad de que los dominios de
sus adjuntos contienen a &,. Los operadores con esta propiedad son llamados
operadores admisibles. Es decir, S es admisible si & C D(S) N D(S*). Si
S es admisible, denotamos con ST a la restriccién de su adjunto al dominio
exponencial restringido: ST = S|, .

Lema 2.18. Si S es admisible, entonces ST también.

Demostracion. Sea S admisible. Queremos verificar que &, € D(ST)ND((ST)*).

Como ST = S*|¢,, entonces D(ST) = &,. Por tanto basta con ver que
E. C D((SM)*). Sea f € Loc. Por definicién, e(f) estard en D((ST)*) si y solo
si el mapeo u — (e(f), Stu), de D(ST) a C, es continuo en 0 € D(ST).

Sea {u,} C D(ST) = &, tal que u,, — 0. Como S es admisible, entonces
E. C D(S*), por lo que {u,} C D(S*). Es decir, que para todo v € D(S),
se cumple que (u,, Sv) = (S*u,,v). En particular, usando nuevamente que
S es admisible, y por tanto & C D(S), se tiene que e(f) € D(S), y asi,
(U, Se(f)) = (S*un, e(f)) para todo n.

Luego,
(STun,e(f)) =
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= 0.

Esto implica que el mapeo u + (e(f), STu), de D(ST) a C, es continuo en
0 € D(ST), y por lo tanto e(f) € D((ST)*), lo cual concluye la prueba.
U

Notemos que las restricciones de creacion, aniquilacion y segunda cuanti-
zacién diferencial son admisibles. En efecto, veamos que a(u)|¢, es admisible.
Como su dominio es, por definicién de restriccion, &, entonces basta con
ver que &, C D([a(u)l|e,]*). Pero al ser a(u)|e, C a(u) entonces, por el Teo-
rema [L4] [a(u)]* C [a(u)le.]*, v por tanto D([a(u)]*) € D([a(u)le,]*). Pero
E. C € C D([a(u)]*), de donde se sigue la contencién buscada. La situacién
con los otros operadores es analoga.

Usaremos la misma notacién para estas restricciones. Esto no causa con-
flicto, ya que, por ejemplo, (a(u))" := (a(u))*|e, = af(u)

g*‘

Pensemos al parametro ¢ € R, como el tiempo, y definamos un proceso
estocdstico cudntico como una familia indexada F = {E(t) : t € R, } de
operadores admisibles. En adelante nos referiremos a ellos simplemente co-
mo procesos. El adjunto de un proceso E, denotado por ET, se define como
la coleccién indexada {E(t)" : t € R, }. Un proceso E se dice adaptado si,
para cada tiempo ¢, el operador F(t) admite una representacién de la forma
E(t) = E;Q I, donde E; actia en el espacio de Fock $; mediante el dominio
Eut-

Teorema 2.19. El adjunto de un proceso E sigue siendo un proceso. Ademds,
si E es adaptado, entonces ET también lo es.

Demostracion. Si E es un proceso y F(t) € E, entonces E(t) es admisible y,
por el Lema 218, E(t)! también lo es. Por tanto ET es un proceso.

Ahora veremos que ET es adaptado cuando E'lo es. Seat € R,y E(t) €
E. Por definicién de proceso adaptado, E(t) se puede escribir como E(t) =
E;Q I. Tomemos f € Loc, con f = f, ® f'. Entonces

E@)e(f) = E®t)e(f)
= (Et®l)*(e(ft)®e(ft))
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(E: Q1) (els) @ el)
= Eje(f;) ® Ie(f")
= Ef|eqe(fy) @ Te(f")

(El Q1) (elf) @),

Por lo tanto, E(t)! = Ef ® I, donde E] actia en &,,. Esto muestra que
E' es un proceso adaptado.
U

Un proceso adaptado E se dice martingala cudntica si tiene la propiedad
de que para cualesquiera tiempos s <ty f,h € H,, donde estas funciones se

anulan en (s, 00), se cumple (e(f), E(t)e(g)) = (e(f), E(s)e(q)).

Sea f € H = L*(R, ). Denotemos con m(f) al operador en H dado por la
multiplicacién por f: m(f)g = fg. Para cada t € R, definamos A(t), A'(t)
y A(t) como

A(t) = a(l[o,ﬂ)
AT(t) = aT(l[O,t})
A(t) = A(m(Lp.))-

Dado que los anteriores son casos particulares de aniquilacion, creacion y
segunda cuantizacion diferencial, entonces son admisibles y, ademas, A(t)" =
A(t)*le, = a(lpg)]*|e. = a'(Ljy) = Al(¢). Luego, tiene sentido hablar de
los procesos A, AT y A. De hecho:

Teorema 2.20. Los procesos A, AT y A son martingalas cudnticas.

Demostracion. Verifiquemos primero que los tres procesos son adaptados.
Sea t € R, fija. Tomemos f € Loc, con particién f = f; & f*. Entonces:

A)e(f) = a(lpgle(f)
= <1[0,t]>f>€(f)

— /Of(x)dx[e(ft)®€(ft)]
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-/ ) de ()] @ ets
_ [ 5 () da:-e(ft)] ®e(f).

Por lo tanto A(t) = A; @ I, donde A; es la extensién lineal a todo & del
mapeo e(f;) — [ fidz-e(f), y asi, A es adaptado.

Por otra parte, como Af(t) C A(t)*, entonces A' es también adaptado
(Teorema 219]). Veamos ahora que A es adaptado. Sea z € C. Nétese que

e(exp(zm(1j,q))f) — e(f)
2
= e (f+21[o,t]f+ %1[o,t}f+“'> —e(f)

z

2
= e(f+zft+§ft+---)—e(f)

2

= €(ft@ft+z(ft@0)+%(ft@0)) —e(fed f)

2
= €(ft+2ft+%ft+”',ft+0+0+"') —e(fi, fY)

(exp(21) f3, ft) —e(fi, ft)

(exp(2]) fi) @ e(f*) — e(fr) ® e(f)

= [e(exp(z]) fi) — e(f)] @ e(f").

elexp(zm(lo)f) — elf) _ elexp(zDf) = elf)

Por lo tanto =
z

= €

= €

(f)-

z
Haciendo z — 0 se tiene la forma buscada.

Ahora veamos que los procesos anteriores son martingalas cuanticas. Para
ello, usaremos el Teorema Sean s,t € Ry, con s <t,y f,g € H,, tales
que ambas funciones se anulan en (s, 00). Entonces

(e(f), Alt)e(g)) = (e(f),allpn)e(9)
= <1[0,t]a9><€(f)>€(9>

_ / g(z) dz (e(f), e(9))

)
)
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- / ga)dz (e(f), e(9))

= (1[051 g)(e(f), e(g))
= <€ (1[03})€(g>
= (e(f ) A(s)e(g))-

Asi, A es martingala cuantica. Por otra parte

(e(f), AT(t)e(g)) = (e(f),a’(Ljon)e(g))
fal[Ot]>< e(f),e(g))

z/fdfv Dselg))
=/fdx 1. e9))

f,1[05]>( e(f), ( )
= (e(f).a'(1p.ge(9))
= (e(f), AT( Je(g))-
Esto prueba que A’ es martingala cuantica. Finalmente:
(e(f), AM)e(g)) = (elf), Am(lpg))e(9))
= (, m(l[oﬂ)g)( e(f),e(9))
= (/. 1pag)(e(f),e(9))

- /f<><> (e(f), e(g))

_ /f()() (e(f).e(g))

= ([, 1jo,99)(e(f) e(9))

= (f,m (1[05]) g)(e(f),e(9))
= (e(f) Lio.s))e(9))
= (e(f ) ( ) (9))-

Esto concluye la prueba.
O

Los procesos anteriores son llamados procesos de aniquilacion, creacion y
conservacion, respectivamente, y son conocidos como martingalas fundamen-
tales. Estos procesos estan fuertemente relacionados con los clasicos procesos
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brownianos y de Poisson. Tal relacién sera explorada en el Capitulo de Apli-
caciones.

2.3. Integracion Estocastica Cuantica de Pro-
cesos Simples

Construiremos ahora la Integral Estocastica Cuantica de forma andloga a
la Integral Estocéstica Clésica. Es decir, definiéndola para procesos simples
y, posteriormente, para procesos mas generales. A lo largo de toda la Seccion
llamaremos K a cualquiera de las martingalas fundamentales.

Teorema 2.21. Para los tiempos s < t, la diferencia K(t) — K(s) es de
la forma I Q) K*(t) relativa a la particion al tiempo s, donde K*(t) es un
operador admisible en el espacio futuro $H°.

Demostracién. Supongamos primero que K = Ay f = f; @ f!, con f € Loc.
Los otros casos son similares. Entonces:

(K(t) = K(s))e(f) = (A(t) — A(s))e(f)

= (a(lpy) = a(lp.s))e(f)
(Lo, — Lpo.s); )[(ft)®€( )]

= (L, Hle(f) @ e(f)]

_ / f(x)de [e(f) ® ()]

- e | [ rwar ).

Sea A*(t)e(f*) = [! fdx - e(f'). Extendamos linealmente a todo &f, y
denotemos de la misma forma a esta extension. La admisibilidad de A*(t) es

facil de probar.
O

Para definir la Integral Estocastica Cuéantica al estilo de sumas de Rie-
mann, debemos encontrar una manera de operar con productos de la for-
ma F(s)(K(t) — K(s)), donde E es un proceso adaptado, por lo que E(s)



44 El Calculo Estocastico Cuantico

estd definido en el dominio exponencial restringido. Pero K (s) no necesaria-
mente mapea este dominio en sf mismo (por ejemplo si K(s) = Af(s)). Por
tanto, el producto anterior no esta bien definido en &, como producto de ope-
radores. Interviene en este momento la adaptabilidad de E. Recordemos que
esto significa que E(t) = E; @ I para cualquier tiempo t. Definimos entonces
el producto anterior como

E(s)(K(t) — K(s)) = E,QQK*(t) : £.. R & = £ — 9.

Siempre que hablemos de productos de operadores no acotados, lo hare-
mos en este sentido.

Un proceso adapatado se dice elemental si existen tiempos t; < ty tales
que, para cualquier tiempo ¢, se tiene

© si 0<t<ty
E(t) = E(tl) si g <t<tiy
© si tz <t

El proceso elemental E puede ser escrito de forma compacta como F =
Lit, 1) E(t1). Luego, un proceso E es elemental si y solo si existen tiempos
t; < ty tales que £ = 1p, 4, E(t1). En estos términos, para cada t > 0 se
cumple E(t) = 1, 1) (t) E(t1).

Lema 2.22. Seq E = 1[t17t2)E(t1) un proceso elemental. Entonces es adap-
tado si y solo si E(t1) = Ey, @I, teniendo D(Ey,) = Eu, -

Demostracion. Supongamos que E es adaptado. Para cada tiempo ¢ se da la
igualdad E(t) = Ey Q) I. En particular, E(t1) = Ey, @ 1.

Supongamos ahora que E(t1) = Ey, @ . Seat > 0.Sit ¢ [t1,12), entonces
E(t) =0 =0 I. En caso contrario, E(t) = E(t;) = E, Q I, que es lo
que se queria probar.

U

Con lo anterior, cuando E es un proceso elemental adaptado, existen
tiempos t; < tp y tales que E = 1p, 1) (Ey, @ I).
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Si E = 1y, 4,)E(t1) es elemental y adaptado, definimos su integral es-
tocdstica cudntica en el intervalo [0,t] como

t C) si 0<t<ty
M) = / Bls)dK(s) = { BW)(K({) — K(t) si th<t<t

Definimos su integral estocdstica cudntica en el intervalo [a,b], con 0 <
a < b, como

/abE(S) dK(s) = /Oa E(s)dK(s) — /ObE(s) dK (s).

En este punto se nos presenta una cuestién técnica. Es posible definir
la integral de un proceso elemental y adaptado respecto de una martingala
fundamental como

/R E(s)dK (s) = B(t)(K(t:) — K(t1)),

donde este producto es el mismo que ya hemos definido. Nétese que en esta
situacion, la integral no depende del tiempo.

Luego, siguiendo la construccién de la integral de Lebesgue, se podria
definir integracion en un cierto subconjunto A C R, como

/E(s)dK(s):/ 1a(s)E(s)dK(s),
A

R4

con lo que en particular podriamos definir de esa manera la integracién sobre
[a,b], la cual coincide con la definicién dada. Sin embargo, pronto nos en-
frentamos con el problema de definir convenientemente una o—algebra que
contenga a los intervalos y lo suficientemente grande para tener una basta
coleccion de conjuntos en los cuales integrar, en cuyo caso lo mas sensato es
tomar la o-dlgebra de Borel. Pero ahora tendremos que definir una medida
en operadores no acotados cuyo dominio sea nuestra o-algebra e imagen sea
cierta familia de operadores.

Como puede observarse, esto presenta serias dificultades técnicas (atin en
el estudio de la Integral Esctocéstica Clasica, esta construccién tipo Lebesgue



46 El Calculo Estocastico Cuantico

es complicada. Ver [1I] y[I4]), y el autor de este trabajo considera que tal idea
quedaria fuera del propésito de la investigacién, tomando en cuenta que nos
interesa analizar procesos que dependen del tiempo, y por tanto podremos
conformarnos con integrar inicamente en intervalos.

Dicho lo anterior, tomemos ¢ un tiempo arbitrario. Por el Teorema 2.5

(e(f), K(t)e(g)) = axw(f 9)(e(f),e(g)), donde

(10,4, 9) si K=A

OéK(t)(fa g9) = (f, 1[O,t]> si K = Af
(fim(lpg)g) si K=A

[ g(s) ds si K=A

= f(f f(s) sio K =Af

I3 f(s)g(s) ds si. K=A.

Por otra parte, si x < y son tiempos, entonces

{e(f), [K(y) — K(x)]e(9))
= (e(f), K(y)e(g)) — (e(f), K(z)e(g))
= k@ (f,9)(e(f),e(9)) — axw(f, 9)(e(f), e(9))
[OéK(y (f QK () (f,9)l{e(f),e(g))-

Por todo lo anterior, concluimos que

,9) —

Enunciamos este resultado en el siguiente

(2.4)

~ AR
I
=

(2.5)

Lema 2.23 (Primera Diferencia de Martingalas). Sean f,g € Loc y K
cualquier martingala fundamental. St x <y son tiempos, entonces

{e(f), [K(y) — K(x)]e(g)) = /y B (1, 9)] (s) ds {e(f) e(9)),
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donde
g si K=A
Br(f,g) = { Jos K=Al (2.6)
fg si K=A

Lema 2.24 (De descomposicién). Sean E = 1, E(a) un proceso adapta-
do elemental, F = F, @I, donde F, actia en .., y K una martingala
fundamental. Entonces, para toda t € [a,00) se tiene

< | Bear) e<f>,Fe<g>>
— (B(a)e(f), Fe(g)){(K(t AB) — K(a))e(f). e(g))e(f), ()"
- / Brct (£.9))(s) ds (E(@)e(f), Fe(g))

(pets). [ Bo)ax) et0))
= (Fe(f), E(a)e(g))e(f), (K(t Ab) — K(a))e(g))e(f), e(g)) "
= [ Br(£.9))(5)ds (Pel), Bla)eg)).

Demostracion. Sea t > a. Por la densidad de &,,, podemos aproximar a
F.e(ga) por la sucesién de combinaciones lineales finitas ) n;e(g;), donde
gj € H,,. Extendamos a las g; a elementos de H, haciendo g; = g; + 1(a,00)9-
Notemos que, por la continuidad y multilinealidad del producto tensorial:

ane(gj) — Fae(ga)
= (O_mjelgy) ®e(g?) — Fue(ga) @ e(g?)
= > n;le(g;) ®@e(g?) — Fe(g)
= Y neld; + 9% — Fe(g)
= >_nje(g;) — Fe(g)

Asi, por la definicién del producto E(a)(K(t A b) — K(a)),

([ B6)akG) el). Feto)
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(E(a)(K(t AD) = K(a))e(f), Fe(g))
([ @ K (EAD)e(fa) @ e(f*), [Fa @ I][e(ga) @ e(g”)])
<E e(fa), Fe(ga)>< “(EADb)e(f),e(g"))
e J) (Kt A Db)e(f), e(g"))
1*);e(g”))
) (f*), e(g9"))
ve(g;) @ e(g?))
)>_1

I
= E
S S
Dj Dj
('b ('b
Kﬁ 9

:_/ ~—
CY)

k;

5 =

x{e(f), ( ))
><<( a)s ( ))(K“(t/\
);

(f),e

— < hszM%>df e(g))”"
<MﬁA®-M®Mﬁ&

= (B(a)e(f), Fe(g)){e(f). e(9)) (K (t Ab) — K (a))e(f). e(g)).

Usando ahora la definicién de Sk, dada por (2.6]), se tiene lo deseado.
O

Teorema 2.25 (Primera Forma Fundamental para Procesos Elementales).
Sea E un proceso elemental. Entonces, para f y g cualesquiera en H, yt > 0
se tiene

w<¢méﬁ@mmnw>=[@mg@mw@»w

b) (<), [ B6)aa'(s) o)) = [ (60 TEIEG)e(0)) as.

) (e(h). [ B ) el0)) = [ (elr). T Es1elo)) as

O brevemente,
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t
donde M(t) = / E(s)dK(s), siendo K cualquier martingala fundamental.
0

Demostracion. Tomemos E = 1y, 4, E(t1). Si t < t;, entonces E(t) = O y,
por definicion de integral estocéstica de un proceso elemental, ambos lados de
la ecuacion (2.7)) se anulan y por tanto se tiene la igualdad. Supongamos ¢t >
t1. Por el Lema de Descomposicién (Lema 2.24), tomando F' = I, tendremos

tAty

<e<f>, | Bean) e<g>> — [ el ds (el Bt

= Pr(f, 9)(s)(e(f), E(t)e(g)) ds

_ / Bre(f.9)(5) (e(f), E(s)e(g)) ds.

En conclusion:
(eth). [ B6)aAK(S) ety = [ ) B0l 0) B .

De lo anterior y (2.0 se sigue lo pedido.
U

Corolario 2.26. Sea E = 14 4, E(t1) un proceso elemental adaptado. Si
M(t) = fot E(s)dK(s), entonces M es un proceso adaptado y

M) = / B (s) AT (s).

Extendamos el concepto de integral estocastica cudntica a procesos sim-
ples de manera natural, definiendo la integral de una suma finita de procesos
elementales como la suma de las integrales de los sumandos. Es claro que
un proceso simple puede tener dos representaciones distintas como suma de
procesos elementales, de tal modo que se nos presenta el inconveniente de
verificar que esta definicion de integracién no depende de la representacion.

Teorema 2.27. La integral estocastica cudntica de procesos simples estd bien

definida.
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Demostracion. Sean ZEZ y Z F}; dos representaciones distintas del pro-
i=1 j=1

ceso simple simple £ como suma de los procesos elementales E; y Fj, respec-

tivamente. Luego, para cada E; y F} existen intervalos (a;, b;] y (¢j, d;] tales

que EZ' = 1(ai,bi]Ei(ai) y FJ = 1(cj-,d]-}Fj(Cj)-

Sea t > 0 un tiempo, y denotemos por M(t) y N(t) a los procesos

M(t) :Z /0 Ei(s)dK(s) y N(t) = Z /0 Fi(s)dK (s).

Queremos probar que M(t) = N(t). Sean f,g € H. Dada la totalidad del
conjunto de vectores exponenciales en F(H ), si se cumple (e(f), M(t)e(g)) =
(e(f),N(t)e(g)), habremos terminado:

{e(f), M()e(g)) = <€(f),2/0 Ei(s) dK (s) e(g)>

= (e(f), N(t)e(g))-

Esto concluye la prueba. Notese el uso de la Primera Forma Fundamental

en las tercera y pentltima lineas.
O

Obsérvese que lo dicho en el Corolario 2.26] sigue siendo valido para pro-
cesos simples. De la definicion de integral de procesos simples podemos ver
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que ciertas propiedades deseables de la integral se cumplen.

Proposiciéon 2.28. Sean E y F dos procesos simples y K una martingala
fundamental. Entonces

/OtE(S) + F(s)dK(s) = /OtE(s) dK(s) + /OtF(s) dK(s)

t t t
/ B(s) d(AT(s) + A(s)) = / B(s) dA(s) + / E(s) dA(s).
0 0 0
Mas atun, si z € C es independiente del tiempo, entonces

. f E(s)dAf(s —Zfo s)dAf(s

= 3 2E(s)dA(s) = Z [ E(s) dA(s).
Si E, 'y G son procesos simples, escribimos

/0 (E(s) dA(s) + E(s) dA(s) + E(s) dA(s)

para referirnos a la suma de operadores

[ EGaa)+ [ Eware + [ Beaac)

Bajo esta notacién, el Teorema [2.25] se reescribe como

Teorema 2.29 (Primera Forma Fundamental para Procesos Simples). Si F,
F y G son procesos simples entonces, para f y g cualesquiera en H, yt > 0,
se tiene

<e<f>, [ 1B a41(5) + F(s) aa(o) + GLs) a4 e<g>>

= / t (e(). [T)E(s) + F5)g()F(s) + g(5)G(5) | e(g) ) dis
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Lema 2.30 (Segunda Diferencia de Martingalas). Seant,c >0y f, g € Loc.
Entonces

(e(f).e(g) (K Ki(c)le(f), [K2(t) — Ka(c)] e(g))

—2/ B, 9) ds/ﬂw f.9)

/C v o (f.9)(5) ds.

donde
0  si Ki—AJdK,—=A
1 S? KleTyKQIAT
5K1,K2(f7 g)(s) = g(s) si Ky = Al y Ky = A (28)

() S KleyKQIAT
f(s)g(s) si Ki=AyKy=A.

Demostracion. Es aplicacion del Corolario .71
O

La versién de la férmula de integracion por partes, al menos para inte-
grandos simples, viene dada en el siguiente resultado. La demostracién es
bastante técnica y larga, pero la extensién de esta formula a integrandos no
necesariamente simples es el resultado fundamental del Calculo Estocastico
Cuéntico.

Teorema 2.31 (Segunda Forma Fundamental para Procesos Simples). Sean
E| F dos procesos simples y K1, Ko dos martingalas fundamentales (pudiendo
ser K1 = Ks). Sean

wi) = [ B (2.9)
Mo(t) = /0 F(s) dKa(s). (2.10)

Entonces para cualesquiera f,g € H, yt € Ry se tiene

(My(t)e(f), Ma(t)e(g))
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/{Aﬁ 1), B (29 F(s)elg)

+ (B (9, ) E(s)e(f), Ma(s)e(g))
+ (v (N () E(s)e(f), [vra(9)] () F(s)e(g)) } ds, (211

donde
1 si K=Af
(W] (5) = { h(s) si K =A (2.12)
0 s K=A.

Demostracion. Supongamos que E y F' son elementales. Si las férmulas son
ciertas en este caso, lo serdn, por aditividad, para los casos de procesos sim-
ples. Asi, sean £ = 1, E(a) y F = 1.9 F(c). Mas atn, podemos suponer,
sin perder generalidad, que los intervalos [a,b) v [¢, d) son disjuntos o coinci-
dentes dada la aditividad de la integral.

Notemos que bajo estas condiciones, la formula debe ser demostrada para
18 casos ( 9 casos cuando [a,b) y [c,d) son disjuntos, y otros nueve cuando
son coincidentes):

K [|A A A A AT AT A A A
Ky |A AT A A AT A A AT A

Veamos el caso en que los intervalos [a,b) y [c, d) son disjuntos. Supon-
gamos que b < c. El caso d < a es andlogo. Tomemos un tiempo ¢t < c.
Entonces Ms(t) = © y el lado izquierdo de (Z.I1]) se anula. Pero si s <t < ¢,
entonces F(s) = © = Ms(s), por lo cual cada sumando del lado derecho se
anula y se tiene la igualdad.

Supongamos entonces ¢ > ¢. Primero notemos que, por el Corolario [2.26]
el proceso M, es adaptado. Esto significa

Ml(x):{/ot s) dK; (s ] X1

para cada tiempo x. Luego, tendremos M (t) = [f(f E(s) dKl(s)} Q) I para

t > c. Bajo estas condiciones:

(M (t)e(f), Ma(t)e(g))
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B(s) dK(s) o ), F(e) (Kalt A d) — K2<c>>e<g>>

E(s)dK(s) el f), Fo (R K5(t A d) e<g>>

'ﬁﬁ

- _/OtE(s)dKl(s): QI e(f). F.(RQ Ks(t A d) e(g >
_/OtE(s) dKl(s): ), Fuelge > ), KS(t A d)e(q))
_ /] /0 tE(s) dKl(s)- ), Fre(ge > ), e(g®)

<:e( c),e(gc)>‘1<e§ fe),e(ge)) {e(f), K3(t A d)e(g°))
/O E(s)dKl(S) e(fe) @ Ie(f€), Fee(ge) ® Ie(g )>

- / (M ()e(f), [Bra (2 9))(5) F(s)el9)) ds.

Esto muestra los primeros 9 casos. Vayamos sobre los siguientes 9. Es
decir, cuando los intervalos son coincidentes a, digamos, [c, d). Consideremos
E=1I.gE(c)y F = I.qF(c). Sit < c, entonces, andlogo al caso anterior,
ambos lados de la ecuacién ([ZIT]) se anulan. Supongamos d >t > c. El caso
t > d es analogo. Asi,

Mi(t)e(f), Ma(t)e(g))
[E. Q) K(t))e(f), [F.

e(f.), Fee(go)) (K (t)e
E(c)e(f >,F<c>e<g>><e<f

K5(t)]e(g)

(
( )
(Ee f9), K5(t)e(g°))
< -1
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X([Kq (1) — Ka(e)]e(f), [Ka(t) — Ka(e)le(g))- (2.13)

La ultima linea de la ecuacion (2ZI3)) junto con el Lema 230 nos dice que
(My(t)e(f), Ma(t)e
t
= (BOels / Bl L)) ds [ Bglf.9)()ds

+<E(C) /5K2 fg /BKT fg
+(E(c)e(f), Flc)elg )>/ Ok1,k: (S, 9)(s) ds. (2.14)

c

Notese que el lado derecho de la primera linea y la segunda son iguales.
Recordemos que &, es el dominio exponencial restringido del espacio de Fock,
y se descompone, en particular, como &, Q) ES, donde &,. es denso en el es-
pacio pasado $)... Luego, podemos aproximar a E.e(f.) y a Fre(g.) mediante
las sucesiones de combinaciones lineales finitasy" &;e(f;) v 32 n,e(g;), respec-
tivamente, donde f] y gj son elementos de H,..

Extendamos a f] y g; a elementos de Loc haciendo f; = 1, c]fj + 1icoo) f
¥ 95 = 110,995 + L(c,00)9, de tal manera que f; = f y g; = g en (¢, 00). De esta
forma,

(E(c)e(f), F(c)e(g)) = (Eee(fe), Fee(ge))(e(f), e(g%))
= 1m Y &le(f)), Feelge))(e(f), e(g))
= 1m > &le(f) @ e(f), Fee(ge) ® e(g°))
= 1 &le(f), Flc)e(g)). (2.15)

Anélogamente,

(E()e(f): F(e)elg)) = 1m Y ni{E(c)e(f),e(g)))- (2.16)

Usando (Z.I5) en el primer sumando del lado derecho de la ecuacién

(Z14)), tenemos:
(B)e(7) FQele)) [ el f.9)o)ds [ 5y(f.0)(s)ds
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= 1 G FOo) [ Sl dss [ 5o s,
= 36 [ B0 [ 96 e, o) dss d
= 3G [ B0 [ Sl a6 e) Flsela) dss o
= i YE [ igh.0)60) [ 5962 e), Fselo)) dsa
= 3G [ B0 [ Bl o)), Floaele) s ds
= 10306 [ G060 (). [ Flos)datsa) e(0)) ds

= i SE [ g0 6(5). Maela)

= Y G [ g0 ) Mafor)elg) i

= [ BB Q). Matsr)elg) ds

= [ B B e) Moo ds

= [ B Mals)ela) s

En conclusion,

(E)e(). Fele)) [ fralf.0)s)ds [ Gig(.o)()ds

t
0

— [ Gl DBl Ma(s)elg)y ds. (217)

Por otra parte, usando la igualdad (ZI6]) en el segundo sumando del lado
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derecho de la ecuacién (2.14), tenemos:

(B Fela)) [ 5icl5.9)000s [ 570005
= 1 SO cl0) [ o dss [ Bglha)lon ds
= Y [ 006 [ B D E Q). el0) s
= 1Y [ B0)6) [ B9 EG))e(0) s
= Y0 [ Al [ o)) Ee). ) ds: ds
= Y [ o)) [ B B ela) dss ds
= 1Y [ Bal0)) [ Bl ), Blel) ds: s
= 10, [ (e (), [ Bl aki(s) elg)) ds
= im0 [ Bl 0)(60) () Mi0els)) ds
= 1Y [ 000 (DL, ;)
= 1Y [ .00 (o)) el0) s
= [ (60062 (2, F0elo) s
= [ B0 Ms)el), Flsn)ele) dsy
= [ 896 AREI). Fs)ela) ds
= [ L), Bl ) F (el ds.

0
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En conclusién:
(B)e(h). Fels)) [ fralf.0)6)ds [ Gig(.o)()ds
= [ R Bl F(s)e(a)) ds. 18)

Ahora, del tercer sumando del lado derecho de la ecuacién (2.I4]) y de la
definicion de g, x,(f, 9)(s) dada por el Lema [2.30] tenemos:

(E(@e(f). F(c)e(9)) / 51 o f 9)(s) s

O 16, ([, 9) () (E(c)e(f), Fc)e(g)) ds

t

/ Stcriea(F ) (5)(E(s)e(f), F(s)e(g)) ds

0

De esta tultima, se desprende que

(E(e)e(f), F(c)e(g)) / 5o (1) (5) ds

= (v (N1 (s)ef), I (9)] (s)elg)) ds, (2.19)

donde vk, es como en (2ZI2). Asi, sustituyendo las ecuaciones (2.17), (Z.I8)
y (219) en los sumandos de la igualdad ([2.14), se tiene lo pedido.
U

Una manera equivalente de enunciar el resultado anterior es:

Teorema 2.32. Sean Ey, Fi, Gy, Es, Fy y Gy procesos simples y denotemos
por My y My a los procesos

t
M;(t) = / [5(s) dA'(s) + Fj(s) dA(s) + G (s) dA(s)]-
0
Entonces, para cualesquiera f,g € H, yt > 0 se tiene

(My(t)e(f), Ma(t)e(g))
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_ / t {(Mi()e(1), [FGIEs(s) + F)a()Fals) + 9(5)Gals)] elg))

+([90VBi () + ()] (5)Fa(3) + [(5)G1(3)] e( ). Ma(s)e(g) )
+([Er(s) + F5)Fi()] el f), [Ea(s) + g(s) Fa(s)] e(9))} ds.

2.4. El Proceso de Tiempo

Sea ¢ € H de variacién acotada. Introduzcamos el proceso T}, dado por
Ty(t) = ¢(t)1. Es decir, Ty(t)e(f) = ¢(t)e(f). Cuando ¢ es la identidad, este
proceso es llamado Proceso de Tiempo, v se denota por T'. Si pensamos por
un momento al proceso T, como un proceso escalar 'y E = 1, 1,)E(t;) es un
proceso elemental, entonces nos gustaria, al menos formalmente, que

¢ © si O0<t<ty
[ BT = {60 - ol)Ew) 5 n<i<t
' (6(t2) = 6(L)E(h) si  t2<t.

De esta forma, definimos la integral de un proceso elemental respecto al
proceso Ty de la manera anterior, y como se hizo en la Seccién pasada, la
integral de un proceso simple respecto a este proceso sera la suma de las
integrales de sus sumandos, lo cual esta bien definido.

Luego, es sencillo probar que

(eth). [ B L) )y = [l Bela ass). (220)

La introduccion de estos procesos como integradores sirve para tener una
nocion de integracion respecto a una variable determinista, y no respecto
a una variable estocastica, justo como sucede con la Integral Estocastica
Clasica.

En adelante, por simplicidad en los argumentos, enunciaremos y demos-
traremos resultados tinicamente para el proceso de Tiempo, no obstante todos
son generalizables para cualquier proceso Ty.
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Proposicion 2.33. Sean E y F dos procesos simples y f,g € H.. Tomemos
t t

los procesos Jy(t) = / E(s)dT(s) y Jo(t) :/ F(s)dT(s). Entonces
0 0

(Oe(f), Ta(D)elg)) = / (Tu(s)elf), F(s)e(g)) ds
" / (E(s)e(f), Jo(s)elg)) ds.

Demostracion. Por la aditividad de la integral y del producto interno, bas-
tara con demostrar lo pedido en el caso en que E y F' son elementales. Sean
E =1nE(a) y F = 1iqF(c). Nuevamente, como ya se hizo antes, serd su-
ficiente con demostrar lo pedido en los casos en que [a, b) y [¢, d) son disjuntos
o coincidentes. Supongamos que son disjuntos. Mas atun, podemos suponer
b<ec.

Sea t < c¢. Entonces Jy(t) = ©, y por tanto el lado izquierdo de la igualdad
pedida es 0, asi como los sumandos del lado derecho. Luego, se tiene la
igualdad deseada. Si ¢ <t < d, entonces

(el RB)elg)) = (b a)(t — )(E@e(f), F)e(d))
- / (b— a)(E(a)e(f), F(c)e(d)) ds

- / (Ii(s)e( ), F(c)e(d)) ds
- / (Ti(s)e( ). F(s)e(d)) ds.

Pero el segundo sumando de la igualdad pedida es 0 dado que E(s) = ©
para s > b. Asi, nuevamente se tiene la igualdad deseada. El caso en que t > b
es totalmente analogo. Supongamos ahora que los intervalos son coincidentes:
a =cyb=d.Seatun tiempo. Sit < a, ya terminamos. Sit € [a, b), entonces:

(Ji(t)e(f), (t)e(g)) = (t—a)*(E(a)e(f), F(a)e(g))
2(s — a)(E(a)e(f), F(a)e(g)) ds

(s —a)(E(a)e(f), F(a)e(g)) ds

/
/
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T / (s — a)(E(a)e(f), Fla)e(g)) ds
- / (s — a)E(s)e(f), F(s)e(g)) ds
s [{BGel) s~ P (s)ela)) ds

_ / (Ii(s)e( ). F(s)e(g)) ds
+ / (E(s)e(f), Jo(s)elg)) ds,

que es la igualdad buscada. El caso t > b es andlogo. Esto concluye la prueba.

O

t
Proposicion 2.34. Sean J y M los procesos dados por J(t) = / F(s)dT(s)
0

t
y M(t) = / E(s)dK(s), donde E y F son procesos simples. Entonces:
0

(M(t)e(f), J(t)e(g))

_ / (M(s)e(f), F(s)e(g)) ds
+ / (B9, 5V E(s)e(f), J(s)elg)) ds
(JH®)e(f), M(t)e(g))

_ / (Fi(s)e(f), M(s)e(g)) ds

" / (FH(s)e( ). 1Bx(f, )] () E(s)e(g)) ds.

(2.21)

(2.22)

Demostracion. Nuevamente, por la adivitivad del producto interno y la in-
tegral, si mostramos lo pedido en el caso en que F y F' son elementales, ten-
dremos la prueba para procesos simples. De esta manera, sean E = 1;,) E(a)
y F = 1cqF (c¢). Més ain, como se hizo anteriormente, podemos suponer
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que los intervalos [a,b) y [c,d) son disjuntos o coincidentes. Unicamente
mostraremos el caso en que son coincidentes: a = cy b = d.

Seat > 0. Si t < a, ambas igualdades son claras. Supongamos a <t < b.
Por el Lema de Descomposicién (Lema [2.24)),

M(De(f). TBelg)) = (t— a)(M(B)e(f), Fla)elg))
= (t—a) (E(@)e(f), F(a)e(g)) / Bt (f, 9)(s) ds.

Esto muestra que la funcién t — (M (t)e(f), J(t)e(g)) es absolutamente
continua y derivable, con derivada

(t - a)(E(a)e(), F(a)e(q)) Bt (f.9) ()
T (E(a)elf), Fla)e(9)) / Bt (f.9)(s)ds. (2.23)

Por otra parte:

[ e, Feeanas

+ [ Brto. NGB TGl s
_ /:<M(s)e(f),F(3)€(g)>d3

+ [ k0. NGB, 6)ela) ds
_ /at<M(s)e(f),F(a)€(g)>d5

N / (s — Bl DI E@elf). Fla)e(g) ds
_ /at<M(s)e(f),F(a)€(9)>dS

+ [ (o= ) (NN B @) Fla)e(o) .
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lo cual demuestra que la funcién ¢ — fot(]\/[(s)e(f), F(s)e(g)) ds es absoluta-
mente continua y derivable, con derivada

(M(t)e(f), Fa)e(g)) + (t — a)[Bri(f, 9)](t)(E(a)e(f), F(a)e(g)).
Pero (M(t)e(f), Fla)e(g)) = (E(a)e(f), Fla)e(g)) [, Bici(f. 9)(s) ds, de

donde la derivada anterior es igual a

(B / Bt (/.9)

T (t = ) Bri (. ) ((E@)el ), Fla)e(g)). (2.24)

Como las expresiones (Z23)) y (2:24) son iguales, (M(t)e(f), J(t)e(g))
y fg(M(s)e(f),F(s)e(g)) ds difieren por una constante, la cual se verifica

facilmente que es cero, obteniendo la ecuacién deseada.

0

Teorema 2.35. Sean Ei, Hy y EQ,HQ dos procesos simples, y Ky, Ky dos
martingalas fundamentales. Si M (t / {E1(s)dKq(s) + Hi(s)dT(s)} v

My (t) :/0 {Es(s) dKs(s) + Ha(s)dT'(s)}, entonces

(My(t)e(f), Ma(t)e(g))

=AMMWUW%mw@@+%@Mwm
v/

t

(B9, £ Ex(s) + Hr(3)]e(f), Ma(s)e(9)) ds
+/0 (i, (F)] (8)e(f), [y, (9)] (5)eg)) ds.

Demostracién. Sean M, y Ji, con i € {1,2}, los procesos dados por Ml(t) =
t t
/ Ei(s)dK;(s) y Ji(t) = / H,(s)dT(s). Entonces M; = M; + J;. Luego,
0 0
por la Proposicién 2.3k

<Z\/[~1(t)e(f), ]\42(75)6(9»~
= ([Mi(t) + J(D)]e(f), [Ma(t) + J2(t)]e(g))
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(W (0)e( ), Mat)elg)) + (Vs (De(f), a(t)e(9))
L) Ma(B)e(g)) + (R (Delf), Rlt)e(9))
A (VL ()e(f) Bra f 9) En(s)e(9))

+@m@ﬁ (s)e(f), Mo(s)e(g))
+ ([ (D] (el P (9)] (s)e(9))} ds

+ [ OB, Hals)ela) as

+ [ B0 DB Js)el) s
+/Ot(H1(s)e(f),M2(3)€(9)>ds
+Ku@wmﬁmmw@@mmm5

+ [ ). Haelo) ds

n /Ot(Hl(s)e(f), Ta(s)e(g)) ds
KW%@+L@Mﬁﬂm@w&@M@NS

[ B0 DB 1(5) + B0 ds

+ /0 t([Ml(s) + Ji(s)]e(f), Ha(s)e(g)) ds

+ [ (61600, () + (o)l ds

+ [ (D6, )] ()ela) s
[W%@+A@Mﬂ%m@@&@+ﬂﬁﬁwms
[ 60000V B5) + ), o) + (sl s
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+ [ (D)), b)) ()ela) s

= [ I Bl 0)Bals) + His)e() s
+ [ k.09 B () + (), Mals)ela) s
+ [ (D)), b)) ()ela) s,

que es lo que se queria demostrar.
O

Teorema 2.36 (Versién Completa de la Segunda Forma Fundamental). Si

M (t) = /0 (Ei(s) dAT(s) + Fi(s) dA(s) + Gi(s) dA(s) + Hi(s) dT(s)) y

My(t) = /Ot (Es(s) dAT(s) + Fy(s) dA(s) + Ga(s) dA(s) + Ha(s) dT(s)) ,
entonces, para cualesquiera f,qg € H,, se tiene:
(M (D)e(f), Ma(t)e(g))
- / {0, (FOIEs) + TR Fals) + 9()Gals) + Halo)) el9))

+((9IE(s) + F(5)9GIFi(3) + S(5)Ga(s) + Hi(s)) e(f), Ma(s)e(o))
+ {(Eu(s) + ($)Fi(5) (), (Bals) + 9(5)Fals)) e(9)) } ds.

Una vez que tenemos nuestra Segunda Forma Fundamental con el proceso
de tiempo incluido, presentamos el andlogo para la Primera Forma Funda-
mental:

Teorema 2.37 (Versién Completa de la Primera Forma Fundamental). Si
E F,G y L son procesos simples, y f,g € H,, entonces

<e(f), /0 (E(s) dA(s) + F(s)dA(s) + G(s) dAT(s) + L(s) dT(s)) e(g)>



66 El Calculo Estocastico Cuantico

- [0 (50 73 (oo )e) o

Demostracion. Notemos que el producto interno del lado derecho de la igual-

dad pedida se desarrolla como
70 ) (oo ) @)
9(s)

- (etn.a.76
= (e, (L(s) + 9(5)G(s)

Basta ahora con aplicar la Primera Forma Fundamental que ya conocemos

v e oo de ser (e(0), [ L6)AT(6) o)) = [ (7). L)) s pare

concluir.
O

2.5. El Estimado Fundamental

Teorema 2.38. Sea E un proceso simple. Entonces, para f € Loc yt > 0,

se tiene
2 exp (/ |f(s |2ds>/ IE(s)e(f))>ds  (2.25)
exp (/ (s |2ds)/ IE(s)e(f)2ds.  (2.26)

Demostracién. Haciendo M; = My = M = [E(s)dK(s) y g = f en la
Segunda Forma Fundamental:

2

/0 E(s) dAT(s) e(f)

IN

IN

2

/0 E(s) dK(s) e(f)

_ / {(M(s)e(f), B (f, F) () E(s)e(f))
+(8

ik (f, P)(s)E(s)e(f), M(s)e(f))
+ (v (NN (s)e(f), i (NI (s)e(f))} ds
)

_ / 2Re(M(s)e(f), Bic (£, £)(s)E(s)e(f))
+ e ()] (s)e ()] ds.
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Se sigue del Teorema Fundamental del Calculo que la funcién
s || M(s)e(f)I

es absolutamente continua y que

M)
= 2RMOLL) DL DAL + )P
Re{Fic(F, FIEIM(s)el ), Bls)er) + || (1)) (s)e( DI

para casi toda s € [0, t]. Usando la desigualdad 2Re(t1, o) < |[vb1||* +||42]|%,
vélida en cualquier espacio de Hilbert, con ¢y = Bg (f, f)(s)M(s)e(f) y o =
E(s)e(f), obtenemos:

d 2
S IM(s)e(f)]

< 1B (£, S)PIM ()e( NI + IIE()e( NI + [ byae (£)] (s)e(HII*
= F(S)PIIM ()e(H)II* + 1E()e(H)II* + [ yae (F)] (s)e(F)II*
= ()M (s)e())I* + cll E(s)e(f)]

donde, por definicién de vx (f)(s),c =1si K = A,oc = 2si K = AT, y hemos
usado el hecho de tener K = A o K = AT, lo cual implica |Bx(f, f)(s)] =
| f(s)]. Multiplicando la desigualdad anterior por

o (= [1rear).
v tomando en cuenta que
oo (= [rorar) - pareene)
= (= [(IPar) SIMEEI?

—oxp (= [ 1P ) L FIM DI

tenemos
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e (= [0 ) LEenl?
< oo (= [P ) FOPIME?
rees (= [ 1700 ar) IEGEOI

oo (= [10ra) 1)

< cew (= [ 0P B

por lo cual

Integrando esta desigualdad de 0 a ¢, y tomando en cuenta que M (0)e(f) =
0, obtenemos:

o (- | t GRS NEORRT;

<f oxp (= [ irpar) 1@ Pas

o equivalentemente,

1M (t)e(£)II*

< o [eo ([ 1i00rar)on (- [1r0ra) 1EGD? 6
= o [ew ([ 1r0Far) 1B 0

Pero en esta tltima expresién se tiene fst |f(r)|2dr < fot |f(r)]2dr, de
modo que

IM BN < c/otexp (/Otlf(r)|2d7") 1E(s)e(f)]* ds

= cen ([ 110Par) [IBGIPas
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y de ahi, recordando la definicién de ¢, se sigue el resultado.
O

Las desigualdades anteriores son vélidas atn si definiéramos la integral
estocdstica siendo f cualquier funcién con cuadrado integrable. De hecho, si
unicamente estamos interesados en usar los operadores de creacién y aniqui-
lacién como integradores, la teoria seria basicamente la misma que hemos
trabajado hasta ahora. En contraste, el siguiente estimado, donde se usa el
integrador conservacion, revela por qué es necesario trabajar con funciones
localmente acotadas.

Teorema 2.39. Sean f € Loc yt > 0. Entonces existe un nimero k(f,t) no
negativo tal que k(f,s) < k(f,t) siempre que s <t y, para cualquier proceso
F simple, se tiene

| Fease | < [ 1Pee s

Demostracion. En la Segunda Forma Fundamental, sean g = fy My = My =
J FdA. Andlogamente al proceso para demostrar los estimados anteriores,
tenemos

%I!M(S)e(f)ﬂ2 = 2Re(M(s)e(f), [f(s)PF(s)e(f)) + [f (s)PIIF (s)e(f)]
< M (s)e(HI*+ () + [FS)IDF(s)e(NI.

Multiplicando ambos lados por e™*:

%(B‘SIIM(S)e(f)IV) < e (f )P+ FSODIF$)eNI,

de donde, integrando de 0 a t y tomando en cuenta que M (0)e(f) =0,
e IMte(HI* < /0 e(LF(s)P+ F(S)DF(s)e(f)IP ds
< [ sw (FGF + 7P ds
0 0<s<t

lo cual implica

MO < s {FEF+ 1Y [ 1P Pas
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- ft/||F £2 ds,

donde k(f,t) es finito, dado que f es localmente acotada, y claramente es no
decreciente como funcion de t. Esto concluye la prueba.

O
Proposicion 2.40. Sean f € Loc, t > 0 y E un proceso simple. Entonces

/OtE< / |B(s)e()|? ds.

Demostracion. Sea M (t fo . Por la Proposicion [2

2

M@ = / E(s) dT(s) e(f)

_ / (M(s)e([), E(s)e(f)) + (E(s)e(f), M(s)e(f)) ds
= /02Re<M(s)e(f),E(5)€(f)>d5~

Esto muestra que la funcién s — [|M(s)e(f)||* es absolutamente continua

v que
LMD = 2Re(M(s)el 1), B(s)el ).
Luego, %HJ\/[(S)e(f)H2 < ||M(s)e(NI* + [|E(s)e(f)|*. Asi, derivando la

expresion e~ %||M(s)e(f)]|?, obtenemos

d -5 2
— (e IM(s)e(HI)

= LMD — e M (s)e )P

< ’S(IIM( Je(NI* + 1E(s)e(£IIF) — e [[1M (s)e(£)II*
= e [|E(s)e(f)II"

Integrando, y tomando en cuenta que M(0)e(f) = 0, concluimos que

¢
e Mt)e(f)|I* < / e ®||E(s)e(f)||* ds, o equivalentemente,
0

MBI < / e E(s)e( ) ds
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IN

/ | E(s)e(f)? s

- / |E(s)e(f)|? ds.

Esto concluye la prueba.

O

Podemos formular ahora el FEstimado Fundamental para integrales es-

tocasticas cuanticas de procesos simples, que es la base para extender
integral estocastica.

la

Teorema 2.41. Sea f € Loc yt > 0. Entonces existe un niimero no negativo
U(f,t) con la propiedad de que, para cualquier proceso adaptado simple E, y

cualquier integrador estocdstico K € {AT, A, A, T} y s € [0,t] se cumple

‘ /0 " B(u) dK () e(f)

Demostracion. Observemos que el Teorema 2.38 nos dice que, para K =

6 K = At
< 20xp (/ G Pdr)/ VE(r)e(f)] dr

| B are) e
< 2o [ +\f(7")\2d7“) [ 1E@eiar

— 2exp (I]) /||E Hlzdr

<\Ilft/||E I du.

2

para cada s < t. Por otra parte, por el Teorema [2.39, tenemos

] < f,/HE RS

< w(fit / |E(r)e(f)] dr

2

/0 “E(r) dA() eff)

A

en s < t, donde hemos usado el hecho de ser k(f,-) no decreciente. Final-

mente, por la Proposicién 240

/0 "B () dT(r) e

< e / |E(r)e(f)|* dr
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/ |E(r)e(f)|? dr.

En resumen:

( 26”'2/ IE(r)e(f)|?dr si K=A6K = Af
[ Eaxey | <4 v / [EC)e(Pdr s K=A
/HE HI?dr si K=T.

En conclusién, si tomamos V(f,t) = méax {Qe”f”Q, k(f,1), et}, se tiene lo

pedido.
O

Notemos que ¥(f,t) del Teorema anterior no depende del integrando ni
del integrador.

2.6. La Integral Extendida

2.6.1. Construccién de la Integral

Recordemos que la Integral Estocastica Clésica respecto al Movimiento
Browniano se construye definiéndola sobre procesos cldsicos simples como
integrandos y, usando la Isometria de Ito, se extiende a una integral de pro-
cesos mas complejos. En nuestro caso no contamos con dicha isometria, pero
el Estimado Fundamental nos da un sustituto capaz de extender nuestra in-
tegral cuantica a una mayor clase de procesos.

Definicién 2.42. Decimos que un proceso adaptado E es integrable si, para
cualesquiera f, g € Loc, la funcion con valores complejos

Ry 5= ({e(g), E(r)e(f))

es Lebesque medible y existe una sucesion {E,}nen de procesos adaptados
simples con la propiedad de que, para toda f € Loc y t > 0, los limites
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lim ||E, — E||;4 y Um || E} — E||;, existen y son cero, donde

1F e = \/ / |E(s)e(f)] ds.

En tal caso, decimos que la sucesion {E,} aproxima al proceso integrable

E.

La anterior es la definicién maés importante de todo este trabajo. Notese
que en ella no se indica si el proceso es integrable respecto de algiin proceso
integrador particular, asi como tampoco el valor de su integral.

Teorema 2.43. Si E es un proceso adaptado integrable aproximable por
{E,}, y K es un integrador bdsico, entonces para cualquier f € Loc y s > 0,

la sucesion {/05 E,(r)dK(r) e(f)}neN

converge en F(H).

Demostracion. Veamos que la sucesion es de Cauchy. Sean n,m € N. Para
cada pareja de estas y r > 0 fija, escribamos F,, ,,(r) = E,(r) — E,(r). Es
claro que F,, ,, es un proceso adaptado y simple. De esta forma, usando el
Teorema 2.41] y la Desigualdad de Schwartz:

2

lim /03 E,(r)dK(r) e(f) — /Os En(r)dK(r) e(f)

n,Mm—00

— lim /OSEn(r)—Em(r)dK(T) e(f)

2

n,Mm—00

2

—  lim /O Epon(r)dK(r) e(f)

,M—00

< im0 [ IR0
— lm U(fs) / NEW(r) — En(r)le()]?dr

n,Mm—00

7,M—00

— lim () / NEL(r) — B + (B — En(r)e(f)]P dr
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- T}ggo / (2 ()] dr

) lim / I[E Ne( )12 dr

+U(f,s) lim 2/ Re([En(r) — E(r)]e(f), [E(r) = En(r)]e(f)) dr

n,Mm—00 0

= 2¥(f,s) lim SR6<[En(7“)—E(T)]e(f),[E(T)—Em(r)]e(f»d?“

n,m—oo Jo

20(/,9) tim_ [ 1B, (0) = BN 1B )~ Bl dr

< 2Y(f,s) n}rllriloo HEn - EHfSHEm - EHf,S
= 0.

IN

Por lo tanto, la sucesion es de Cauchy, y como F(H ) es completo, entonces
es convergente.
O

Teorema 2.44. Sea E un proceso adaptado integrable aproximable por {E,}
y por {F,}, y K un integrador bdasico. Entonces, para cualquier f € Loc, las

sucesiones { [ En(r) dK(r) e(f)}, .y ¥ {Jy Fa(r) AK(r) e(f)}, . convergen
al mismo limite.

Demostracion. Sean Ay B dichos limites. Entonces:

|- B
~ i /0 By (r) dK(r) e(f) — /0 F(r) dK(r) e(f)

s 2

En(r) — Fu(r) dK(r) e(f)

= Ilim
n—oo

< llm\I/ / I[E. e(f )||2dr
- ) Jim / (2 T (E(r) — Fy(r)e(f)]*dr
= U s) Y [ [[Ear) — E@)e()? dr

n—oo

) Jim / I[E e(f)|| dr
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s

F20(1,9) lim | Re((15,(r) = B()Je(), [B(r) = Fu(r)]e() dr

n—oo

< 7}520/ I[E Em)]e(HN[E(r) — E(r)le(f)]l dr
< 21/1(f7 s) lim || By, — EHf,sHFn Ellfs

= 0.

Por lo tanto A = B.
O

Teorema 2.45. Sean E un proceso adaptado integrable aprorimable por
{E.} y K un integrador bdsico. Entonces, para cualquier f € Loc, la con-
vergencia de la sucesion { [ E,(r) dK(r) e(f)}neN es uniforme en s € [0,1].

Demostracion. Sea g, el mapeo g,(s fo K(r) e(f). Por los dos
resultados previos, {g,(s)} es de Cauchy en 56 y asi ex1ste g: R — $ tal
que g, — ¢ puntualmente en $). Queremos ver que dicha convergencia es
uniforme en [0, ¢].

Pero

s 2

() = (@) = | [ (B0) = B AR el
< 00D [N = Ealeln dr

B(f.1) / NEa(r) — E()]e(f)] dr,

IN

de modo que

t 1/2
sup [|lgn(s) = gm(s)lls < V¥(f,1) (/0 I[En(r) — Em(r)]e(f)sz?") :

s€[0,t]

Nétese que el lado derecho de esta desigualdad tiende a 0. Por tanto, ||g, —
9Im|lee = 0 cuando n,m — oo, y esto muestra que {g,} es de Cauchy en el
espacio C'([0,t], F(H)). Como este espacio es completo, entonces g,, converge

uniformemente a g. Esto concluye la prueba.
O
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Proposicion 2.46. Sea E un proceso adaptado integrable aproximable por
{E,}. Entonces {E!},cn aprozima a ET. En particular, E' es integrable.

Demostracion. Es claro que, dada la simetria en la definicién de aproximable,
{E}},en aproxima a ET. Para ver que ET es integrable, sean g,h € Loc, y
tomemos 7 : R — C dada por n(r) = (e(g), E'(r)e(h)). Entonces n(r) =
(e(h), E(r)e(g)). Como E es integrable, se sigue que 7 es Lebesgue medible
y, por tanto, 1 lo es. Esto concluye la prueba.

O

Con los resultados anteriores, si E es un proceso integrable, podemos
definir su proceso integral con respecto de K € {Af, A, A, T} por la accién
en el dominio exponencial restringido como

/Ot E(s)dK(s) e(f) = hm/ s) e(f), (2.27)

donde {E,,} es cualquier sucesién que aproxime a F, f € Loc y t es un tiempo
arbitrario. Bajo estas condiciones:

Teorema 2.47. Si E es integrable, entonces ([ EdK)! = [ ETdKT.

Demostracion. Supongamos que { F, } aproxima a E. Por la Proposicion 2.40],
{E!} aproxima a ET. Sea g € Loc.

(cto). [ B0antis) e(r)) = (etg)tim / EL(s)AK1(5) el1))
- hm< () A (5 ))Te(f)>

/0 Eo(s) dK(s) elg), e(f)

(
_ m<e
<

= lim
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ey ' B(s) dK(s) )

_ <(/OtE(s)dK(s))Te(f),e(g)>
— <e(g), (/OtE(s) dK(S))Te(f)> :

Como el conjunto &, es denso en el espacio de Fock y ¢ fue arbitrario,
entonces ([ EdK)! = [ ETdKT, que es lo que se querfa demostrar. O

2.6.2. Formas y Estimado Fundamentales

Veamos que las Formas Fundamentales, asi como el Estimado Fundamen-
tal, siguen siendo vélidas para los procesos integrables. Comencemos con el
Estimado Fundamental. Sea E' un proceso adaptado e integrable, aproximado
por la sucesién de procesos simples { £, }, y K cualquiera de los integradores
basicos. Tomemos f € Loc y ¢t > 0 arbitrarios.

Por definicion de integral estocastica cuantica y la continuidad de las
normas, para cualquier s € [0, ¢]:

2 2

= lim

/O "B dE(r) e(f)

/O CEa(r) dK(s) eff)

< \If(f,t)h'm/osHEn(r)e(f)Her. (2.28)

Por otra parte:
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Por tanto,

/ |Ea(r)e(f)2dr < Os||[En(T)—E(T)]€(f)|I2dT

+ IE(r)e(H)]I* dr

n 'me B0~ EYen), Betry ar

Asi, como F,, aproxima a F, entonces el primer sumando del lado derecho
de la desigualdad anterior tiende a 0 y, por tanto:

IN
E

(re(HII* drHim'?Re/S([En(r)—E(T)Je(f),E(r)e(f»dT
< / IE(r)e(H)II* dr+2hm/ ITE Em)]e(HIEr)e(f)] dr
(re(fII* dr

+2hm(/ (Bl — Bl dr) ([ 1Eeenirar) "
= [ 1E@eniar

Tomando en cuenta que W(f,t) es no negativa y sustituyendo esta des-
igualdad en (2.28)), se tiene que

lo cual muestra que el Estimado Fundamental es verdadero para procesos
integrales.

IN
\
E

/O "B dK(r) e(f)

<otz [ 1B

Teorema 2.48. La Primera Forma Fundamental es verdadera para procesos
integrables.
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Demostracion. Sean E un proceso integrable aproximable por la sucesion de
procesos simples {E,} v f,g € Loc. Tomemos ¢ > 0. Entonces

(et [ B)a > [ Bts. 00 BsJela) as
< l1m/ e(g >—/5nge E(s)elg)) ds
GU%/E > /ﬁKﬁ ), E(s)e(g)) ds

[ (500 [B.ls) ~ Bl |-

= lim

= lim

En conclusién,

GU%/E > /ﬁKﬂ ), B(s)e(g)) ds

[ (500 [B.ls) — Bl |-

= lim (2.29)

Por otra parte, sea C' = sup,¢o 41|[Bx (f,9)](s)|}, que es finito dado que
fyg € Loc. Asi:

lim

Aﬂﬂﬂmﬂﬂﬂwﬁ—EMMmNs

SIMOAIMﬁﬂwﬁ—E®k@H®
scm/me%@—ﬂmmwm

1/2
< CPe(s |hm(/W| >Wd§

= 0.

Sustituyendo lo anterior en la igualdad (2.29)), se tiene lo pedido.
O

Concluyamos esta Seccion mostrando que también la Segunda Forma Fun-
damental es valida para procesos integrables.
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Teorema 2.49. Sean E y F dos procesos integrables y Ky, Ko dos inte-
gradores bdsicos. Entonces la Sequnda Forma Fundamental es verdadera.

Demostracion. Sean {E,} y {F,} dos sucesiones de procesos simples que
aproximan a E y a F', respectivamente. Por la continuidad del producto
interno y la Segunda Forma Fundamental para procesos simples:

</E )dK (s /F ) dK>(s )>
_ hm</E k(o) (). [ F L (6) AKa(s) o)

~ Jim / ([ Bty arcc <f>,[ﬁK2<f,g>]<s>Fn<s>e<g>>

+hm/ <5K1 9, f / Fo(r) dKa(r) e(g )>

+1fm/0<[’m(f)] (s)En(s)e(f), k> (9)] (s)Fn(s)e(g)) d(s),  (2.30)

siempre que estos limites existan. Lo que haremos sera probar que, efecti-
vamente, tales limites existen. Como f y g son localmente acotadas, existen
C1, Cy, C3 y Cy que cumplen

HﬁKl(g7 )](S>| < G
Br.(f, 9)I(s)] < Cy
[ (D)) < Cs
e (@](s)] < Cy

para toda s € [0,t]. Sea C' = max{Cy, Cy, C3, Cy}.

{0

d
[ B ami) e, e g)J(s)Fn<s>e<g>>

0

Tenemos:

-
3

—_
«N

Bo(r) dFy(r <f>,[5K2<f,g>]<s>Fn<s>e<g>>

N

B dEL(r) (), [Ba(F. 9))(5) F(r)e() } |

IN
o\
/\

S

S—

E(r) dEy(r) o(f). B, g>]<s>F<s>e<g>>] s
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<[] 5= B0k e Bratr. 060 (5)ela))| s

+/Ot
[ &0 - e ()
[ [ B ar) ()

t S
C/
0

/OEnm B(r) dK, () HHF e(g)]| ds
+(J

< / B dKy () e(F), [Bra(F 9))(5) (F(s) — Fu(s ))e(g)>' as

IN

118k, (f; 9)1(s) En(s)e(g)]| ds

118, (f; 9)1(s)(F'(s) = Fuls))e(g)]| ds

IN

el I ol ds.

donde hemos usado nuevamente la Desigualdad de Schwartz. En resumen,

[ B ). o1 o)

([ B0 arr) ). Bt ) Freto) )} as

t
gc/
0

t
+c/
0

Usando primero la Desigualdad de Schwarz en L?[0,t] y luego el Estima-
do Fundamental en el primer sumando del lado derecho de la desigualdad

anterior tenemos:

[Fa(s)eg)]| ds

/0 CEu(r) — E(r) dK\(r) e(f)
/0 "B Ky () elf)

(F'(s) = Fu(s))e(g)ll ds. (2.31)

/OEn<r>—E<>dK<> (f)

Al L(s)e(g)| ds
< (/ /sEn<r>—E< ) (/ IFu(s Hds)
< (v [ [1E6 \drds)
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(/ | Fn(s)e(g)]| ds) v (2.32)

Por el argumento con que se concluyo la prueba del Estimado Fundamen-
tal, se tiene que [} ||Fy(s)e(f)|>ds converge a [y ||F(s)e(f)]|*ds; en parti-
cular, esta sucesion es acotada, digamos por ¢g. Por otra parte,

/0 / (Ea(r) — E()e( )] drds
< / / 1(Ea(r) — E())e(f)]? dr ds
— / 1(Ea(r) — E(r)e(f) dr.

Por lo tanto, en el lado izquierdo de la desigualdad (2.32]), se tiene

/Ot /SEn<r> B ko) ()| I )elo] s

< Vauiro (i / I(E ))e(f)szr)m- (2.33)

Usando de nuevo la Desigualdad de Schwarz en L?[0,¢] y luego el Estima-
do Fundamental en el segundo sumando del lado derecho de la desigualdad

(2:37)), tenemos:

/

[ B0 ari) ) 176 - Foeta] as

< ( / /OSE<>dK1<r>e ds) ( / ||<F<s>—Fn<s>>e<g>||2ds)1/2

< (v [ [1Eeenre drds) ( /OtH(F(s)—Fn<s>>e<g>r\2ds)l/g

< (v ) [ [ 1Eeenir aras (/tu<F<s>—Fn<s>>e<g>|12ds)l/2
(

)
w00 [ 1EG) ||2dr) (/ I(F >>e<g>||2ds)1/2.
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Sustituyendo la desigualdad anterior y (Z33]) en (2Z3T)):

/Ot {< / B () A (1) e(f), [Bral . g)](s)Fn<s>e<g>>

([ B as) e, s g>1<s>F<r>e<g>>} ds

+o (¥ / I1B(r) |!2dr> (/ I(F e(9) ds)m.

Como {E,} aproxima a E'y {F,} a F, al tomar limites en la desigualdad
anterior, concluimos que

lfm / ([ By aistr) ). il )6 Pt ) s
_ / ([ B0)arts) et a1 016 Fs)e(o) ) ds. 230

Andalogamente se demuestra que

i [l 0. PN B, [ Fule) ARl elg) ) s
-/ t (100 NGB, [ F0) Rl eta) ) as. 239

Por otro lado,

/0 (v ()] (8) En(s)e(f); [z (9)] () Fr(s)e(g)) ds

- /0 (v ()] () E(s)e(f) [y (9)] () F (s)e(g)) ds

/0 e (D](8) i (9))(8) (B (8)e(f), Fu(s)e(g)) ds

/ e (D)) i (9))(8)(E(s)e(f), F(s)e(g)) ds

< /\m )11 (@) [ (En (8)e(F), Fa(s)elg)
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—(E(s)e(f), F(s)e(g))| ds
02/0 [(En(s)e(f), Fu(s)e(g)) — (E(s)e(f), F(s)e(g))| ds

IN

= C? | [Ba(s) = E(s)le(f), Fu(s)e(g)) — (E(s)e(f), [F(s) — Fu(s)le(g))] ds

0

A
2

{ ; [([En(s) — E(s)]le(f), Fn(s)e(g))| ds

+ [ B, [F(s) = Fals)e@)) ds}

0

A
2

[En(s) = E(s)le(f) [ Fn(s)e(g)ll ds

+02/0 IE(s)e(NINEF(s) = Fnls)le(g)] ds

([ o) - B0s) \\st>1/2(/ IFueeloas)
+0 ([ 1B u2ds>m</ I10) - Pl ds)

[ 1) - B d8>1/2

¢ 1/2 1/2
Wo: (/ IE(s) H2d3> (/ I[E. @) ds) .
0

A
)

A
2
S
N

Por tanto,

Hm/o (ver (D] (8) En(s)e( ), [vrea(9)] (s) Fn(s)e(g)) ds
I/([’m(f)] (s)E(s)e(f), iz (9)] (s)F(s)e(g)) ds. (2.36)

0

Sustituyendo los limites (Z34), (Z33) y ([236) en la igualdad (Z30) se

tiene lo pedido.
O
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2.7. Procesos Continuos y Algunas Ecuaciones
Diferenciales Estocasticas Cuanticas

En esta Seccién definiremos un concepto de continuidad que nos permi-
tird tener una gran glase de procesos integrables, ademas de que introducire-
mos algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales cuanticas.

Un proceso adaptado E es continuo si, para cada f € Loc, las funciones
con valores vectoriales t — E(t)e(f) y t — Efe(f) son continuas en R.

Proposicién 2.50. Los procesos AT, A, A yT son continuos.

Demostracion. Sea K cualquiera de estos procesos. Tomemos t € R, fija.
Entonces, para s € R

I ()e(f) — K(s)e(HII* = K — K(s)]e(f)]*

Basta ahora con aplicar el Lema .30 y utilizar el hecho de tener que si
K es un integrador bésico, entonces KT también lo es.
O

Como sucede con las funciones de tipo integral en el cdlculo usual, tam-
bién nos resulta que las integrales de procesos integrables son continuas. Mas
precisamente:

Teorema 2.51. Sean E un proceso integrable y K algun integrador bdsico.
Entonces el proceso M(t) = f(f E(s)dK(s) es continuo.

Demostracion. Como E' es integrable y M viene dado por

M) = / Bi(s)dK (s),

es suficiente con probar que la funcién t +— M(t)e(f) es continua para ca-
da f € Loc. Dados s1,s9 € Ry, con s; < s9, definamos el proceso E =
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t
Lis;,s0) 2. Entonces E es integrable y, parat > s,, tendremos / E(s)dK(s) =
0

52

S1
E(s)dK(s) —/ E(s)dK(s) = M(sy)— M(sy). Luego, por el Estimado
F%ndamental: ’

2

1M (s2)e(f) = M(s)e(N)I* = /OE(S)dK(S) e(f)

< w(f1) / |E(s)e(f)]? ds
-y [ CNE(s)e(f))? ds.

Basta ahora hacer |s; — s3] — 0.

Mostremos ahora que los procesos continuos son integrables.

Teorema 2.52. Si E es un proceso adaptado continuo, entonces es inte-
grable.

Demostracion. La continuidad de la funcién t — E(t)e(g) garantiza la con-
tinuidad, y por tanto medibilidad, de la funcién ¢ — (e(f), E(t)e(g)) para
cualesquiera f,g € H,. Tomemos la sucesién de procesos simples { £, } dados
por

E,(t) = i%l,ﬂ (HE (%) .

Si f € Locy t > 0 es fijo, afirmamos que {E,(s)e(f)} converge uni-
formemente a E(s)e(f) en [0,t]. En efecto, sea ¢ > 0. Como s — E(s)e(g)
es continua en [0, t], se sigue que este mapeo es uniformemente continuo en
[0,¢]. Asi, existe 6 > 0 tal que si s1,52 € [0,¢] y |s1 — s2| < J, entonces

[1E(s1)e(f) = E(s2)e(f)]] < e

Sea n € N cumpliendo n >ty n > %. Noétese que la coleccion {[%, ﬂ :
j =1,---,n%} es una particién de [0,n] y [0,¢] C [0,n], pues t < n. Para
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cada s € [0, t] existe un tinico j(s) € {1,---,n?} tal que

‘e {j(S) —1 j(«ﬂ .

n ' n

] -1 1 2
Entonces & —s| < — < — < 4. Por lo tanto
n o n

=
Il
—

ey
7 N
o
—~
»
N~—
|
—_
~__
2
[y
S~—
|
&
»
S~—
2
[y
S~—
I I
SjMz
G
o s
=0
S
=5
\Cf//—\
e
~ 3|
S~—
—_
~_
2
=
|
&
»
S~—
2
[y
S~—

Esto muestra la convergencia uniforme. Basta ahora con integrar para

obtener lo deseado.

0

Los dos resultados previos nos permiten garantizar la existencia de inte-

grales iteradas de la forma

/ AR, (1) dKo(ss) - - - dKo(5,)
0<81<89< - <8sp <t

Lema 2.53. Seat >0y f,g € H. Entonces
. t o
e s _ q _ / 905 f(s)eld T0)ar g
0

Demostracion. Basta con derivar las funciones

_ t -
Fiy el TOds g / 93V f(s)eds TIar g
0
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Ejemplo 2.54 (Algunas Ecuaciones Diferenciales Estocésticas Cudnticas I).

Para cada f € H., recordemos el proceso Ty dado por Ty(t) =

proceso es integrable, y ademds

f(t)I. Este

a'(f) :/0 Ty(s) dAT(s) y a(fy) :/0 T?(s) dA(s).

En efecto. Por un lado,

(e(9),a'(fo)e(h)) =

(g, fe)(
/ 905)£(s) ds (e(g), e(h).

e(g), e(h))
(2.37)

Por otro lado, por la Primera Forma Fundamental,

(eto). [ Ty (s) dAT(s) (i)

/0 (e(9). [Bat (9. ) (8)Ty(s) e(h)) ds
/0 a5)elg), Ty(s) e(h)) ds

/0 a0/ () elg) e ds.  (2.38)

Comparando 2.317) y ([2.38)) se tiene una de las igualdades deseadas. La
otra se muestra de forma andloga. Definamos ahora los procesos

Up(t) = ea (1) o Vi(t) = e,

Entonces

{e(9), [Us(t) =

Us(0)le(n)) =

_ <€f5 9 f(s)ds _

y, nuevamente por la Primera Forma Fundamental,

(eto). [ 16105(5)aa165) el
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=A@@ﬁmww@wwwmm
TSMM%W@wmm

9(5) f(s)elo DI e(g), e(h) s

9(5) [ (8)elo 9N ds (e(g), e(h).

Il
\\\

Comparando lo anterior con la igualdad (239), y aplicando el Lema pre-
V10, Se Sigue que

<mMW@—w@Mw=<mpéﬂmwwmwww>
Por tanto, .
%@—%@zlf@%@M%% (2.40)

o reescribiendo en términos de una ecuacion diferencial estocdstica, hemos
probado que Uy satisface la ecuacion dU; = fU;dA" con condicidn ini-
cial Up(0) = 1. Mds ain, de la misma forma se prueba que Vi satisface

dVy = fVidA con condicion inicial V;(0) = 1.

Luego, suponiendo que estas ecuaciones diferenciales admiten una solu-
cion unica, tendremos:

W, = ([fg@ﬂa«ﬂdAws>+1)T
= /0 t 9(s)Ul(s) dA(s) + I.

Asi, Ul satisface dU} = gUJdA con condicion inicial U}(0) = I, de lo
cual concluzmos que UT Vy. Andlogamente, Vf = Uy.

Sea L : Ry — C dada por L(t) = (e(u), Vi (t)U,(t)e(v)). Entonces

L(t) = {e(w), Vi(t)Uy(t)e(v))
= (V()e(u), Uy(t)e(v))
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= (Us(t)e(w), Uy(t)e(v)).

Por tanto, por la ecuacion [2.4(]

L(t)
</Ot fUpdAT e(u), /Othg dAf e(v)> + (e(w), e(v))

+ </0thf dAt e(u),e(v)>

+ <€(u),/0thg A’ e(v)>

/Ot </0 fUpdAT e(u),UgUge(v)> ds
+/Ot <®foe(u),/OnggdAT e(v)> ds

+ /0 t( FUre(w), gUye(v)) ds + (e(u), e(v))

+ /0 t(e(u), vfVre(v)) ds + /O t(e(u),UgUge(U» ds
/Otﬂg </0t FU; dAT e(u) +e(u),Uge(v)> ds
+/0tU7<Ufe(u),/0thgdAT e('u)+e('u)> ds

N /0 Fg(Use(u), Uye(v)) ds + (e(u), e(v)

/O g{Ure(u), Upe(w)) ds + /O W (Uselu). Uye(w) ds
+ /0 Fo(Ure(w), Ue(v)) ds + {e(u), e(v))

/0 (@g +vf + Fg)(Ure(u), Uge(v)) ds + (e(u), e(v)).

Notese que para la tercera igualdad se ha usado la Sequnda Forma Fun-

damental. Hemos probado asi que L es absolutamente continua y derivable,
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y ademds satisface L'(t) = (u(t)g(t) +v(t) f(t) + f(t)g(t)) L(t) con condicidn
inicial L(0) = (e(u), e(v)).

Por otra parte, sea G : R, — C dada por
G(t) = eVe9 e (u), Uy(t)Vy(t)e(v)).
Entonces

G(t) = e e(u), Uy(t)Vy(t)e(v))
9 (Vy (t)e(u), Vi (t)e(v)).

Llamemos F : Ry — C a la funcion dada por (Vy(t)e(u), Vi(t)e(v)), de
modo que G(t) = ev90 F(t). Andlogo al proceso anterior, se demuestra que

6y = v { [ (F +10) (Vi s)eu), Vy(s)e(w)) ds + (e(u) o
_ s { /O T +Tg)F(s) ds + (e(u) e(v))} |

Luego, G es absolutamente continua y derivable, cumpliendo G'(t) =

)
efeau(t) f(t) + u(t)g(t)]F(t) + f(t)g(t)G(t) con condicion inicial G(0) =
(e(u), e(v)). Usando el hecho de ser F(t) = e Y090G(t), y que (e(u), e(

nunca se anula, concluimos que G'(t) = (v(t)f(t) +u(t)g(t) + f(t)g(t))G(
con condicion inicial G(0) = (e(u), e(v)).

Pero la ecuacion diferencial anterior es la misma que satisface L. Asi, es
sencillo deducir que L(t) = G(t) para toda t > 0, con lo cual hemos probado
la relacién de conmutacion Vi(t)U,(t) = Y900, (t)V;(t) mediante las For-
mas Fundamentales.

Ejemplo 2.55 (Algunas Ecuaciones Diferenciales Estocasticas II). Para ca-
da f € H, sea Wy el proceso dado por Wg(t) = Wi(f;), donde, para s € R y
u € H, se define W(u) como en el TeoremalZ.9. Entonces

{e(w), (Wi (t) = W (0)) e(v))
(

= (e(u), We(t)e(v)) — (e(u), Wr(0)e(v))
= (e(u), Wi(fr)e(v)) — (e(u), e(v))
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= e MP2e=0e0) (o (), e D (v)) — ef?)
— el 2=(fe o)+ (u fo) Huw) ()

1 t t_ t
= exp (—5/ |f|2ds—/ fvds+/ﬂfds—|—/ Uvds)
0 0 0 R,
—exp (/ ﬂvds).
Ry

Por lo tanto
d
- (e(w), Wi(D)e(v))
_ (—%|f(t>|2 — f(v(t) + @f(t)) (e(u), Wi(t)e(v)). (2.41)
Por otra parte, por la Primera Forma Fundamental,

(etw). [ Fws(s) 24165 e

= [T e, Wys)et) s (2.2
Andlogamente,
(etw). [ FETWs5) 446) )
= [ T el Wit ds, (2.43)
(etw). [ 176 PWs5) aT(s) )
= [ 1O Wit ds. (2.42)
De las iqualdades ©22), ©A3) y @) se sigue que

& ({etw. [ somiaats) o)
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(e, [ TOWs)aa) )
—5 (et [ ORI a7 )

= {510 o0 - GUOP ) < (et Witoetw). 249

Comparando la ecuacion anterior con (Z4I)), concluimos que, para toda
t>0,

(e(u), Wy (t)e(v)) + C

= (el [ (W5(5) A1) = FOW(6) 4A(5) = GAPW()4T(0) (o).

para alguna constante C. Tomando t = 0, obtenemos C' = (e(u), W;(0)e(v)),
y de esta manera hemos demostrado que Wy satisface la ecuacion diferencial

_ 1
AWy =W; | fdAT — fdA — 5|f|2dT

con condicion inicial Wy (0) = 1.

Comentarios

Como ya se ha comentado, los desarrollos de la teoria dados por Hudson
en [5] y Parthasarathy en [13] son distintos, pero equivalentes. En particu-
lar, Parthasarathy define los operadores de creacién, aniquilacion y segunda
cuantizacién diferencial a través de los grupos # (u), 4 y #%(u) mediante
ciertas relaciones llamadas Relaciones Candnicas de Conmutacion, las cuales
seran presentadas en el siguiente capitulo.

Es importante hacer notar que todas las demostraciones de este Capitu-
lo son nuestras. Las contribuciones en este sentido han sido la definicién de
los coeficientes fy (ver (24])), el Lema de Descomposicién (Lema 2.24) y las
Diferencias de Martingalas (Lemas 223 y 2.30).
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Originalmente, en [5] se presenta al Estimado Fundamental como el méaxi-
mo entre 2el/1” et sup{|f(s)|2 + [f(s)|* : 0 < s < t} y 2. Nosotros hemos
obtenido otro Estimado Fundamental.



Capitulo 3

Aplicaciones

En este Capitulo veremos algunas aplicaciones de la teoria desarrollada en
los Capitulos previos. En la seccién 3.1 comparamos los Calculos Estocésti-
cos Clésico y Cudantico, mientras que en la 3.2 trabajamos las Relaciones
Canodnicas de Conmutacion y los espacios de Bosones y Fermiones.

Para lo referente a la Integral Estocastica Clasica y al Movimiento Brow-
niano que necesitamos, puede consultarse el Apéndice B.

3.1. Relacion entre los Calculos Estocasticos
Clasico y Cuantico

En esta Seccién mostraremos cémo el Calculo Estocéastico Clasico es,
desde cierto punto de vista, un caso particular del Cudntico. Sea u : [0, 00) —
C localmente integrable tal que u(t) € R para todo t > 0. Para cada tiempo
t, denotemos por u; a la funcién 1jy yu € H. Sea E el proceso dado por E(t) =
a'(ug) + a(ug). Tomemos como dominio de E(t) a &,. Lo anterior es posible,
va que & C D(a'(u;)) N D(a(u)) = D(a'(ut) + a(uy)). Si hacemos v; = iy
entonces, por las propiedades de linealidad y antilinealidad de creacién y
aniquilacién en sus vectores de prueba (Proposicién 2.4)):

iB(t) = dal(u) +ia(uy)
= a'(iw) — aliu)
= al(v) —a(vy),

95
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donde seguimos tomando como dominio a &,.
Lema 3.1. Para cadat > 0, el operador E(t) es esencialmente autoadjunto.

La demostracion de este resultado escapa del tema central de la investi-
gacién. Una prueba puede consultarse en [3].

isE(t)

Sea FE(t) la extension autoadjunta de E(t). Entonces Us = e estd per-
fectamente definido y, por el Teorema 2T4] es unitario en F(H) y ademds

E(t)p = —id%Us|s:0<b para cualquier ¢ € D(E(t)). En particular, para ¢ € &,,
tendremos E(t)¢ = —i-LUy|,_o¢.

Por otra parte, si ¢ € £, entonces, por el Teorema 21| —i-£ W, (v;)|s—o¢ =

E(t)¢. Por lo tanto Wy(v,)¢ = e®*F® ¢ para cualesquiera s € Ry ¢ € &,. En

particular para e(0), usando el Teorema 213, tendremos (e(0), e*#®e(0)) =
(€(0), Wy(v,)e(0)) = e~ Tl = e~ lull® = o= Jy (@) dz.

Veamos ahora que los elementos de la familia {E(¢)}:>o conmutan dos a
dos en el sentido de que los grupos unitarios que generan, conmuntan. Para
ello, notemos que la Proposicién sigue siendo valida para W(v;), en
el pues si e(f) es un vector exponencial restringido entonces, por definicién

de Ws(vt)a Ws(vt)e(f) =

sigue que e~ % —stefle(f + svy) € &,. Por tanto W, (v,) mapea al dominio

exponencial restringido en si mismo.

llsv |2
2

—s<’l)t,f>e(f + sv) y, como f + sv; € Loc, se

Proposicién 3.2. Sean x,y € R y s,t > 0. Entonces

eixE(s)eiyE(t) — eiyE(t) eixE(s).

ia:E(s)eiyE(t) — 6i(ery)E'(s) )

En particular, parat = s se cumple e

Demostracion. Sea e(f) € &.. Como W, (v;)e(f) pertence al dominio expo-

nencial restringido, entonces e eWEOe( f) = W, (v,) W, (v:)e(f) v, por la

misma razén, eVFO e Ee( ) = W, (v,)W,(v,)e(f). Luego:

eizE(s) eiyE(t)e(f)
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== Wz(vs)Wy(Ut>e(f>
2 v. 2
= e, (v)e(f + yur)
= e B vt T sl e f 4y, 1 a0,)
I 1 _2Plvsl®
— e 2 y<vt7f> 2 Cl?<v5,f+yvt>€(f + yrUt + xvs>

= B = e o 4y, 4 a0,). (3.0)

Como (vs,vy) = (ug, us) = OSM u?(r)dxr € R, donde s At = min{s,t},

entonces xy(vs, v;) = xy(vy, vg), y por tanto, por la simetria en la ecuacién

B0, se tiene
Wx(vs)wy(vt)e(f) = Wy(vt>Wz(Us>e(f>a

O en otros términos, e*PE)eWFWe(f) = eWEtwEG)e( f),

De esta forma, se cumple lo pedido en todo &, y como eiB(s) E () y
eWEM ¢iwE() son acotados e iguales en todo un conjunto denso de F(H), se
concluye la igualdad en todo el espacio de Fock, que es lo que se queria
probar.

O

Una de las implicaciones de esta conmutacién es la existencia, para cua-
lesquiera tiempos ti,ts, - - - ,t;, de una medida de probabilidad en R*, di-
gamos B, ... 4, , tal que

(e(0), =B e(0) = [ AP, o),

Rk

donde x = (1, ,x1) € R,

Ademas, nuevamente, como esta familia de operadores unitarios conmu-
ta, entonces la familia de medidas de probabilidad {5, .4, : k € N,t; > 0}
cumple la condicién (B.Il) del Teorema de Extensién de Kolmogorov (Teore-
ma [B.]). Més ain, por tratarse de medidas espectrales asociadas al vector
vacio de la familia conmutativa de operadores {)",_, x,E(ty) : x € R, t; >
0,k > 0}, es claro que se satisface la condicién (B.2)) del mismo Teorema.
Por lo tanto, existen un espacio de probabilidad (clasica) (21, F1, P1) y un
proceso estocdstico (clasico) X = {X[F};50 en  tales que las distribuciones
finitodimensionales de X¥ son precisamente las medidas P, ... 4, .
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Por otra parte, para cualesquiera xq, xo, - - , Ty, t1,t2, -+ , 1, € R, con los
t; positivos, se cumple la igualdad

ZZ] 12 E(t) Hezx] (32)

en todo el espacio de Fock F(H).

Teorema 3.3. Sean xi,22,- -, T, t1,t2, -+ ,t, € R, donde las t; son posi-
tivas. Entonces

n

j=1

en el dominio exponencial restringido.

Demostracion. Nétese que en general W, (u) = Wi (zu). Usando esta identi-
dad mostraremos primero el resultado para j = 2. Sea e(f) € &,. Hagamos
el cambio de notacién x; = z, x9 = y, t; = sy to = t. De la ecuacion ([B.]),
tenemos:

_ 2 2412
eizE(s)eiyE(t)e(f) — efoy(vt,ﬁf%fz(vs Y—zy(vs,vt) (f + Yoy + l'Us)

((zvs,wvs)+2(w0s yve ) +(yve,yve)) o (= (yoe +avs), f (f + yu + xvy)
||J7U5+y’vt||2 ( (zvs+yve), f (f + TV, + nyt)

lzvstyve||? o (— (@vstyve), f) gal (@vs+yvr) (f)

f)

e l|lzvs+yue || ‘IT(W)S'H/W) ‘1( (QWS‘H/W))@(JC)

= |:CI) (e_illmvs—’—yvt'l , LUs + yvta [7 —(.’L"US + yvt>>:| €(f)
= Wi(zvs + yup)e(f). (3.3)

Hemos probado la afirmacién para j = 2 en los vectores exponenciales
restringidos, y por tanto, en todo &,. Més aun,

e“E(S)eiyme(f) = Walva)Wy(vr)e(f) = Wa(zvs) Wi (yvr)e(f)

para cualquier vector exponencial restringido. Luego, por la ecuacién (B.3),
deducimos que

e

lwvs+yvel|? gat (zvs+yve) o (= (@vs+yve). f

_1
2
_1
2
_1
e 2
_1
2 6
_1
2

Wi (zvg)Wi (yvy) = Wi(zvs + yuy) (3.4)
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en todo &,

Para j > 2, observemos que, de la ecuacién (3.4]), nos resulta

H Wi (zjv,) <Z x]vt]> .

Pero el lado izquierdo de esta igualdad es precisamente H?Zl ewiBt) de
donde se tiene lo pedido.
O

Del resultado anterior y la ecuacién (B3.2)) se sigue

(e(0), e/ TP W 0))

- <e(0),H€ij(m€(0)>
= <e(0),W1 (Zlﬁjvtj 6(0)>

2
1 n
= exp —3 E vy,
j=1

1| &
= eXp —5 —1 E_l .’,L'jvtj
1 ||l < ’
= exp 3 Eﬁ Tjuy,

= exp (Z | juy, |2 +Z%$k Uy, Uy, )] . (3.5)

k#j

Pero notemos que, para cualesquiera s,t > 0, se tiene

{11y, ug) = /0 " ) da.
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Por tanto, en (3.5):
(e(0), T = EWe(0) )
I 1 n n
R i <Z ||"Eju1tj||2 + ijkatj’ utk>>]
I j=1

ki

1 n t; n ti Nt
= exp |5 <Z x?/ w?(z) dz + Zx]xk/ u?(z) dx)]
j=t 70 ki 0
[ 1 n tj At
= exp |~ Z :pj:pk/o w?(z)dz| .

jk=1

Hemos mostrado que las transformadas de Fourier de las distribuciones
finitodimensionales del proceso X vienen dadas por

Etl,'“,tk (1717 e 717.%) = /k ei(x,y) dPt1,--',tk (y)
R
1 ti Nt
2
= exp [—5 xjxk/ u”(z) dz
0

En particular, si u = 1, entonces E(t) = a'(1j4) +a(lpg) = AT(t)+A(t).
Denotemos por () a este proceso, llamado proceso de posicion. Luego, las
transformadas de Fourier de las distribuciones finitodimensionales del proceso
clasico X? vienen dadas por

n

jk=1

~ 1 <&
Qty ot (@1, -+, x)) = €xp [—5 Z xxE(t; A tk)] : (3.6)

jk=1

Sea W = {W, };>¢ el Movimiento Browniano estandar descrito por la me-
dida de Wiener P en el espacio de funciones continuas de R, a C, denotado
por C(R, C). Escribamos L?(P) para referirnos al espacio L*(C'(R,, C), F, P),
donde F es la o-algebra generada por el proceso browniano. A partir de
aqui y hasta el final de esta Seccién, usaremos la letra W tnicamente para
refererirnos al browniano.

Asi, el proceso X% es equivalente, en sentido distribucional, al Movimien-
to Browniano. Luego, el Movimento Browniano estandar es equivalente dis-
tribucionalmente a un proceso estocéstico clasico inducido por el proceso de
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posicion. Pero podemos decir mas.

Recordemos que dada f € L?(R,), tal que f(z) € R para toda z, el pro-
t
ceso estocastico { / f(s) dWs} tiene distribuciones finitodimensionales
0

t>0

(/Otl f(s) dWs,/Ot2f(s) aw,, - -- ,/Ot’“ £(s) dWS) ~ N(0.0),

donde la matriz de covarianzas C' viene dada por C;; = St f?(s)ds. En

0
particular, esto es cierto si f € H, es real-valuada.

Por lo tanto, las distribuciones finitodimensionales asociadas al proceso
anterior son precisamente las distribuciones finitodimensionales del proceso
XE para E(t) = a'(f;) + a(f;) que, del Ejemplo 254 y haciendo uso de que
f(z) € R, es precisamente el proceso cuantico

{ (s d(AT(s) + A}

t>0

t t
Es decir, los procesos {/ f(s)d(Al(s) + A(s))} y {/ f(s) dWs}
0 >0 0 >0
son distribucionalmente equivalentes.
Otra manera de pensar el browniano como un proceso cuantico es iden-
tificar, via isomorfismos, ciertos espacios de Hilbert. Para ello usaremos el

siguiente lema, que es consecuencia de las propiedades basicas de la Trans-
formada de Fourier.

Lema 3.4. Para cada z € C, sea g, : R — C dada por g,(x) = e**. Entonces
el conjunto {g. : z € C} es total en el espacio L*(R, B(R), i), donde p es la
distribucion normal estdndar.

Asi, sean p la distribucién normal estandar en la recta real y

L*(u) = L*(R, B(R), p)-
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Consideremos el espacio de Fock F(C) = (?(N). En la Seccién [L4 probamos
que, para cada z € C, el vector exponencial asociado a z viene dado por

e(z) = (1,2, (271222 (3171223 ...
En L?(p), consideremos la funcién generadora de los polinomios de Her-
mite #7327 = i ;—THn(x), siendo H,(z) el polinomio de Hermite de grado
n. Sea Uy : e(C;:l L2() dado por [Upe(2)] (z) = e#*~2%*. Recordemos que

e(C) = {e(z) : z € C} es total en F(C). Extenderemos Uy a todo un isomor-
fismo unitario de F(C) a L?*(u) usando el Teorema

Para ello, notemos que

(Use(2), Upe(w)) = / o= o}
R
—z2/2

_ _ e
— 6—1/2(z2+w2)/6(z+w)a:—dx
R

V2r

671/2(22+w2)€(2+w)2/2

eEw

= ({e(2), e(w)).

Por otra parte, por el Lema anterior, si para cada z € C definimos h, :
1
R — C por h.(z) = e**~2°°, entonces el conjunto {h, : z € C} es total en
L*(n). En efecto, si ¢ € L?(u) es tal que (¢,h,) = 0 para toda z € C, se
sigue

0 =

<¢7hz>
zz—122 €_$2/2 d
_ /R e — s
— e (¢, g.), Vz€C,

de donde (¢, g.) = 0 para toda z € C, y por tanto ¢ es la funcién nula. De
esta manera, aplicando el Teorema [[.5, tendremos un isomorfismo unitario
U : F(C) — L2(p) tal que [Ue(z)] (z) = e 27" para toda z € C. En parti-
cular, Ue(0) = 1, la funcién constante igual a 1. Més atin, inductivamente se
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prueba que U(0,0,---,0,1,0,0,---) = (k")~'2H,(x) para toda k > 0.
K

Hagamos un procedimiento andlogo al anterior pero tomando H = L*(R,).

Uno de los objetivos principales de este trabajo es mostrar como la Formu-
la de Ito clasica puede ser deducida a partir de las Formas Fundamentales.
Por esta razon, hemos incluido la demostracion de los siguientes resultados,
los cuales en la gran mayoria de los textos se desprenden a partir de la Férmu-
la de Ito, misma que no hemos deducido hasta este punto y, por lo tanto, las
demostraciones propuestas no haran uso de esta férmula.

Lema 3.5. Si A € C, y X € L*(Q, F, P) es una variable aleatoria con dis-

tribucion N(0,0?), entonces [, e dP eziste y es igual a e3N'o?

Lema 3.6. Sean F,F, : Q) - R, y G,G, : Q@ — C integrables en un cierto
espacio de medida (2, F, p). Supongamos que

» F, = F puntualmente y [ F,dp— [Fduy
» |G| <M y G, — G puntualmente.
Entonces [ G, F,du — [ GFdp.

Teorema 3.7. Para h € H se tiene:

a) Sih es real valuada, entonces [ h(s) dW, € L*(P) y tiene una distribu-
cion N (0, [|A][3).

b) eJo” h(s)AWs—3 [7° h*(s)ds L*(P) y tiene media 1.

Demostracion. Usaremos el hecho de si {X;} es una sucesién X : 2 — R
de variables aleatorias normales para cada k 'y X, — X en L?(f2), entonces
X es normal, el cual puede consultarse en [12], pag. 307.

a) Tomemos {h;} una sucesién de funciones escalonadas en H tales que
hi — h en H y hy(z) € R para cada k y cada > 0. Por la Isometria
de Ito, [;° h(s)dW, € L*(P).
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Sihy, =L, ¢jlia; p;) con los [ag, by] disjuntos, entonces Iy~ he(s) AW, =
Z;’Ll cj(Wy, —W,,). Como las Wj,, — W, son variables aleatorias inde-
pendientes con distribuciéon normal N (0, b;—a;), se sigue que f0°° hi(s) AWy
tiene una distribucién normal con media O y varianza y =16 2(bj—a;) =

Jo" hi(s)ds = ||hg]|3. Se concluye que [ h(s) dW tiene distribucién
normal con media 0 y varianza ||h||3.

b) Sea h =37, ¢jla,;b;) € H con los [a;, b;] disjuntos. Entonces las varia-
bles aleatorias W, — W, tienen distribucién N(0,b; — a;) y son inde-
pendientes, de modo que:

/efo ()aWs gp /62?1cj<wb.waj>dp
Q
= H / bWes) qp
j=1

— e%ZJ 1 ](ba a;)

1 2
h=(s dS
621‘0 ( ,

donde la segunda linea se obtiene de la primera por la independencia
de las W, — W,,, y la tercera por el Lema 35l Por lo tanto efo () dWs

estd en L'(P) y su media es eg 5 Jo~ h3(s)ds
h(s)dWs—5 [5° h%(s)ds

. Asi, si h es escalonada, en-
tonces la media de elo es 1. v un argumento similar
)

prueba que efo M)W est4 en LQ(P)

Para el caso general, sea h = a + ib, con a,b :  — R Lebesgue inte-
grables. Tomemos una sucesién de funciones escalonadas {h, = a, +
iby } tales que h, — h puntualmente y en H, y ademés fooo an(s)dWs
y fo s) dW, convergen en L*(f)) y puntualmente a fooo a(s)dWy y
Job dW Obsérvese que

/ efooo h(s)dWs dPp = / efooo a(s) dWs ei Jo7 b(s) dWs dP.
Q Q
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Por (a), las variables aleatorias [;° a,(s) AW, [~ a(s) AWy, [ by(s) AW,
y J,” b(s) dW; tienen distribucién normal con media 0 y varianzas ||a, ||3
lla||? (|6 |3 v ||0]|3, respectivamente. Asi, por el Lema [3.5],

/efoooan(s)dWs dP = e%foooa%(s)ds
Q

/ efooo a(s) dWs dP = e% Jo7a?(s) ds
Q

Verifiquemos las hipétesis del Lema B8l Sean F, = elo e dWs [ —
el e dWe G — i fgTbn(8) dWs ¢ G = i JgT bls) AW

2
n

Como a, — a en H, entonces ||a,||3 — [|alj3. Es decir, [;~a2(s)ds —

Jy” a*(s)ds. Por lo tanto

/ efOOO an (s) dWs dPp = 6% f0°° a2 (s)ds
Q
N 6% 15 a?(s)ds

- / el A W g p,
Q

Luego, F), converge a F' puntualmente, y sus integrales también. Por
otra parte, es claro que {G,} es una sucesién acotada, que de hecho
toma valores complejos de moédulo 1. Como G,, — G puntualmente,
estamos en las condiciones del Lema y por tanto

/ oI an () AWt [ bu(s)aWs g p / F,G,dP
Q Q

— /FGdP

B / elo” a(s) dWai [ b(s) AW g p,
Q

Pero [, elo an(dWsti [Ton (&) dWe qp = [ elo™ () dWs Py las h,, son
escalonadas, asi que esta familia de integrales es constante e igual a 1.

Asi,
/ elo” als) AWt [77b(s) AWs qp — 1
Q
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lo cual concluye la prueba.

Teorema 3.8. La familia
{eli neram e p e g

es total en L*(P).

Demostracion. Para demostrar lo anterior, dividiremos la prueba en varios
pasos. Recordemos que L?(P) denota al espacio L*(Q, F, P).

Paso 1 Notemos que F es la o-algebra generada por la familia

{Wy: teQy}.

En efecto: Sea Fo, =c({W;: t € Qi}). Alser F =c({W,;: t € Ry},
es claro que Fg, C F. Por la definicién de F, bastara con ver que W,
es Fg,-medible para cada t > 0. Asi, sea t > 0. Entonces existe una
sucesion de racionales no negativos {q,} tales que ¢, — t.

Como las trayectorias del browniano son continuas, se sigue que W, (w) —
Wi (w) para cada w € Q fija. Es decir, {W,, (w)},en converge puntual-
mente a Wy(w), y por tanto W; es Fg,-medible, lo cual muestra la
afirmacion.

Paso 2 Escribamos a los racionales no negativos como una sucesiéon Q, =
{ry,re,- - }. Denotemos por F,, a la o-dlgebra o({W,.,, W,,,--- , W, }).
Es claro que o(UF,,) C F. Pero por el paso 1, F C o(UF,). Se concluye
la igualdad o(UF,) = F.

Paso 3 Notemos que el proceso { E[f|F,]}52, es una martingala clasica aco-
tada en L?(Q2, F, P) y, por tanto, es convergente en L*(Q, F, P).

En efecto. Por la propiedad proyectiva de la esperanza condicional, se
tiene que es martingala clasica. Ademas, como la esperanza condicional
en L?(P) es una proyeccién, entonces es una contraccién en ese espacio:
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sup | E[f|Fulllz < || fll2 < oo. Para cada n > 0, llamemos X,, a la

variable aleatoria E[f|F,]. Como {X,} es martingala clasica, entonces
sus incremententos son ortogonales. Luego:

21f12 = X — Xol®

n—1
= > I1X = X5,
=0

de modo que la serie 3227 || X1 — X;[5 es convergente. Asi, si n > m,

entonces
n—1
2 MN,M—00

HXn - Xm”% = Z ||Xj+1 - Xj||2 > 0.

j=m

Por lo tanto {X,,} es de Cauchy en L?*(P). Concluimos la existencia de
un Y € L*(P) tal que X, By,

Veamos ahora que f =Y.

Sea A € F,, con Ay n fijos. Por definicién de esperanza condicional,

/AfdPZ/AE[ﬂfn]dP:/AXndP:/QlAXndP.

2 2 1
Por otra parte, como X L Y, entonces 14X, L 14Y,dedonde 14X, L,
14Y y, asi,

/deP—>/YdP. (3.7)
A A

Para [ grande, como n es fijay { E[f|F,]} es martingala clésica, se tiene

/E[Xl\}"n]dP - /XndP
A A

- [ yap
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Usando esto y, nuevamente, la definicion de esperanza condicional,

/AdeP:/AE[XAFn]dP:/AfdP

para [ > n. Se sigue de la convergencia en ([B.7)) que

/fdP:/YdP Vn >0y VA€ F,.
A A

Para ver que f =Y, basta con demostrar que fA fdP = fA Y dP para
cualquier A € F, asl que mostremos esta tltima igualdad. Sea L la

coleccion
Ez{AE]:: /fdP:/YdP}.
A A

Demostraremos que o(£) = F. Como [ 4 fdP = i) 4 Y dP para cualquier
n y cualquier A € F,, entonces [, fdP = [,V dP para cualquier
A € U, 50 Fn- Es fécil ver que esta unién es un Il-sistema.

Notemos que £ es un A-sistema:

» (e L, ya que () € F, para cada n.

» Si A, B e L con AC B, entonces

/B_AfdP:/deP—/AfdP:/BYdP—/AYdP:/B_AYdP,

yasi, B— A€ L.

» Si Ay, Ag,--- € L, con A € Ay C -+, entonces |14, f| < |f| €
LY(P), de donde

/ fap = /fluAldP
UA; (9]

= lim f dP (por el Teorema de la Convergencia Dominada)
1— 00 A;
= lim Y dP

1—00 A
1
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- /YluAi ap
Q

- / Y dP,
UA;

y por tanto UA; € L.

Asi, £ es un A-sistema que cumple UF,, C £ C F. Luego, por el Lema
de Dynkin y el paso 2,

fza(U]-"n> CLCF,

de modo que £ = F. Es decir, fAfdP = fAYdP paratodo A€ L,y
por lo tanto f =Y.

Paso 4 Sea f € L*(P) tal que (f,elo ")) = 0 para toda h € H.

Nétese que cada conjunto {ri,rs,---,7r,} no necesariamente cumple
con ry < ro < .-+ <1, Sean pues tq,tg, -, t, tales que

{’1“1,7"2,"' 77nn} = {t17t27"' 7tn}

yit <ty <---<t,. Como E[f|F,] es F,-medible, entonces E[f|F,] =
GWy, -+, W,;,) para alguna G : R" — C Borel medible. Sea h =

n—1
) g ¢l i;,4], con ¢; € R arbitrarios. Entonces
i=1

ol R AW _ i T e (Wayy — W)
es F,-medible. Luego
0 — < £ ed5o ) dWs>
_ <E FIF efo h(s) dWs>
— <G Wiy, W), iZ?;f Cj(Wtj+1—Wt‘j)>

= G xl’ , T ) 127 1 C](777+1 z;) dPth..,W

tn
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= / G(xy,- -+ ,xn)D(xq, - -+ ,:lsn)eizg'l;11 ¢i@i+1723) Ay day - - - day,

donde D(xy,- -+ ,x,) es la densidad del vector aleatorio gaussiano

(W(t), -, W(tn))-

Asi, usando transformaciones lineales, concluimos que la Transforma-
da de Fourier de la funcién G(xy,--- ,x,)D(z1, -+ ,2,) es 0, y como
D(zy,- -+ ,z,) nunca se anula, entonces G(z1,- -, x,) es la funcién nu-

la. Es decir, E[f|F,] = 0 para toda n.

Pero { E[f|F,]} es una martingala clasica acotada cuadrado integrable
tal que E[f|F.] — E[f|lo(UF,)] = E[f|F] = f. Asi, [ es el elemento
nulo de L?(P).

O

De esta manera, sea Uy : £ — L?(P) dada por

- ([ s [ 1070

Entonces

(Uoe(f), Uoe(g))
= <ef0 (s) dWs— 2f0 f(s)?ds efo g(s) dWs— zfo 9(52d5>
[

s)dWs—lfO 7(s) % ds fO s)dWs—lfO g(s)?ds dpP
/efo F(s)dWs—1 [ f(s) d5+f0 (s) dWs— 2f0 g(s)?ds dP
Q
_ / I TS +a(s) dWa = 5 (F)+a())? s+ f5 F@a(s) ds g p

_ ST / [ T +(s) AWam 1 [5° () +9(s)?ds 4 p

Pero por el Teorema m fQ efoooerg(S)dWs** (f(S)Jr!] ))2ds dP = 1’ y
ast, (Upe(f), Use(g)) = eo 199 = (e(f), e(g)).
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Corolario 3.9. Sean f,h € H. Entonces

//f ) AW, efo” ) dWag Jg™ h*(5) ds dP:/Otﬁh(s)ds

En particular, [, W, elo” h(s)dWa—3 [§° h*(s)ds 4 p — fot h(s)ds

Demostracion. Primero, observemos que

/ /f dW efo s)dWs—1 [5° h%(s)ds dP

t
N </ f(s) dWS,efooo h(s) dWs—3 [5° h2(s>ds>.
0

Sea t > 0 fijo y A € R. Nétese que

<ez‘>\f(ff(s)dws+%>\2 [T £2(s)ds o i) W~ h2(s)ds>

_ <ef0°° XL, f(s) AWs—1L [ (iM10 41 f(5)) 2ds olo” h(s) AW =3 [ h2(s) ds>

(Upe(iXof), Use(h))
((Mlotf) e(h))

_ Mf(s) (s) ds
emfo F@h

Por lo tanto

<€i)\f0tf(s)dWs7efoooh(s)dWs—% O°°h2(s)ds>: i\ o Th(s) ds= 30 [{TG) ds - (3.8)

Por otra parte

z/\f s)dWs _ 1
- —z/f ydW, 2% 0 en L2(P).

En efecto. Sea F; = f(f f(s)dW,
ei/\Ft -1

— —1F;

2

1
= —||cos A\E, +isen A\F, — 1 — i\F}||?
A2 2

(3.9)
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1
= EH(COS AF, — 1) +i(sin \F, — AF)|[3

1
= 5 /(Cos AF, — 1)? 4 (sin \F, — AF})*dP
Q

F—1\? in AF, — A\
— /(w) dp+/ (M) dP  (3.10)
0 A o A

2 2
Pero (=8=1)” < 1y [, (=A=)® aP = [, FE (=23=1) dP. As

por el Teorema de la Convergencia Dominda

F,—1\? F,—1\°
i [ (M G D [ (ALY gp
A—0 Q A A—0 Q )\Ft

, cos A\F; —1 2
_/QFt/l\lgcl)(i)\Ft ) dP =0,

. 2
lim (M) dP = 0.
A—0 /o A

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién (B3.10), se concluye el limite ([3.9)).
Asi, usando la igualdad (B.8]), tendremos, por una parte,

iNF
<€ -1 oJo? h(s)dWs—3 0°°h2(s)ds>
)\ Y

_ ! <<€zm h(s)dW,—4 [ h2(s)ds> <1 elo” P(s)dWs—3 [5™ h2(8>d5>>

_ = <efz)\f0 f(s)h(s)ds—3X2 [7 f(s ds 1) )

y analogamente,

— >

>

Haciendo A\ — 0, por ([3:9]), el lado izquierdo de la igualdad anterior
tiende a ( zf(ff (s) dWj ,eJo” hs) AWs—g [g7 h2(s) ds) 'mientras que el lado derecho

a —i fo s)h(s)ds (basta con derivar respecto a A y evaluar esta derivada

en A =0).

En conclusién: —i fo s) dW,, eJo” h(s) dWa—3 [7" h3(s)dsy — _; fo

o equivalentemente,

I
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Por el Teorema [I.5, podemos extender Uy a todo un isomorfismo unitario
U : F(H) — L*(P). Notemos que Ue(0) es la variable aleatoria idéntica-
mente 1. Tomemos t € R, fijo. Sean e(f) y e(g) dos vectores exponenciales
arbitrarios. Entonces, por una parte:

(Uelg), UQ)e(f)) = {e(9). QD)e(f))
— {e(9), allpg)e(f) + (elg), al (Lo g)e(f))
- <<1M £+ o)) (o). ()
= o [ s+ a0 ds (3.11)

0

Por otra parte,

<U€(g)7 WtU@(f)) = / Wefo 9(5 +f(5 dWs fO s) +f 8)2 ds dP

_ e / W e a5 AW [ (G +1 ()% ds g p

_ eg,f 675]0 (g(s)+f(s) st/WtefO gs+f(s)dWsdP
Q

— o /Otf(s)jL@ds, (3.12)

donde la cuarta linea se obtiene de la tercera aplicando el Corolario 3.9l Co-
mo los conjuntos {e(f)} y {Ue(f)} son totales en sus respectivos espacios,
se concluye que el isomorfismo unitario U transforma al operador Q(t) (la
extension autoadjunta de Q(t)), que actia en un dominio dentro de F(H),
en el operador de multiplicacién por la variable aleatoria Wy, el cual actia
en L?(P). Es decir, UQ(t)¢p = W,U¢ para todo ¢ € D(Q(t)). En particular
UQ(t)p = W, U¢ para todo ¢ € £.

Més atin, si f € Loc, recordando que T es el proceso dado por Ty (t)e(u) =
f(t)e(u) y aplicando la Primera Férmula Fundamental con ) como integrado,
se sigue que

(v [ 111900 c0.vet0)) = { [ 1900 e00).t))

_ / 9()(f(5)e(0), e(9)) ds
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t—
/ f(s)g(s)ds. (3.13)
0
Luego, por el Corolario 3.9]

U/o Ty(s) dQ(s) 6(0):/0 f(s)dWs. (3.14)

Si ademés pedimos que f sea variacién acotada, andlogamente se demues-
tra que

/Q s) dTy(s) /Wdf (3.15)

En la Seccién siguiente, usando ciertas propiedades de af(f) y a(f) se
mostrard que el vector vacio e(0) pertenece al dominio de (af(f)+a(f))". En
particular, tiene sentido la expresién Q(t)"e(0). Mds atin, como consecuencia
directa del Corolario .19, que se demostrara también en tal Seccion, se tiene

Q(t)"e(0)
- m t2 At"e(0) + t2 [n_l} Af=Le(0) + t2 [n_Q} AT26(0) 4 ..

o [ e+

+tT

m Afe(0) + t2 m e(0)

donde AT = Af(#)*. Llamemos A-coeficientes a los reales [Z] . En el Apéndice

damos un breve tratamiento de ellos.

Asi, tentados a hacer algunos calculos, tenemos:
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AT(t)%e(0) + te(0)
T(t)%e(0) + 3t AT(t)e(0)
(t)*e(0) 4 6t AT (t)%e(0) + 3t%e(0)

(#)°e(0) 4 10tAT(t)3e(0) 4 15t>AT(t)e(0)

1(1)%e(0) + 15t AT(£)*e(0) + 45t2AT(t)%e(0) 4 15t%¢(0)
AT(1)7e(0) + 21t AT(t)%e(0) + 105t2AT(¢)%e(0) + 105t3 AT (t)e(0)

S

Lo anterior puede ser resumido en el siguiente diagrama:

n=1
n=2
n=3
n=4
n=2>
n =06
n="7

1 0
1 0 1
1 0 3 0
1 0 6 0 3
1 0 10 0 15 0
1 0 15 0 45 0 15
0 21 0 105 0 105 0

Para los siguientes ejemplos usaremos algunas propiedades de los A-
coeficientes, las cuales pueden consultarse en el Apéndice respectivo.

Ejemplo 3.10. Un argumento inductivo muestra que UQ"(t)e(0) = W

Luego:

EW@)] =
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Por otra parte, puesto que W (t) tiene una distribucion normal con media
0 y varianza t, haciendo uso del Corolario[C 3, concluimos que

0 st n es impar
E[W(t)n] — n!tn/Q .
(/o) 2 st M es par,

el cual es un resultado bien conocido de Probabilidad Cldsica para variables
aleatorias normales.

Ejemplo 3.11. Sea f : R, — R continua con variacion acotada respecto a
s € [0,t]. Por una parte:

(T;(1)Q(t)e(0), e(g)) = 0), e(9))

g(s)ds,

I
&h Kﬁ
— P
~ ~
S— N—

S
S~ O
.~
~
N—
[
e

</OtQ(s)de(s) 6(0),e(g)> = /t Q(s)e(0),e(9)) df(s)
= // w) du df(s

Tomemos la siguiente version de Formula de Integracion por Partes de
Lebesgue-Stieltjes

/Otf(s)g(s)dszf(/ ds—// u)du df (s

Usando esta formula junto con los cdlculos anteriores y la igualdad (313),

([ 1610005) c0.e10))

— (T3 (O)Q)e(0), elg)) — < | aware e<o>,e<g>>,
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de donde

[ 71(5)400) e(0) = T0Qe0) ~ [ Qo) aTs () 0. (3.16)
Notemos ahora que

UTy(1)Q(1)e(0) = U f()Q(t)e(0) = f(HHUQ(H)e(0) = fF(OWr.  (3.17)

Aplicando U en ambos lados de ([BI0), y tomando en cuenta ([B14) y
BI5), tenemos la Formula de Ito de Integracion por Partes:

/O Fls) W, = FOW; — /O WL df(s)

Ejemplo 3.12. Sean f,g € H. Por la Primera Forma Fundamental es fdacil
demostrar que

(Qt)elg), QD)el ) = 2 <e<g>, [ ewdew e<f>> £ tlelg), el ).
En particular,
(Q(1)e(0), Q(V)el 1)) = 2 <e<o>, [ ewaae e<f>> T tel0), e(f).

de donde concluimos que Q(t)%*e(0) = 2f0t Q(s)dQ(s) e(0) + te(0). Luego,

aplicando U en ambos lados, se obtiene
t
W2 =2U {/ Q(s) dQ(s) 6(0)} + t.
0

Por lo tanto U {f; Q(s)dQ(s) 6(0)} = f; W, dWs. Es importante notar

W2—t
2

aqui que hemos usado el hecho conocido de ser f(f WedW, =
puede ser demostrado sin usar la Formula de Ito Cldsica.

, el cual
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Usando el ejemplo anterior inducciéon y el Teorema Espectral, se puede
demostrar que U { fo ) dQ(s) e( } fo W dWs, de donde se obtiene

el siguiente

Ejemplo 3.13. Sea G,,(t) = (e(f), Q}'e(0)). Ndtese que
Gm(t) = (e(f), Qie(0))
= 0. o [ ateon

k=0

S m (Abe(f), e(0))

k=0

- £ ([

k=0

Luego, G,, es absolutamente continua y derivable, y su derivada vale:

G (1) :zm: [T]ﬂ {mT_ktm 2 (/Otmds>k+k:tmzk D) </Otmds>kl}.

k=0

En particular

Gl ot 13 2=k ae ([T )
na(t) _ Z {n+2] n + ktTfe ( f(s)ds)
n -+ 2 n+2 & k 2 0

Sean
él(t)::Z:{n—ll—Q}n—i-Q (/f ) )
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G/n+2(t) o é1(t)
n+2 ~  nt2

Ga(t)
n+2 °

de modo que +

En el primer sumatorio de G, 4(t), usando (¢) de la Proposicion[C 1
Git) 1 §n+2 n42-k s /tmd g
nt2 | 24| k 2 e
1 n42]n+2-(n+2) jmei) /f
- n+2[n+2 k
n 1 [n+2]n+2—-(n+1) fotpt) /f i
n+1|n+1 k
1 ~[n+2]n+2- konct
[ ([ )
n k
B 1 n+2ln+2—~k nx —
- g [V ([ee)
_ L N~ D@2 ]2k /ﬁ g
Con+24& n+2-k |k 2
“n+1n] s — g
-2 e (L)
k=0

S e (7o)

Mientras en el seqgundo sumatorio de G, 4(t), usando (a) de la misma
Propisicion [C1:

G(t) 1 R n+2],
n+2 n+2Z k </f

k=0 L .

1 _n—i—2
B n+22 k </f

»)
> [ v)

=niiszii<k+n <70 (| 7).
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B 1 n+1n+2 TL+ (k_'_
n+2k:0k+1 k

()

0 (| 7o)

B

k=0

Luego:
/tél(s)ds _ /tn+1
g N+2 0o 2

k

on+1 t{

2 Jo £
n+1/t

2 Jo
n+1/t<
= e
2 Jo
n+1 [!

= / Q7 dTse(0
Similarmente,

/Ot Ga(s) ds = (e(f), /Ot Q™ dQ.e(0)).

n—+ 2

NE
> 3

[ ([ ) o

s"7 (Abe(f), 6(0)>} ds

o
L

3 |
I

i Ng
BE)
3

3 |l
I}

n—k

k 82<€(f),AZ’“€(0)>} ds

n

k=

o
L

| s ey as

k=0

(f)
(f), Q¢e(0)) ds

En resumen, hemos probado que

L Qrt2e(o / Q" dQue / Q" dTae(0

n+ 2

Aplicando U en ambos lados de la igualdad anterior, se concluye la Formu-
la de Ito Clasica para polinomios:

n+2 t
Wi /W"HdW n+1/ W d
TL—I—Q 0
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Usando un argumento de aproximacion, se puede probar que al ser cierta
esta formula para polinomios, entonces es cierto que, para cualquier funcion

f € C?*R) con E[fot |f/(5)]?ds] < oo, se tiene

Fv) =10 = [ ovoraw. g [ provyas

que es una version de la Formula de Ito. Haciendo un andlisis del proce-
dimiento empleado, observamos que esta Formula de Ito es consecuencia di-
recta de la representacion de Q(t)"e(0), la cual, como ya se ha dicho, es una
aplicacion del Corolariol3.19, que a su vez se obtiene mediante las Relaciones
Canonicas de Conmutacion en forma Infinitesimal que se estudiardan en la
ProTima Seccion.

3.2. Correspondencia entre Bosones y Fermiones

3.2.1. Unicidad de las Relaciones Canonicas de Con-
mutacion

Recordemos que, si H es un espacio de Hilbert, entonces F(H) y $) re-
presentan el mismo espacio: el espacio de Fock asociado a H.

En general, dados dos espacios de Hilbert H y $ con dos familias de
operadores no acotados A = {a(f) : f € H} y A = {al(f) : f € H}

densamente definidos con dominio comin D en § que satisfacen

(@' (f)er, a'(g)d2) — (alg)dr, a(f)da) = (f, 9)(d1, b2) (3.18)

para todos ¢, ¢, € D, cumpliendo ademds a'(f) = a(f)*|p vy tales que el
mapeo f + af(f) es lineal, diremos que A y A" son una representacion de
la forma infinitesimal de las Relaciones Candnicas de Conmutacién sobre
(H,$), abreviado como RCC-I sobre (H,$). En este sentido, por el Coro-
lario 2.7] la familias de operadores de creaciéon y aniquilacién satisfacen las

RCC-lI en (H, F(H)).

Explotemos algunas propiedades de las RCC-I en (H, F(H)) tomando a
las familias de creacion y aniquilacién.
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Teorema 3.14. Los dominios de los operadores a(f), a'(f), f € H, con-
tienen a todos los vectores de la forma {(0,---,0,0%",0,---):n>0,v € H}
(donde el producto tensorial se encuentra en la posicion n), y, con abuso de
notacion:

a(fHv®" = Vn(f, o sin>1 (3.19)
aT(f)U(gm = \/%(f@)?}@n—f-l)@f@v@”_l+v®2®f®v®”—2+...
+0°" ® f). (3.20)

Demostracion. Ver [13], pag. 146.
U

Corolario 3.15. El vector vacio e(0) estd en el dominio de

aT(fl)aT(fﬂ i ‘aT(fn)

para cualesquiera f; € H. Mds ain, a'(f)"e(0) = <O, 0,---,0,v/nlfe 0, )

Demostracion. Es inmediato del Teorema anterior.

U
Corolario 3.16. Sean f,g € H. Entonces a(f)a'(g)e(0) — a'(g)a(f)e(0) =
(f:9)e(0).
Demostracion. Es directo de la representacién de las RCC-1 en (H, F(H)).
U

Este resultado, junto con los hechos de ser e(0) unitario y a(f)e(0) = 0,
para toda f € H, nos permiten caracterizar nuevamente al Espacio de
Fermiones:

Lema 3.17. La familia {a'(f)"e(0) : n >0, f € H} es total en F(H).

Demostracion. Sea ¢ € F(H) tal que {¢,a’(f)"e(0)) = 0 para todos n > 0
y f € H. Sea g € H. Entonces

2
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. g®2 g®n g®n+1
- ag7 \/5’ ) \/m) (n + 1)'7

n 2
(1 )
Vol Tl

®n+1

- i 19" |12

B k!
k=n+1

B i gl

a k!
k=n+1

— 0.

Luego, (¢, e(g)) =lim Y (¢, a’(g)ke(0)) = 0. Por tanto ¢ = 0, que es lo
que se queria probar.
U

Lema 3.18. Sean $) y H espacios de Hilbert con las siguientes caracteristicas:

(1) Euzisten dos familias de operadores A= {a(f): f€ H} y Al = {al(f):
f € H} conun mismo dominio D en $ que son una representacion de
las RCC-1 en (H,$).

(2) Ewiste un vector unitario w en D tal que af(f)"w estd bien definido para
todos fe H yn>1

(3) a(g)w =0 para todo g € H.

Entonces para m > 1 y ¢ € D arbitrario:

(a) (al(9)é,al(f)"w) = (6, alg)al (f)"w)
(b) a(g)al(f)"™w = m(g, f)al (/)" w y
(¢) (w,al(f)™w) = 0.

Demostracion.
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(a) Nétese que (2) equivale a que al(f)™w € D, de modo que el lado derecho
de la expresion en (a) tiene sentido, y se concluye facilmente la igualdad
pedida.

(b) Por (a), en particular (a'(g)¢, a'(f)w) = (¢, a(g)a’(f)w). Como a(g)w =
0, usando la ecuacién de la RCC-I se tiene:
(g, [)(¢,w) = (a¥(g)o, a'(/lw) — (a(f),a(g)w)
= (al(g)¢,a(f)w)
= (¢, a(g)a’(S)w),

de donde a(g)a’(f)w = (g, f)w. Luego, lo que se pide es cierto para
m = 1. Si (b) es cierto para alguna m > 1, entonces, como consecuencia
de las RCC-I, param + 1y ¢ € D, tenemos:

(¢, a(g)a’(f)"™ " w)
"(9)¢. a'(f)al (f)"w)

(a
= (g, /){e.a'(f)"w) + (a(f)o, alg)a’(f)™w)
= (g, /){e.a'(f)"w) + {a(f)d,mg, fa'(f)" " w)
= (&, (g, Na'(f)"w) + (&, m(g, Ha'(f)"w),

de donde es facil concluir.

(c) (w,a’(f)™w) = (a(f)w,al(f)™ Lw) = 0. Nétese que fue importante que
m > 1.

O

Corolario 3.19. Con las condiciones del Lema anterior, se tiene que (af(f)+
a(f))"w es de la forma

(a¥(f) +a(f)"w
= {n} a"w+a [ " } a" lwta? [ " ] a™" 2w 4" [n} a®w+. -
n n—1 n—2 k

+ a7t [ﬂ alw + " {8} w,

donde la coleccion {[ﬂ 0<Ek< n} son los A-coeficientes, o = ||f|| v
o = al(/)"
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Demostracion. Por induccién sobre n. Paran = 1, se tiene (a'(f)+a(f))"w =
a'(f)w y ya. Supongamos que la férmula es correcta para alguna n > 1.
Entonces:

(a'(f) +a(f)"w
= (a'(f) +a(fN(a'(f) + a(f))"w

- | a"lw + o n a™w + o? n a4 .-
n n—1 n—2

Lok [ﬂ atb+ly 4+ ..
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k k+ 2

k=0 k=0

_'_C(nJrl |:§L:| w
— n} al"lw + « [ ] al™w
n 1
n—2 n n
n—k  tk+1

+k_0{{k}+(k+2){k+2}}a a™ " w
_'_C(nJrl |:§L:| w

Con esto, es facil concluir.
O

Teorema 3.20. Con las condiciones del Lema [318, si ademds el conjunto
{al(f)"w :n >0, f € H} es total en §, entonces existe un tinico isomorfismo

unitario U : § — F(H) tal que Uw = e(0) y Ua'(f)"w = a'(f)"e(0).
Demostracion. Primero, notemos que

nl(f,g)" si n=m

T\ T( A\ _
ety = { MG S
En efecto, para n = m = 1, usando las RCC-I se tiene

(ol (flw, a'(g)w) = (f, 9).

Supongamos que para algunan > 1 se dalaigualdad (af(f)™w, a(g)™w) =
m!(f, g)™ para toda 0 < m < n. Entonces:

(a ()" 1w, a(g)" )
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= (a'()a’(f)"w,a’(g)a’ (9)"w)
= (f,g9)(a'(f)"w, al(g)"w)
+(a(g)al(f)"w, a(f)a¥(g)"w) (por la RCC-T)
= (f,g)(a'(f)"w, al(g)"w)
+(f, 9)(f, g)(na (f)""'w,na’(9)""'w) (por (b) del Lema B.IR)
= (f,9)n!{f,9)" + n*(f,9)*(n — DI f,9)" "

= (L4 n)nl(f, gy
— (n+ DL

Andlogamente se muestra el caso en que n # m. Concluimos asi que
{(a"(f)"w, al(g)™w) = (a’(f)"e(0), a’(g)™e(0)). Més atin, usando la Desigual-
dad de Schwartz, es sencillo probar que si a’(f)"w = af(g)™w entonces f = g
y n = m, de modo que el mapeo a'(f)w + a'(f)e(0) esta bien definido y
conserva productos internos entre dos conjuntos totales. Luego, existe un
tinico isomorfimo unitario U : $ — F(H) tal que Ua'(f)w = a’(f)e(0). Este
isomorfismo es el buscado.

]

Otra relacién canénica de conmutacion de importancia es la de Weyl.
Dados dos espacios de Hilbert §) y H con una familia de operadores unitarios
{W(f) € B(9) : f € H}, se dice que esta familia es una representacion en
forma de Weyl de la relacion candnica de conmutacion en (H,S’_)), abreviado
como RCC-W, si, para cada f € H fija, la familia {ﬁ//(tf)}teR es fuertemente
continua, y ademés se cumple la igualdad

W(f)W(g) = e ™D (f + g). (3.21)

Recordemos que, dados uw € H y t € R, los elementos del grupo fuerte-
mente continuo # (u), definido en el Teorema [Z0] son de la forma

_1 _
W,(u) = (e 3 lltull? Jtu, I, —tu) = e =3 l[tul? ga’ (tw) ja(—tu)
en el dominio exponencial. Mas aun, se trata de isometrias en este dominio,

y por tanto admiten una extensién unitaria a todo el espacio de Fock.

Si tomamos ¢ = 1 y escribimos W (u) para referirnos a los operadores
Wi (u), entonces los elementos de la familia de operadores unitarios {W (u) }yen
con dominio F(H) son conocidos como operadores de Weyl.
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Teorema 3.21. Los operadores de Weyl son una RCC-W en (H, F(H))

Demostracién. Como W (u) = ®(e~2II” u, I, —u) en el dominio exponencial
y este conjunto es total en F(H ), bastara con probar la ecuacién (3.21]) para
estos vectores usando la definicién del producto dada por (23) y el hecho de
ser ® una representacion:

W(uw)W(v) = @(6_%”“”2,%[, —u)CID(e_%”””Q,v,I, —0)
= &((em2l® oy, I, —u)(e 2 0, T, —0))
(

= D(e 2P HIIPH20e)) oy gy T gy — )

— e*%(l|u||2+||v||2+2(u7v>) af (utv) ga(—u—v)

€ (& (

_ o SOl 4 2Re ) +2ilm (w0)) af (o) ya(—u—v)

e

—i _1 2 of —u—
e zIm(u,U)e 3 lutvl| e? (u+v)ea( u—v)

efiIm<u,v>cI)(€*%”u+v||2’u + v, [, —(U + 'U))
— e—iIm(u,U)W(u + U)7

que es lo que se queria probar.

O
Proposicién 3.22. El conjunto {W(u)e(0): uw € H} es total en F(H).
Demostracion. Basta con notar que
W(u)e(0) = e_%”“"26“T(“)e”(_“)e(0) = e_%HUHQe(u)
y usar la totalidad de los vectores exponenciales.
O

Usando el resultado anterior, se puede demostrar que la RCC-W también
es lUnica salvo isomorfismo siempre que se tenga un vector unitario con esta
propiedad de totalidad.

Teorema 3.23. Sea {W(f)}feH una familia de operadores unitarios en un

espacio de Hilbert §) que satisface la RCC-W y que es continua como mapeo de
H aB($), donde este iltimo es equipado con la topologia de la convergencia
fuerte, asi que en particular el operador autoadjunto r(f) = —i %W(tf)

t=0
estd bien definido en un cierto dominio. Supongamos que existe un vector
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unitario w perteneciente al dominio de cada r(f) tal que, para toda f € H,
(r(if) —ir(f))w = 0, y que el conjunto {W(f)w : f € H} es total en .
Entonces existe un tinico isomorfismo de espacios de Hilbert U de $) a $ que

mapea a w en el vector vacio e(0) del espacio de Fock y tal que UW (f) =
W(f)U para cada f € H.

Demostracion. Primero, es facil comprobar la igualdad

W (W)W (v) = e~ 201 ()W (u).

Por otra parte, nétese que para cada g € H se tiene que W(g)w pertenece al
dominio de 7(f). En efecto:

W(tf) — I~ 2t £9) T () T W
lfm MW(g)w — lm W(gW(tflw —W(gw
t—0 t t—0 t

— , e—QZtIm fg (tf)
= Wi(g)lim - ,

r(if) —ir(f) .

lo cual claramente existe. Para cada f € H, sean a(f) = 5

() TN i)

5 . Notemos que a(f)w =0y a'(f) = ir(f)w.

Ademas, para todo t real y ¢ en el dominio de r(u) arbitraria:

W (tu)W (v)¢
_ o 2itm{uw) W(v)W(tu)qﬁ

— (Lt? - I) W)

e 0)s

_/LN

_ —W( ) ([ —2itIm(u,v) 1]W(tu + W tu I) gb
I

N €f2itlm(u,v) 1
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Haciendo t — 0, por la continuidad de W(v) y la definicién de r(v) se
obtiene 7(u)W(v)p = W (v)(—2Im(u, v)¢ + r(u)d), o equivalentemente

—~ —

r(w)W(v)p = W (v)r(u)é — 2Im(u, v) W (v)é (3.22)

para ¢ en el dominio de r(u). Luego,

a(u)Ww)w = =(r(iu) —ir(u))W(v)w

—~

(0)r(iw)w — 2Im(—i{u, v>)W('U)w)

N DN

N = — N = —

=

(v)r(u)w — 2ilm(u, 'U)W('U)UJ)

=

(v)r(u)w + 2Re(u, v))W(v)w)

N —
=

—~

(v)r(uw)w — 2ilm(u, 'U)W('U)UJ)

=

=
e

= (u,v
Maés atin, es facil ver que (a(u)ﬁ//('u)w,W(f)w> = <W(U), aT(u)W(f)w>.
Noétese que el hecho de ser r(f)w = —i %W(tf)w’tzo implica
d —~

FW(tfyw = ir())W(tf)w. (3.23)

En efecto. Obsérvense las igualdades

W((t+h)f) = W(tf + hf) = e™ERDW (R (tf) = W ()W (L)

Luego,
i W((t+ h)f);;v ~W(thw _ lim W(hf)W(tf;Lw —W(tfw
_— L(hi )= L5 (4w
-

= ()W (tf)w.
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Ahora bien, para f fija, como {W(tf)}te]g €s un grupo unitario a un
pardmetro y fuertemente continuo, usando la ecuacion B.22) es facil com-

probar que F(t) = ir(f)W (tf)w es contlnuo como mapeo FiR— 9. Por
tanto, para cada t € R, existe I(¢ fo s)ds = fo ir( (sf)w ds. Esto

significa que para cada t € R, I(t ) €9 es tal que
</t ir(fYW (sf)w ds,x> = /tm(f)’vV(sf)w,x) ds (3.24)
0 0

para todo x € 5

La existencia de I(t) cumpliendo (B:24]) junto con la ecuacion ([B3:23)), nos
muestra la igualdad

ﬁ//(tf)w =w+ /t ir(f)ﬁ//(sf)w ds para todo t € R.
0

De esta forma:
e = wow)+ { [ W wds.w)

= 1 [T s ds

= 1—i /0 t<W(s Hw,r(fHw)ds (por ser r(f) autoadjunto)

- 1= [ nwru) s

= 1= [ Wt as

= - [l ds

= 1= [ s

= 1= ST w) .

Esto muestra que el mapeo G : R — C dado por G(t) = ( (tf)w,w) es
absolutamente continuo y derivable, y su derivada satisface G'(t) = —| f HQtG(
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t2IIfII2

con condicién inicial G(0) = 1, de donde G(t) = e~

se concluye (W( Hw,w) = ezlfI” v usando la unitariedad de W(f) se
sigue que

. Luego, para t = —1,

(w, W(fw) = e 2 I, (3.25)

~_Sea S i{W(f)w : f € H}. Tomemos W(f)w, W(g)w € S tales que
W (f)w = W(g)w. Entonces w = ™9 W (g — f)w. Por lo tanto

1 = (w,w)
el iso) <w, W(g - f)’w>

—  oim{fg) o= 5lla—fII*
Tomando médulos, concluimos que f = g. Sea U : S — F(H) dada por
UW (f)w=W(f)e(0). Dado lo anterior, U esta bien definida. Mds aun:

(W (), W(gw) = {w, W(=)W(g)w)
= U9 (0, W(g — flw)
em(f.9) o= 5llg—£II?

y con esto es facil deducir la igualdad

(W(f)w, W(g)w) = (W(f)e(0), W(g)e(0)).

Finalmente, por la totalidad de S, se puede extender U a un operador
unitario en todo § tal que UW (f) = W(f)U y Uw = UW (0)w = ¢(0), que
es lo que se queria probar.

O

Ejemplo 3.24. De la Subseccion anterior sabemos que para H = L*(R,)
se tiene F(H) = L*(P), donde P es la medida de Wiener (ver pdrrafo si-
guz’ente ala ecuacio’n B4) ). Bajo este abuso de notacion, escribimos e(f) =
elo” f(s)dWs—g [57 f(s)? ds Luego, se sigue que

awdﬁzijﬁzlmJWTMs% AW 7S

aT(u)e(f):{/Ooou(s)dWs—/Ooof(s)u( }efo Wb [ o ds
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Nétese que, en la expresion dada para af, pareciera que e(f) es un eigen-
vector de este operador. Esto no es asi, debido a que la integral estocdstica
en el lado derecho no es un escalar, sino un elemento del dlgebra L*(P).

Ast, por un lado:
(al (w)e(f), al (v)e(g))

= /Q(/Ooo@dws—/mmds) (/Ooov(s)dWS—/Ooov(s)g(s)ds)

Xefo (s)dWs—1 [° f s) ds fo 9(s) AWs—3 [ g(s)* ds dP, (326)

mientras que

(a(v)e(f),a(u)e(g)) = /Q/OOO v(s)mds /OOO @g(s) ds etf9 dp. (3.27)

Sustituyendo (3.20) y B.20) en BI8), la RCC-1 en este caso toma la

forma:

L ([ aaw - [ reasas) ([T ar - [T i)

X efooomdws_% OOOEQdSefowg(s)dWS_% o 9()*ds qp

—/w—><>dsefg

// /Ooowg(S) ds e dP.

St hacemos [ = g =0 en la ecuacion anterior, obtenemos

// dW/ s)dW, dP = /Ooo@v(s)ds. (3.28)

Finalmente, si en la ecuacion [B.28)) tomamos u = v, tendremos:

|| woaw.

que es la Isometria de Ito, por lo que esta es consecuencia de RCC-1.

2

P — /000 lu(s)[2 ds, (3.29)
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3.2.2. Espacios de Bosones y Fermiones

Ahora, observemos que los operadores a'(f) y a(f) pueden expresarse
como las integrales estocasticas

d(f) = [ gaat v atp)= [ Faa
0 0
en el sentido de que, para g € Loc arbitraria,

a'(fle(g) = lim a'(f)e(g) v a(f)elg) = lim a(fi)e(g),

t—o0

ﬂmzlf@mﬂﬁydmzlﬂﬁM@-

Denotemos por a” cualquiera de los operadores a y af.

Introduzcamos el Proceso de paridad que viene definido como

J(t)e(f) = e(=fiog + fo.00))s

con f € Loc. Es claro que J(t) es autoadjunto y tiene una extensién uni-
taria. Ademas, deja al dominio exponencial restringido invariante y el proce-
so {J(t) : t > 0} es adaptado.

Teorema 3.25. El proceso de paridad conmuta consigo mismo para tiempos
diferentes (J(s)J(t) = J(t)J(s)), anticonmuta con creacion y aniquilacion
(J(t)a™ (fi) = —a™ (f;)J(t)), y satisface la ecuacion diferencial estocdstica

dJ = —2JdA con condicion inicial J(0) = I.

Demostracion. El hecho de ser J(s)J(t) = J(t)J(s) es claro. Ademads, como
a'(f;) y a(f:) son mutuamente adjuntos, bastard con ver que a(f;)J(t) =
—J(t)a(f;). Usando la Primera Forma Fundamental y la autoadjunticidad
de J(t), se tiene:

{e(u), a(fe)J(t)e(v))
= (e(u)a(fr)e(—ve +v"))

A G

0
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- / (— 10 (5) + Lome) (9))0(3){e(us), F(s)e(—vp + 1)) ds
- / o) F(s) (T (Delw), e(v)) ds

_ / (J(De(u), v(s)f(s)e(v)) ds
- —<J(t)e(u),/0 f(s)dA(s) e(v)>
= —(J(t)e(u),a(fr)e(v))

= (e(w), —J(D)a(f)e(v).

Esto muestra que a(f;)J(t) = —J(t)a(f;), y por lo tanto, J(t)a¥(f;) =
—a*(f;)J(t). Finalmente:

Por lo tanto el mapeo t — (e(u), (J(t) — J(0))e(v)) es absolutamente
continuo y derivable, y su derivada es igual a

—2u(®v(t)e 2™ (e(1), e(v)).
Por otra parte, nuevamente por la Primera Forma Fundamental,

(etw). [ -26)006) e0)) = [ =2letw). WGTo(s) 51w} s
= =2 [ WG e St ds,
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y por tanto el mapeo t — <e(u),f0t —2J(s) dA(s) e(v)> es absolutamente
continuo y derivable, y su derivada es

—2u(t)v(t){e(u), J (t)e(v)),
que, por los célculos anteriores, es igual a —2@1}(75)6*2[5 wds (e(y), e(v)).

Como ambos mapeos tienen la misma derivada, y valen 0 en t = 0, se
demuestra la igualdad pedida.
O

Para f € H, introduzcamos los procesos t + b* (f,) dados por

b (f,) = / F(5)7() dAT(s) y b(f,) = / F(5)J(s) dA(s).

Evidentemente son mutuamente adjuntos. Comparémoslos con las expre-
siones integrales de t — a*(f;) anteriores. La comparacién se vuelve clara al
introducir los procesos de creacion y aniquilacion Fermionicos

Bl = [ Ia4'e) v B = [ I)aA0)
con lo cual podemos escribir
V() = [ f0aBie) v wh) = [ 76 an(),

Teorema 3.26. Los procesos de creacion y aniquilacion Fermionicos satis-
facen las ecuaciones

dB* = J(t)dA* y dA* = J(t)dB*.

Demostracion. Es claro a partir de las definiciones.
Mas aun, tenemos la siguiente regla de anticonmutacion:

Lema 3.27. b(f,)J(t) = —J(£)b(f,).
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Demostracion. Por la Primera Forma Fundamental, la autoadjunticidad de
los J(t) y el hecho de que estos conmutan para distintos valores del tiempo:

{e(u), b(f1)J (t)e(v))
= {e(w), ( )( v +v'))

d4(s) e(—vt+vt>>

de donde se sigue la anticonmutacion buscada.

Teorema 3.28. Para cualesquiera u,v € H, f,g € Loc yt € R,
(Br(fe(w), 0 (goe(v)) + (blgee(w), b(fi)e(v))

:/o F($)g(s) ds (e(u), e(v)),

(B (fo)e(u), blgr)e(v)) + (b'(gr)e(w), b( fe)e(v)) = 0.

Demostracion. Utilizando la Segunda Forma Fundamental:

(bT(ft)e(u), bT(gt)e(’U»

Yy



138 Aplicaciones

/ 0) J(s)e(v)) ds (3.30)

Pero por el Lema anterior,

O (f)e(u), J(s)e(v)) = (e(u),b(f)J(s)e(v))
= —(e(u), J(s)b(fs)e(v))
= —(J(s)e(u), b(fs)e(v)) (3.31)
y
(J(s)e(u), b (gs)e(v)) = (b

—(b(gs)e(u), J(s)e(v)). (3.32)
Sustituyendo las igualdades (3.31) y (8.32) en (3.30), y usando que J(s)

es unitario:

(B (fo)e(u), b (ge)e(v))
—) ()(J (s)e(u), b(fy)e(v)) +v(s) f(s){blgs)e(u), I (s)e(v)) ds
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< ffms [T

= —(b(g)e(u) / i0) (e(u), e(v)),

en donde la ultima igualdad se obtiene nuevamente por la Segunda Forma
Fundamental, y por lo tanto

(B (f)e (o), b (g2)e(0)) + (blg)e(w). b(f)e(v))
- / F@)g(s)ds (e(u), e(v)).

Anéalogamente se muestra la otra igualdad.
O

Teorema 3.29. b'(f;) y b(f;) son operadores acotados mutuamente adjuntos
en el dominio E,.

Demostracion. Sea ¢ € &,. Entonces 1 es combinacion lineal finita ¢ =
> i cje(u;) de vectores exponenciales restringidos. Luego, usando la primera
igualdad del Teorema anterior, tendremos:

67 (o)l + [Io(fe) |2
= ZC_jCkW(ft)e(uj% b (fe)e(ur)) + (b(fe)e(u;), b fi)e(ur))]

= DG / Fo)f(s)ds (e(uy), e(ur))
ik 0
- o0 [ 17 (o).l

- /\f (5)ds [[4].
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Como [ [f(s)[>ds < || f]|* < oo, entonces los dos operadores son acotados

y sus normas no son mayores a || f||.
U

Por continuidad, podemos extender de forma tnica a b*(f;) en todo el
espacio de Fock $. Denotemos de la misma manera a las extensiones. No es
dificil ver que el mapeo g +— b¥(g) es aditivo. Asi, para f € H y m,n € N se
tiene:

nvm

1% (Fiom) — b* Fom)lI? = 16* Frmnmomvan)) |12 < / F(s)Pds — 0

nAm

cuando n,m — oo. Se deduce que la sucesion {b#(1j,9)} es de Cauchy, y
por tanto tiene limite en B(H). Es natural escribir estos operadores como

b*(f>=/0mﬂu%T y b<f>=/0°°7dB.

En vista del Teorema [B.28] estos satisfacen las relaciones candnicas de
anticonmutacion (RCA)

b1 (), 6 (9)]4 = [b(f), blg)]+ = O,
[b(f),0"(9)) = (f.9)1,

b (f + ag) =b(f) + ab'(g),

donde [X, Y], denota el anticonmutador XY + Y X. En efecto, denotemos
por f, ¥ gn a las funciones i, f y 1jong- Asi,

(e(u), b(f)b(g)e(v)) = (b'(fe(u),bg)e(v))
_ nlirgow(fn)e(w,b(gn)e(v)>
= lim —(b(gn)e(u), b(fu)e(v))
_ _Jg&(bT(gn)e(U),b(fn)e(v)>
)

lo cual muestra la primera igualdad. Las otras se demuestran de forma anélo-
ga.
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Teorema 3.30. Para toda f, b(f)e(0) = 0.

Demostracion. Notemos que, por la Primera Forma Fundamental,

{e(u),0(f)e(0)) = lim {e(u),b(fn)e(0))

n—0o0

. <€<u), /0 "0 (s) dA(s) e<0>>

= lim n(e(u),0~mj(s)e(0))ds

n—oo 0

= 0.

De la totalidad de los vectores exponenciales restringidos se tiene lo pe-
dido.
O

Para el siguiente resultado, sean 0 : R — R y F : R™ — R dadas por

six >0
siz <0

o(x) = sign(:p):{ _11
R e

1<i<j<n

Teorema 3.31. Sean n € N y t > 0. Tomemos el conjunto A,(t) =
{(s1,--+,8,) € R" : 0 < 59 < -+ < 5, < t}. Si fj se anula fuera de
[0,t] para j =1,2,---  n, entonces

B(f) B (f)e(0) = / (5] aAT) - dAT(s) ().

Demostracion. Notemos que como fj se anula fuera de [0, t], entonces f; =
filp4, vy por tanto b#(f;) fo fi(s)J(s) dA#(s) en el dominio exponencial.
Sea [ € H Hagamos la prueba por mducmon sobre n. Para n = 1:

(DB = (). [ R 4475) e0)
TEIe), 1) ()e(0) ds

f(s)f1(s)ds, (3.33)
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mientras que
ﬂAﬁ@M%M@>: e(f),al(fu)e(0))
- / FE) s (3.34)

Comparando (3.33) y ([B.34) se tiene lo pedido en este caso. Supongamos
ahora que, para alguna n > 1,

bw»wwwwzﬁw@mwwm@wdm@nm

Para cada m € N, denotemos por g; al vector (s1,---,8p,); por dS,, al
sfmbolo ds; dss - - - ds,, y por f a la funcién — f, + f*. Si fing=1,- n+1,
son funciones que cumplen con las hipdtesis, entonces, por un lado, usando
la RCA y la Primera Forma Fundamental:

(e(f), 0 (fbT(f2) - - b1 (f)bT (fri1)e(0))

= (=1)™e(f), b (far)b (f1)bT(f2) -+ BT (fn)e(0))
(—1) <b<fn+1) (f )b*(ﬁ)b*(fz) -bT(f)e(0))
(-

8)far1 (8)(T(s)e(f), 0T (f1)bT(f2) -~ b1 (fu)e(0)) ds

"

$) fus1(8)(e(fs), 0T (f1)DT (f2) -+ b (fn)e(0)) ds

T (s <fs / [ / detlf3)] 441 (s2) - 4 () €(0))

fn+1 / fs Sn . ’ fs Sn 1 / fs det[fz(sj)] dS ds

) i (s {// / det[fi(s,)]] (s1) fs(sn)dS}ds
_ /f i (s // / lf[ ) dS, ds.

Por otro lado, usando la técnica de homogeneizacién de Bruijn dada en [2]
para resolver integrales multiples de determinantes consistentes en funciones
reales:

t Sp41 Sn 59
e € (S5 TS TSn TSn e
<<f>,/0/0 /O /O det[fi(s;)] dAT (s1) - dAT (sn) AT (s41) €(0))

Il
\\\\\
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t Sn+1 52
= [ TG [ R [ R denlfis)) don s s

t ot pt t n+1
= / / / / F(s1,82, "+, Sn+1) H fi(si)f(si)dsy dsg---dspt1
o Jo Jo 0 il

t t n n+1 - + L .
= /0 /O g0(3n+1 —si) ZZI_IQ fi(si)f(si)/o F(Sn)o(snt1 — s1)f1(s1)f(s1) dSnta

t t n n+1 -t
= -/ [Lotnsr = o0 T 5607 A CATERT

n+1

t t.n gt t _—
= ) ILotenss =50 I 5076 [ s s fo(e2)T62) | FED AT (1) 45

n+1

t t n t _rt — —
= 02 [ [T otnn =0 LG0T [ folso)Fori (o) [ FE A0 o (1) a5
i= i=3

=3

+ + n n+1 + + 2 e
= (-2 - o(snt1 — i 3 (s:)f(s0) Sn (51)fs 1 (5:)dSni1
- <1>/0 /OEg( S O )/O/OIF(S)i:l_[lf()fn+()dS+1
_ g [ E—— el A O
- (-1 /0 Pt (s ) i) /O o(sns1 — 5n) fa(5n)F5m) /O /0 ) [T 60T G0 a5
t t st t _ n—l -
- (n /0 Frt1(5ns1)F(5ni1) /0 Fn(5n) o r (50) /0 /0 S0 [T 600 (o) a5

t t t t o n -
= " [ e T [ ] 7S [T 60T G a5
Esto concluye la prueba.

Como consecuencia del Teorema anterior y la totalidad del conjunto
{al(f1)---a'(fu)e(0) : fi € Hyn > 1},
se tiene el siguiente:

Corolario 3.32. El conjunto {b'(f1)...b'(f.)e(0) : f; € H,n > 0} es total
en F(H).

Como en el caso de la RCC-I, la existencia de un vector unitario que
anula a todos los operadores de aniquilacién y la totalidad del conjunto de
creacion aplicado a este vector caracteriza, salvo equivalencia unitaria, una
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representacion particular de RCA, la representacion de Fock, que lleva al es-
pacio de Hilbert en el Espacio de Fock Fermionico.

Teorema 3.33. Sean $ y H dos espacios de Hilbert tales que existen dos
familias de operadores acotados B ={b(f): f € H} y B = {bi(f): fe H}

con dominio $ cumpliendo:

[67(£),6%(9)]+ = [b(f), b(g)]+ =0
[6(f),b"(9)]+ = (f.9)1,
b'(f +ag) = b'(f) +abl(g). (3.35)
Si existe un w € § unitario tal que b(f)w = 0 para toda feHyel

congunto S = {bT(f1)---b'(f,)w : f; € Hyn > 0} es total en §, entonces
existe un tnico isomorfismo U : § — F(H) tal que Uw = e(0) y Ub" = b'U.

Demostracion. Primero, observemos que al ser b(f)w = 0, entonces, por la
primera de las tres ecuaciones anteriores, se tiene que bf(f)---bf(f,)w =0
si existen 4,5 € {1,---,n} con f; = f;. Luego, podemos suponer que los
elementos de la familia S son tales que si bf(f;)---bf(f,)w € S, entonces

fi # fj-

Ahora bien, afirmamos que

(BY(f1) -0 (fu)w, b (g1) - - - b (gm)w) = { det[(]%,gm 51177;1&:;

En efecto. La prueba general se puede hacer por inducciéon. Por simplici-
dad, inicamente mostraremos los casos n =m paran =1y 2.

Paran = 1:

(b (f)w, b (gr)w) =

o~ o~~~

w,

w, b(f1)b (g1)w)
(f1, g1)w — b (g1)b(f1)w)
f1, 1) {w, w)

Paran = 2:

(b1 (f1)bT(fo)w, b (g1)b (g2)w)
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= (b'(f2)w, b(f1)b(g1)b' (g2)w)
= (b ( 2w, ([1, 91>[’T( 2)w)
(b (f2)uw, b (g1)b( )b (g2)u0)
= (f1,91) (6" (f2)w, b7 (g2)w)
—(b"(f2)w, b (g1)((f1, g2)
= (f1,91)(w, b(f2)b"(g2)w)
—(f1, g2) (07 (f2)w, b7 (g1)w)
+(b7(f2), 67(91)b" (92)b(f1)w)
= (f1,91)(w, b(f2)b"(g2)w)
—(f1, g2)(w, b(f2)b' (g1)w)
= (fr9)(w, ({f2, 92) — b7(g2)b(f2))w)
—(f1, g2)(w, ({f2, 1) — ' (91)b(f2))w)
= {(f1,91)(f2, g2)(w, w)
—(f1,92)(f2, g1){w, w)
(f.o1) (f1,92)
(fo, 1) ([f2:92)

Andalogamente se muestra el caso en que n # m. Asi, por la totalidad de S,
existe un tnico isomorfimo unitario U tal que Uw = e(0) y UbT(f) = bf(f)U.
Esto concluye la prueba, y la Tesis.

— b7(g2)b(f1))w)

O

Comentarios

En este Capitulo se han presentado algunas formas para entender al
Movimiento Browniano como un proceso estocdstico cuantico. Es posible
hacer un estudio analogo trabajando con el Proceso de Poisson. Para ello,
bésicamente se utilizan los grupos ¢4 y #'¢(u) estudiados en el Capitulo 2 a
través de los Teoremas y 213l Més atn, la Proposicién y la igualdad
([3.6) siguen siendo vélidas si tomamos @Q = e AT + e %A con ¢ € [0, 7).

La demostracion del Teorema [3.8 es obra del doctor Garcia Corte, basada
en la prueba del Lema 1.1.2 de [I1]. En este sentido, el trabajo expuesto sobre
las relaciones entre el isomorfismo U, que identifica a F(H) con L?*(P) y a
Q(t)e(0) con Wy, y la integracién estocdstica cudntica es original del autor
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de esta tesis. En particular, la representacion de Q(t)"e(0) y su uso para
demostrar la version de la Formula de Ito dada aqui fueron desarrollados por
nosotros.

En [13], se presentan los operadores de Weyl mediante las RCC-W. A par-
tir de ellos se construyen los operadores de creacion y aniquilaciéon, aunque
no se demuestra la unicidad de sus relaciones de conmutacién. Es impor-
tante senalar que la prueba que damos de este resultado (Teorema [3.23)) es
la mas accesible que pudimos construir. Otras construcciones de esta prue-
ba involucran, al menos informalmente, un desarrollo en serie de potencias
del operador eA'®+AM  De hecho, a partir de esta idea el autor se inspira
para formular la representacion de Q(t)"e(0), para después generalizarlo en
el Corolario B.19 Notemos que éste tltimo a su vez puede ser generalizado

para (a'(f) + a(g))"w.
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Conclusiones y Comentarios F'i-
nales

= El Célculo Estocastico Cuantico es una de las teorias matematicas mas
recientes, no obstante el tratamiento que se encuentra en [5] es consi-
derado por varios expertos como antiguo en comparacioén con lo desa-
rrollado en [3] y [13]. Sin embargo, nosotros hemos presentado aqui una
manera bastante accesible de su estudio basdandonos en estas tres obras.

= Como pudo verse, la construccién de la Integral Estocéstica Cuéntica
es mas elaborada que la Clasica. Sin embargo, es més poderosa y cons-
tituye una forma mas general de la Integral Estocéstica Clésica como
pudo verse en el Capitulo 3.

= Se contribuyd con nuevas demostraciones de las Formas Fundamen-
tales, ademas de haber encontrado otro Estimado Fundamental. En
este sentido, las contribuciones fueron: definicién de los coeficientes S
(ver ([2.4)), el Lema de Descomposiciéon (Lema [2.24)) y las Diferencias
de Martingalas (Lemas 2.23] y 2.30).

= Se encontraron condiciones necesarias y suficientes para caracterizar a
los espacios de Fock. En particular, se fue mas alla que la mayoria de
los textos sobre el tema para describir a F(H) cuando H = L*(R,), lo
que nos permitié demostrar una version de la Formula de Ito a través
de argumentos cuanticos.

= Conjeturamos que el polinomio que describe el Corolario[B.19est4 fuerte-
mente relacionado con los Polinomio de Hermite. Mas ain, para H =
L*(R,), creemos que la accién de a'(f)"e(0) bajo el isomorfismo U
que identifica a F(H) con L*(P) genera integracién estocdstica cldsica
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Conclusiones y Comentarios Finales

multiple. Es decir
e = [ . .
Ua (f) 6(0) /0 /0 /0 f(sl)f<s2) f(3n> dWsn dWsn_l dW31'

Dicha conjetura estd animada por el primer capitulo de [II] pero,
aunque creemos que no es complicada de demostrar, por cuestiones
de tiempo y espacio hemos preferido no corroborarla en estos momen-
tos.



Apéndice A

Nociones Basicas de
Probabilidad Cuantica

En Probabilidad Clésica, tenemos un espacio muestral, un conjunto de
eventos, un conjunto de variables aleatorias, y distribuciones. En Probabili-
dad Cuéntica, tenemos un espacio de estados, el cual es un espacio de Hilbert,
en lugar de un espacio muestral; los eventos, las variables aleatorias y las dis-
tribuciones son representadas como operadores en dicho espacio. Sea f una
variable aleatoria en un espacio finito de probabilidad {1,2,---,n} con dis-
tribucién de probabilidad (py, ps,- - -, pn). Entonces:

Elf] = ijf(j)

= <(p17p27 U 7pn)7 (f<1)7f<2)7 U 7f(n>>>
o0 0 - 0 fFAO) 0 0 - 0
R (P R 0 f(2) 0 - 0

La segunda igualdad de la expresion anterior nos lleva a la idea de que
el conjunto de todas las variables aleatorias reales es un espacio vectorial
real de dimensiéon n y y la distribucién de probabilidad es una funcional. La
siguiene igualdad nos conduce a ver a la distribucién de probabilidad como
un elemento del dual del espacio vectorial real n?-dimensional de todas la
matrices hermitianas de orden n y describe al valor esperado en el lenguaje
de operadores en espacios de Hilbert usando cantidades como la traza. La

149
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esencia de la Probabilidad Cuéantica es tomar en cuenta la posibilidad de
usar matrices hermitianas arbitrarias u operadores en lugar de Unicamente
matrices diagonales como en la expresién anterior.

En la siguiente tabla enunciamos parte del lenguaje usual de la Probabi-
lidad Cuantica. En el lado izquierdo de cada tabla se encuentran concep-
tos de la Probabilidad Clésica, mientras que en el derecho sus analogos en
Probabilidad Cuéntica. Como se trata de un apéndice meramente introduc-
torio, manejaremos los conceptos en espacios de dimension finita para dar
mayor claridad a la exposicion, aunque estos conceptos pueden extender-
se facilmente a espacios mas generales. Una buena introduccion a la teoria
abstracta de la Probabilidad Cuéntica es [3] o bien [§].

‘ Los Espacios ‘

1.1 El Espacio Muestral €2: Es | 1.2 El Espacio de Estados H:
un conjunto finito {1,2,--- ,n}. | Esun espacio de Hilbert complejo
de dimensién n.
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Los Eventos

1.3 El conjunto de Eventos
Faq: Es el conjunto de todos los
subconjuntos de ). F es un alge-
bra de Boole con las operaciones
de un unién e interseccion. En
particular:

EN(FIUF) = (ENF)U(ENF).

1.4 El Conjunto de Eventos
P(H): Este es el conjunto de
todas las proyecciones en H. Un
elemento £ € P(H) es llamado
evento. Aqui, en lugar de “U” se
tiene la operaciéon max, denotada
por \/, y en lugar de “N” tenemos
la operaciéon min, denotada por
N\. Si Ey,--- ,E, € P(H), estas
operaciones entre ellos represen-
tan, respectivamente, los eventos
de ocurrencia de al menos un F;
y de ocurrencia de todos los E;.

Notemos que EA(F1V F)
no es siempre igual a
(ENF)V(EAF). La igualdad
se da tunicamente si F, F} y Fy
conmutan uno con otro.
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Variables Aleatorias y Observables

1.5 El Conjunto de Varia-
bles Aleatorias Bq: Este es el
conjunto de todas las funciones
de valores complejos en €2. Los
elementos de Bg son llamados
variables aleatorias. Bq es una
(C*-élgebra con unidad, deno-
tada con 1, la cual viene dada
como 1(w) = 1, y en donde la
involucién * estd dada por f* = f.

A cada evento E € Fgq se le asocia
la variable aleatoria 1g. Para una
variable aleatoria f, sea Sp(f) :=
f(©2). Entonces f se puede es-
cribir como

f= Z A1y,

XeSp(f)

de tal manera que

Ly - 110y =0
para A # X,y

> Nl

XeSp(f)

y en general, para ¢ : C — C, se
tiene la variable aleatoria

S(f)= Y oM 11y

XeSp(f)

Nos interesan las variables aleato-
rias f tales que Sp(f) C R, es de-
cir, de valores reales, o equivalen-
temente, las variables aleatorias f
tales que f* = f.

1.6 El Conjunto de Ob-
servables O(H): Tomemos
B(H). Esta es una C*-dlgebra

no abeliana con unidad, la cual
es el operador identidad I. Para
los elementos de X de O(H),
definimos Sp(X) como el con-
junto de eigenvalores de X. Es
decir, su espectro discreto. Como
X es autoadjunto, entonces
Sp(X) C R, y por el Teorema
Espectral, podemos escribir X
como

Z AE}\)

AESP(X)

donde FE) es la proyecciéon sobre
el subespacio {u € H|Xu = A\u}

y E\Ey = 0, siempre que A\, \ €
Sp(X), A# X'y
> Ex=1
AESP(X)

De la misma forma, tenemos
T
g AN'E),
AESP(X)

y en general, si ¢ : R — R, en-
tonces
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Distribuciones y Estados

1.7 Distribuciones p: Una dis-

tribucién es una funcién de Fq

a R determinada por n nimeros

p=(p1, - ,pn) que satisfacen:
pi = 0

sz' = L
=1

Lla: probabilidad del evento E €
Fa, bajo la distribucién p, es

P(E;p) ==Y pi

S

Cuando no hay peligro de con-
fusién escribimos P(FE) en lugar
de P(FE;p). La probabilidad de
que una variable aleatoria f tome
el valor A € R es

P(f =X):=P(f({\}).

1.8 Los Estados p: En Probabi-
lidad Cuéantica, tenemos un esta-
do p en lugar de una distribu-
cién p. Un estado es un operador
no negativo en H con Trp = 1.
La probabilidad del evento E €
P(H) en el estado p se define co-
mo TrpFE, y la probabilidad de
que el observable X tome el valor

A es

P(X = X) = Iy (A TrpEy







Apéndice B

Introduccion al Calculo
Estocastico Clasico

Un proceso estocdstico clasico es una coleccién parametrizada de variables
aleatorias X = { X, };>¢ definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P) que
toman valores en R".

Notemos que para cada tiempo t > 0 fijo, tenemos una variable aleatoria
w — Xi(w), w € . Por otra parte, fijando a w € €2, podemos considerar la
funcion t — Xi(w), t > 0, la cual es llamada trayectoria de X;.

Intuitivamente, puede ser 1til pensar a cada w como una particula in-
dividual o un experimento. Con esto en mente, X;(w) puede representar la
posicién, o resultado, al tiempo t de la particula, o experimento, w. A veces
es conveniente escribir X (¢, w) en lugar de X;(w). Por lo tanto, podemos ver
al proceso X como una funcién de dos variables (¢,w) — X (¢, w) que va de
R, x QaR™

Ademas, obsérvese que también podemos identificar a cada w € €2 con la
funcién ¢t — X;(w) de R, a R™. Por lo tanto, podemos considerar a {2 como
un subconjunto del espacio Q= {f : Ry — R"}. Entonces la o-élgebra F
contendra a la o-algebra B generada por los conjuntos de la forma

{w: w(ty) € Fi, w(ty) € F, -+, w(ty) € Fi},

con F; C R™ boreliano (B es la misma o-dlgebra de Borel en 2 si a éste se le
carga con la topologia producto). Por lo tanto, podemos adoptar el punto de
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156 Introduccion al Calculo Estocastico Clasico

vista de que un proceso estocastico clasico es una medida de probabilidad P
en el espacio medible ((]R”)]R+ ,B).

Las distribuciones finitodimensionales del proceso X = {X;}s>o son las
medidas g, ... ;, definidas en R, k =1,2,---, dadas por

/,Ltl’...’tk(Fl X+ X Fk) = P(th € Fl,"' ,th € Fk)

Aqui, las F}; son borelianos en R". La familia de todas las distribuciones
finitodimensionales determina muchas de las propiedades més importantes
del proceso X.

Reciprocamente, dada una familia de medidas de probabilidad {v, ... 4, :
k € N, t; > 0} en R", es importante ser capaces de contruir un proceso
estocdstico clasico Y = {Y;}1>0 que tenga a v, ... ¢, como sus distribuciones
finitodimensionales. Un famoso resultado de Kolmogorov establece que esto
puede hacerse si la familia {1, .. s, } satisface dos condiciones naturales de

consistencia:

Teorema B.1 (de Extensién de Kolmogorov). Para cualesquieraty,---  tp >
0, k €N, sea {uv,... 4, } una coleccién de medidas de probabilidad en R™ tales
que

vy

oo (1 X X FR) = vy g (Foy X -+ X Foy) - (B.1)

para todas las permutaciones o en {1,2,--- 'k} y

th,---,tk(Fl X oo X Fk)

= Vt1,'

Fix - xFxR"x---xR") (B.2)

":tk:tk+1:"':tk+m(

para cualquier m € N. Entonces existen un espacio de probabilidad (2, F, P)
y un proceso estocdstico clasico X = {X; >0, Xt : Q@ — R”, tales que

th,---,tk(Fl X oo X Fk) = P(th € Fla s ,th € Fk)

para cualesquiera t; > 0, k € N, y cualquier boreliano Fj.
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El resultado anterior nos permite construir procesos estocéasticos clasicos.
Quizas su aplicacién mas importante es la existencia del Movimiento Brow-
niano, también llamado proceso de Wiener.

Definicién B.2 (Movimiento Browniano). Sea W = {W;} un proceso es-
tocdstico en el espacio de probabilidad (Q, F, P). El proceso W es un Movimien-
to Browniano estdndar si cumple que:

n Wy es la variable aleatoria nula.

» Para 0 < s < t, la variable aleatoria W, — W tiene una distribucion
normal con media 0 y varianza t — s.

» Los incrementos del proceso son variables aleatorias independientes.

Como ya se dijo, el primer problema que presenta esta definicion es la exis-
tencia del proceso W asi como del espacio (£2, F, P) en que se define. Para
ver una demostraciéon de estas existencias, puede consultarse [12],pags. 11-14.

Sin embargo, el Teorema de Extension de Kolmogorov no garantiza la
continuidad de las trayectorias de los procesos construidos. Otro teorema
famoso del mismo autor nos permite garantizar esta continuidad.

Supongamos que {X;} y {Y;} son dos procesos estocasticos clasicos en
(Q, F, P). Decimos que {X;} es una versién de {Y;} si

P(X; =Y;) =1 para toda t.

Noétese que si {X;} es una versiéon de {Y;}, entonces ambos tienen las
mismas distribuciones finitodimensionales. Luego, desde el punto de vista
probabilistico, los dos procesos son el mismo, aunque sus trayectorias pueden
tener propiedades diferentes.

Teorema B.3 (de Continuidad de Kolmogorov). Supongamos que el pro-
ceso X = {X,} satisface la siguiente condicion: Para todo T > 0, existen
constantes positivas o, B y D tales que

E[|X, — X" < D|t — s|"™, con0<s,t<T.
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Entonces existe una version continua de X. Es decir, con probabilidad 1,
las trayectorias de X son continuas.

En particular, como se muestra en [12], pdg. 15, para el Browniano es
posible obtener una version continua.

Hagamos ahora un breve repaso de la Integral Estocastica Clasica. Sea
(Q, F, P) el espacio filtrado donde se define el proceso W.

Un proceso {X;} se dice progresivamente medible si para cada t > 0, la
funciéon X : [0,¢] x @ — R es medible en B[0,t] x F;, y se dice simple si
es de la forma X (¢,w) = > 7| Aj(w)l(, 14;(t). Si{X:} es progresivamente
medible y simple, se define su Integral Estocdstica Cldsica como la variable
aleatoria

/OOO X (s,w)dW, := Z Aj(w) (W, = W;_q).

Esta integral cumple con ser lineal en el integrando, aunque su principal
propiedad es la Isometria de Ito:

Teorema B.4 (Isometria de Ito). Si {X;} es progresivamente medible y

simple, entonces
0o 2 %)
(/ X(s,w) dWs) =F {/ X(s,w)2ds} .
0 0

Mas general. Sea {X,;} progresivamente medible cumpliendo

E [/OOOX(S,W)%S} < oo0.

Es posible demostrar que, bajo estas condiciones, este proceso se puede
aproximar por procesos simples en la norma || - ||z.

E

Para cada sucesién aproximante de procesos simples {X,,(¢,w)}, el limite

o0

lim X (s, w)dWy

n—oo 0

1Es decir, para cada t > 0, F; es la o-algebra generada por W; y F, C Fysi s <t
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existe en L?(P), y es independiente de dicha sucesién. Tal limite se define
como la Integral Estocdstica Cldsica, o integral estocastica del proceso {X;}.

Hay que decir que esta integral extendida sigue cumpliendo las mismas
propiedades que la integral de procesos simples. Entre ellas, la Isometria
de Ito. Ahora bien, para poder considerar a la integral como un proceso
dependiente del tiempo, supongamos que {X;} es un proceso progresivamente
medible y tal que E[fOTX(s,w)st] < oo para alguna 7" > 0. Tomemos el
proceso progresivamente medible {X7 (s, w)}s>0 dado por

XT(S, w) = X(s,w)lpm(s).

Bajo estas condiciones, se define la integral estocéstica hasta el tiempo T’
como

T o0
/ X(s,w)dWy := / XT(s,w)dWV,.
0 0

Podemos ahora enunciar la Formula de Ito, o Lema de Ito.

Teorema B.5 (Férmula de Ito). Sea f € C2(R) tal que E[ [, f'(Wi)?ds] <
oo para alguna t > 0. Entonces, para casi toda s € [0,t],

fW) — f(W) = /Ot f (W) dW, + % /Ot f"(Wy)ds.

Para una discusion mas detallada de su demostracién, asi como de la
construccién de la Integral, puede revisarse [9], pags. 190-200.






Apéndice C

Consideraciones a los
A-coeficientes

Se definen los A-coeficientes como la coleccion de reales

Ql:{[ﬂ:neNyogrgn}
ni n B n+1| |n
e[, - -

n+1 n n
R Rl 1 R
En este Apéndice mostramos los dos resultados mas importantes que
hemos usado acerca de los A-coeficientes. A saber:

Proposiciéon C.1. Los A-coeficientes lﬂ cumplen las relaciones:

n+ 2 9 In+1
— n+2 > 1.
a) [ } - { J para r > 1

Sy e e

c) [n—kﬂ :% {Z] para 0 < r <n.

161



162 Consideraciones a los A-coeficientes

Demostracion.

a) Por induccién sobre n. Para n = 1, 1+2 = i . Observemos que

m - H =1y m = 0. Luego: r
- <l
-t
-l

)

Asi, para n = 1 se tiene lo pedido. Supongamos ahora que existe n > 1

m+2 m+ 1 >
;. [r—l] para r > 1.

N =

WlWwWw N w

) 2
tal que para toda m < n se tiene {m;k } =

Entonces, para m fija, tendremos

m+1 m+1  |m+2] m+2im+1
L] Eot R P B i B F
m+1 _ m42—r m"‘l , .
de donde (r+1) {r N 1} = M {r - 1} . Asi, para n+1 tendremos:
n+3| n+2 n+2
[ e [
B n+2{n+1 n+2
e g
B n+2—(r—1) [n+1 n+2
= et ] [

1 I R [
e (R
_ n+3 [n+2] .

r r—1
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Por lo tanto, (a) es cierto.
b) Estd contenida en la demostracién de (a).

c) Usando (a) y (b) se tiene:

) - e[
= (r+ ?iim ﬁji[rﬁJ

_ (n+1){r}+n+1 (r—1)r )m

r—1ln+1—-(r—1

st

= (n+1) M+n+2_r .

= {1+ﬁ}(n+1) m

_ (n+1)(n+2) {ﬂ '

n+2-—r

Por lo tanto (c) es cierto. Esto concluye la prueba.
O

Corolario C.2. Los A-coeficientes admiten una representacion compacta
dada por

n 0 sim—r es par
1 (n—r+1)! n . .
Lﬂ B J 2(n—r+1) /2 (n—2r+1)! (7“ . 1) Stno—1T esumpar,

donde (Z) es el coeficiente de Newton. En particular, para r =1 se tiene

n| 0 st n es impar
o m/;;ﬁ st m es par.
Demostracion. Basta con aplicar induccion y usar (b) de la Proposicién an-

terior.

0






Apéndice D
Formulario

Operadores Exponenciales Para u, f € H:
e“@e(f) = exp (u, fle(f), e We(f) = e(f +u), T(S)e(f) = e(SF).
Operadores Cuanticos Para u, f € H:

a(u)e(f) = (u, fe(f),

Martingalas Fundamentales Para ¢t > 0:
A(t) = a(l[o,t}) , AT(t) = aT(l[O,t}) , A(t) = )\(m(l[oﬂ)).

Coeficientes Fundamentales Si K es un integrador basico, entonces:

g si K=A
f si K=At
1 si K:T¢

Primera Diferencia de Martingalas Cuanticas
y
€T

(e(f), [K(y) — K(z)]e(g) =/ B (f,9)] (s) ds {e(f), e(9))
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166 Formulario

Primera Forma Fundamental Si K es un integrador basico:

(e Mot = | (e(), il ) (5)F(s)elg)) ds,

donde M (t) = /Ot E(s)dK(s)

Segunda Diferencia de Martingalas Cuanticas

(e(£),el9)) ([ () — Ka ()] e ), [Ka(t) — Ka(e)] )
=2 [ Bl £ ds [ Biglf0)(s)ds

v Snsalf9)(s) ds

c

donde

0 si K1 =A6 K2 =A
1 si Ky =AMy K, = Af
5K1,K2(f>g)(3) = ﬂ st K, = AT y Ky = A
f(s) si Ki=Ay K,=Al
f(s)g(s) si Ki=AyK,=A
Segunda Forma Fundamental K, K5 dos martingalas fundamentales (pu-
diendo ser K; = K3). Sean

M(t) = /O B(s) dK; (s)

My (1) /O F(s) dEs(s).

Entonces para cualesquiera f,g € H, y t € R, se tiene

(M (t)e( f) / {M()e(). i (2 9)F()el9))

+ (B (g, N E(s)e(f), Ma(s)e(g))
+ (v (N ) E(s)e(f), [ (9)] (s) F(s)e(g)) } ds
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donde

si K =Af
(R (s) =< h(s) si K=A
0 si K=A

Estimado Fundamental Sea f € Loc y ¢t > 0. Entonces existe un ntimero
no negativo WU(f,¢) con la propiedad de que, para cualquier proceso
adaptado simple E, y cualquier integrador estocéstico K € {AT, A, A, T}
y s € [0,t] se cumple

< W(f,1) / I B@e( )] du.

| Bwar @ )
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