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México D. F., Octubre 2013



ii
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2.2.1. Método biproporcional estándar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.2. Método biproporcional con cotas superiores. . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2.3. Método triproporcional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3. Métodos de conteo. 23
3.1. Minimización de información. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Nomenclatura.

A Conjunto de aristas de la red.
A+
i Conjunto de aristas de salida desde el nodo i ∈ N .

A−i Conjunto de aristas de entrada desde el nodo i ∈ N .
Ā Conjunto de aristas a ∈ A que definen una estrategia.
Ā∗ Conjunto de aristas a ∈ A que definen una estrategia óptima.
Am Conjunto de aristas donde se tienen conteos del modo de transporte m.
a Elemento del conjunto de aristas A.
C Costo generalizado total que perciben todos los usuarios de la red.
cpq Costo generalizado al viajar del nodo p al nodo q.
Dq Número de viajes que terminan en el nodo q.
E Entroṕıa de un sistema.
fa Frecuencia efectiva de la arista a ∈ A.
G Red generalizada de tránsito.
Ga Función de distribución de tiempos de espera.
G Matriz de demanda conocida a priori.
Gpq p−ésimo renglón y q−ésima columna de la matriz G.
g Matriz de demanda que se desea calcular.
gi Demanda de pasajeros en el nodo i ∈ N − q al nodo q.
gpq p−ésimo renglón y q−ésima columna de la matriz g.
gmpq Demanda del nodo p al nodo q para el modo de transporte m.
hs Flujo sobre la estrategia s ∈ S
I Intervalo de costos.
M Conjunto de todos los modos de transporte de la red.
m Elemento del conjunto M .
N Conjunto de todos los nodos de la red.
Op Número de viajes que inician en el nodo p.
P Conjunto de todos los nodos origen.
P (A+

i ) Probabilidad de que la arista a sea servida primero.
p Elemento del conjunto P .
πs Probabilidad de la ruta s.
πapq Probabilidad del estado pq en el arco a.
Q Conjunto de todos los nodos destino.
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vi NOMENCLATURA.

q Elemento del conjunto Q.
RI Número de viajes asociado al intervalo I.
S Conjunto de todas las estrategias posibles.
s Conjunto no vaćıo de ĺıneas atractivas o estrategia.
sa(va) Función de costo en la arista a.
Ts(v) Tiempo de tránsito esperado para la estrategia s.
ta Tiempo de viaje sobre la arista a.
τ Tiempo mı́nimo.
ui Variable del problema dual que representa el tiempo total esperado de viaje

del nodo i al destino q.
V0 Conjunto de flujos factibles.
Va Volúmenes observados en el arco a.
V d
i (v) Conjunto de flujos de equilibrio locales.
V a
pq Fracción de flujo observado del nodo p al nodo q sobre la arista a.
va Volumen de pasajeros en el arco a.
vi Volumen esperado de pasajeros en el nodo i ∈ N .
W (A+

i ) Tiempo de espera combinado de las aristas a ∈ A+
i .

wi Tiempo total de espera para todos los viajeros en el nodo i ∈ N .



Índice de figuras

1.1. Red simple con dos centroides y cuatro ĺıneas de tránsito. . . . . . . . . . . . 3
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conjugado considerando conteos en los arcos y α = 0.5. . . . . . . . . . . . . 50
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Introducción.

En las sociedades actuales, los problemas de transporte son cada vez más importantes,
sobre todo en las grandes ciudades, y es de suma importancia la planeación a mediano y largo
plazo con el objeto proporcionar un servicio más eficiente. Para ello es necesario estudiar y
comprender el funcionamiento de la red de transporte utilizando las herramientas adecuadas.
En particular, lo modelos matemáticos de asignación de tránsito son una herramienta que
permite entender cómo los usuarios del transporte público utilizan la red de transporte para
viajar de sus distintos oŕıgenes a sus diferentes destinos. Matemáticamente, una red de trans-
porte se puede representar por medio de un conjunto de nodos y aristas. Los nodos pueden
dividirse en nodos centroides, que son las zonas donde se origina o termina un viaje, y nodos
simples que son los puntos donde los medios de transporte hacen paradas o intersecciones
de dos o más aristas. Las aristas son los caminos de los que dispone el usuario durante su
viaje, a cada arista se le asocia una función que modela el flujo sobre la misma. En las aris-
tas también están definidos los segmentos de tránsito, los cuales representan a las diferentes
ĺıneas de transporte que pasan por dicha arista, por lo tanto el número de segmentos siempre
será mayor o igual que el número de aristas.

En las grandes ciudades, suele ocurrir que algunos servicios de tránsito se saturen al
grado de que los pasajeros no pueden abordar el primer veh́ıculo que llega a su punto de
espera, en estos casos es necesario modelar tanto la congestión de pasajeros dentro de los
veh́ıculos como los tiempos de espera crecientes para abordar un veh́ıculo. Muchos modelos
de elección de ruta no consideran el aumento en el tiempo de espera y generalmente solo im-
ponen restricciones de capacidad, lo cual ocasiona que se sobrestime la oferta de servicio que
pueden proporcionar algunas ĺıneas. Por lo tanto, aparte de modelar los tiempos de espera
crecientes, seria útil determinar cuando la demanda no puede ser satisfecha por el servicio,
independientemente de la elección de ruta. En el capitulo 1 se explican de manera muy breve
algunos conceptos relativos a la red, la noción de estrategia y se introduce el modelo simple
de asignación, aśı como el modelo más general que toma en cuenta la congestión y los ĺımites
de capacidad de las unidades de transporte.

Una vez realizada una asignación de tránsito, es importante saber de qué manera apro-
vechar la información obtenida para posibles estudios a futuro de tal manera que las nuevas
asignaciones sean menos costosas que las anteriores y que permita hacer una buena planea-
ción de transporte a futuro. Para tener una buena planeación de transporte es necesario
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x INTRODUCCIÓN.

conocer datos de campo, esto para que los resultados obtenidos sean lo más realistas posible.
Estos datos se pueden obtener a base de encuestas y otra clase de estudios que resultan ser
muy complejos y costosos. Los datos de campo obtenidos para un proceso de asignación sólo
serán útiles durante un corto periodo de tiempo, esto se debe a los cambios a los que están
sujetas las ciudades y a su rápido crecimiento debidos a la apertura de nuevos centros de
entretenimiento o nuevas fuentes de trabajo. Si en el futuro se quisiera hacer un nuevo análisis
de la red de transporte, entonces seŕıa necesario obtener nuevamente los datos de entrada, lo
cual requeriŕıa una nueva inversión monetaria y mucho trabajo de campo. Para evitar hacer
nuevos estudios completos sobre la demanda y los flujos sobre la red, existen algunas técni-
cas que permitan hacer aproximaciones a los datos más recientes haciendo uso de los datos
conocidos anteriormente y utilizando solamente una cantidad pequeña pero significativa de
datos nuevos.

Uno de los elementos más importantes en el proceso de planeación de transporte es la
matriz de demanda, también denominada como matriz origen−destino, la cual representa el
flujo entre cada centroide origen y cada centroide destino de la red de transporte. La matriz
de demanda no es sólo uno de los elementoa más importantes, sino también uno de los más
dif́ıciles de obtener, ya que dichos datos no pueden obtenerse a base de observaciones directas.
Comprender el concepto de demanda de transporte no es fácil, ya que un viaje no representa
un f́ın en śı mismo y las personas viajan para satisfacer sus necesidades o para llevar a cabo
ciertas actividades, es por esto que la demanda no sólo depende del d́ıa en que se desea hacer
el estudio, sino también del horario. Por otra parte, también es necesario considerar el factor
del comportamiento humano, el cual introduce aleatoriedad e incertidumbre en el proceso de
elección de rutas.

La elección de una representación adecuada de la demanda de transporte consiste en un
intercambio entre la complejidad del modelo y de la precisión de los datos. Por un lado,
el número total de viajes en la zona de interés, podŕıa utilizarse como un indicador de la
demanda de transporte, sin embargo el uso práctico de dicha información es limitado. Por
otro lado, una descripción detallada de cada viaje, incluyendo el origen, el destino, todas las
paradas intermedias, la hora exacta, el propósito del viaje, etc., proporcionaŕıa información
suficientemente completa, pero la viabilidad de recoger estos datos es bastante dudosa, espe-
cialmente para grandes áreas de estudio. Por otra parte, incluso si estuviese disponible toda
esta información, seŕıa dif́ıcil manejarla y probablemente no seŕıa aceptable la amplitud de
los errores de medición, por lo tanto, una representación razonable de la demanda debe estar
entre estos dos extremos.

Una matriz de demanda se define como una tabla de dos dimensiones, cuyas filas y colum-
nas representan cada zona del área de estudio. Una celda de la matriz se refiere por lo tanto
a un par origen–destino en particular, y contiene el número total de personas que llevan a
cabo este viaje, el cual debe estimarse a partir de los datos. Existen modelos de balance de
matrices que consisten en actualizar las matrices ya existentes y considerando el número total
de viajes que se originan en una zona Op y el número total de viajes que tienen como destino
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la zona Dq. Uno de los métodos simples, conocido desde 1970, es el método de Furnes [18],
también conocido como método de Fratar [25], el cual se basa en tasas de crecimiento y facto-
res de balance. Este método puede verse con más detalle en la sección 2.2.1. Si al método de
Fratar se le agrega una condición más referente a los costos generalizados de viaje se obtiene
el método triproporcinal, ver sección 2.2.3. Aunque estos modelos son muy interesantes desde
el punto de vista teórico, en la práctica han tenido relativamente poca importancia, debido al
gran tiempo de cálculo y a los requisitos de almacenamiento que surgen en implementaciones
prácticas y que limitan estos enfoques a problemas de tamaños muy pequeños.

Existen otros modelos de demanda de transporte, los cuales se derivan de las leyes de la
f́ısica. El más conocido es el gravitacional [4], el cual es una analoǵıa al modelo de la ley de
gravitación de Newton. Otro de los modelos más conocidos es el modelo de la entroṕıa, deri-
vado del segundo principio de la termodinámica [43] y [44]. La formulación de estos modelos
puede verse en las secciones 2.1.1 y 2.1.2.

Contar el tráfico en una ciudad no es fácil, esto se puede hacer por ejemplo, observando
las placas de los veh́ıculos en los estacionamientos, de esta manera conocer su procedencia
y tal vez, con permiso de los dueños, conocer no sólo el oŕıgen del veh́ıculo, sino también
la ruta que siguió para llegar a ese destino. Otra de las maneras para contar el tráfico es
mediante sensores en las calles o cámaras que identifiquen el número de veh́ıculos que uti-
lizan ciertos arcos de la red. Por otra parte, esta tesis está enfocada a estimar matrices de
demanda para cuando se tienen conteos de tránsito, sin embargo, estos datos son aún más
dif́ıciles de obtener. Una forma de contar el tránsito podŕıa ser por medio de los torniquetes
en las estaciones del metro o los sensores con los que cuentan algunos autobuses, pero esta
información, sobre todo en los autobuses distaŕıa mucho de ser realista, ya que en muchas
ocasiones los usuarios suben o bajan del autobús por la puerta destinada para dicha opción.
Otra manera más eficiente, y tal vez más costosa de contar el tránsito, podŕıa ser mediente
observadores que aborden ciertos veh́ıculos de transporte y que vayan registrando el volúmen
de pasajeros sobre cada segmento de tránsito.

Para hacer uso de la información obtenida mediante conteos, se han desarrollado un gran
número de investigaciones que se enfocan en los diferentes métodos para estimar matrices
O−D. Uno de estos métodos es el de mı́nimos cuadrados generalizados, el cual consiste en
minimizar tanto el cuadrado de la diferencia entre la matriz conocida a priori y la matriz
calculada, como en el cuadrado de la diferencia de los volúmenes observados y los volúmenes
asignados. Ver sección 3.3. Existe también el método de minimización de la información, el
cual sugiere el uso de una matriz O−D agrega la menor cantidad de información posible a
la información obtenida en los conteos, este método puede verse en la sección 3.1 de manera
más detallada. Una tercera técnica de los métodos de conteo, se basa en el modelo de maxi-
mización de entroṕıa, pero considerando la restricción de los flujos observados, ver sección 3.2.

En el caṕıtulo 4, se estudia el método de máximo descenso multiplicativo de Spiess [36],
para resolver el problema de ajuste de demanda usando el modelo de mı́nimos cuadrados, el
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método se plantea de tal forma que la matriz resultante conserva la estructura de la matriz
conocida a priori. Siguiendo la idea de Spiess, en el mismo caṕıtulo se propone por primera
vez el uso del método de gradiente conjugado para el ajuste de demanda, donde también se
propone plantear el problema con un término de penalización, es decir, se considera que el
término más importante a minimizar es la diferencia entre la demanda a priori y la demanda
ajustada, entonces se propone agregar a la función objetivo el término correspondiente a la
diferencia de volúmenes como una restricción y se penaliza. El sentido de la penalización es
minimizar la diferencia de demandas hasta donde la tolerancia del error lo permita, y minimi-
zar la diferencia de volúmenes sólo hasta cierto punto. Las contribuciones más importantes de
este trabajo de tesis se encuentran en este caṕıtulo, los cuales son: la introducción del méto-
do de gradiente conjugado para el ajuste de la demanda y un nuevo modelo de proyección
utilizando mı́nimos cuadrados, y que está basado en la penalización de los volúmenes medidos.

Existen varios paquetes de software en el mercado para resolver problemas de asignación
de tráfico y tránsito para implementar posibles escenarios futuros que ayuden a prevenir cual-
quier clase de contingencia, uno de estos paquetes es EMME4 [22], el cual fue desarrollado
por la compañ́ıa INRO, la cual surge de la colaboración entre profesores y alumnos de la
Universidad de Montréal, en particular, de Michael Florian, Heinz Spiess y posteriormente
Yolanda Noriega, quienes han contribúıdo con diversos trabajos y art́ıculos referentes a pro-
blemas de transporte urbano. Además de que EMME4 es una herramienta muy útil para
hacer asignaciones de tráfico y tránsito, ya que toma en cuenta diversos factores que influyen
en el proceso de asignación, también es posible hacer estimaciones de matrices O–D. Entre
los métodos que se han implementado en dicho paquete se encuentran el de Fratar y el de
mı́nimos cuadrados mencionados anteriormente. Para estimar una matriz O–D con el método
de mı́nimos cuadrados, en EMME4 se utiliza el método de máximo descenso [36], el cual ha
dado buenos resultados para algunas redes de transporte donde se ha usado (Winnipeg y
Montréal entre otras).

El el caṕıtulo 5 se muestran las comparaciones de los métodos de máximo descenso y de
gradiente conjugado, considerando primeramente que se conocen los volúmenes en algunos
arcos de la red y posteriormente que se conocen los volúmenes sobre algunos segmentos.
También se muestran los resultados cuando se considera la función objetivo penalizada y
se toman como factores de penalización 100, 1000 y 10000, mostrando la efectividad del
algoritmo de gradiente conjugado aplicado al nuevo modelo con penalización. Finalmente, en
el caṕıtulo 6, establecen las conclusiones de este trabajo y posibles aspectos para el trabajo
a futuro.



Caṕıtulo 1

Asignación de tránsito.

En la ingenieŕıa del transporte los modelos de asignación se dividen en dos tipos: los mo-
delos de tráfico y los de tránsito. Estos modelos tienen por objeto estudiar redes de transporte
urbanas para describir, predecir y explicar la forma en como los conductores de automóviles
particulares, en el caso de tráfico, y los usuarios del transporte público, en el caso de tránsito,
utilizan las diferentes rutas y ĺıneas de transporte disponibles para dirigirse a su destino. Por
lo tanto los modelos de asignación son una herramienta muy valiosa que puede ayudar a
diseñar una mejor planeación estratégica y a la toma de decisiones en poĺıticas de operación,
con el objeto de mejorar la eficiencia del sistema de transporte y el ahorro de recursos, [17].

En un modelo de asignación de tránsito se busca modelar la forma en como la demanda
del transporte (pasajeros) se distribuye en las diferentes rutas y ĺıneas de transporte disponi-
bles en volúmenes cuyo costo, al viajar de los diferentes oŕıgenes a los destinos, sea mı́nimo.
Esta asignación se logra cuando no existe incentivo para que el usuario cambie de ruta, lo
cual se conoce como equilibrio de la red.

Es muy común que se quiera formular el problema de asignación como un problema de ru-
ta más corta, sin embargo se debe considerar que en el problema del viajero, el automovilista
tiende a elegir una sola ruta de un conjunto de rutas posibles, mientras que en una red de
transito los viajeros tienden a elegir un conjunto de rutas posibles y permite que la ruta a to-
mar quede determinada por el veh́ıculo que arribe primero a cada nodo donde él se encuentra.

1.1. Conceptos generales.

Una red de tránsito se representa por medio de una gráfica fuertemente conexa llamada
red generalizada de tránsito denotada por G = (N ;A), donde N es el conjunto de nodos de
interconexión y A es el conjunto de arcos o aristas que representan los tramos y segmentos
de las ĺıneas de tránsito, aśı como los caminos peatonales.

1



2 CAPÍTULO 1. ASIGNACIÓN DE TRÁNSITO.

Además de la red de transporte es necesario conocer la demanda en la misma, represen-
tada por la matriz oŕıgen−destino G = {Gpq} cuyo tamaño depende del número de nodos,
en donde Gpq denota el número de pasajeros que inician su viaje en el nodo p y lo terminan
en el nodo q.

En el proceso de asignación se supone que en cada nodo se conoce el tiempo de inter−arribo
(“headways”) de los véıculos de cada ĺınea que sirve a ese nodo y que además se conoce la
tasa de arribo de pasajeros. Con estos datos es posible conocer distribución del tiempo de
espera de un veh́ıculo de una ĺınea dada, el tiempo promedio de espera combinado para el
arribo del primer veh́ıculo y la probabilidad de cada ĺınea para arribar primero al nodo.

Considérese un usuario que va de un nodo origen p a un nodo destino q. Es posible que el
usuario tenga una ruta definida o bien que tenga que tomar una decisión de como utilizar las
diferentes ĺıneas para llegar a su destino. En cualquier caso sus decisiones están basadas en
estrategias que le reporten el menor costo. En 1984, Spiess y Florian introdujeron un modelo
de asignación de tránsito basado en el concepto de estrategia y estrategia óptima, [33] y [37].
Una estrategia puede incluir subconjuntos de ĺıneas si el viajero tuviese más información
de la red, por ejemplo, la ĺınea que será servida más pronto en cada nodo. Si hubiese más
información, como la cantidad necesaria del tiempo de espera en un nodo ó información sobre
el tiempo de viaje de otros veh́ıculos, las estrategias podŕıan ser aún más complicadas. En
este trabajo se supone que la única información disponible es el tiempo de espera de cada
ĺınea. Se dice que una estrategia es factible si la gráfica definida por sus ĺıneas atractivas no
contiene ciclos. Es posible utilizar los tiempos de viaje en cada ĺınea, el tiempo de espera
promedio en cada nodo y las probabilidades de ĺınea, para calcular el tiempo total esperado
de viaje de p a q en cada estrategia, cualquiera de ellas que minimice el tiempo total esperado
de viaje se denomina estrategia óptima. Una vez seleccionado el conjunto de estrategias, se
busca asignar los volúmenes de pasajeros a cada una de ellas, de tal forma que su tiempo de
viaje sea mı́nimo.

Para fijar ideas, considérese el siguiente ejemplo: Una red de transporte con cuatro nodos,
donde dos de ellos son centroides. El flujo ocurre en una sóla dirección, del nodo O al nodo
D. La red de la figura 1.1 cuenta con cuatro ĺıneas de transporte y se conocen los headways
de cada una de ellas aśı como su tiempo de viaje. Se busca minimizar el tiempo de viaje del
nodo O al nodo D.
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Figura 1.1: Red simple con dos centroides y cuatro ĺıneas de tránsito.

Una forma de resolver el problema es encontrando la ruta más corta, en este caso la
solución seŕıa tomar la ĺınea 1 en O y bajarse en D, la cual tiene un costo de 31 minutos (25
minutos de viaje + 6 minutos de espera). Es posible encontrar un menor tiempo de viaje si
se distribuyen los viajeros en las diferentes ĺıneas de transporte. Por ejemplo, que en el nodo
O la mitad de los pasajeros tomen la ĺınea azul para descender en el nodo D y la otra mitad
tome la ĺınea 2 para descender en el nodo B; asimismo, los pasajeros que llegan al nodo B
se distribuyen de la siguiente forma para continuar su trayecto: el 8 % toma la ĺınea 3 y el
otro 42 % toma la ĺınea 4. Entonces, en este caso el tiempo de tránsito puede calcularse de
la siguiente manera:

El tiempo de espera en los nodos se calcula utilizando la suma de las frecuencias de las
ĺıneas atractivas que pasan por ese nodo:

tO = 1/2
1/12+1/12

= 3 Tiempo de espera en el nodo O

tB = 1/2
1/30+1/6

= 5
2

Tiempo de espera en el nodo B

El tiempo de viaje es simplemente el tiempo a bordo de cada veh́ıculo, en este caso, los
tiempos para cada ĺınea están marcados en la figura 1.1.

La probabilidad de abandonar el nodo i utilizando cierta ĺınea se calcula dividiendo
la frecuencia de esa ĺınea entre la frecuencia combinada de las ĺıneas atractivas en ese
nodo.

πO1 = 1/12
1/12+1/12

= 1
2

Probabilidad de abandonar el nodo O tomando la ĺınea 1.

πO2 = 1/12
1/12+1/12

= 1
2

Probabilidad de abandonar el nodo O tomando la ĺınea 2.

πB3 = 1/30
1/30+1/6

= 1
6

Probabilidad de abandonar el nodo B tomando la ĺınea 3.

πB4 = 1/6
1/30+1/6

= 5
6

Probabilidad de abandonar el nodo O tomando la ĺınea 1.
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Entonces, el tiempo de viaje será la suma del tiempo a bordo por la probabilidad de
ĺınea, por el volumen de pasajeros en cada arco:

t = 25
1

2

100

100
+ (7 + 6)

1

2

100

100
+ 4

1

6

50

100
+ 10

5

6

50

100
= 23.5

El tiempo total se calcula sumando los tiempos de espera multiplicados por el volumen
de pasajeros en cada nodo, más el tiempo de viaje, dando como resultado:

T = tespera + tviaje =

(
3

100

100
+ 2.5

50

100

)
+ 23.5 = 4.25 + 23.5 = 27.75

Por lo tanto, el tiempo de viaje es de 27.75 min, el cual es menor que el encontrado con la
ruta más corta. Esta estrategia se ilustra en la figura 1.2.

Figura 1.2: Estrategia óptima. Tiempo esperado de viaje 27.75 minutos.

El algoritmo para resolver este problema de asignación de tránsito fue implementado en
MATLAB, obteniendo primero el conjunto de ĺıneas atractivas y posteriormente asignando
los volúmenes en cada arista. Los detalles de este algoritmo se pueden consultar en el apéndice
A.1.
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Volumen de pasajeros en la ĺınea 1. Volumen de pasajeros en la ĺınea 2.

Volumen de pasajeros en la ĺınea 3. Volumen de pasajeros en la ĺınea 4.

Figura 1.3: Volumen de pasajeros sobre cada segmento de tránsito.

En suma, se obtiene lo que ya se hab́ıa ilustrado en la Figura 1.2, esto es, se asigna el 50 %
de pasajeros a la ĺınea 1 en el nodo O los cuales continúan su viaje en esa ĺınea hasta llegar
al nodo destino D. El otro 50 % de pasajeros fue asignado a la ĺınea 2, la cual pasa por los
nodos A y B, ningún pasajero desciende en A y todos llegan al nodo B. La ĺınea 3 que va de
A a D pasando por B, no lleva pasajeros en su primer segmento mientras que en el segundo,
se asigna el 8 % de los pasajeros. A la ĺınea 4, en su único segmento, se le asigna el 42 % de los
pasajeros. Se puede ver información un poco más detallada de la asignación en el Logbook
de EMME, como se muestra en la figura 1.4. La demanda total que se teńıa en este ejemplo
es de 100 pasajeros, la cual fue asignada en su totalidad. El número de abordajes es de 150,
esto es 100 abordajes en el nodo O (50 ĺınea 1 y 50 ĺınea 2) más 50 abordajes en el nodo B (8
ĺınea café y 42 ĺınea negra). También se tiene que 50 pasajeros tomaron sólamente una ĺınea
durante todo su viaje y que los otros 50 pasajeros tomarón dos ĺıneas, esto hace un promedio
de 1.5 ĺıneas por pasajero. En la gráfica de resultados 1.4 se aprecia la demanda total a cada
zona, en este caso, sólo se tiene un destino con una demanda de 100 pasajeros. También se
muestra como tiempo promedio el tiempo de la estrategia óptima calculado anteriormente.
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Figura 1.4: Resultados de una asignación de tránsito estándar.

1.2. El modelo básico sin congestión.

El objetivo del modelo es minimizar el tiempo total esperado de viaje y se construye
como una suma ponderada del tiempo de espera más el tiempo de viaje más el tiempo de
caminata. En el modelo básico el conjunto de todas las estrategias factibles es el conjunto
de elección de los viajeros, además, se considera que cada componente de viaje incluye un
tiempo constante de viaje a bordo de un veh́ıculo, aśı como una distribución de tiempos de
espera. Antes de construir dicho modelo introducimos la siguiente notación::

A+
i (A−i ): conjunto de aristas de salida (entrada) desde el nodo i ∈ N .

ta ≥ 0: tiempo de viaje sobre la arista a.

Ga: función de distribución del tiempo de espera, es decir:

Ga(x) = probabilidad {tiempo de espera sobre la arista a ≤ x }

W (A+
i ): tiempo de espera promedio para el arribo del primer veh́ıculo que sirve cual-

quiera de las aristas a ∈ A+
i . A éste se le denomina el tiempo de espera combinado de

las aristas a ∈ A+
i .

Pa(A
+
i ): probabilidad de que la arista a ∈ A+

i sea servida primero (de entre las aristas
A+
i ). Por conveniencia se define Pa(A

+
i ) = 0 si a ∈ A− A+

i .
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Ā: Conjunto de aristas a ∈ A que definen una estrategia.

va: volumen esperado de pasajeros sobre la arista a ∈ A.

vi: volumen esperado de pasajeros en el nodo i ∈ N .

gi: demanda de pasajeros del nodo i ∈ N − {q} al nodo q.

Retomado la construcción del modelo básico, observése que dada una estrategia Ā y las
demandas gi, se realiza una asignaćıon en la red dando lugar a los volúmenes de arista (arco)
va. Por otro lado, el volumen de pasajeros vi en un nodo i ∈ N es la suma de los volúmenes
en todas las aristas de llegada y de la demanda en ese nodo. Es decir, se satisface la siguiente
relación de balance de flujos:

vi =
∑
a∈A−i

va + gi, ∀i ∈ N (1.1)

El volumen vi de viajeros acumulados en el nodo i se distribuye sobre las aristas salientes de
acuerdo a sus probabilidades de arista bajo la estrategia Ā:

va = Pa(A
+
i )vi, a ∈ A+

i , i ∈ N (1.2)

Una estrategia óptima Ā∗ minimiza la suma del tiempo total de viaje sobre las aristas más
el tiempo total de espera sobre los nodos. Tomando en cuenta esto y la relación de balance
de flujo (1.1), el modelo de optimización general toma la siguiente forma:

mı́n
∑
a∈A

tava +
∑
i∈N

W (Ā+
i )vi (1.3)

sujeta a: vi ≥ 0, (1.4)

que se complementa con las restricciones (1.1) y (1.2). Como caso especial, se puede consi-
derar una distribución de tiempos de espera para cada arista como un parámetro positivo
fa denominado la frecuencia de la arista. Con esta suposición, se derivan expresiones para el
tiempo promedio de espera combinado y las probabilidades de arista:

W (Ā+
i ) =

α∑
a∈Ā+

i
fa
, α > 0 (1.5)

Pa(Ā
+
i ) =

fa∑
b∈Ā+

i
fb
, a ∈ Ā+

i (1.6)

El caso α = 1 corresponde a una distribución exponencial de tiempos de inter−arribo de
veh́ıculos, con media 1/fa, además de una tasa uniforme de arribo de pasajeros en los nodos.
El caso α = 1/2 es una aproximación de un tiempo de inter−arribo constante 1/fa para los
veh́ıculos en la arista a. Como las probabilidades de arista (1.6) son independientes de las
unidades en que se especifica fa, es posible escalar las frecuencia por el factor 1/fa. Por lo
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tanto, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que α = 1.

Como puede observarse el problema (1.3) con las restricciones (1.1) y (1.2) es no lineal.
Sin embargo, es posible transformar este problema sustituyendo en el segundo sumando el
tiempo de espera de todos los viajeros en cada nodo i, [37]:

ωi =
vi∑

a∈A+
i
χafa

(1.7)

obteniendo el siguiente problema equivalente de programación lineal:

mı́n
∑
a∈A

tava +
∑
i∈N

ωi, (1.8)

sujeta a:
∑
a∈A+

i

va −
∑
a∈A−i

va = gi, i ∈ N (1.9)

va ≤ faωi, a ∈ A+
i , i ∈ N (1.10)

va ≥ 0, a ∈ A (1.11)

En [37] se demuestra formalmente que este problema es equivalente al problema no lineal
previo.

En la práctica no se resuelve directamente el problema lineal (1.8)−(1.11), sino su for-
mulación dual, debido a que es mucho más fácil de resolver y permite calcular la estrategia
óptima en forma eficiente utilizando programación dinámica. Esto último hace posible su
aplicación a redes de gran tamaño como la del Valle de México, [11]. En el problema dual se
maximiza el tiempo total esperado de viaje ui desde cada nodo i al nodo destino q:

máx
∑
i∈N

giui (1.12)

sujeto a ciertas restricciones de las variables duales asociadas. Una vez calculada la estrategia
óptima se pueden asignar fácilmente los volúmenes sobre cada arco. Para mayores detalles se
puede consultar [11] y [37].

El modelo lineal no toma en cuenta la congestión que se presenta en las horas de mayor
demanda, como las horas pico, ni tampoco la capacidad limitada de los veh́ıculos de trans-
porte. A pesar de ello este modelo es muy útil cuando se utiliza como elemento básico en la
construcción y solución de modelos más generales.

1.3. Asignación con congestionamiento.

En esta parte se toma en cuenta cómo la congestión afecta los tiempos de espera promedio
y los tiempos de viaje y, por lo tanto, los flujos (distribusión de los volúmenes de pasajeros
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sobre los arcos). El modelo está basado en resultados de trabajos previos, [6] y [7]. En el últi-
mo trabajo se extienden los resultados para obtener una nueva caracterización de los flujos
de equilibrio, la cual permite formular un problema de optimización equivalente en términos
de una función de holgura, y que se anula en el equilibrio. Esta nueva formulación del mo-
delo permite trabajar con tiempos de viaje dependientes del flujo y es una generalización de
modelos de equilibrio en redes de tránsito basados en estrategias. El enfoque permite obtener
un algoritmo que se ha aplicado exitosamente en redes de tránsito de gran tamaño.

La congestión sobre los arcos se modela introduciendo funciones (de congestión) que se
definen como la suma de un costo fijo t0a más una función de demora da(va), es decir:

ta(va) = t0a[1 + da(va)], con da(0) = 0

Las funciones de demora da(x) son funciones no−negativas, continuas y crecientes que mo-
delan la incomodad en veh́ıculos congestionados. Los tipos de funciones más utilizados son:
funciones BPR (Bureau of Public Roads) y las funciones cónicas [35]. Debido a que los costos
de viaje dependen de los volúmenes, los modelos resultantes ya no pueden ser lineales y solo
es posible apelar a ciertos principios para el planteamiento de los problemas como el principio
de Wardrop [42], el cual afirma que, para todos los pares origen−destino las estrategias que
llevan flujo son de costo generalizado mı́nimo y las que no llevan flujo son de costo mayor o
igual al mı́nimo.

Por otro lado, una demanda excesiva puede provocar que ciertos pasajeros decidan no
abordar el primer veh́ıculo debido a la capacidad limitada de los mismos. Conforme los
segmentos de tránsito se congestionan los niveles de comodidad disminuyen y los tiempos
de espera aumentan. En este tipo de situaciones los tiempos de espera pueden modelarse
con fórmulas de colas de estado estacionario que toman en cuenta la capacidad residual
de los veh́ıculos, aśı como el número de abordajes y de descensos. Una forma de modelar
este fenómeno es multiplicar el headway original, sin congestionamiento, por un factor para
obtener un headway percibido o ajustado:

headwaypercibido = headwayoriginal
1

1−
(

subidas
capacidad residual

)β
donde β es un parámetro positivo menor que uno. Estos headways dan lugar a frecuencias de
ĺınea, denomindas frecuencias efectivas, que dependen del volumen en los arcos. En este caso
la decisión óptima de un pasajero puede ser afectada por las decisiones de otros, por lo que
es posible que haya más de una estrategia óptima. En trabajos sucesivos sobre el problema
de ĺıneas comunes [6] y [7], se extiende el modelo de equilibrio de tránsito para incluir tanto
el congestionamiento dentro de los veh́ıculos como los tiempos de espera crecientes. En esta
versión del modelo asignación de tránsito, la caracterización de equilibrio en términos de
las condiciones de Wardrop produce un problema mucho más complicado. En particular, se
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demuestra que un flujo de tránsito es de equilibrio si éste minimiza la siguiente función:

Gap(v) =
∑
q∈Q

[∑
a∈A

ta(v)va +
∑
i∈N

ωi −
∑
i∈N

giui

]
(1.13)

complementada con restricciones análogas a las del modelo lineal, y cuyo mı́nimo global es
cero. Es decir, el tiempo total de tránsito menos el tiempo sobre las estrategias más cortas
es igual a cero en el óptimo. Este es un problema considerablemente más dif́ıcil, debido
a que no tiene una formulación equivalente en términos de un problema diferenciable de
optimización convexa. Por esta razón, se utiliza el algoritmo de promedios sucesivos, el cual
es un algoritmo iterativo de tipo heuŕıstico que permite acercase al óptimo mediante la
solución de un problema lineal en cada iteración y el promediado de las soluciones sucesivas
obtenidas. La función Gap permite monitorear el acercamiento al óptimo global y sirve como
criterio de paro, para mas detalles consultar [6] y [7].



Caṕıtulo 2

Estimación de matrices de demanda.

Considérese la red de la figura 2.1. La red está conformada por nueve nodos, de los cuales
supondremos que los nodos del 1 al 5 son centroiodes y los nodos del 6 al 9 son regulares.

Figura 2.1: Ejemplo de una red pequeña con 9 nodos.

Una matriz de demanda asociada a dicha red puede ser la siguiente:

M =


0 2 4 7 3
10 0 3 5 1
2 2 0 6 8
5 3 8 0 5
6 9 5 3 0


en donde las entradas de la matriz M = {mi,j} indican la cantidad de pasajeros que se trans-
portan del nodo i al nodo j, por ejemplo, se tiene una demanda de 10 pasajeros que van del
nodo 2 al nodo 1. Es importante conocer la matriz de demanda para una red de transporte ya
que con ella será posible hacer asignaciones de tránsito y de esta manera conocer el flujo de
personas sobre los arcos para poder mejorar el sistema de transporte o prevenir situaciones
de contingencia.

En la actualidad, para obtener una matriz de demanda de transporte, es necesario ha-
cer algunos estudios y encuestas para generar dicha información. En México, el organismo

11



12 CAPÍTULO 2. ESTIMACIÓN DE MATRICES DE DEMANDA.

que se encarga de realizar dichos estudios es el Instituto Nacional de Estad́ıstica y Geograf́ıa
(INEGI), [21]. Estos datos son procesados y enviados al organismo de vialidad correspondien-
te, encargado de formular y conducir el desarrollo integral del transporte, aśı como planear
y operar las vialidades en la zona de interés. En ocasiones, dado el inmenso trabajo que se
debe hacer para obtener una matriz de demanda, los datos resultantes son liberados años
mas tarde, lo cual provoca que al momento que se quiere hacer un estudio del impacto de un
posible escenario en una red de transporte, los resultados obtenidos no serán actuales.

En este caṕıtulo se estudiarán los modelos y técnicas para estimar matrices de demanda
haciendo uso de información conocida a priori.

2.1. Modelos para estimación de matrices.

Existen maneras de hacer uso de la información obtenida años antes, combinándola con
información más reciente y de esta manera tener una mejor aproximación de la matriz de
demanda actual. Una de estas maneras es el balance de matrices, en el cual se considera el
número total de pasajeros que inician y terminan su viaje en cada una de las zonas, el méto-
do consiste en encontrar parámetros, tales que al multiplicarlos por la matriz de demanda
anterior, se genere una nueva matriz de demanda que coincida con los conteos en las zonas
donde se origina y termina el tránsito. Algunos de estos modelos de ajuste de demanda de
transporte se han derivado de las leyes de la f́ısica, de los cuales los mejor conocidos son el
modelo gravitacional [4] y el modelo de la entroṕıa [43] y [44]. En este caṕıtulo se presentan
sus derivaciones matemáticas y se muestra que éstas son equivalentes.

2.1.1. Modelo gravitacional.

Considérese el conjunto de oŕıgenes, denotado por P , y el conjunto de destinos, denotado
por Q. La entrada de la matriz que corresponde a la p−ésima fila (p ∈ P ) y la q−ésima
columna (q ∈ Q) se denota por gpq. Se supone que se conocen estimaciones anteriores de
la matriz O−D a partir de trabajo de campo y que este conjunto de datos se utiliza para
formar la matriz a priori G. El número total de viajes que salen de origen p se denota por
Op, mientras que el número total de los viajes que llegan al destino q se denota por Dq. El
modelo gravitacional se construye usando una analoǵıa a la ley de gravitación universal de
Newton, en el cual se supone que el número de viajes gpq entre el origen p y el destino q es
proporcional al número Op de personas que abandonan p y al número de personas Dq que
llegan a q, y que es inversamente proporcional al cuadrado del costo generalizado cpq al viajar
de p a q, esto es

gpq = α
OpDq

c2
pq

, p ∈ P q ∈ Q (2.1)

Este modelo se puede generalizar introduciendo una función que depende del costo

gpq = αOpDqf(cpq) p ∈ P q ∈ Q (2.2)
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En donde la función de disuasión f(cpq) puede tener las siguientes formas:

Exponencial: f(cpq) = e−βcpq .

Polinomial: f(cpq) = c−ηpq .

Combinación de funciones: f(cpq) = cηpqe
−βcpq .

En dichas funciones los parámetros β y η deberán ser calculados dependiendo del contexto.

2.1.2. Modelo de máxima entroṕıa.

Otro de los modelos teóricos que se encuentra en la literatura con mayor frecuencia es
el llamado modelo de la entroṕıa, en el cual se supone que para una determinada matriz
O−D, cada micro estado correspondiente es equiprobable y esto ocurre cuando la entroṕıa
del sistema es máxima. Para el caso de balance de matrices O−D, los micro estados pueden
interpretarse como los posibles pares origen destino que utilizan cierto arco de la red, y en
este modelo, cada par origen destino es igual de probable que otro. La entroṕıa de un sistema
está dada por:

E(g) =

( ∑
pq∈PQ

gpq

)
!∏

pq∈PQ

gpq!
(2.3)

en donde pq ∈ PQ significa que p ∈ P y q ∈ Q, y aśı se entenderá de ahora en adelante.
Como no se conoce más información, como por ejemplo los costos de viaje, entonces la matriz
O−D más probable se obtiene por:

máx
gpq

( ∑
pq∈PQ

gpq

)
!∏

pq∈PQ

gpq!
(2.4)

Además debe cumplir las condiciones de conservación y de no negatividad:∑
q∈Q

gpq = Op p ∈ P (2.5)∑
p∈P

gpq = Dq q ∈ Q (2.6)

gpq ≥ 0. pq ∈ PQ (2.7)

Definiendo

E ′ = logE = log

( ∑
pq∈PQ

gpq

)
!−

∑
pq∈PQ

log gpq!



14 CAPÍTULO 2. ESTIMACIÓN DE MATRICES DE DEMANDA.

y usando la aproximación de Stirling [10], se obtiene:

E ′ = log

( ∑
pq∈PQ

gpq

)
!−

∑
pq∈PQ

(gpq log gpq − gpq)

Como el primer término permanece constante, es posible omitirlo en el proceso de maximi-
zación, reduciendo el problema a:

máx
gpq

E ′′ = −
∑
pq∈PQ

(gpq log gpq − gpq) (2.8)

sujeto a las condiciones (2.5)−(2.7). Como f(gpq) = gpq − gpq log gpq es una función cóncava,
y la suma de funciones cóncavas es cóncava, entonces la función objetivo (2.8) es cóncava.
Además lo es de manera estricta, es por esto que el problema (2.8) sujeto a (2.5)−(2.7) tiene
solución única.

Si se conoce información de la matriz a priori Gpq, esta información puede ser incluida de
la siguiente manera:

máx
gpq

E ′′ = −
∑
pq∈PQ

(gpq log(gpq/Gpq)− gpq) (2.9)

en donde Gpq es el número de viajes de p a q de acuerdo a la información a priori.

Hasta este punto, no se ha considerado el impacto que tienen los costos de viaje en la
demanda, esto puede hacerse agregando la siguiente restricción:∑

pq∈PQ

gpqcpq = C (2.10)

En esta última igualdad, C es el costo generalizado total que perciben todos los usuarios del
sistema. Formulando el Lagrangiano del nuevo problema se tiene:

L(g) = −
∑
pq∈PQ

(gpq log(gpq/Gpq)− gpq) +
∑
p∈P

λ1p

(
Op −

∑
q∈Q

gpq

)

+
∑
q∈Q

λ2q

(
Dq −

∑
p∈P

gpq

)
+ λ3

(
C −

∑
pq∈PQ

gpqcpq

)
Las condiciones de primer orden son:

∂L(g)

∂gpq
= − log

gpq
Gpq

− λ1p − λ2q − λ3cpq = 0

Despejando gpq se obtiene:
gpq = Gpqe

−λ1p−λ2q−λ3cpq
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= Gpqe
−λ1pe−λ2qe−λ3cpq

Denotando ap = e−λ1p y bq = e−λ2q y α = apbq, cuando se utiliza la información a priori
contenida en G, se obtiene el modelo gravitacional con una función de disuasión exponencial:

gpq = Gpqapbqe
−λ3cpq

Es posible obtener un modelo gravitacional con función de disuasión polinomial, en lugar
de exponencial, si se reemplaza la condición (2.10) por:∑

pq∈PQ

gpq log cpq = C

En este caso, descartando la información a priori, el Lagrangiano y las condiciones de primer
orden son las siguientes:

L(g) = −
∑
pq∈PQ

(gpq log(gpq)− gpq) +
∑
p∈P

λ1p

(
Op −

∑
q∈Q

gpq

)

+
∑
q∈Q

λ2q

(
Dq −

∑
p∈P

gpq

)
+ λ3

(
C −

∑
pq∈PQ

gpq log cpq

)
∂L(g)

∂gpq
= − log gpq − λ1p − λ2q − λ3 log cpq = 0

Despejando nuevamente gpq se obtiene:

gpq = e−λ1pe−λ2qc−λ3pq

El cual es el modelo gravitacional pero con una función de disuasión polinomial:

gpq = apbqc
−λ3
pq

Aunque el modelo gravitacional y el modelo de entroṕıa se basan en diferentes supuestos,
se ha demostrado que ambos modelos son equivalentes matemáticamente.

Por último, si en lugar de cpq se toma cpq − log cpq en (2.10) y formulando el Lagrangiano
del nuevo problema se obtiene:

L(g) = −
∑
pq∈PQ

(gpq log(gpq/Gpq)− gpq) +
∑
p∈P

λ1p

(
Op −

∑
q∈Q

gpq

)

+
∑
q∈Q

λ2q

(
Dq −

∑
p∈P

gpq

)
+ λ3

[
C −

∑
pq∈PQ

gpq (cpq − log cpq)

]
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Las condiciones de primer orden son:

∂L(g)

∂gpq
= − log

gpq
Gpq

− λ1p − λ2q − λ3 (cpq − log cpq) = 0

Despejando gpq se obtiene:
gpq = Gpqe

−λ1p−λ2q−λ3cpqcλ3pq

= Gpqe
−λ1pe−λ2qe−λ3cpqcλ3pq

Denotando ap = e−λ1p y bq = e−λ2q , se obtiene el modelo gravitacional con una función de
disuasión combinada:

gpq = Gpqapbqe
−λ3cpqcλpq

2.2. Métodos de balance de matrices.

Considérese el problema de determinar una matriz origen destino g con las siguientes
restricciones para la matriz g: ∑

q∈Q

gpq = Op, ∀p ∈ P (2.11)∑
p∈P

gpq = Dq, ∀q ∈ Q (2.12)

Existen métodos muy simples para actualizar la matriz O−D, los cuales hacen uso del número
real de viajes que se originan en cada zona Op y el número efectivo de viajes que terminan en
cada zona Dq. Estos métodos, además de considerar las restricciones de conservación (2.11)
y (2.12), pueden incluir también otras condiciones como cotas superiores de las entradas de
la matriz O−D.

2.2.1. Método biproporcional estándar.

El método estándar de balance biproporcional de matrices, también conocido como méto-
do de Fratar [25] o método de Furness [18] consiste en encontrar ap y bq para cada origen
p ∈ P y destino q ∈ Q tales que, al multiplicarse por los correspondientes renglones y co-
lumnas de la matriz conocida a priori Gpq, los totales marginales de la matriz resultante gpq
corresponden a los oŕıgenes Op y los destinos Dq. Esto puede expresarse en las siguientes
ecuaciones:

gpq = apbqGpq p ∈ P, q ∈ Q, (2.13)∑
q∈Q

gpq = Op, p ∈ P (2.14)∑
p∈P

gpq = Dq, q ∈ Q (2.15)
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Siguiendo a Florian [15], el problema anterior también puede expresarse como un problema
de optimización convexa y también puede encontrarse en la literatura como problema de
transporte de máxima entroṕıa. El problema puede escribirse como:

mı́n
∑
pq∈PQ

gpq(ln gpq − lnGpq − 1) (2.16)

sujeto a las condiciones (2.14) y (2.15).

Definiendo αp y βq como las variables duales asociadas a las restricciones (2.14) y (2.15)
y de las condiciones de optimalidad de Kuhn−Tucker se obtiene la siguiente expresión:

�
�
��gpq
1

gpq
+ ln gpq − lnGpq − �1 + αp + βq = 0

⇒ ln gpq = lnGpq − αp − βq
gpq = e−αp−βqGpq, pq ∈ PQ (2.17)

recordando que pq ∈ PQ significa p ∈ P y q ∈ Q. Considerando ap = e−αp y bq = e−βq ,
pq ∈ PQ, el problema anterior corresponde al problema planteado en la ecuación (2.13).
Además, la formulación dual del problema (2.16) se puede escribir como el siguiente problema
de optimización sin restricciones:

mı́n
α,β

∑
pq∈PQ

Gpqe
−αp−βq +

∑
p∈P

αpOp +
∑
q∈Q

βqDq (2.18)

Si el coeficiente de proporción α de la ecuación (2.2) se separase en dos factores de balance
α = apbq, y considerando las restriccionenes (2.11) y (2.12), el problema se puede resolver
con el método de Furnes.

El modelo estándar de balance biproporcional de matrices se caracteriza por ser factible
cuando

∑
p∈P Op =

∑
q∈QDq y Gpq > 0 para todo pq ∈ PQ. Es fácil ver que para este

problema se pueden combinar las ecuaciones (2.13) y (2.14) para despejar ap y balancear los
oŕıgenes, posteriormente combinar las ecuaciones (2.13) y (2.15) para despejar bq y balancear
los destinos. El algoritmo de solución se incluye en el apéndice A.2.

2.2.2. Método biproporcional con cotas superiores.

En esta sección se introduce una extensión del modelo definido en la sección anterior,
en donde se imponen cotas superiores Upq a los elementos de la matriz resultante gpq. La
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formulación del problema extendido es la siguiente:

mı́n
∑
pq∈PQ

gpq (ln gpq − lnGpq − 1) (2.19)

sujeto a:
∑
q∈Q

gpq = Op, p ∈ P (2.20)∑
p∈P

gpq = Dq, q ∈ Q (2.21)

gpq ≤ Upq, pq ∈ PQ (2.22)

Utilizando nuevamente αp y βq como las variables duales asociadas a las restricciones (2.20)
y (2.21) y agregando la nueva variable dual µpq asociada a la condición de la cota superior
(2.22), se pueden escribir las condiciones de Kuhn−Tucker del problema anterior como:

ln gpq − lnGpq + αp + βq + µpq = 0, pq ∈ PQ (2.23)

µpq(Upq − gpq) = 0, pq ∈ PQ. (2.24)

La condición de optimalidad (2.23) puede reescribirse como:

gpq = Gpqe
−αp−βq−µpq , pq ∈ PQ (2.25)

Aplicando la condición de holgura complementaria (2.24) para la variable dual µpq y distin-
guiendo los casos cuando µpq = 0 y µpq > 0, la ecuación (2.25) se convierte en:

gpq =

{
Gpqe

−αp−βq = apbqGpq si µpq = 0

Upq Otro caso
(2.26)

la cual puede escribirse de manera más concisa como:

gpq = mı́n{Gpqe
−αp−βq , Upq} = mı́n{apbqGpq, Upq}, pq ∈ PQ (2.27)

Nótese que la formulación anterior no contiene expĺıcitamente las variables duales µpq.

Formulando el Lagrangiano del problema dual se obtiene:

mı́n
α, β
µ ≥ 0

−L(α, β, µ) =
∑
pq∈PQ

Gpqe
−αp−βq−µpq +

∑
p∈P

αpOp +
∑
q∈Q

βqDq +
∑
pq∈PQ

µpqUpq (2.28)

y es fácil observar que a excepción de la no−negatividad de µpq, el problema dual es esencial-
mente un problema sin restricciones. Para este tipo de problemas, se sabe que el método de
descenso en direcciones canónicas converge a la solución óptima [27]. Por lo tanto se puede
utilizar este método para resolver el problema dual (2.28) y encontrar los valores óptimos
de las variables duales. Si el problema primal (2.19) es factible, los valores óptimos de las
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variables duales αp y βq se sustituyen en la ecuación (2.27) para obtener la solución óptima
del problema primal.

Aplicar el método de descenso en las direcciones canónicas al problema (2.28) significa
resolver ćıclicamente las condiciones de optimalidad de primer orden respecto a las variables
duales correspondientes. Esto implica encontrar los ceros de las primeras derivadas parciales
de la función objetivo dual respecto a las variables duales.

∂L(α, β, µ)

∂αp
= −

∑
q∈Q

Gpqe
−αp−βq−µpq +Op = 0, p ∈ P, (2.29)

∂L(α, β, µ)

∂βq
= −

∑
p∈P

Gpqe
−αp−βq−µpq +Dq = 0, q ∈ Q, (2.30)

∂L(α, β, µ)

∂µpq
= −Gpqe

−αp−βq−µpq + Upq = 0, ∀µpq > 0. (2.31)

Observando que (2.31) es equivalente a (2.27), se pueden combinar (2.29) y (2.31) en una
sola condición mas simple:∑

q∈Q

mı́n{apbqGpq, Upq} = Op, p ∈ P (2.32)

y las condiciones (2.30) y (2.31) se pueden combinar como:∑
p∈P

mı́n{apbqGpq, Upq} = Dq, q ∈ Q (2.33)

La introducción de las cotas superiores influye en la factibilidad del problema de la misma
manera en que influyen los ceros en la matriz Gpq. Las condiciones necesarias de factibilidad
son: ∑

q∈Q

Upq ≥ Op p ∈ P (2.34)∑
p∈P

Upq ≥ Dq q ∈ Q (2.35)

El algoritmo de solución se basa en resolver iterativamente las ecuaciones (2.32) y (2.33).

Para resolver el problema de balance biproporcional de matrices con cotas superiores
(2.19) se propone utilizar un algoritmo que consta de dos partes. Por un lado se realiza el
balance respecto a los coeficientes ap, bq, asumiendo que es posible encontrar x que resuelve
el problema del tipo

∑
i mı́n{xfi, ui} = T , ver algoritmo 1 del apéndice A.3. En el algorit-

mo 2 del apéndice A.3 se considera el subproblema de encontrar el factor x, ordenando los
elementos i de acuerdo a los cocientes ui/fi y revisando ordenadamente en los elementos si
el valor óptimo x se encuentra entre dos coeficientes consecutivos ui/fi. En esta sección se
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agregó una cota superior al método biproporcional, pero esto puede aplicarse también a otro
tipo de métodos, aunque esto ya no se muestra en este trabajo.

La naturaleza multiplicativa de los métodos vistos anteriormente, implica que las entradas
de la matriz O−D que son inicialmente cero permanecerán aśı durante el balance, aunque
si se desea, esto se puede cambiar asignando valores pequeños llamados semillas a dichas
entradas para permitirles que aumente su valor. Para ejemplificar estos métodos considérese
una red de transporte en dos cuadras de cualquier ciudad representada en la figura 2.2.

Figura 2.2: Red de dos centroides con tres ĺıneas de transporte.

Supóngase que mediante una serie de encuestas se obtuvo una matriz de demanda G y el
total de viajes originados y terminados en cada nodo.

G =

(
0 280

179 0

)
; O =

(
300
150

)
; D =

(
150 300

)
Como puede observarse, la suma de renglones de G no corresponde a los oŕıgenes ni la su-
ma de las columnas de G corresponde al los destinos, esto quiere decir que la matriz G no
está balanceada. Aplicando el algoritmo para balance biproporcional de matrices con cotas
superiores, apéndice A.3, considerando como cota la suma total de oŕıgenes y destinos, en
dos iteraciones se obtiene:

a = (1.0714 0.8380); b = (1 1); g =

(
0 300

150 0

)
Como se ve, la suma de los renglones y de las columnas de la matriz g si corresponden a los
oŕıgenes y destinos, respectivamente, conocidos en los nodos. Esto quiere decir que la matriz
encontrada g representa de manera mas precisa la demanda entre los dos nodos de la red, esto
quiere decir que hay 300 personas en el nodo 1 que desean ir al nodo 2, y que 150 personas
del nodo 2 desean ir al nodo 1. En el caṕıtulo 6, se muestra este mismo método aplicado a
la red de transporte de la ciudad de Winnipeg.
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2.2.3. Método triproporcional.

Otro de los métodos simples es el método tri-proporcional, el cual incluye información
sobre los costos de viaje además de las restricciones (2.14) y (2.15). Los datos de distribución
de costos proporcionan el número total de viajes correspondientes a cada intervalo de costo
agregado. Esto puede hacerse agragando la siguiente restricción.∑

p∈P,q∈Q

gpqδ
I
pq = RI ∀I. (2.36)

en donde RI es el número de viajes asociado al intervalo I y δIpq es 1 si el costo de p a q
está en el intervalo I, y es cero en otro caso. El procedimiento de este método es similar al del
método de Fratar, consiste en ajustar cada una de las restricciones de manera sucesiva e iterar
hasta alcanzar la convergencia o alcanzar un número máximo de iteraciones. Se considera que
este método es un poco mejor que el de Fratar, pero sólo cuando se conoce la distribución de
costos de viaje, además se supone que esta información es independiente de las variaciones de
demanda; es por esto que este método resulta útil pero sólo cuando se buscan aproximaciones
a corto plazo. El algoritmo correspondiente se incluye en el apéndice A.4.
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Caṕıtulo 3

Métodos de conteo.

Los modelos y métodos introducidos en el caṕıtulo anterior, aunque son muy sencillos y
fáciles de realizar computacionalmente, tienen el inconveniente de que necesitan información
que es dif́ıcil de obtener en la práctica. Para poder aplicarlos, es necesario conocer el número
de viajes Op que salen de cada origen p y el número de viajes Dq que llegan a cada destino q
de la red. En una red de gran tamaño es prácticamente imposible conocer, o al menos esti-
mar, esta información de manera confiable, a menos que se tengan poĺıticas de actualización
de la información en forma periódica, lo cual no sucede en México. Por esta razón, en este
trabajo se opta por estudiar modelos y métodos en los que la información que se requiere
se pueda obtener en forma realista y económica. A continuación se introducen una clase de
modelos basados en la observación de flujos sobre un conjunto de arcos o segmentos de la red
de transporte.

Las técnicas de estimación de matrices basadas en la observación de flujos han sido am-
pliamente desarrolladas, principalmente por el bajo costo que requiere la obtención de dichos
datos. Todos ellos se basan en las ecuaciones de asignación

va =
∑
pq∈PQ

V a
pqgpq (3.1)

en donde g = {gpq} es el elemento del renglón p y la columna q de la matriz de demanda,
V a
pq es la proporción del volumen de pasajeros que van del nodo p al nodo q y que utilizan el

arco a, va es el volumen total sobre el arco a.

Es importante aclarar que la estimación de la matriz de demanda utilizando conteos
dependerá del método utilizado para el proceso de asignación. Generalmente se consideran
dos tipos de modelos, en uno se supone que la fracción de volumen V a

pq no depende de la
congestión en los arcos o segmentos de tráfico y se consideran asignaciones del tipo “todo o
nada”, en el otro se consideran los efectos de la congestión y las resricciones de capacidad
basándose en los principios de conservación de Wardrop [42] y la transformación de Beckman
[1]. A continuación se presentarán tres modelos basados en la observación de flujos en un
conjunto predeterminado de arcos o segmentos de la red de transporte. En los primeros dos

23
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modelos se supone que V a
pq no depende de la congestión y que tampoco se puede obtener

directamente de la matriz O–D. Estos son el modelo de minimización de la información
(sección 3.1) y el modelo de entroṕıa (sección 3.2). El último modelo se introduce en la
sección 3.3, éste es un modelo de proyección basado en mı́nimos cuadrados generalizados, el
cual se estudia y desarrolla de manera exhaustiva en el Caṕıtulo 4.

3.1. Minimización de información.

En este método se sugiere el uso de una matriz que agregue la menor cantidad de in-
formación o incertidumbre posible a la información obtenida en los conteos. De acuerdo a
la distribución multinomial, la información contenida en un conjunto de N observaciones,
donde el estado k es observado nk número de veces, se define como:

I = − log

(
N !
∏
k

πnk
k

nk!

)
(3.2)

en donde πk es la probabilidad de observar el estado k. En este caso, el estado seŕıa el par
O−D pq, que se obtiene de observar a un usuario de la red que va de p a q. El número de
observaciones napq del estado pq en el arco a es el siguiente:

napq = gpqV
a
pq, pq ∈ PQ (3.3)

en donde V a
pq es la fracción de volumen observado de p a q en el arco a, esta cantidad está entre

0 y 1. La probabilidad del estado pq πapq está dada por:

πapq =
GpqV

a
pq∑

pq∈PQ

GpqV
a
pq

(3.4)

Sustituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2), se obtiene la información Ia contenida en va observaciones
sobre el arco a, (ver [41]):

Ia(g) = − log va!
∏

pq∈PQ

(
GpqV a

pq

Sa

)gpqV a
pq

(gpqV a
pq)!

(3.5)

en donde Sa =
∑
pq∈PQ

GpqV
a
pq. Por las propiedades de los logaritmos la ecuación (3.5) se pude

expresar como:

Ia(g) =
∑
pq∈PQ

log(gpqV
a
pq)!− log va!−

∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log

(
GpqV

a
pq

Sa

)
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Usando la aproximación de Stirling y haciendo uso de (3.1) se obtiene:

Ia(g) =
∑
pq∈PQ

[
gpqV

a
pq log(gpqV

a
pq)−����gpqV

a
pq

]
− va log va +��va +

∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log

(
Sa

GpqV a
pq

)

Ia(g) =
∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log(gpqV

a
pq)−

∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log va +

∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log

(
Sa

GpqV a
pq

)
Factorizando se obtiene:

Ia(g) =
∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq

[
log(gpqV

a
pq)− log va + log

(
Sa

GpqV a
pq

)]
Utilizando nuevamente las propiedades de los logaritmos queda:

Ia(g) =
∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log

(
Sagpq
vaGpq

)
La información total está dada por:

I(g) =
∑
a∈A

Ia(gpq) =
∑
a∈A

∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log

(
Sagpq
vaGpq

)
(3.6)

El problema se reduce a minimizar esta información bajo las restricciones (3.1). El Lagran-
giano asociado a este problema seŕıa el siguiente:

L(g) =
∑
a∈A

[ ∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq log

(
Sagpq
vaGpq

)
+ λa

( ∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq − va

)]
en donde λa es el multiplicador de Lagrange correspondiente al arco a. Las condiciones de
primer orden son las siguientes:

∂L(g)

∂gpq
=
∑
a∈A

[
V a
pq + V a

pq log

(
Sagpq
vaGpq

)
+ λaV

a
pq

]
= 0

⇒ log
∏
a∈A

(
Sagpq
vaGpq

)V a
pq

= −
∑
a∈A

(1 + λa)V
a
pq

⇒
∏
a∈A

(
Sagpq
vaGpq

)V a
pq

= e−
∑

a∈A(1+λa)V a
pq =

∏
a∈A

e−(1+λa)V a
pq

⇒
(
gpq
Gpq

)∑
a∈A

V a
pq

=

[∏
a∈A

va
Sa
e−(1+λa)

]V a
pq

Despejando gpq finalmente se obtiene:

gpq = Gpq

[∏
a∈A

va
Sa
e−(1+λa)

]V a
pq/

∑
a∈A

V a
pq
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3.2. Modelo de entroṕıa considerando el flujo.

Este modelo, como su nombre lo dice, se basa en el modelo de entroṕıa visto en la sección
2.1.2. La función (2.8) se maximiza considerando la restricción de flujo (3.1). El Lagrangiano
asociado a este problema es:

L(g) = −
∑
pq∈PQ

(gpq log gpq − gpq)−
∑
a∈A

λa

( ∑
pq∈PQ

gpqV
a
pq − va

)

en donde λa es el correspondiente multiplicador de Lagrange para el arco a. Las condiciones
de primer orden son las siguientes:

∂L(gpq)

∂gpq
= − log gpq −

∑
a∈A

λaV
a
pq = 0

Despejando gpq se obtiene:

gpq =
∏
a∈A

e−λaV
a
pq (3.7)

Es posible extender el modelo anterior haciendo uso de la información conocida a priori,
esto es puede hacerse reemplazando la ecuación (2.3) por:

E(g,G) =

( ∑
pq∈PQ

gpq

)
!
∏

pq∈PQ

 1

gpq

 Gpq∑
pq∈PQ

Gpq


gpq (3.8)

Aplicando logaritmos, utilizando la aproximación de Stirling y resolviendo el problema sujeto
a la restricción (3.1) se obtiene:

gpq = Gpq

∏
a∈A

( ∑
pq∈PQ

Gpq

) 1
m

e−λa

V a
pq

(3.9)

en donde m es el número de arcos considerados en el conteo.

3.3. Mı́nimos cuadrados generalizados.

El método de mı́nimos cuadrados generalizados consiste en la minimización de la distancia
entre la matriz conocida a priori G y la matriz calculada g, y entre los volúmenes observados
Va y los asignados va. La función objetivo que se desea minimizar es:

mı́n
g
Z(g) =

∑
pq∈PQ

wGpq(gpq −Gpq)
2 + γ

∑
a∈A

wVa (va − Va)2 (3.10)
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en donde A es el conjunto de arcos donde se realizan los conteos, va es el volumen asignado
con la matriz gpq, Va es el volumen observado en el arco a, wGpq es la confianza relativa que se
tiene en los datos Gpq, w

V
a es la confianza que se tiene en el valor Va, y γ es el peso relativo

global de los conteos comparados con los datos de la matriz a priori G. Los valores de {va}a∈A
se determinan a partir de los valores de g y la ecuación de asignación (3.1). Los parámetros
wGpq, w

V
a y γ se calculan a partir de la matriz de varianza−covarianza de los datos. De manera

más general, se puede denotar por ~b = (bi)
m
i=1 al vector de m observaciones, ~x = (xi)

n
i=1 al

vector de n variables a estimar, y
A : Rn → Rm

~x→ A~x

La relación lineal entre las variables y las observaciones, el problema de mı́nimos cuadrados
generalizados se puede definir como:

mı́n
~x∈Rn

1

2
||W (A~x−~b)||22 (3.11)

en donde W es una matriz de m ×m que contiene los errores de medición. T́ıpicamente se
considera a W como la matriz de varianza−covarianza de las observaciones ~b. Para mayores
detalles de este tipo de modelos se puede consultar [2].

Este tipo de modelos se pueden resolver numéricamente utilizando métodos iterativos
de descenso. Actualmente existen métodos muy efectivos para resolver problemas del tipo
(3.11) como son los métodos de gradiente conjugado y los métodos de subspacios de Krylov.
Sorpresivamente, nos hemos dado cuenta que estos métodos han sido muy poco usados en
el ámbito de la ingenieŕıa del transporte, y en algunos casos se utiliza solamente el método
básico de descenso máximo (steepest descent, en inglés). Lo anterior nos motiva a explorar
la aplicación del método de gradiente conjugado en este tipo de problemas. Finalmente,
queremos mencionar que los métodos vistos en las secciones anteriores de este caṕıtulo pueden
servir para generar un valor inicial para el método iterativo, aunque en este trabajo no se
utiliza esta recomendación, puesto que pensamos que es más natural tomar como valor de
comienzo la demanda conocida ‘a priori’, como se muestra en el caṕıtulo siguiente.



28 CAPÍTULO 3. MÉTODOS DE CONTEO.



Caṕıtulo 4

Métodos iterativos para estimación de
demanda.

Como se mencionó en la sección 3.3, el modelo de mı́nimos cuadrados generalizados con-
siste en la minimización de la distancia entre la matriz conocida a priori G y la matriz
calculada g, y entre los volúmenes observados Va y los asignados va. En este caṕıtulo se es-
tudiarán modelos simplificados, en donde se supondrá que ωGpq = 1 y ωVa = 1 en la ecuación
(3.10). Noriega y Florian [31] consideran además, un promedio ponderado entre la diferencia
de volúmenes y la diferencia de demanda de tal manera que la función objetivo que se desea
minimizar es:

mı́nZ(g) =
α

2

∑
a∈Ā

(v(g)a − Va)2 +
1− α

2

∑
pq∈PQ

(gpq −Gpq)
2 (4.1)

Sujeto a: v(g) = assign(g) (4.2)

en donde Ā es el conjunto de arcos donde se realizan los conteos, va es el volumen asignado
con la matriz gpq y Va es el volumen observado en el arco a, y 0 < α ≤ 1. La función assign(g)
se utiliza para indicar los volúmenes que resultan de una asignación de tránsito con la matriz
de demanda g.

Aunque la función objetivo de la ecuación (4.1) depende tanto de los volúmenes como
de la demanda, no debe perderse de vista que lo que se desea minimizar es la diferencia de
demandas y que el término correspondiente a los volúmenes se puede ver como una restricción
de igualdad aproximada de volúmenes, es decir, se quiere que los volúmenes calculados v(g)a
sean tan cercanos a los volúmenes medidos Va como sea posible. Considerando ésto, es posible
plantear el problema (4.1) simplemente penalizando el término correspondiente a la diferencia
de volúmenes, quedando de la siguiente manera:

mı́nZ(g) =
1

2

∑
pq∈PQ

(gpq −Gpq)
2 +

k

2

∑
a∈Ā

(v(g)a − Va)2 (4.3)

Sujeto a: v(g) = assign(g) (4.4)

en donde k es un coeficiente de penalización.

29
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4.1. El modelo simplificado de Spiess y el método de

máximo descenso.

4.1.1. El modelo simplificado.

Una simplificación del problema (4.3) es minimizar solamente la distancia entre los volúme-
nes observados y los asignados. Es decir, se escoge α = 1 en el modelo (4.1).

mı́nZ(g) =
1

2

∑
a∈A

(va(g)− Va)2 (4.5)

sujeta a: v = assign(g) (4.6)

En la expresión anterior Va son los volúmenes observados en un conjunto de arcos A de la red,
y los volúmenes va(g) son los resultantes de hacer una asignación con la matriz de demanda
g = {gpq}gp∈PQ. Debe considerarse que el modelo de asignación usado debe corresponder a
un problema de optimización convexa.

En esta sección la palabra “asignación” se refiere a una asignación de equilibrio, en donde
se supone que se cuenta con un conjunto de funciones no decrecientes de costo en las aristas
ta(va) de todos los arcos de la red a ∈ A que aseguran la convexidad del modelo. Este tipo de
problemas de asignación de equilibrio han sido estudiados ampliamente y se pueden resolver
de manera eficiente, ya sea por aproximación lineal sucesiva [16], [13], o por el método Partan
[14]. Dado que el problema de estimar la matriz, tal como se formula en (4.5), es altamente
indeterminado, se suele admitir un número infinito de soluciones óptimas. Por supuesto, en
el contexto de planificación real, se espera que la matriz resultante se parezca lo más posible
a la matriz inicial, ya que contiene información estructural importante en los movimientos
origen–destino.

4.1.2. El método de descenso.

Existen varios métodos iterativos de descenso (también llamados de tipo gradiente) para
encontrar el mı́nimo de una función diferenciable, suponiendo que se conoce un entorno del
punto donde ocurre el mı́nimo. Estos métodos parten de un valor inicial, a partir de la cual
se encuentran una sucesión de valores (descendentes), y que se espera sean cada vez más
cercanos al mı́nimo. Los métodos de descenso se distinguen entre śı por la dirección en la
que se escoge descender en cada iteración, y por el tamaño del paso que asegure un buen
descenso. Uno de los métodos más sencillos e intuitivos es el método de descenso máximo
(steepest descent), en donde se toma como dirección de descenso la opuesta al gradiente,
por ser la de máximo decrecimiento de la función en cada punto. Este método aplicado al
problema (4.5)–(4.6), cuando se toma directamente el gradiente con respecto a la variable g
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se escribe de la siguiente manera:

gl+1
pq =

Gpq para l = 0,

glpq − λl
[
∂Z(g)
∂gpq

]
glpq

para l = 1, 2, ...
(4.7)

en donde el tamaño del paso λl debe tomarse lo suficientemente pequeña para asegurar un
descenso en cada iteración, es decir para que que Z(gl+1) ≤ Z(gl). Si el gradiente se expresa
en las variables g como en la ecuación (4.7), esto implica que los cambios en la matriz de
demanda se miden de un modo absoluto. Esto implicaŕıa que los pares O–D con gpq = 0
también se verán afectados en el ajuste. Para una aproximación mas realista el gradiente
deberá basarse en los cambios en la demanda, esto puede escribirse como:

gl+1
pq =

Gpq para l = 0,

glpq

(
1− λl

[
∂Z(g)
∂gpq

]
glpq

)
para l = 1, 2, ...

(4.8)

Nótese que cuando se utiliza el gradiente relativo, el algoritmo se vuelve multiplicativo. Por
lo tanto, un cambio en la demanda es proporcional a la demanda en la matriz inicial y, en en
particular, los ceros se conservarán en el proceso, [36].

Para completar el algoritmo (4.8), es necesario calcular el gradiente en términos de los
flujos de arco, para lo cual es necesario establecer la relación entre los flujos de arco y los
flujos de ruta, como se indica a continuación.

Sea Spq el conjunto de caminos usados para cada par O–D, pq ∈ PQ, y hs el vector
correspondiente al flujo de ruta s ∈ Spq. El volumen de arista puede expresarse como:

va(g) =
∑
pq∈PQ

∑
s∈Spq

δashs, a ∈ A (4.9)

en donde δas es la matriz de incidencia entre flujos de arco y flujos de ruta, definida por

δas =

{
0 si a /∈ s (la arista a no se encuentra en la ruta s)

1 si a ∈ s (la arista a está contenida en la ruta s)
(4.10)

Usando las probabilidades de ruta en lugar de los flujos de ruta

πs =
hs
gpq

, s ∈ Spq, pq ∈ PQ (4.11)

la ecuación (4.9) puede reescribirse de la siguiente manera:

va(g) =
∑
pq∈PQ

gpq
∑
s∈Spq

δasπs, a ∈ A (4.12)
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En cada iteración del algoritmo de descenso, introducido por Spiess [36], se utiliza como
dirección de descenso un vector d, cuyas componentes son de la forma:

dpq = −gpq
∂Z(g)

∂gpq
, pq ∈ PQ. (4.13)

en donde es posible calcular la derivada parcial usando la regla de la cadena, obteniendo:

∂Z(g)

∂gpq
=
∂Z(g)

∂va

∂va
∂gpq

=
∑
a∈A

∂va(g)

∂gpq
(va(g)− Va) , pq ∈ PQ (4.14)

Asumiendo que las probabilidades sobre cada ruta son constantes, de la ecuación (4.12) se
obtiene:

∂va
∂gpq

=
∑
s∈Spq

δasπs, a ∈ A, pq ∈ PQ. (4.15)

Sustituyendo la ecuación (4.15) en la ecuación (4.14) se obtiene:

∂Z(g)

∂gpq
=
∑
a∈A

∑
s∈Spq

δasπs (va − Va) =
∑
s∈Spq

πs
∑
a∈A

δas (va − Va) , pq ∈ PQ (4.16)

Para implementar el método de máximo descenso (4.8), es necesario dar un tamaño de
paso adecuado λl. Si se eligen pasos muy pequeños se asegura que Z(g) disminuya en cada
iteración, sin embargo se requiere un gran número de pasos para llegar al mı́nimo. Por el
contrario, si se eligen tamaños de paso muy grandes, es posible que Z(g) vaya creciendo y
se pierda la convergencia. Aśı, el tamaño de paso óptimo λ∗ dada una demanda g puede
calcularse resolviendo el siguiente sub−problema de minimización unidimensional.

mı́n
λ
φ(λ) = Z

(
gpq

(
1− λ∂Z(g)

∂gpq

))
(4.17)

sujeto a: λ
∂Z(g)

∂gpq
≤ 1, ∀pq ∈ PQ, con gpq > 0 (4.18)

Por tal motivo, es de interés evaluar los volúmenes de arco con la ”nueva matriz de demanda”g+
λd. De acuerdo a (4.12) se tiene:

va(g + λd) =
∑
pq∈PQ

(gpq + λ dpq)
∑
s∈Spq

δas πs, en donde ahora πs =
hs

gpq + λ dpq
(4.19)

Esta última expresión se puede simplificar se calcula πs como en (4.11), pues en este caso se
podŕıa escribir:

va(g + λd) = va(g) + λ va(d), (4.20)

debido a que πs seŕıa constante (no dependeŕıa de λd). La simplificación anterior es factible
debido a que, en un algoritmo de descenso, la diferencia de la demanda entre iteraciones
sucesivas tiende a cero cerca del óptimo. De cualquier forma, la aproximación anterior también
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puede pensarse como el término de primer orden de la expansión de Taylor de va(g + λd)
respecto de λ, con un error cuadrático proporcional a ||λd||2. Utilizando (4.20) es fácil estimar
la variación de los volúmenes con respecto al paso λ, (suponiendo conocidas g y d):

v′a(λ) =
dva
dλ
≈ va(d). (4.21)

Para estimar el paso óptimo λ∗ en el algoritmo de descenso máximo se necesita minimizar
la función escalar

φ(λ) =
1

2

∑
a∈A

(va(g + λd)− Va)2 ≈ 1

2

∑
a∈A

(va(g) + λ va(d)− Va)2 . (4.22)

Está claro que el mı́nimo se alcanza en donde la derivada respecto de λ es igual a cero

φ′(λ) ≈
∑
a∈A

(va(g) + λ va(d)− Va) va(d) = 0. (4.23)

Despejando λ de la última ecuación, se obtiene la siguiente estimación para el valor óptimo
del paso

λ∗ ≈

∑
a∈A

va(d)(Va − va(g))∑
a∈A

va(d)2
. (4.24)

el cual, para que sea una solución factible, debe cumplir la restricción (4.18). Con las ecua-
ciones anteriores, se tienen los resultados necesarios para resolver el problema de ajuste (4.5)
utilizando el método de descenso máximo con un gradiente relativo (4.8).

4.1.3. Máximo descenso en el modelo que agrega la diferencia de
demanda.

Si se desea mantener la estructura de la matriz O–D durante el ajuste, es importante
considerar el segundo término de la función objetivo (4.1):

Z(g) =
1

2

∑
pq∈PQ

(gpq −Gpq)
2 +

k

2

∑
a∈A

(va(g)− Va)2 . (4.25)

en donde G = {Gpq}pq∈PQ es la matriz conocida “a priori”, g es la demanda a calcular,
y k > 0 es un factor de penalización. De esta forma, el gradiente de la función objetivo
consistirá en dos partes, la primera correspondiente a la diferencia de volúmenes dada por la
ecuación (4.16), y la segunda dada por la diferencia en la demanda. Por lo tanto, el gradiente
en este caso está formado por las siguientes derivadas parciales:

∂Z(g)

∂gpq
= (gpq −Gpq) + k

∑
s∈Spq

πs
∑
a∈A

δas (va − Va) , pq ∈ PQ (4.26)
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Para garantizar que las entradas de la matriz gpq = 0 permanezcan sin modificaciones, es
conveniente multiplicar la dirección de descenso −∇Z(g) por la demanda g, obteniendo:

d = −g. ∗ ∇Z(g),

en donde la operación .∗ indica que el producto se hace entrada por entrada, es decir:

dpq = −gpq

(gpq −Gpq) + k
∑
s∈Spq

πs
∑
a∈A

δas (va − Va)

 , pq ∈ PQ (4.27)

Para calcular el tamaño óptimo del paso en el algoritmo de descenso es necesario minimizar
la siguiente función escalar:

φ(λ) = Z(g + λd) ≈ 1

2

∑
pq∈PQ

(gpq + λ dpq −Gpq)
2 +

k

2

∑
a∈A

(va(g) + λ va(d)− Va)2 . (4.28)

La estimación de la derivada respecto de λ es claramente:

φ′(λ) ≈
∑
pq∈PQ

(gpq + λ dpq −Gpq) dpq + k
∑
a∈A

(va(g) + λ va(d)− Va) va(d) (4.29)

Igualando a cero la expresión anterior y despejando λ, se obtiene el tamaño óptimo del paso:

λ∗ ≈

∑
pq∈PQ

dpq(Gpq − gpq) + k
∑
a∈A

va(d) (Va − va(g))∑
pq∈PQ

d2
pq + k

∑
a∈A

va(d)2
. (4.30)

El problema puede verse de manera mas general para diversos modos de transporte, esto
tiene la ventaja de que se pueden ajustar varias matrices para diferentes modos de transporte
de manera simultánea, [31]. Considérese el problema de ajustar matrices para diversos modos
de transporte M . La matriz de demanda del nodo p al nodo q para el modo de transporte
m ∈M se denota por gmpq. Ā

m ⊂ A es el conjunto de arcos donde se tienen conteos del modo
m. En este caso, la función objetivo toma la siguiente forma:

Z(g) =
1

2

∑
m∈M

∑
pq∈PQ

(gmpq −Gm
pq)

2 +
k

2

∑
m∈M

∑
a∈Ām

(vma (g)− V m
a )2 (4.31)

y de manera análoga a los pasos anteriores, se obtienen la dirección de descenso:

dmpq = −gmpq

(gmpq −Gm
pq

)
+ k

∑
s∈Sm

pq

πms
∑
a∈Ām

δmas (vma − V m
a )

 , pq ∈ PQ, m ∈M (4.32)
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por lo que el tamaño de paso óptimo para cada modo de transporte se estima por medio de:

λm∗ ≈

∑
pq∈PQ

dmpq(G
m
pq − gmpq) + k

∑
a∈Ām

vma (d) (V m
a − vma (g))∑

pq∈PQ

(
dmpq
)2

+ k
∑
a∈Ām

vma (d)2
. (4.33)

Hasta este momento se ha desarrollado el método de máximo descenso para resolver el
problema de ajuste de demanda, pero es posible utilizar otros métodos, como el de gradiente
conjugado.

4.2. El método de gradiente conjugado multiplicativo.

Es bien conocido que el método de descenso máximo puede llegar a ser muy ineficiente en
la práctica, debido al problema de “zig–zagueo”, el cual ocurre principalmente con problemas
mal condicionados, y que ocasiona que se requiera de un gran número de iteraciones para
acercarse al óptimo. El método de Newton es mucho más eficiente en esos casos, sin embargo
es muy caro debido a la necesidad de evaluar Hessianos y a la necesidad de resolver sistemas
de ecuaciones en cada iteración. Un método intermedio, en el que no ocurren niguna de estas
desventajas es el método de gradiente conjugado. El método de gradiente conjugado puede
adaptarse para evitar la evaluación de Hessianos, a la vez que reduce el número de iteraciones,
con un costo comparable al método de descenso máximo en cada iteración. En esta sección se
introduce el algoritmo de gradiente conjugado para funciones cuadráticas y su generalización
a funciones no cuadráticas y se explican algunas de sus propiedades. Al final se introduce
una variante de gradiente conjugado que puede utilizarse para minimizar la función objetivo
(4.25).

4.2.1. Introducción del algoritmo de gradiente conjugado.

El método de gradiente conjugado se introdujo en 1952 por Hestenes y Stiefel, [19],
y es considerado uno de los métodos de descenso más populares e importantes del siglo
XX para problemas de gran escala [38]. En este método la dirección de descenso se ge-
nera como una combinación lineal de la dirección anterior y el gradiente actual, es decir
dl+1 = −∇f(xl+1) + βldl, donde βl se calcula en términos de información conocida en cada
iteración.

El método de gradiente conjugado y sus propiedades invariablemente se estudian para
es caso especial de la minimiación de una función cuadrática, que en forma vectorial puede
escribirse como:

f(x) =
1

2
xT Qx− xT b, con x, b ∈ Rn, Q ∈ Rn×n, (4.34)
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en donde b es dado y Q es una matriz simétrica y definida positiva (la Hessiana de f). El
algoritmo de gradiente conjugado básico para mı́nimizar la función mutidimensional anterior
se puede escribir de la siguiente manera:

1. Inicialización: Dado x0, se toma d0 = −∇f(x0).

2. Avance: Para l ≥ 0, suponiendo conocidos xl, dl, calcular xl+1, dl+1 por medio de:

xl+1 = xl + λl dl, en donde λl minimiza φ(λ) = f(xl + λdl) (4.35)

3. Prueba de convergencia: Para 0 < ε << 1, si ∇f(xl+1) · ∇f(xl+1) ≤ ε∇f(x0) ·
∇f(x0), ó bien si l ≥ lmax, entonces parar y salir. En caso contrario hacer lo siguiente:

4. Nueva dirección conjugada:

dl+1 = −∇f(xl+1) + βl dl, en donde βl =
(∇f(xl+1))TQdl

(dl)TQdl
(4.36)

Hacer l = l + 1 e ir a 2.

Como la función es cuadrática, es posible calcular λl en forma exacta, obteniendo:

λl =
−∇f(xl)TQdl

(dl)TQdl
. (4.37)

El algoritmo de gradiente conjugado también puede utilizarse para funciones que no sean
cuadráticas, sustituyendo Q por la Hessiana de f evaluada en xl+1 en (4.36). Sin embargo,
es ineficiente evaluar Hessianos, especialmente en problemas de gran escala. Incluso para
funciones cuadráticas, en donde no es necesario evaluar Hessianos, es ineficiente multiplicar
por la matrix Q para calcular los parámetros λl en (4.37) y βl en (4.36). Por esta razón,
para calcular dichos parámetros, generalmente se utilizan variantes en las que solamente se
utilizan evaluaciones del gradiente de la función. Dichas variantes son más fáciles de obtener
para el caso de funciones cuadráticas, debido a que en este caso ∇f(x) = Qx − b, y se
cumplen las siguientes propiedades [30]:

P1. ∇f(xl+1) = ∇f(xl) + λlQdl (al final de la sección se indica como obtenerla).

P2. ∇f(xl+1) es ortogonal a ∇f(xl) para todo l.

P3. ∇f(xl+1) es ortogonal a dl para todo l.

Las variantes que comúnmente se utilizan en la práctica son:

HS. Fórmula de Hestenes–Stiefel, que se obtiene de despejar Qdl en P1 y sustituir en
(4.36):

βl =

(
∇f(xl+1)

)T (∇f(xl+1)−∇f(xl)
)

(dl)T (∇f(xl+1)−∇f(xl))
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PR. Fórmula de Polak–Riviere, se obtiene de aplicar en el denomidador de la expresión
anterior la propiedad P3 primero, y después utilizar que dl = −∇f(xl) + βl−1d

l−1:

βl =

(
∇f(xl+1)

)T (∇f(xl+1)−∇f(xl)
)

(∇f(xl))T∇f(xl)

FR. Fórmula de Fletcher–Reeves, se obtiene de aplicar la propiedad P2 a la fórmula
anterior:

4.2.2. Aspectos para construir del algoritmo multiplicativo.

Para el caso de funciones cuadráticas se sabe que el número de iteraciones requeridas para
llegar al óptimo es a lo más n (el número de variables), en aritmetica exacta. En algunos ca-
sos, con un buen precondicionador, es posible acelerar dramáticamente la convergencia. Estas
propiedades, y las mencionadas anteriormente, hacen del algoritmo de gradiente conjugado
una muy buena opción, especialmente para problemas de gran escala. Por esta razón, se ha
considerado la posibilidad de derivar un algoritmo del tipo gradiente conjugado y que sea
adecuado para resolver el problema de minimización de la función objetivo (4.25).

Para derivar el algoritmo se mantendrá la notación de la sección anterior, es decir se
sigue considerando el problema de encontrar el mı́nimo de una función cuadrática f(x) de la
forma (4.34), con x ∈ Rn. Posteriormente, el algoritmo encontrado se adaptará al problema
asociado a (4.25). En esta ocasión, se supondrá que las componentes de x (y de xl en cada
iteración) son no negativas (factibles). Además, se quiere que las componetes cero de xl se
mantengan como cero en las iteraciones posteriores. Por lo tanto, siguiendo la idea de Spiess,
se propone la fórmula de iteración siguiente:

xl+1
i = xli + λl xli d

l
i = xli(1 + λl dli), l = 1, . . . , n. (4.38)

cuya forma vectorial se puede escribir como:

xl+1 = xl + λl dl
M
, (4.39)

en donde el vector dl
M

tiene como componentes a xli d
l
i, para i = 1, . . . , n. La letra M se

utilizará para indicar que es un vector dirección modificado de la dirección Q–conjugada
d = {di}ni=1 del algoritmo de gradiente conjugado original. El parámetro λl se calcula encon-
trando el mı́nimo de la función unidimensional φ(λ) = f(xl + λdl

M
).

En el algoritmo de gradiente conjugado, después de calcular xl+1, se calcula la nueva
dirección conjugada utilizando la fórmula (4.36). Entonces, para utilizar la misma idea con
dl

M
en lugar de dl, se propone lo siguiente:

dl+1
M

= −∇
M
f(xl+1) + βl dl

M
, en donde las componentes de ∇

M
f(xl+1) son xl+1

i

∂f(xl+1)

∂xi
.

(4.40)
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El valor de βl para que dl
M

y dl+1
M

sean Q–ortogonales ahora debe ser:

βl =
(∇

M
f(xl+1))TQdl

M

(dl
M

)TQdl
M

. (4.41)

Esta expresión para βl difiere del valor en (4.36) en general, debido a que

(∇
M
f(xl+1))TQdl

M

(dl
M

)TQdl
M

=
(∇f(xl+1))TQl+1,l

M
dl

(dl)TQl,l
M

dl
,

en donde Ql+1,l
M

=
{
xl+1
i xlj qij

}
, y Ql,l

M
=
{
xli x

l
j qij
}

, siendo qij los coeficientes de la matrix Q.

Con el objeto de evitar el calculo del producto matriz por vector en (4.41), se tratará de
hacer algo semejante a lo realizado para obtener la fórmula de Hestenes–Stiefel. Se parte de
la expresión (4.39), la cual al multiplicar por Q y después restar b se obtiene la siguiente
relación:

∇f(xl+1) = ∇f(xl) + λlQdl
M

(4.42)

Despejando Qdl
M

de esta igualdad y sustituyendo en (4.41), se obtiene el análogo a la fórmula
de Hestenes–Stiefel para el cálculo de βl en el nuevo algoritmo de gradiente conjugado

βl =
∇

M
f(xl+1) ·

(
∇f(xl+1)−∇f(xl)

)
dl

M
· (∇f(xl+1)−∇f(xl))

. (4.43)

Se podŕıa intentar derivar fórmulas análogas a las de Polak–Riviere y Fletcher–Reeves,
pero en este caso se debe de ser cuidadoso, pues primero se debeŕıa demostrar los análogos
a las propiedades P2 y P3. Por el momento, se dejará para un posible análisis posterior.

4.2.3. El algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo.

Tomando en cuenta los aspectos estudiados en la sección anterior, se propone el siguien-
te algoritmo de gradiente conjugado para minimizar una función f(x), no necesariamente
cuadrática, y definida para x ∈ Rn

+. El algoritmo preserva las entradas cero del dato inicial
x0 a lo largo de las iteraciones. Recordar que el operador ∇

M
se define como en (4.40).

1. Inicialización: Dado x0, tomar d0
M

= −∇
M
f(x0).

2. Avance: Para l ≥ 0, suponiendo conocidos xl y dl
M

, calcular xl+1 y dl+1
M

, por medio
de:

xl+1 = xl + λl dlM , en donde λl minimiza φ(λ) = f(xl + λdl
M

). (4.44)

3. Prueba de convergencia: Para 0 < ε << 1, si ‖∇f(xl+1)‖2 ≤ ε ‖∇f(x0)‖2, ó bien si
l ≥ lmax, entonces parar y salir. En caso contrario hacer lo siguiente:



4.2. EL MÉTODO DE GRADIENTE CONJUGADO MULTIPLICATIVO. 39

4. Nueva dirección conjugada

dl+1
M

= −∇Mf(xl+1) + βl dl
M
,

en donde:

βl =

(
∇

M
f(xl+1)

)T (∇f(xl+1)−∇f(xl)
)(

dl
M

)T
(∇f(xl+1)−∇f(xl))

. (4.45)

Hacer l = l + 1 e ir a 2.

En base a lo anterior, se tienen las siguientes observaciones sobre el algoritmo:

Por la forma en que se construyó el algoritmo, está claro que si el vector x0 tiene algunas
componentes igual a cero, dichas componentes se mantienen nulas en cada iteración.

Es conveniente calcular λl en forma exacta, siempre que esto sea posible, ya que el
algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo puede ser sensible a la estimación de
este parámetro. Cuando no sea posible calcular λl en forma exacta, el resultado depen-
derá del algoritmo de búsqueda de linea, del valor inicial para la λ en dicho algoritmo
y del intervalo de búsqueda.

Es necesario hacer un análisis más exhaustivo de las propiedades del algoritmo de gra-
diente conjugado multiplicativo. Por ejemplo, es posible asegurar que, en este algoritmo,
dos direcciones consecutivas dl

M
y dl+1

M
son Q–ortogonales, pero falta verificar si estos a

su vez son Q–conjugados con los demás. De cualquier forma, debido al error de redondeo
por la utilización de aritmética de punto flotante, la Q–ortogonalidad no se satisface
de manera exacta y es posible que se degrade conforme avanzan las iteraciones. Si es
necesario, es posible reinicializar el algoritmo cuando sea necesario.

4.2.4. Aplicación del algoritmo de gradiente conjugado multipli-
cativo al problema de estimación de matrices de demanda.

La función objetivo (4.25) tiene términos cuadráticos y se comporta bien cuando se le
aplica el algoritmo de descenso máximo multiplicativo de Spiess, por lo que es natural pensar
que se comportará bien con otros algoritmos iterativos de tipo gradiente. En particular, es
posible aplicar el algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo. La adaptación al problema
de demanda es directa, dado que en lugar de la función f tenemos la función objetivo Z; y en
lugar del vector xl se tiene gl = {glpq}pq∈PQ (la matriz de demanda). Afortunadamente, para
el problema de demanda el parámetro λl se puede estimar con suficiente precisión, como ya
se demostró anteriormente. El sub́ındice M en los vectores de descenso dk

M
se suprimirá con

el objeto de simplificar la notación.

Haciendo un pequeño paréntesis, se puede recalcar que el método de gradiente conjugado
está pensado para matrices Hessianas simétricas. Para el problema de demanda con la función
objetivo (4.25) se tiene:

Q(g) =
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∑
s∈S11

∑
a∈A

δas
∑
s∈S11

δasπs + 1
∑
s∈S11

∑
a∈A

δas
∑
s∈S12

δasπs . . .
∑
s∈S11

∑
a∈A

δas
∑
s∈S1n

δasπs∑
s∈S12

∑
a∈A

δas
∑
s∈S11

δasπs
∑
s∈S12

∑
a∈A

δas
∑
s∈S12

δasπs + 1 . . .
∑
s∈S12

∑
a∈A

δas
∑
s∈S1n

δasπs

...
...

. . .
...∑

s∈Snn

∑
a∈A

δas
∑
s∈S11

δasπs
∑
s∈Snn

∑
a∈A

δas
∑
s∈S12

δasπs . . .
∑
s∈Snn

∑
a∈A

δas
∑
s∈Snn

δasπs + 1


y como se puede ver, la matriz Q(g) es simétrica.

Volviendo al algoritmo de gradiente conjugado, el valor y la dirección conjugada iniciales
se pueden escoger como:

g0
pq = Gpq y d0

pq = −g0
pq

∂Z(g0)

∂gpq
, pq ∈ PQ. (4.46)

La actualización de la demanda se realiza mediante las iteraciones:

gl+1
pq = glpq + λl dlpq, pq ∈ PQ, (4.47)

en donde el parámetro λl se estima encontrando el mı́nimo de la función φ(λ) = Z(gl +λdl).
De acuerdo a (4.24), este parámetro puede estimarse mediante la fórmula

λl ≈

∑
pq∈PQ

dlpq(Gpq − glpq) + k
∑
a∈A

va(d
l) (Va − va(gl))∑

pq∈PQ

(dlpq)
2 + k

∑
a∈A

va(d
l)2

. (4.48)

La nueva dirección conjugada se calcula mediante la combinación del “gradiente” más actual
−∇

M
Z(gl+1) y la dirección anterior dl, es decir:

dl+1
pq = −gl+1

pq

∂Z(gl+1)

∂gpq
+ βl dlpq, pq ∈ PQ, (4.49)

en donde el parámetro βl se calcula para que las dos direcciones dl y dl+1 sean conjugadas.
Esto se logra por medio de la fórmula del tipo Hestenes–Stiefel (4.43)

βl =

(
∇

M
Z(gl+1)

)T (∇Z(gl+1)−∇Z(gl)
)

(dl)T (∇Z(gl+1)−∇Z(gl))
, (4.50)

es decir

βl =

∑
pq∈PQ

gl+1
pq

∂Z(gl+1)

∂gpq

(
∂Z(gl+1)

∂gpq
− ∂Z(gl)

∂gpq

)
∑
pq∈PQ

dlpq

(
∂Z(gl+1)

∂gpq
− ∂Z(gl)

∂gpq

) . (4.51)
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Con el objeto de simplificar el cálculo de βl a continuación se establece la relación entre el
gradiente de la función objetivo en dos iteraciones sucesivas. Utilizando la regla de la cadena
sobre la función objetivo (4.25), se obtiene:

∂Z(gl+1)

∂gpq
=
(
gl+1
pq −Gpq

)
+ k

∑
a∈A

(
va(g

l+1)− Va
) ∑
s∈Spq

δas πs.

Para simplificar, las probabilidades de ruta πs en la expresión anterior se evalúan en la
demanda actual gl en lugar de la nueva demanda gl+1. Además, sustituyendo gl+1 = gl+λl dl

en la derecha de la igualdad anterior, se obtiene va(g
l+1) = va(g

l) + λl va(d
l) y, por lo tanto:

∂Z(gl+1)

∂gpq
=
∂Z(gl)

∂gpq
+ λl

dlpq + k
∑
a

va(d
l)
∑
s∈Spq

δas πs

 . (4.52)

Con esta relación se puede evaluar las diferencias de gradientes en el cálculo de (4.50) ó (4.51),
aśı como el gradiente de Z en la nueva demanda gl+1. Además, el cálculo del denominador
en (4.51) se puede simplificar, debido a que:

∑
pq∈PQ

dlpq

(
∂z(gl+1)

∂gpq
− ∂z(gl)

∂gpq

)
= λl

∑
pq∈PQ

dlpq

dlpq + k
∑
a∈A

va(d
l)
∑
s∈Spq

δas πs


= λl

∑
pq

(dlpq)
2 + k

∑
a∈A

va(d
l)
∑
pq

dlpq
∑
s∈Spq

δas πs


= λl

[ ∑
pq∈PQ

(dlpq)
2 + k

∑
a∈A

va(d
l)2

]
. (4.53)

Observése que la última expresión es igual al producto de λl por el denominador de la ex-
presión en (4.48). Por supuesto que, la expresión (4.53), también puede interpretarse como
el numerador en la expresión (4.48). Por lo tanto, al calcular βl en (4.51) no es necesario
realizar el cálculo del denominador de nuevo. Además, la diferencia de las derivadas parciales
en (4.48) se puede calcular utilizando (4.52).

Con los elementos que se introdujeron en este caṕıtulo y el desarrollo detallado de los
cálculos, se tienen todos los ingredientes necesarios para aplicar el algoritmo de gradiente
conjugado multiplicativo al problema de estimación de demanda, basado en el modelo pena-
lizado (4.25). En el siguiente caṕıtulo se comparan los resultados obtenidos con este nuevo
método con aquellos que se obtienen con el método de descenso máximo de Spiess, para el
caso de la red de transporte de la ciudad de Winnipeg en Canadá.
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Caṕıtulo 5

Resultados.

En este caṕıtulo se muestran los resultados de aplicar los métodos de descenso estudiados
anteriormente a la red de transporte de la ciudad de Winnipeg. Para saber qué tan bien
funciona cada método, se calculará la ráız del error cuadrático medio (RMSE) y el coeficiente
de correlación (R2), los cuales se explica brevemente como obtenerlos a continuación.

5.1. El error cuadrático medio y el coeficiente de co-

rrelación.

La ráız cuadrada del error cuadrático medio (RMSE) se utiliza frecuentemente para medir
la diferencia entre una serie de valores obtenidos con un modelo y los valores observados. El
RMSE es una buena medida de la precisión, pero sólo para comparar los errores de predic-
ción entre modelos diferentes para una variable particular y no entre las variables, ya que es
dependiente de la escala [20].

Supóngase que se tiene una muestra de datos observados V = (V1, V2, ..., Vn) y que me-
diante un modelo se predicen los datos v = (v1, v2, ..., vn). El RMSE de los n valores previstos
v se calcula como la ráız cuadrada de la media de los cuadrados de las desviaciones:

RMSE =

√∑n
i=1(vi − Vi)2

n
(5.1)

Otra forma de comparar resultados es mediante el coeficiente de determinación, denotado
por R2 y se pronuncia R–cuadrada, el cual indica qué tan bien se ajustan los puntos de
datos a una ĺınea o curva. En estad́ıstica, se interpreta como una medida de qué tan bien los
resultados observados se replican por el modelo [9]. Hay varias definiciones diferentes de R2,
las cuales sólo a veces son equivalentes, una de ellas incluye la regresión lineal.

f(x) = A+Bx

donde los coeficientes a y b se obtienen minimizando la suma residual de cuadrados.

43
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Considérense nuevamente los datos v y V , el coeficiente R2 se calcula de la siguiente
manera:

Sx =
n∑
i=1

Vi, Sy =
n∑
i=1

vi, Sxx =
n∑
i=1

(Vi)
2, Syy =

n∑
i=1

(vi)
2, Sxy =

n∑
i=1

Vi vi,

SSy = Syy −
Sy Sy
n

, q = nSxx − SxSx, b =
nSxy − SxSy

q
, a =

Sy − bSx
n

,

SSyx = (Syy + na2 + b2Sxx − 2(aSy + bSxy − abSx)),

finalmente

R2 = 1− SSyx
SSy

(5.2)

con la propiedad de que:

RMSE =

√
SSyx
n− 2

(5.3)

Usando las fórmulas 5.2 y 5.3, se compararán los datos obtenidos con los métodos de
descenso vistos en el caṕıtulo anterior.

5.2. Ejemplo de aplicación a la red de la ciudad de

Winnipeg.

Considérese la red de transporte de la ciudad de Winnipeg (figura 5.1), la cual cuenta
con las siguientes caracteŕısticas:

906 nodos regulares. 4 tipos de veh́ıculos de tránsito.
154 nodos centroides. 133 ĺıneas de tránsito.

3005 arcos direccionales. 4347 segmentos de ĺıneas de tránsito.
5 modos de transporte.

Considérese una matriz M1, la cual representa la demanda matutina de pasajeros en la
red y que, mediante una asignación de tránsito, se obtienen los volúmenes en algunos de los
arcos y algunos segmentos de tránsito de la red. La matriz M1 y las posiciones de los arcos en
donde se obtienen los volúmenes fueron proporcionados por INRO [22]. También considérese
la suma de oŕıgenes Op y la suma de destinos Dq. Dependiendo de la clase de datos que se
conozcan de la red, se elegirá el método apropiado para resolver el problema de demanda.
Es decir, si se tienen conteos del total de viajes que se originan en el nodo p y el total viajes
que tienen como destino el nodo q, entonces se optará por utilizar los métodos de balance
biproporcional y triproporcional. Por otra parte, si los datos que se conocen son los conteos
de volúmenes en arcos o segmentos de la red, entonces se utilizará alguno de los métodos de
descenso.
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Figura 5.1: Red de transporte público de la ciudad de Winnipeg, Manitoba, [22].

5.2.1. Resultados con el método de balance biproporcional.

Supóngase que la matriz M1 es desconocida, y que en su lugar se tiene una matriz M2

conocida a priori, la cual se obtuvo de perturbar estocásticamente la matriz M1 para obtener
entre el 70 y 100 % del valor inicial en cada una de sus entradas. Supóngase que se conocen
también el total de viajes que se originan en el nodo p y el total de viajes que tienen como
destino el nodo q, Op y Dq, estos totales corresponden a la suma de renglones y columnas de
la matriz M1, respectivamente. Por lo anterior es claro que la matriz M2 no está balanceada
respecto a los Op y Dq conocidos, es por esto que se le aplicará el método biproporcional
de matrices para balancearla, esperando recuperar la matriz M1. La dispersión de demanda
inicial es la siguiente:
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A = 0.017 B = 0.742 R2 = 0.952 RMSE = 1.145

Figura 5.2: Demanda inicial vs demanda esperada.

En donde cada punto rojo de la gráfica de la figura 5.2, representa la demanda en un
nodo de la red y tiene como coordenadas (M1 pq,M2 pq). Los coeficientes A y B representan,
respectivamente la ordenada al oŕıgen y la pendiente de la recta de ajuste. El factor de co-
rrelación se representa con R2 y la ráız del error cuadrático medio con RMSE.
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Al aplicar el algoritmo de balance biproporcional (ver apéndice A.2), después de 5 itera-
ciones se obtiene la siguiente gráfica de dispersión para la matriz balanceada:

A = 0.011 B = 0.997 R2 = 0.960 RMSE = 1.400

Figura 5.3: Demanda balanceada vs demanda esperada, 5 iteraciones.

Como se puede observar en la figura 5.3, la bondad del ajuste es de un 96 %. Esto para
el caso en el que se conocen las sumas sobre los oŕıgenes y los destinos, si se considerasen
como datos conocidos los volúmenes de arco o de segmento, entonces convendŕıa aplicar un
método de descenso, como se verá en la siguiente sección.
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5.2.2. Resultados con los métodos de descenso para ajuste de ma-
trices.

Considérese nuevamente la matriz M2 obtenida de perturbar M1. También considérense
los volúmenes de arco como observaciones. En este caso, se cuenta con el volúmen en 112
arcos de la red, marcados en color naranja en la figura figura 5.4.

Figura 5.4: Conteos en 112 arcos de la red.
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La dispersión inicial de volúmenes es la siguiente:

A = 2.529 B = 0.745 R2 = 0.998 RMSE = 19.681

Figura 5.5: Dispersión inicial de los volúmenes de arco.

En este caso, cada punto rojo de la gráfica de la figura 5.5, representa el volumen sobre un
arco de la red y tiene como coordenadas (Va, va). Los coeficientes A y B representan, respec-
tivamente la ordenada al oŕıgen y la pendiente de la recta de ajuste. El factor de correlación
se representa con R2 y la ráız del error cuadrático medio con RMSE.

Para ajustar M2 se utiliza el modelo de mı́nimos cuadrados de la eciación (4.1), conside-
rando α = 0.5 y se utilizan los métodos de máximo descenso y gradiente conjugado multi-
plicativos para el ajuste. Los resultados se muestran a continuación, tomando una tolerancia
de 10−6 para las iteraciones:
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Máximo descenso – 126 Iteraciones Gradiente Conjugado – 41 Iteraciones

A = 0.013 B = 0.922 A = 0.008 B = 0.923

R2 = 0.947 RMSE = 1.502 R2 = 0.946 RMSE = 1.509

Figura 5.6: Demanda ajustada vs demanda esperada, para máximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los arcos y α = 0.5.
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Máximo descenso – 126 Iteraciones Gradiente Conjugado – 41 Iteraciones

A = 0.279 B = 0.999 A = 0.348 B = 1.000

R2 = 1.000 RMSE = 3.994 R2 = 1.000 RMSE = 4.123

Figura 5.7: Volúmenes observados vs volúmenes asignados, para máximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los arcos y α = 0.5.

Como se ve en las figuras 5.6 y 5.7, máximo descenso requiere 85 iteracionea más que gra-
diente conjugado. La dispersión de volúmenes queda muy bien ajustada para ambos métodos
y la dispersión de demanda tiene una bondad de ajuste del 94 %.

En la práctica, obtener los volúmenes de arco resulta un tanto dif́ıcil, ya que al tratarse
de transporte público, será necesario contar a todos los pasajeros que pasan por cada arco, en
cada una de las ĺıneas de tranporte. Es por esto que se sugiere utilizar conteos de segmentos,
ya que de esta menera, es más fácil tomar alguno de los veh́ıculos de transporte e ir contando
el número de pasajeros en cada uno de sus segmentos. Para ejemplificar ésto, considérense
los conteos en 136 segmentos de tránsito mostrados en la siguiente figura:
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Figura 5.8: Conteos en 136 segmentos de la red.
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Al aplicar los métodos de descenso se obtiene:

Máximo descenso – 306 Iteraciones Gradiente Conjugado – 143 Iteraciones

A = 0.474 B = 0.789 A = 0.435 B = 0.801

R2 = 0.946 RMSE = 1.301 R2 = 0.946 RMSE = 1.311

Figura 5.9: Demanda ajustada vs demanda esperada, para máximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los segmentos y α = 0.5.
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Máximo descenso – 306 Iteraciones Gradiente Conjugado – 143 Iteraciones

A = 0.939 B = 0.995 A = 0.962 B = 0.995

R2 = 1.000 RMSE = 1.504 R2 = 1.000 RMSE = 1.616

Figura 5.10: Volúmenes asignados vs volúmenes observados, para máximo descenso y gra-
diente conjugado considerando conteos en los segmentos y α = 0.5.

Como se puede observar en las figuras 5.9 y 5.10, máximo descenso requirió 163 iteracio-
nes más que gradiente conjugado.

Aunque se requiere un número mayor de iteraciones para hacer un ajuste de demanda
con conteos de segmentos que con conteos de arcos, se tendŕıa que considerar la facilidad de
obtener cada uno de los conteos. Como se mencionó anteriormente, en la práctica es más fácil
la obtención de conteos en segmentos, es por esto que es importante encontrar una manera
de reducir el número de iteraciones cuando se tienen dicha clase de datos. A continuación se
considerará el modelo de mı́nimos cuadrados que incluye el factor de penalización k mostrado
en la ecuación (4.3). Los resultados obtenidos para k = 100 son los siguientes:
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Máximo descenso Penalizado – 86 Iteraciones Gradiente Conjugado – 68 Iteraciones

A = −0.056 B = 0.954 A = −0.057 B = 0.954

R2 = 0.950 RMSE = 1.503 R2 = 0.950 RMSE = 1.505

Figura 5.11: Demanda ajustada vs demanda esperada, para máximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los arcos y un factor de penalización de k = 100.
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Máximo descenso Penalizado – 86 Iteraciones Gradiente Conjugado – 68 Iteraciones

A = 0.130 B = 0.999 A = 0.082 B = 1.000

R2 = 1.000 RMSE = 0.455 R2 = 1.000 RMSE = 0.437

Figura 5.12: Volúmenes asignados vs volúmenes observados, para máximo descenso y gradien-
te conjugado considerando conteos en los segmentos y un factor de penalización de k = 100.

En las figuras 5.11 y 5.12 se ve cómo al poner un factor de penalización igual a 100, se
reduce el número de iteraciones en ambos métodos, además, se observa que el método de
máximo descenso sigue requiriendo de un mayor número de iteraciones de las que requiere
el método de gradiente conjugado. Ahora considérese un factor k = 1000, los resultados
obtenidos para gradiente conjugado son los siguientes:
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Dispersión de demanda Dispersión de volúmenes

A = −0.055 B = 0.954 A = −0.018 B = 1.000

R2 = 0.947 RMSE = 1.550 R2 = 1.000 RMSE = 0.378

Figura 5.13: Dispersión de demanda y de volúmenes para gradiente conjugado considerando
conteos en los segmentos y un factor de penalización de k = 1000 con 54 iteraciones.

En la figura 5.13, se puede ver cómo nuevamente al incrementar el valor del factor de
penalización k, se continúa reduciendo el número de iteraciones. Finalmente, considérese un
factor de penalización igual a 10000, los resultados son:
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Dispersión de demanda Dispersión de volúmenes

A = −0.055 B = 0.953 A = 0.017 B = 1.000

R2 = 0.947 RMSE = 1.555 R2 = 1.000 RMSE = 0.379

Figura 5.14: Dispersión de demanda y de volúmenes para gradiente conjugado considerando
conteos en los segmentos y un factor de penalización de k = 10000 con 53 iteraciones.

En la figura 5.14 se observa que se redujo únicamente una iteración, lo cual nos indica
que se está llegando al ĺımite del factor de penalización. En el caṕıtulo siguiente se muestran
las conclusiones obtenidas en base a los resultados mostrados en este caṕıtulo.



Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro.

En el presente trabajo se han estudiado varios modelos para estimar matrices de demanda
de transporte urbano. Uno de los modelos más simples y usados es el de balance bipropor-
cional, en el que se conoce una matriz de demanda a priori y los totales marginales de la
matriz de demanda que se espera obtener. Como se vió en el caṕıtulo anterior, éste método
converge en pocas iteraciones para redes pequeñas. Podŕıa resultar relativamente fácil ob-
tener el número total de viajes que se originan o que terminan en cierta área, depende de
la infraestructura de la red y de los veh́ıculos de transporte, no se debe de perder de vista
que los resultados obtenidos serán un indicador de la demanda y no la demanda como tal,
es por esto que se ha investigado cada vez más sobre métodos alternativos que proporcionen
información más detallada de cada uno de los viajes, como aquellos en los que se consideran
conteos en los arcos.

El tema central de este trabajo ha sido el estudio de los modelos de demanda que se basan
en el conteo de volúmenes sobre un conjunto predeterminado de arcos de la red. En el modelo
simplificado de Spiess, (4.5), se plantea la solución de un problema de mı́nimos cuadrados,
en donde se minimiza la diferencia entre los volúmenes medidos y aquellos que se obtienen
por medio de una asignación de tránsito con la demanda desconocida. En modelos un poco
más sofisticados se agrega la diferencia entre la matriz origen–destino que se quiere estimar
y la conocida a priori, como en (4.1). Debido a que el aspecto central es la minimización de
la distancia entre la matriz conocida a priori y la matriz desconocida, se introduce el modelo
(4.3), en donde la diferencia de volúmenes medidos y los reales se incorpora en la función
objetivo con un parámetro de penalización (4.3), en lugar de la ponderación promediada de
ambos términos como en (4.1). Esta es una de las dos principales aportaciones del presente
trabajo de tesis.

Para resolver los problemas que surgen de los modelos mencionados anteriormente se in-
troduce un algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo, el cual, hasta donde se sabe,
es novedoso en el ámbito de la ingenieŕıa del transporte. Esta es la otra aportación impor-
tante de esta tesis. Los resultados se comparan con aquellos obtenidos cuando se aplica el
método de descenso máximo, obteniendo soluciones muy similares en ambos casos, pero con
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la ventaja de que gradiente conjugado realiza menos iteraciones. Además, el efecto de pe-
nalizar la diferencia de volúmenes reduce aún más el número de iteraciones. En resumen,
ambos, el modelo penalizado y el método de gradiente conjugado multiplicativo, generan un
procedimiento más eficiente para estimar la demanda desconocida a partir de la medición de
volúmenes sobre un conjunto determinado de arcos ó segmentos de la red de transporte.

Por lo que respecta a los resultados obtenidos en la red de Winnipeg, es importante resal-
tar que en los experimentos es posible considerar mediciones de volúmenes en los arcos ó en
los segmentos. Los resultados numéricos mostrados en este trabajo, indican que el número de
iteraciones de los métodos para aproximarse al óptimo, es mayor cuando se utilizan volúme-
nes de segmentos que cuando se utilizan volúmenes de arcos. Una posible explicación es la
siguiente: el número de restricciones (igualdad de volúmenes) en el problema de optimización
es mayor cuando se miden volúmenes en los segmentos que cuando se miden en los arcos
(recuérdese que por cada arco de la red hay varios segmentos), por lo que el tamaño del
problema penalizado (4.25) aumenta al aumentar el número de sumandos. Por otro lado,
cuando se miden los volúmenes sobre segmentos se recupera mejor la demanda, como es de
esperarse, debido a que la información utilizada es más selectiva, al separar la información
sobre los arcos en la información más espećıfica de los volúmenes sobre las diferentes ĺıneas
de transporte. Por lo tanto, dependiendo de las necesidades, y del nivel de aproximación que
se requiera, es posible elegir arcos ó segmentos, o combinaciones de arcos y segmentos.

Hay varios aspectos que pueden ser estudiados en un trabajo futuro y que no se han
abordado en este trabajo. Algunos de ellos son los siguientes:

1. Para acelerar la convergencia del método de gradiente conjugado multiplicativo se puede
investigar la posibilidad de introducir un precondicionador ad–hoc para este tipo de
problemas. Debido a que un precondicionador estará asociado a un cierto tipo de inversa
del problema lineal asociado a las condiciones necesarias para el óptimo, es posible que
estudiando el problema dual, asociado al problema de optimización con restricciones, se
obtenga cierta idea para obtenerlo. La importancia de un precondicionador será mayor
cuando se trate de estimar demanda en redes de gran tamaño, como la del Valle de
México, ya que en esos casos el número de iteraciones sin duda aumentará, además de
que cada iteración será de mayor costo computacional.

2. Al usar el método de gradiente conjugado y observar mejoras, es natural pensar en otras
técnicas de optimización basadas en sub–espacios de Krylov, las cuales en la actualidad
se encuentran dentro de los métodos más eficaces del álgebra lineal numérica para
resolver problemas de gran escala. Por supuesto que el estudio del método de gradiente
conjugado multiplicativo introducido en este trabajo no está agotado; por ejemplo no
se ha abordado el problema de estudiar otras variantes más económicas para estimar
el parámetro β.

3. Es posible también extender estos modelos incorporando mayor información, como por
ejemplo la matriz de varianza–covarianza como en el modelo (3.10). Otra posibilidad



61

es incorporar otro tipo de restricciones como las tarifas de viaje ó también incluir cotas
superiores en la demanda. En resumen, se trata de generar nuevo modelos basados en
métodos de conteo y formulaciones de proyección (mı́nimos cuadrados).
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Apéndice A

Algoritmos.

A.1. Agoritmo de asignación para una red simple.

Etapa 1. Cálculo de la estrategia óptima.

1. Inicialización.

ui =∞, i ∈ N −D uD := 0;

fi := 0, i ∈ N ;

S = A; Ā = ∅.

2. Iteraciones. Obtención del siguiente arco.
Si S = ∅, parar e ir al paso 4.
En caso contrario, encontrar la arista a = (i, j) ∈ S que satisfaga:

uj + ta ≤ uj′ + ta′ , a′ = (i′, j′)

Hacer S := S − {a}

3. Actualizar etiquetas de nodo.
Si ui > uj + ta, entonces:

ui :=
fiui + fa(uj − ta)

fi + fa

fi := fi + fa, Ā = Ā+ {a};

Ir al paso 2.

4. Terminar.

Etapa 2. Asignación de la demanda.
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64 APÉNDICE A. ALGORITMOS.

1. Inicialización.
vp = gpq, pq ∈ PQ;

2. Iteraciones. Asignación de viajes. Para cada arco a ∈ A hacer en orden decreciente de
(uj + ta):
Si a ∈ Ā, entonces va := fa

fi
vi, vj = vj + va, en caso contrario va := 0.

Si A := ∅ ir al paso 3.

3. Terminar.

A.2. Método biproporcional estándar.

1. Inicialización.
Asignar B0

q = 1 para q ∈ Q y k = 1.

2. Balance de oŕıgenes.
Para cada origen p ∈ P calcular

akp =
Op∑

q∈Q b
k−1
q Gpq

3. Balance de destinos.
Para cada destino q ∈ Q calcular

bkq =
Dq∑

p∈P a
k
pGpq

4. Criterio de paro.
Si

||ak − ak−1||+ ||bk − bk−1|| < ε1

ir al paso 5, de lo contrario hacer k = k + 1 y regresar al paso 2.

5. Calcular la solución del problema primal.

gpq = akpb
k
qGpq

parar.

A.3. Método biproporcional con cotas superiores.

Algoritmo 1.

1. Inicialización.
Asignar B0

q = 1 para q ∈ Q y k = 1.
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2. Balance de oŕıgenes.
Para cada origen p ∈ P resolver la ecuación∑

q∈Q

mı́n{akpbk−1
q Gpq, Upq} = Op

para la variable akp aplicando el Algoritmo 2.

3. Balance de destinos.
Para cada destino q ∈ Q resolver la ecuación∑

p∈P

mı́n{akpbkqGpq, Upq} = Dq

para la variable bkq aplicando el Algoritmo 2.

4. Criterio de paro.

||ak − ak−1||+ ||bk − bk−1|| < ε1

ir al paso 5, de lo contrario hacer k = k + 1 y regresar al paso 2.

5. Calcular la solución del problema primal.

‖
∑
q∈Q

mı́n{akpbkqGpq, Upq} −Op‖ < ε2

entonces
gpq = mı́n{akpbkqGpq, Upq}

de otra forma el problema primal no es factible, parar.

Algoritmo 2.

1. Inicialización.
Asignar F =

∑
i fi y U = T

2. Ordenar los elementos.
Ordenar los elementos i en orden creciente de los cocientes ui/fi.

3. Leer los elementos.
Usando el orden establecido en el paso 2, hacer para cada i Si uiF ≤ fiU entonces,
F := F − fi y U := U − ui; de otra forma, ir al paso 4.
Si esta condición no se cumple después de haber léıdo todos los elementos, entonces el
problema no es factible, parar.

4. Calcular la solución óptima.
Asignar la solución x = U/F y parar.



66 APÉNDICE A. ALGORITMOS.

A.4. Metódo triproporcional.

1. Inicialización. Para cada pq ∈ PQ hacer:
g0
pq = Gpq

2. Balance de oŕıgenes. Para cada pq ∈ PQ calcular:

gk+1
pq =

Op∑
q∈Q g

k
pq

gkpq

k = k + 1

3. Balance de destinos. Para cada pq ∈ PQ calcular:

gk+1
pq =

Dq∑
p∈P g

k
pq

gkpq

k = k + 1

4. Balance de costos. Sea Ipq el intervalo de costos correspondiente al viaje de p a q.
Entonces: Para cada pq ∈ PQ calcular

gk+1
pq =

RIpq∑
pq∈PQ g

k
pqδ

Ipq
pq

gkpq

k = k + 1

5. Criterio de paro. Si se cumplen todas las restricciones con un cierto grado de tolerancia,
entonces parar, de lo contrario ir al paso 2.

A.5. Método de gradiente conjugado.

1. Inicialización. Hacer el contador de iteraciones l = 0 y g0 = G.

2. Para l = 0, ..., L, hacer:

2.1. Asignación para calcular la función objetivo. Hacer una asignación de tránsito con
gl para obtener los volúmenes de arco vla, ∀a ∈ A.

2.2. Calcular el valor de la función objetivo.

Z(v, g) =
α

2

∑
a∈Ā

(vla(g)− Va)2 +
1− α

2

∑
pq∈PQ

(glpq −Gpq)
2

Si se alcanzó el número máximo de iteraciones L, ir al paso 3.
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2.3. Asignación para calcular el gradiente. Hacer una asignación de tránsito agregando
el atributo que contiene los conteos en los segmentos y guardar la información en la
matriz del gradiente∇Z(vl, gl). Posteriormente agregar el término correspondiente
a la demanda.

∇Z(vl, gl) = α
∑
s∈Sl

pq

πls
∑
a∈Ā

δlas
(
vla − Va

)
+ (1− α)

(
glpq −Gpq

)
2.4. Calcular la dirección de descenso.

Si l = 0, tomar como dirección de descenso la del gradiente, de lo contrario:
Calcular β:

β = −∇Z(vl+1, gl+1)T∇Z(vl+1, gl+1)

∇Z(vl, gl)T∇Z(vl, gl)

Calcular la nueva dirección de descenso:

dl+1 = −∇Z(vl+1, gl+1) + βdl

2.5. Calcular el tamaño óptimo del paso. Hacer una asignación de tránsito utilizando
la dirección de descenso anterior para obtener la derivada de los voúmenes va
respecto a λ, posteriormente calcular el tamaño de paso.

yla(d
l
pq) = −

∑
pq∈PQ

glpqd
l
∑
s∈Sl

pq

πlsδ
l
as

λl∗ =
α
∑

a∈Ā ya(Va − vla) + (1− α)
∑

pq∈PQ d
l
pq(Gpq − glpq)

α
∑

a∈Ā(yla)
2 + (1− α)

∑
pq∈PQ(dlpq)

2

2.6. Actualizar la matriz de demanda.

gm,l+1
pq = gm,lpq + mı́n(λm,l∗, 1)∇Z(v, g)m,l

2.7. Actualizar el contador de iteraciones l = l + 1 e ir al paso 2.1.

3. Terminar.
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