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Introduccion.

En las sociedades actuales, los problemas de transporte son cada vez mas importantes,
sobre todo en las grandes ciudades, y es de suma importancia la planeacion a mediano y largo
plazo con el objeto proporcionar un servicio mas eficiente. Para ello es necesario estudiar y
comprender el funcionamiento de la red de transporte utilizando las herramientas adecuadas.
En particular, lo modelos matematicos de asignacion de transito son una herramienta que
permite entender cémo los usuarios del transporte ptblico utilizan la red de transporte para
viajar de sus distintos origenes a sus diferentes destinos. Matematicamente, una red de trans-
porte se puede representar por medio de un conjunto de nodos y aristas. Los nodos pueden
dividirse en nodos centroides, que son las zonas donde se origina o termina un viaje, y nodos
simples que son los puntos donde los medios de transporte hacen paradas o intersecciones
de dos o mas aristas. Las aristas son los caminos de los que dispone el usuario durante su
viaje, a cada arista se le asocia una funcién que modela el flujo sobre la misma. En las aris-
tas también estan definidos los segmentos de transito, los cuales representan a las diferentes
lineas de transporte que pasan por dicha arista, por lo tanto el nimero de segmentos siempre
serd mayor o igual que el niimero de aristas.

En las grandes ciudades, suele ocurrir que algunos servicios de transito se saturen al
grado de que los pasajeros no pueden abordar el primer vehiculo que llega a su punto de
espera, en estos casos es necesario modelar tanto la congestion de pasajeros dentro de los
vehiculos como los tiempos de espera crecientes para abordar un vehiculo. Muchos modelos
de eleccion de ruta no consideran el aumento en el tiempo de espera y generalmente solo im-
ponen restricciones de capacidad, lo cual ocasiona que se sobrestime la oferta de servicio que
pueden proporcionar algunas lineas. Por lo tanto, aparte de modelar los tiempos de espera
crecientes, seria ttil determinar cuando la demanda no puede ser satisfecha por el servicio,
independientemente de la eleccion de ruta. En el capitulo 1 se explican de manera muy breve
algunos conceptos relativos a la red, la nocién de estrategia y se introduce el modelo simple
de asignacion, asi como el modelo més general que toma en cuenta la congestion y los limites
de capacidad de las unidades de transporte.

Una vez realizada una asignacion de transito, es importante saber de qué manera apro-
vechar la informacion obtenida para posibles estudios a futuro de tal manera que las nuevas
asignaciones sean menos costosas que las anteriores y que permita hacer una buena planea-
cion de transporte a futuro. Para tener una buena planeacién de transporte es necesario

IX



X INTRODUCCION.

conocer datos de campo, esto para que los resultados obtenidos sean lo més realistas posible.
Estos datos se pueden obtener a base de encuestas y otra clase de estudios que resultan ser
muy complejos y costosos. Los datos de campo obtenidos para un proceso de asignacion sélo
seran utiles durante un corto periodo de tiempo, esto se debe a los cambios a los que estan
sujetas las ciudades y a su rapido crecimiento debidos a la apertura de nuevos centros de
entretenimiento o nuevas fuentes de trabajo. Si en el futuro se quisiera hacer un nuevo anélisis
de la red de transporte, entonces seria necesario obtener nuevamente los datos de entrada, lo
cual requeriria una nueva inversiéon monetaria y mucho trabajo de campo. Para evitar hacer
nuevos estudios completos sobre la demanda y los flujos sobre la red, existen algunas técni-
cas que permitan hacer aproximaciones a los datos mas recientes haciendo uso de los datos
conocidos anteriormente y utilizando solamente una cantidad pequena pero significativa de
datos nuevos.

Uno de los elementos mas importantes en el proceso de planeacion de transporte es la
matriz de demanda, también denominada como matriz origen—destino, la cual representa el
flujo entre cada centroide origen y cada centroide destino de la red de transporte. La matriz
de demanda no es s6lo uno de los elementoa mas importantes, sino también uno de los méas
dificiles de obtener, ya que dichos datos no pueden obtenerse a base de observaciones directas.
Comprender el concepto de demanda de transporte no es facil, ya que un viaje no representa
un fin en si mismo y las personas viajan para satisfacer sus necesidades o para llevar a cabo
ciertas actividades, es por esto que la demanda no sélo depende del dia en que se desea hacer
el estudio, sino también del horario. Por otra parte, también es necesario considerar el factor
del comportamiento humano, el cual introduce aleatoriedad e incertidumbre en el proceso de
eleccion de rutas.

La eleccion de una representacion adecuada de la demanda de transporte consiste en un
intercambio entre la complejidad del modelo y de la precisién de los datos. Por un lado,
el nimero total de viajes en la zona de interés, podria utilizarse como un indicador de la
demanda de transporte, sin embargo el uso practico de dicha informacién es limitado. Por
otro lado, una descripcion detallada de cada viaje, incluyendo el origen, el destino, todas las
paradas intermedias, la hora exacta, el propdsito del viaje, etc., proporcionaria informacion
suficientemente completa, pero la viabilidad de recoger estos datos es bastante dudosa, espe-
cialmente para grandes areas de estudio. Por otra parte, incluso si estuviese disponible toda
esta informacién, seria dificil manejarla y probablemente no seria aceptable la amplitud de
los errores de medicién, por lo tanto, una representacion razonable de la demanda debe estar
entre estos dos extremos.

Una matriz de demanda se define como una tabla de dos dimensiones, cuyas filas y colum-
nas representan cada zona del area de estudio. Una celda de la matriz se refiere por lo tanto
a un par origen—destino en particular, y contiene el ntimero total de personas que llevan a
cabo este viaje, el cual debe estimarse a partir de los datos. Existen modelos de balance de
matrices que consisten en actualizar las matrices ya existentes y considerando el niimero total
de viajes que se originan en una zona O, y el nimero total de viajes que tienen como destino
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la zona D,. Uno de los métodos simples, conocido desde 1970, es el método de Furnes [18],
también conocido como método de Fratar [25], el cual se basa en tasas de crecimiento y facto-
res de balance. Este método puede verse con mas detalle en la seccién 2.2.1. Si al método de
Fratar se le agrega una condicion mas referente a los costos generalizados de viaje se obtiene
el método triproporcinal, ver seccién 2.2.3. Aunque estos modelos son muy interesantes desde
el punto de vista tedrico, en la practica han tenido relativamente poca importancia, debido al
gran tiempo de calculo y a los requisitos de almacenamiento que surgen en implementaciones
practicas y que limitan estos enfoques a problemas de tamanos muy pequenos.

Existen otros modelos de demanda de transporte, los cuales se derivan de las leyes de la
fisica. El mas conocido es el gravitacional [4], el cual es una analogia al modelo de la ley de
gravitacién de Newton. Otro de los modelos mas conocidos es el modelo de la entropia, deri-
vado del segundo principio de la termodindmica [43] y [44]. La formulacién de estos modelos
puede verse en las secciones 2.1.1 y 2.1.2.

Contar el trafico en una ciudad no es facil, esto se puede hacer por ejemplo, observando
las placas de los vehiculos en los estacionamientos, de esta manera conocer su procedencia
y tal vez, con permiso de los duenos, conocer no solo el origen del vehiculo, sino también
la ruta que sigui6 para llegar a ese destino. Otra de las maneras para contar el trafico es
mediante sensores en las calles o cadmaras que identifiquen el niimero de vehiculos que uti-
lizan ciertos arcos de la red. Por otra parte, esta tesis esta enfocada a estimar matrices de
demanda para cuando se tienen conteos de transito, sin embargo, estos datos son ain mas
dificiles de obtener. Una forma de contar el transito podria ser por medio de los torniquetes
en las estaciones del metro o los sensores con los que cuentan algunos autobuses, pero esta
informacion, sobre todo en los autobuses distaria mucho de ser realista, ya que en muchas
ocasiones los usuarios suben o bajan del autobts por la puerta destinada para dicha opcién.
Otra manera mas eficiente, y tal vez més costosa de contar el transito, podria ser mediente
observadores que aborden ciertos vehiculos de transporte y que vayan registrando el volimen
de pasajeros sobre cada segmento de transito.

Para hacer uso de la informacién obtenida mediante conteos, se han desarrollado un gran
nimero de investigaciones que se enfocan en los diferentes métodos para estimar matrices
O—D. Uno de estos métodos es el de minimos cuadrados generalizados, el cual consiste en
minimizar tanto el cuadrado de la diferencia entre la matriz conocida a priori y la matriz
calculada, como en el cuadrado de la diferencia de los volimenes observados y los volimenes
asignados. Ver seccién 3.3. Existe también el método de minimizacion de la informacién, el
cual sugiere el uso de una matriz O—D agrega la menor cantidad de informacién posible a
la informacion obtenida en los conteos, este método puede verse en la seccién 3.1 de manera
méas detallada. Una tercera técnica de los métodos de conteo, se basa en el modelo de maxi-
mizacién de entropia, pero considerando la restriccién de los flujos observados, ver seccion 3.2.

En el capitulo 4, se estudia el método de méximo descenso multiplicativo de Spiess [36],
para resolver el problema de ajuste de demanda usando el modelo de minimos cuadrados, el
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método se plantea de tal forma que la matriz resultante conserva la estructura de la matriz
conocida a priori. Siguiendo la idea de Spiess, en el mismo capitulo se propone por primera
vez el uso del método de gradiente conjugado para el ajuste de demanda, donde también se
propone plantear el problema con un término de penalizacion, es decir, se considera que el
término mé&s importante a minimizar es la diferencia entre la demanda a priori y la demanda
ajustada, entonces se propone agregar a la funcién objetivo el término correspondiente a la
diferencia de volimenes como una restriccion y se penaliza. El sentido de la penalizacién es
minimizar la diferencia de demandas hasta donde la tolerancia del error lo permita, y minimi-
zar la diferencia de volimenes sélo hasta cierto punto. Las contribuciones mas importantes de
este trabajo de tesis se encuentran en este capitulo, los cuales son: la introduccion del méto-
do de gradiente conjugado para el ajuste de la demanda y un nuevo modelo de proyeccion
utilizando minimos cuadrados, y que esta basado en la penalizacién de los volimenes medidos.

Existen varios paquetes de software en el mercado para resolver problemas de asignacion
de trafico y transito para implementar posibles escenarios futuros que ayuden a prevenir cual-
quier clase de contingencia, uno de estos paquetes es EMME4 [22], el cual fue desarrollado
por la compania INRO, la cual surge de la colaboracién entre profesores y alumnos de la
Universidad de Montréal, en particular, de Michael Florian, Heinz Spiess y posteriormente
Yolanda Noriega, quienes han contribuido con diversos trabajos y articulos referentes a pro-
blemas de transporte urbano. Ademés de que EMME4 es una herramienta muy ttil para
hacer asignaciones de trafico y transito, ya que toma en cuenta diversos factores que influyen
en el proceso de asignacion, también es posible hacer estimaciones de matrices O—D. Entre
los métodos que se han implementado en dicho paquete se encuentran el de Fratar y el de
minimos cuadrados mencionados anteriormente. Para estimar una matriz O-D con el método
de minimos cuadrados, en EMME4 se utiliza el método de maximo descenso [36], el cual ha
dado buenos resultados para algunas redes de transporte donde se ha usado (Winnipeg y
Montréal entre otras).

El el capitulo 5 se muestran las comparaciones de los métodos de maximo descenso y de
gradiente conjugado, considerando primeramente que se conocen los volimenes en algunos
arcos de la red y posteriormente que se conocen los volimenes sobre algunos segmentos.
También se muestran los resultados cuando se considera la funcién objetivo penalizada y
se toman como factores de penalizacién 100, 1000 y 10000, mostrando la efectividad del
algoritmo de gradiente conjugado aplicado al nuevo modelo con penalizacion. Finalmente, en
el capitulo 6, establecen las conclusiones de este trabajo y posibles aspectos para el trabajo
a futuro.



Capitulo 1

Asignacion de transito.

En la ingenieria del transporte los modelos de asignacién se dividen en dos tipos: los mo-
delos de tréafico y los de transito. Estos modelos tienen por objeto estudiar redes de transporte
urbanas para describir, predecir y explicar la forma en como los conductores de automéviles
particulares, en el caso de trafico, y los usuarios del transporte publico, en el caso de transito,
utilizan las diferentes rutas y lineas de transporte disponibles para dirigirse a su destino. Por
lo tanto los modelos de asignacién son una herramienta muy valiosa que puede ayudar a
disenar una mejor planeacion estratégica y a la toma de decisiones en politicas de operacion,
con el objeto de mejorar la eficiencia del sistema de transporte y el ahorro de recursos, [17].

En un modelo de asignacion de transito se busca modelar la forma en como la demanda
del transporte (pasajeros) se distribuye en las diferentes rutas y lineas de transporte disponi-
bles en volimenes cuyo costo, al viajar de los diferentes origenes a los destinos, sea minimo.
Esta asignacién se logra cuando no existe incentivo para que el usuario cambie de ruta, lo
cual se conoce como equilibrio de la red.

Es muy comtn que se quiera formular el problema de asignacion como un problema de ru-
ta mas corta, sin embargo se debe considerar que en el problema del viajero, el automovilista
tiende a elegir una sola ruta de un conjunto de rutas posibles, mientras que en una red de
transito los viajeros tienden a elegir un conjunto de rutas posibles y permite que la ruta a to-
mar quede determinada por el vehiculo que arribe primero a cada nodo donde él se encuentra.

1.1. Conceptos generales.

Una red de transito se representa por medio de una grafica fuertemente conexa llamada
red generalizada de transito denotada por G = (N; A), donde N es el conjunto de nodos de
interconexién y A es el conjunto de arcos o aristas que representan los tramos y segmentos
de las lineas de transito, asi como los caminos peatonales.



2 CAPITULO 1. ASIGNACION DE TRANSITO.

Ademas de la red de transporte es necesario conocer la demanda en la misma, represen-
tada por la matriz origen—destino G = {G,,} cuyo tamano depende del nimero de nodos,
en donde G, denota el nimero de pasajeros que inician su viaje en el nodo p y lo terminan
en el nodo gq.

En el proceso de asignacién se supone que en cada nodo se conoce el tiempo de inter—arribo
(“headways”) de los veiculos de cada linea que sirve a ese nodo y que ademds se conoce la
tasa de arribo de pasajeros. Con estos datos es posible conocer distribucién del tiempo de
espera de un vehiculo de una linea dada, el tiempo promedio de espera combinado para el
arribo del primer vehiculo y la probabilidad de cada linea para arribar primero al nodo.

Considérese un usuario que va de un nodo origen p a un nodo destino ¢. Es posible que el
usuario tenga una ruta definida o bien que tenga que tomar una decisiéon de como utilizar las
diferentes lineas para llegar a su destino. En cualquier caso sus decisiones estan basadas en
estrategias que le reporten el menor costo. En 1984, Spiess y Florian introdujeron un modelo
de asignacién de trénsito basado en el concepto de estrategia y estrategia éptima, [33] y [37].
Una estrategia puede incluir subconjuntos de lineas si el viajero tuviese méas informacion
de la red, por ejemplo, la linea que serd servida mas pronto en cada nodo. Si hubiese mas
informacion, como la cantidad necesaria del tiempo de espera en un nodo 6 informacién sobre
el tiempo de viaje de otros vehiculos, las estrategias podrian ser ain més complicadas. En
este trabajo se supone que la unica informacién disponible es el tiempo de espera de cada
linea. Se dice que una estrategia es factible si la grafica definida por sus lineas atractivas no
contiene ciclos. Es posible utilizar los tiempos de viaje en cada linea, el tiempo de espera
promedio en cada nodo y las probabilidades de linea, para calcular el tiempo total esperado
de viaje de p a ¢ en cada estrategia, cualquiera de ellas que minimice el tiempo total esperado
de viaje se denomina estrategia éptima. Una vez seleccionado el conjunto de estrategias, se
busca asignar los volimenes de pasajeros a cada una de ellas, de tal forma que su tiempo de
viaje sea minimo.

Para fijar ideas, considérese el siguiente ejemplo: Una red de transporte con cuatro nodos,
donde dos de ellos son centroides. El flujo ocurre en una séla direccién, del nodo O al nodo
D. La red de la figura 1.1 cuenta con cuatro lineas de transporte y se conocen los headways
de cada una de ellas asi como su tiempo de viaje. Se busca minimizar el tiempo de viaje del
nodo O al nodo D.
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25 min
7 min
4 min
A
6 min
Headways:

Linea 1 === 12 min Linea 3 === 30 min
Linea 2 == 12 min Linea4 === Gmin

Figura 1.1: Red simple con dos centroides y cuatro lineas de transito.

Una forma de resolver el problema es encontrando la ruta méas corta, en este caso la
solucién serfa tomar la linea 1 en O y bajarse en D, la cual tiene un costo de 31 minutos (25
minutos de viaje + 6 minutos de espera). Es posible encontrar un menor tiempo de viaje si
se distribuyen los viajeros en las diferentes lineas de transporte. Por ejemplo, que en el nodo
O la mitad de los pasajeros tomen la linea azul para descender en el nodo D y la otra mitad
tome la linea 2 para descender en el nodo B; asimismo, los pasajeros que llegan al nodo B
se distribuyen de la siguiente forma para continuar su trayecto: el 8 % toma la linea 3 y el
otro 42 % toma la linea 4. Entonces, en este caso el tiempo de transito puede calcularse de
la siguiente manera:

= Kl tiempo de espera en los nodos se calcula utilizando la suma de las frecuencias de las
lineas atractivas que pasan por ese nodo:

_ 1/2 —3

to = TTi/E = Tiempo de espera en el nodo O

tg = 1/310/—+21/6 = g Tiempo de espera en el nodo B

= El tiempo de viaje es simplemente el tiempo a bordo de cada vehiculo, en este caso, los
tiempos para cada linea estan marcados en la figura 1.1.

= La probabilidad de abandonar el nodo ¢ utilizando cierta linea se calcula dividiendo
la frecuencia de esa linea entre la frecuencia combinada de las lineas atractivas en ese

nodo.
79 = % = % Probabilidad de abandonar el nodo O tomando la linea 1.
o = % = % Probabilidad de abandonar el nodo O tomando la linea 2.
B = % =1 Probabilidad de abandonar el nodo B tomando la linea 3.
i 1/310—/+61/6 = % Probabilidad de abandonar el nodo O tomando la linea 1.
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= Entonces, el tiempo de viaje sera la suma del tiempo a bordo por la probabilidad de
linea, por el volumen de pasajeros en cada arco:

1100 1100 150 5 50
1 =25-—+4+(7T4+6)z—+4-— 4+ 10— =235
52100+< * )2100+ 6100+ 6 100

= El tiempo total se calcula sumando los tiempos de espera multiplicados por el volumen
de pasajeros en cada nodo, mas el tiempo de viaje, dando como resultado:

100 50
T = tespera + toiaje = | 3—— + 2.5—— | +23.5 = 4.25 + 23.5 = 27.75
pera  Luias ( 100 © 100) * *

Por lo tanto, el tiempo de viaje es de 27.75 min, el cual es menor que el encontrado con la
ruta mas corta. Esta estrategia se ilustra en la figura 1.2.

*Linea1 QO =
V=5 V=5
sLinea2 @ O O
V=0 V=08
*Linea 3 O O
V=42
*Linea 4 O

Figura 1.2: Estrategia 6ptima. Tiempo esperado de viaje 27.75 minutos.

El algoritmo para resolver este problema de asignacion de transito fue implementado en
MATLAB, obteniendo primero el conjunto de lineas atractivas y posteriormente asignando

los voliimenes en cada arista. Los detalles de este algoritmo se pueden consultar en el apéndice
Al
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Volume Linea Azul Volume Linea Verde
50 = v 50 - ¥
Boardings A Boardings A
Alightings v < > Alightings L
Thru-passengers > Thru-passengers> .< >

40 40
30 4 30
20 9 209

104 104

0

! Segment 0

T T T 1
o D o A B Segment

Volumen de pasajeros en la linea 1. Volumen de pasajeros en la linea 2.
Valume Linea Café Volume Linea Negra
104 -
Boardings 'S * Boardings A

Abghtings v Alightings v

Thru-passengers [ A ¥ } Thru-passengerst> v <
83 40 ]

T T 1g t 1] T 1
A B D egmen B D Segment

Volumen de pasajeros en la linea 3. Volumen de pasajeros en la linea 4.

Figura 1.3: Volumen de pasajeros sobre cada segmento de transito.

En suma, se obtiene lo que ya se habia ilustrado en la Figura 1.2, esto es, se asigna el 50 %
de pasajeros a la linea 1 en el nodo O los cuales contintian su viaje en esa linea hasta llegar
al nodo destino D. El otro 50 % de pasajeros fue asignado a la linea 2, la cual pasa por los
nodos A y B, ningin pasajero desciende en A y todos llegan al nodo B. La linea 3 que va de
A a D pasando por B, no lleva pasajeros en su primer segmento mientras que en el segundo,
se asigna el 8 % de los pasajeros. A la linea 4, en su unico segmento, se le asigna el 42 % de los
pasajeros. Se puede ver informacion un poco méas detallada de la asignacion en el Logbook
de EMME, como se muestra en la figura 1.4. La demanda total que se tenia en este ejemplo
es de 100 pasajeros, la cual fue asignada en su totalidad. El nimero de abordajes es de 150,
esto es 100 abordajes en el nodo O (50 linea 1 y 50 linea 2) méas 50 abordajes en el nodo B (8
linea café y 42 linea negra). También se tiene que 50 pasajeros tomaron sélamente una linea
durante todo su viaje y que los otros 50 pasajeros tomarén dos lineas, esto hace un promedio
de 1.5 lineas por pasajero. En la grafica de resultados 1.4 se aprecia la demanda total a cada
zona, en este caso, solo se tiene un destino con una demanda de 100 pasajeros. También se
muestra como tiempo promedio el tiempo de la estrategia éptima calculado anteriormente.
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Standard transit assignment

Summary for ill zones
total demand assigned demand not assigned demand  total boardings
100.0 100.0 0.0 150.0

avg lines per passenger mean time cpu time

1l 27.75 0.01

Summary statistics per zone

- EBBHE

total demand
125

100

50

25

Figura 1.4: Resultados de una asignacion de transito estandar.

El modelo basico sin congestion.

El objetivo del modelo es minimizar el tiempo total esperado de viaje y se construye
como una suma ponderada del tiempo de espera mas el tiempo de viaje mas el tiempo de
caminata. En el modelo basico el conjunto de todas las estrategias factibles es el conjunto
de eleccion de los viajeros, ademas, se considera que cada componente de viaje incluye un
tiempo constante de viaje a bordo de un vehiculo, asi como una distribucién de tiempos de
espera. Antes de construir dicho modelo introducimos la siguiente notacién::

» AF(A;): conjunto de aristas de salida (entrada) desde el nodo i € N.

= t, > 0: tiempo de viaje sobre la arista a.

= (5,: funcién de distribucion del tiempo de espera, es decir:

Go(x) = probabilidad {tiempo de espera sobre la arista a < z }

» W(A;}): tiempo de espera promedio para el arribo del primer vehiculo que sirve cual-
quiera de las aristas a € Aj. A éste se le denomina el tiempo de espera combinado de

las aristas a € A].

= P,(A}): probabilidad de que la arista a € A sea servida primero (de entre las aristas

AY). Por conveniencia se define P,(A) =0sia€ A— A}
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A: Conjunto de aristas a € A que definen una estrategia.
= v,: volumen esperado de pasajeros sobre la arista a € A.
= v;: volumen esperado de pasajeros en el nodo 7 € N.

» ¢;: demanda de pasajeros del nodo i € N — {¢} al nodo q.

Retomado la construccién del modelo bésico, observése que dada una estrategia A y las
demandas g;, se realiza una asignacion en la red dando lugar a los volimenes de arista (arco)
v,. Por otro lado, el volumen de pasajeros v; en un nodo ¢ € N es la suma de los volimenes
en todas las aristas de llegada y de la demanda en ese nodo. Es decir, se satisface la siguiente
relacién de balance de flujos:

vi= Y votg, ViEN (1.1)

a€A;

El volumen v; de viajeros acumulados en el nodo 7 se distribuye sobre las aristas salientes de
acuerdo a sus probabilidades de arista bajo la estrategia A:

vy = P (A vy, a € A}, teN (1.2)

Una estrategia 6ptima A* minimiza la suma del tiempo total de viaje sobre las aristas més
el tiempo total de espera sobre los nodos. Tomando en cuenta esto y la relaciéon de balance
de flujo (1.1), el modelo de optimizacién general toma la siguiente forma:

min Z Vo + Z W (A v (1.3)
acA €N
sujeta a: v; > 0, (1.4)

que se complementa con las restricciones (1.1) y (1.2). Como caso especial, se puede consi-
derar una distribucion de tiempos de espera para cada arista como un parametro positivo
fa denominado la frecuencia de la arista. Con esta suposicion, se derivan expresiones para el
tiempo promedio de espera combinado y las probabilidades de arista:

WA = — & 0 1.5
A=t 15
_ 1, _
P (A = =—"*—, Af )
(A7) Soa f a € A (1.6)

El caso a = 1 corresponde a una distribuciéon exponencial de tiempos de inter—arribo de
vehiculos, con media 1/ f,, ademds de una tasa uniforme de arribo de pasajeros en los nodos.
El caso a = 1/2 es una aproximacién de un tiempo de inter—arribo constante 1/ f, para los
vehiculos en la arista a. Como las probabilidades de arista (1.6) son independientes de las
unidades en que se especifica f,, es posible escalar las frecuencia por el factor 1/f,. Por lo
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tanto, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que o = 1.

Como puede observarse el problema (1.3) con las restricciones (1.1) y (1.2) es no lineal.
Sin embargo, es posible transformar este problema sustituyendo en el segundo sumando el
tiempo de espera de todos los viajeros en cada nodo i, [37]:

(%

ZaEA;r Xafa

obteniendo el siguiente problema equivalente de programacion lineal:

minZtava + Zwi, (1.8)

W; =

(1.7)

acA iEN
sujeta a: Z Vg — Z Vg = Gi, 1€ N (1.9)
a€Af a€A;
vy < faws, a€Af, ieN (1.10)
v, > 0, ac A (1.11)

En [37] se demuestra formalmente que este problema es equivalente al problema no lineal
previo.

En la practica no se resuelve directamente el problema lineal (1.8)—(1.11), sino su for-
mulacién dual, debido a que es mucho mas facil de resolver y permite calcular la estrategia
optima en forma eficiente utilizando programacién dinamica. Esto tultimo hace posible su
aplicacién a redes de gran tamano como la del Valle de México, [11]. En el problema dual se
maximiza el tiempo total esperado de viaje u; desde cada nodo ¢ al nodo destino g:

méXZgiui (1.12)

1EN

sujeto a ciertas restricciones de las variables duales asociadas. Una vez calculada la estrategia
optima se pueden asignar facilmente los volimenes sobre cada arco. Para mayores detalles se
puede consultar [11] y [37].

El modelo lineal no toma en cuenta la congestién que se presenta en las horas de mayor
demanda, como las horas pico, ni tampoco la capacidad limitada de los vehiculos de trans-
porte. A pesar de ello este modelo es muy 1til cuando se utiliza como elemento béasico en la
construccién y solucién de modelos méas generales.

1.3. Asignacion con congestionamiento.

En esta parte se toma en cuenta como la congestion afecta los tiempos de espera promedio
y los tiempos de viaje y, por lo tanto, los flujos (distribusién de los voliimenes de pasajeros
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sobre los arcos). El modelo esta basado en resultados de trabajos previos, [6] y [7]. En el dlti-
mo trabajo se extienden los resultados para obtener una nueva caracterizacion de los flujos
de equilibrio, la cual permite formular un problema de optimizacién equivalente en términos
de una funcién de holgura, y que se anula en el equilibrio. Esta nueva formulaciéon del mo-
delo permite trabajar con tiempos de viaje dependientes del flujo y es una generalizacion de
modelos de equilibrio en redes de transito basados en estrategias. El enfoque permite obtener
un algoritmo que se ha aplicado exitosamente en redes de transito de gran tamano.

La congestién sobre los arcos se modela introduciendo funciones (de congestién) que se
definen como la suma de un costo fijo t° mds una funcién de demora d,(v,), es decir:

ta(va) = 121 + do(va)], con d,(0) =0

Las funciones de demora d,(z) son funciones no—negativas, continuas y crecientes que mo-
delan la incomodad en vehiculos congestionados. Los tipos de funciones mas utilizados son:
funciones BPR (Bureau of Public Roads) y las funciones cénicas [35]. Debido a que los costos
de viaje dependen de los voliimenes, los modelos resultantes ya no pueden ser lineales y solo
es posible apelar a ciertos principios para el planteamiento de los problemas como el principio
de Wardrop [42], el cual afirma que, para todos los pares origen—destino las estrategias que
llevan flujo son de costo generalizado minimo y las que no llevan flujo son de costo mayor o
igual al minimo.

Por otro lado, una demanda excesiva puede provocar que ciertos pasajeros decidan no
abordar el primer vehiculo debido a la capacidad limitada de los mismos. Conforme los
segmentos de transito se congestionan los niveles de comodidad disminuyen y los tiempos
de espera aumentan. En este tipo de situaciones los tiempos de espera pueden modelarse
con férmulas de colas de estado estacionario que toman en cuenta la capacidad residual
de los vehiculos, asi como el nimero de abordajes y de descensos. Una forma de modelar
este fenémeno es multiplicar el headway original, sin congestionamiento, por un factor para
obtener un headway percibido o ajustado:

1

1— subidas p
capacidad residual

headwaypercibido - headwayoriginal

donde [ es un parametro positivo menor que uno. Estos headways dan lugar a frecuencias de
linea, denomindas frecuencias efectivas, que dependen del volumen en los arcos. En este caso
la decision optima de un pasajero puede ser afectada por las decisiones de otros, por lo que
es posible que haya més de una estrategia 6ptima. En trabajos sucesivos sobre el problema
de lineas comunes [6] y [7], se extiende el modelo de equilibrio de transito para incluir tanto
el congestionamiento dentro de los vehiculos como los tiempos de espera crecientes. En esta
version del modelo asignacién de transito, la caracterizacién de equilibrio en términos de
las condiciones de Wardrop produce un problema mucho mas complicado. En particular, se
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demuestra que un flujo de transito es de equilibrio si éste minimiza la siguiente funcién:

Gap(v) = Z Zta(v)va + Zwi — Zgiui (1.13)

q€Q LacA 1€EN 1eEN

complementada con restricciones andlogas a las del modelo lineal, y cuyo minimo global es
cero. Es decir, el tiempo total de transito menos el tiempo sobre las estrategias més cortas
es igual a cero en el 6ptimo. Este es un problema considerablemente mas dificil, debido
a que no tiene una formulacion equivalente en términos de un problema diferenciable de
optimizacién convexa. Por esta razon, se utiliza el algoritmo de promedios sucesivos, el cual
es un algoritmo iterativo de tipo heuristico que permite acercase al éptimo mediante la
solucion de un problema lineal en cada iteracion y el promediado de las soluciones sucesivas
obtenidas. La funcién Gap permite monitorear el acercamiento al 6ptimo global y sirve como
criterio de paro, para mas detalles consultar [6] y [7].



Capitulo 2

Estimacion de matrices de demanda.

Considérese la red de la figura 2.1. La red esta conformada por nueve nodos, de los cuales
supondremos que los nodos del 1 al 5 son centroiodes y los nodos del 6 al 9 son regulares.

6 2 _
7

Figura 2.1: Ejemplo de una red pequena con 9 nodos.

Una matriz de demanda asociada a dicha red puede ser la siguiente:

0 2473
10 0 3 5 1
M = 2 206 8
5 3 8 05
6 9 5 3 0

en donde las entradas de la matriz M = {m, ;} indican la cantidad de pasajeros que se trans-
portan del nodo ¢ al nodo j, por ejemplo, se tiene una demanda de 10 pasajeros que van del
nodo 2 al nodo 1. Es importante conocer la matriz de demanda para una red de transporte ya
que con ella serd posible hacer asignaciones de transito y de esta manera conocer el flujo de
personas sobre los arcos para poder mejorar el sistema de transporte o prevenir situaciones
de contingencia.

En la actualidad, para obtener una matriz de demanda de transporte, es necesario ha-
cer algunos estudios y encuestas para generar dicha informacion. En México, el organismo

11



12 CAPITULO 2. ESTIMACION DE MATRICES DE DEMANDA.

que se encarga de realizar dichos estudios es el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia
(INEGI), [21]. Estos datos son procesados y enviados al organismo de vialidad correspondien-
te, encargado de formular y conducir el desarrollo integral del transporte, asi como planear
y operar las vialidades en la zona de interés. En ocasiones, dado el inmenso trabajo que se
debe hacer para obtener una matriz de demanda, los datos resultantes son liberados anos
mas tarde, lo cual provoca que al momento que se quiere hacer un estudio del impacto de un
posible escenario en una red de transporte, los resultados obtenidos no seran actuales.

En este capitulo se estudiaran los modelos y técnicas para estimar matrices de demanda
haciendo uso de informacién conocida a priori.

2.1. Modelos para estimacion de matrices.

Existen maneras de hacer uso de la informacion obtenida anos antes, combinandola con
informacion mas reciente y de esta manera tener una mejor aproximacion de la matriz de
demanda actual. Una de estas maneras es el balance de matrices, en el cual se considera el
nimero total de pasajeros que inician y terminan su viaje en cada una de las zonas, el méto-
do consiste en encontrar parametros, tales que al multiplicarlos por la matriz de demanda
anterior, se genere una nueva matriz de demanda que coincida con los conteos en las zonas
donde se origina y termina el transito. Algunos de estos modelos de ajuste de demanda de
transporte se han derivado de las leyes de la fisica, de los cuales los mejor conocidos son el
modelo gravitacional [4] y el modelo de la entropia [43] y [44]. En este capitulo se presentan
sus derivaciones matematicas y se muestra que éstas son equivalentes.

2.1.1. Modelo gravitacional.

Considérese el conjunto de origenes, denotado por P, y el conjunto de destinos, denotado
por (. La entrada de la matriz que corresponde a la p—ésima fila (p € P) y la g—ésima
columna (¢ € @) se denota por g,,. Se supone que se conocen estimaciones anteriores de
la matriz O—D a partir de trabajo de campo y que este conjunto de datos se utiliza para
formar la matriz a priori G. El numero total de viajes que salen de origen p se denota por
O,, mientras que el nimero total de los viajes que llegan al destino ¢ se denota por D,. El
modelo gravitacional se construye usando una analogia a la ley de gravitacién universal de
Newton, en el cual se supone que el numero de viajes g,, entre el origen p y el destino ¢ es
proporcional al nimero O, de personas que abandonan p y al nimero de personas D, que
llegan a ¢, y que es inversamente proporcional al cuadrado del costo generalizado ¢, al viajar
de p a g, esto es

0,D
gpq:&%, peP qeqQ (2.1)
pq

Este modelo se puede generalizar introduciendo una funcién que depende del costo

Ipq = O‘Oquf<Cpq) peEP qe@ (2.2)
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En donde la funcién de disuasién f(c,,) puede tener las siguientes formas:

» Exponencial: f(c,,) = e .

» Polinomial: f(c,,) = C;qn‘

= Combinacién de funciones: f(cpq) = ¢ e

En dichas funciones los parametros § y 1 deberan ser calculados dependiendo del contexto.

2.1.2. Modelo de maxima entropia.

Otro de los modelos tedricos que se encuentra en la literatura con mayor frecuencia es
el llamado modelo de la entropia, en el cual se supone que para una determinada matriz
O—D, cada micro estado correspondiente es equiprobable y esto ocurre cuando la entropia
del sistema es maxima. Para el caso de balance de matrices O—D, los micro estados pueden
interpretarse como los posibles pares origen destino que utilizan cierto arco de la red, y en
este modelo, cada par origen destino es igual de probable que otro. La entropia de un sistema

esta dada por:
(5 )
pgEPQ
H Ypq!

peEPQ
en donde pq € PQ significa que p € Py q € ), y asi se entenderd de ahora en adelante.
Como no se conoce més informacion, como por ejemplo los costos de viaje, entonces la matriz

O—D mas probable se obtiene por:
pgEPQ

E(g) = (2.3)

max ————— (2.4)
9pq H gpq!
pgePQ
Ademas debe cumplir las condiciones de conservacién y de no negatividad:

Y 9q=0, peP (2.5)

q€Q
ngq =D, q€Q (2.6)

peEP
9pg = 0. pg € PQ (2.7)

Definiendo

E' =log E = log ( Z gpq>!— Z log gpq!

pgeEPQ PgeEPQ
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y usando la aproximacién de Stirling [10], se obtiene:

E' =log < Z gpq> - Z (9pg 108 Gpg — Gpq)

pgeEPQ pgeEPQ

Como el primer término permanece constante, es posible omitirlo en el proceso de maximi-
zacién, reduciendo el problema a:

méX E” - - Z (gpq log gpq - gPQ) (28)

9pq
pgeEPQ

sujeto a las condiciones (2.5)—(2.7). Como f(gpy) = gpg — Gpq 108 gpg €s una funcién concava,
y la suma de funciones concavas es céncava, entonces la funcién objetivo (2.8) es céncava.
Ademés lo es de manera estricta, es por esto que el problema (2.8) sujeto a (2.5)—(2.7) tiene
solucién unica.

Si se conoce informaciéon de la matriz a priori G, esta informacién puede ser incluida de
la siguiente manera:

méx B" = — Z (9pqa 108(9pa/ Gpq) — 9pa) (2.9)

9pq
pgeEPQ

en donde Gy, es el nimero de viajes de p a ¢ de acuerdo a la informacién a priori.

Hasta este punto, no se ha considerado el impacto que tienen los costos de viaje en la
demanda, esto puede hacerse agregando la siguiente restriccion:

Z YpaCpg = C (2.10)

PgEPQ

En esta ultima igualdad, C es el costo generalizado total que perciben todos los usuarios del
sistema. Formulando el Lagrangiano del nuevo problema se tiene:

L(g) = - Z (9pg108(9pa/ Gpg) — Gpa) + Z Ap <Op - ngq>

pgeEPQ peEP q€eQ

S (50 S ox (0 5 )

q€Q peP pgEPQ
Las condiciones de primer orden son:
9L(g) g
= —log 2L — X, — Aag — A3Cpg = 0
OYpq g Gpq v 2q e

Despejando g,, se obtiene:
_ —Aip—A2g—A3¢pq
Gpq = Gpge™ 1777
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= que_hpe_)‘%e_’\‘*cpq

Denotando a, = e ™ y b, = e y a = a,b,, cuando se utiliza la informacién a priori
contenida en GG, se obtiene el modelo gravitacional con una funcién de disuasion exponencial:

— —A3Cpq
Ipg = Gpgapbee

Es posible obtener un modelo gravitacional con funcién de disuasion polinomial, en lugar
de exponencial, si se reemplaza la condicién (2.10) por:

Z Gpglog cpg = C

pgEPQ

En este caso, descartando la informacién a priori, el Lagrangiano y las condiciones de primer
orden son las siguientes:

L(g) = — Z (9pg 108(9pq) — pg) + Z Alp (Op - Z 9pq>

pgeEPQ peP q€qQ

T Z A2g (Dq - ZQM> + A3 (O - Z 9pa 108 CW)

q€Q peP pgeEPQ
oL
l9) _ — 108 Gpg — A1p — Azg — A3 log cpg = 0
pq

Despejando nuevamente g,, se obtiene:
_ o= Ap A2 — A3
Gpg = € PP,
El cual es el modelo gravitacional pero con una funcién de disuasion polinomial:

_ —A3
gpq - apbq Cpq

Aunque el modelo gravitacional y el modelo de entropia se basan en diferentes supuestos,
se ha demostrado que ambos modelos son equivalentes matematicamente.

Por ultimo, si en lugar de ¢,, se toma c,, —log ¢,, en (2.10) y formulando el Lagrangiano
del nuevo problema se obtiene:

L(g) = - Z (9pq 108(9pa/ Gpq) — 9pa) + Z Atp <Op - Z 9pq>

pgeEPQ peP q€eQ

+Z)‘2q (Dq - ngq) + A3

q€eqQ peEP

¢ - Z pq (Cpg — 10g Cpq)]

pgeEPQ
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Las condiciones de primer orden son:

dL(g) g
= —log 2L — X;, — Aoy — A —1 =0
090e 0g G 1p 2q 3 (Cpg — log cyg)

Despejando g,, se obtiene:
_ —A1p—A2¢—A3Cpq A3
9pq = Gpqe Cpq
— —A1p ,—A2¢ ,—A3Cpg A3
= (e Mre e Cpo

Denotando a, = e *» v b, = e *2¢. se obtiene el modelo gravitacional con una funcién de
P q )
disuasién combinada:

_ —Asc A
Ipg = Gpgapbye P Cpg

2.2. Meétodos de balance de matrices.

Considérese el problema de determinar una matriz origen destino g con las siguientes
restricciones para la matriz g:

> 0=0,  VpeP (2.11)
q€Q
> =Dy VgEQ (2.12)
peEP

Existen métodos muy simples para actualizar la matriz O—D, los cuales hacen uso del niimero
real de viajes que se originan en cada zona O, y el nimero efectivo de viajes que terminan en
cada zona D,. Estos métodos, ademds de considerar las restricciones de conservacién (2.11)
y (2.12), pueden incluir también otras condiciones como cotas superiores de las entradas de
la matriz O—D.

2.2.1. Meétodo biproporcional estandar.

El método estandar de balance biproporcional de matrices, también conocido como méto-
do de Fratar [25] o método de Furness [18] consiste en encontrar a, y b, para cada origen
p € Py destino ¢ € @ tales que, al multiplicarse por los correspondientes renglones y co-
lumnas de la matriz conocida a priori G4, los totales marginales de la matriz resultante g,
corresponden a los origenes O, y los destinos D,. Esto puede expresarse en las siguientes
ecuaciones:

Ipg = apbgGipg peP, qeqQ, (2.13)
ngq = Oy, pepP (2.14)
9€q
ngq = an q€q (2.15)

peP
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Siguiendo a Florian [15], el problema anterior también puede expresarse como un problema
de optimizacion convexa y también puede encontrarse en la literatura como problema de
transporte de méxima entropia. El problema puede escribirse como:

min Z Gpg(In gpg —In Gy — 1) (2.16)

pgePQ
sujeto a las condiciones (2.14) y (2.15).

Definiendo «, y /3, como las variables duales asociadas a las restricciones (2.14) y (2.15)
y de las condiciones de optimalidad de Kuhn—Tucker se obtiene la siguiente expresion:

Gy +Ingyy, —InGp—I+a,+5,=0
pq
=g,y =G, —a,— 5,

Gpg = € PG, pq € PQ (2.17)

recordando que pg € PQ significa p € Py ¢ € Q. Considerando a, = e y b, = e 1,
pq € PQ, el problema anterior corresponde al problema planteado en la ecuacién (2.13).
Ademas, la formulacién dual del problema (2.16) se puede escribir como el siguiente problema
de optimizacién sin restricciones:

min G e P @) D 2.18
op pq€ +ZO‘p p"‘zﬁq q ( )
PgEPQ peEP q€Q

Si el coeficiente de proporcién « de la ecuacién (2.2) se separase en dos factores de balance
a = ayb,, y considerando las restriccionenes (2.11) y (2.12), el problema se puede resolver
con el método de Furnes.

El modelo estandar de balance biproporcional de matrices se caracteriza por ser factible
cuando Zpep 0, = quQ D,y G, > 0 para todo pg € PQ. Es facil ver que para este
problema se pueden combinar las ecuaciones (2.13) y (2.14) para despejar a, y balancear los
origenes, posteriormente combinar las ecuaciones (2.13) y (2.15) para despejar b, y balancear
los destinos. El algoritmo de solucién se incluye en el apéndice A.2.

2.2.2. Meétodo biproporcional con cotas superiores.

En esta seccién se introduce una extension del modelo definido en la seccién anterior,
en donde se imponen cotas superiores U,, a los elementos de la matriz resultante g,,. La



18 CAPITULO 2. ESTIMACION DE MATRICES DE DEMANDA.

formulacién del problema extendido es la siguiente:

min Z Gpg Ingp, —InG,, — 1) (2.19)
pgePQ
sujeto a: ngq = 0,, peP (2.20)
q€Q
> gw=Dy  q€Q (2.21)
peEP
9pq < Upg;  Pq € PQ (2.22)

Utilizando nuevamente «,, y 3, como las variables duales asociadas a las restricciones (2.20)
y (2.21) y agregando la nueva variable dual f,, asociada a la condicién de la cota superior
(2.22), se pueden escribir las condiciones de Kuhn—Tucker del problema anterior como:

Ingy, —InGpy + 0y + By + fipg =0, pq € PQ (2.23)
tpg(Upg = Gpg) = 0, pq € PQ. (2.24)

La condicién de optimalidad (2.23) puede reescribirse como:
Jpg = G’pqe—&p—ﬁqﬁ“pq7 pq € PQ (225)

Aplicando la condicién de holgura complementaria (2.24) para la variable dual (i, y distin-
guiendo los casos cuando i,y = 0y 1,y > 0, la ecuacion (2.25) se convierte en:

G~ P = a,b,G,, sijipg =0
qu :{ rq P~qa~"pq Pq (226)
Upq Otro caso

la cual puede escribirse de manera méas concisa como:
Gpq = Min{G e P U} = min{a,b,Gpq, Upy pq € PQ (2.27)
Noétese que la formulacién anterior no contiene explicitamente las variables duales .

Formulando el Lagrangiano del problema dual se obtiene:

min - —L(e, B, p) = Z que_%_ﬁq_upq + Z apOp + Z BeDq + Z tpgUpq  (2.28)
a, PgEPQ peP q€Q PIEPQ
>0

y es facil observar que a excepcién de la no—negatividad de f1,4, €l problema dual es esencial-
mente un problema sin restricciones. Para este tipo de problemas, se sabe que el método de
descenso en direcciones candnicas converge a la soluciéon éptima [27]. Por lo tanto se puede
utilizar este método para resolver el problema dual (2.28) y encontrar los valores 6ptimos
de las variables duales. Si el problema primal (2.19) es factible, los valores 6ptimos de las
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variables duales o, y 3, se sustituyen en la ecuacién (2.27) para obtener la solucién 6ptima
del problema primal.

Aplicar el método de descenso en las direcciones canénicas al problema (2.28) significa
resolver ciclicamente las condiciones de optimalidad de primer orden respecto a las variables
duales correspondientes. Esto implica encontrar los ceros de las primeras derivadas parciales
de la funcién objetivo dual respecto a las variables duales.

L
0 (O-/, 57 ,u) _ _ Z que—ap—ﬁq—#pq + Op — 07 pE f)7 (229)
Oay, poer
L
OL(a, B, ) _ S G D=0, geQ, (2.30)
98, peP
oL
(Oé, ﬁ’ ILL> — _que—ap_ﬁq_ﬂpq + qu — 07 V/,qu > 0 (23]‘>
8#12(1

Observando que (2.31) es equivalente a (2.27), se pueden combinar (2.29) y (2.31) en una
sola condicién mas simple:

> min{ayb,Gpg, Upg} = O,  pEP (2.32)
q€Q

y las condiciones (2.30) y (2.31) se pueden combinar como:
> min{ayb,Gog. Uyt = Dy, q€Q (2.33)
pEP

La introduccién de las cotas superiores influye en la factibilidad del problema de la misma
manera en que influyen los ceros en la matriz G,. Las condiciones necesarias de factibilidad
son:

> Uy>0, peP (2.34)
qeQ
Z Upg 2 Dy €@ (2.35)
peP

El algoritmo de solucién se basa en resolver iterativamente las ecuaciones (2.32) y (2.33).

Para resolver el problema de balance biproporcional de matrices con cotas superiores
(2.19) se propone utilizar un algoritmo que consta de dos partes. Por un lado se realiza el
balance respecto a los coeficientes a,, b,, asumiendo que es posible encontrar x que resuelve
el problema del tipo >, min{xf;, u;} = T, ver algoritmo 1 del apéndice A.3. En el algorit-
mo 2 del apéndice A.3 se considera el subproblema de encontrar el factor x, ordenando los
elementos i de acuerdo a los cocientes u;/ f; y revisando ordenadamente en los elementos si
el valor 6ptimo x se encuentra entre dos coeficientes consecutivos w;/f;. En esta seccién se
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agregd una cota superior al método biproporcional, pero esto puede aplicarse también a otro
tipo de métodos, aunque esto ya no se muestra en este trabajo.

La naturaleza multiplicativa de los métodos vistos anteriormente, implica que las entradas
de la matriz O—D que son inicialmente cero permaneceran asi durante el balance, aunque
si se desea, esto se puede cambiar asignando valores pequenos llamados semillas a dichas
entradas para permitirles que aumente su valor. Para ejemplificar estos métodos considérese
una red de transporte en dos cuadras de cualquier ciudad representada en la figura 2.2.

Headways

== Linea 1: 5 minutos
=== Linea 2: 4 minutos
=== Linea 3: 3 minutos

Figura 2.2: Red de dos centroides con tres lineas de transporte.

Supdngase que mediante una serie de encuestas se obtuvo una matriz de demanda G y el
total de viajes originados y terminados en cada nodo.

0 280 300
G:<179 0), 02(150), D= (150 300 )

Como puede observarse, la suma de renglones de G no corresponde a los origenes ni la su-
ma de las columnas de G corresponde al los destinos, esto quiere decir que la matriz G no
estd balanceada. Aplicando el algoritmo para balance biproporcional de matrices con cotas
superiores, apéndice A.3, considerando como cota la suma total de origenes y destinos, en
dos iteraciones se obtiene:

a= (10714 0.8380); b=(1 1); g= ( 1(5)0 380)

Como se ve, la suma de los renglones y de las columnas de la matriz g si corresponden a los
origenes y destinos, respectivamente, conocidos en los nodos. Esto quiere decir que la matriz
encontrada g representa de manera mas precisa la demanda entre los dos nodos de la red, esto
quiere decir que hay 300 personas en el nodo 1 que desean ir al nodo 2, y que 150 personas
del nodo 2 desean ir al nodo 1. En el capitulo 6, se muestra este mismo método aplicado a
la red de transporte de la ciudad de Winnipeg.
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2.2.3. Meétodo triproporcional.

Otro de los métodos simples es el método tri-proporcional, el cual incluye informacién
sobre los costos de viaje ademés de las restricciones (2.14) y (2.15). Los datos de distribucién
de costos proporcionan el niimero total de viajes correspondientes a cada intervalo de costo
agregado. Esto puede hacerse agragando la siguiente restriccion.

> Gubpy=Rr VI (2.36)

peEP,qeQ

en donde R; es el niumero de viajes asociado al intervalo [ y (5{,(1 es 1 si el costo de p a ¢
estd en el intervalo I, y es cero en otro caso. El procedimiento de este método es similar al del
método de Fratar, consiste en ajustar cada una de las restricciones de manera sucesiva e iterar
hasta alcanzar la convergencia o alcanzar un niimero maximo de iteraciones. Se considera que
este método es un poco mejor que el de Fratar, pero sélo cuando se conoce la distribucién de
costos de viaje, ademds se supone que esta informacion es independiente de las variaciones de
demanda; es por esto que este método resulta 1til pero sélo cuando se buscan aproximaciones
a corto plazo. El algoritmo correspondiente se incluye en el apéndice A.4.
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Capitulo 3

Métodos de conteo.

Los modelos y métodos introducidos en el capitulo anterior, aunque son muy sencillos y
faciles de realizar computacionalmente, tienen el inconveniente de que necesitan informacion
que es dificil de obtener en la practica. Para poder aplicarlos, es necesario conocer el nimero
de viajes O, que salen de cada origen p y el nimero de viajes D, que llegan a cada destino ¢
de la red. En una red de gran tamano es practicamente imposible conocer, o al menos esti-
mar, esta informacion de manera confiable, a menos que se tengan politicas de actualizacion
de la informacién en forma peridédica, lo cual no sucede en México. Por esta razén, en este
trabajo se opta por estudiar modelos y métodos en los que la informacién que se requiere
se pueda obtener en forma realista y economica. A continuacion se introducen una clase de
modelos basados en la observacion de flujos sobre un conjunto de arcos o segmentos de la red
de transporte.

Las técnicas de estimacion de matrices basadas en la observacion de flujos han sido am-
pliamente desarrolladas, principalmente por el bajo costo que requiere la obtencién de dichos
datos. Todos ellos se basan en las ecuaciones de asignacion

Vo = Z Vpa9pa (3.1)

pgeEPQ

en donde g = {g,,} es el elemento del renglén p y la columna ¢ de la matriz de demanda,
V.5 es la proporcion del volumen de pasajeros que van del nodo p al nodo ¢ y que utilizan el
arco a, v, es el volumen total sobre el arco a.

Es importante aclarar que la estimacién de la matriz de demanda utilizando conteos
dependera del método utilizado para el proceso de asignacién. Generalmente se consideran
dos tipos de modelos, en uno se supone que la fraccién de volumen V3 no depende de la
congestién en los arcos o segmentos de trafico y se consideran asignaciones del tipo “todo o
nada”, en el otro se consideran los efectos de la congestién y las resricciones de capacidad
basédndose en los principios de conservacién de Wardrop [42] y la transformacién de Beckman
[1]. A continuacién se presentaran tres modelos basados en la observacién de flujos en un
conjunto predeterminado de arcos o segmentos de la red de transporte. En los primeros dos

23
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modelos se supone que Vu no depende de la congestion y que tampoco se puede obtener
directamente de la matriz O-D. Estos son el modelo de minimizacion de la informaciéon
(seccién 3.1) y el modelo de entropia (seccién 3.2). El dltimo modelo se introduce en la
seccion 3.3, éste es un modelo de proyeccién basado en minimos cuadrados generalizados, el
cual se estudia y desarrolla de manera exhaustiva en el Capitulo 4.

3.1. Minimizacion de informacion.

En este método se sugiere el uso de una matriz que agregue la menor cantidad de in-
formacion o incertidumbre posible a la informacién obtenida en los conteos. De acuerdo a
la distribucién multinomial, la informaciéon contenida en un conjunto de N observaciones,
donde el estado k es observado n; numero de veces, se define como:

ng
I=—log (N! I1 7”3) (3.2)
N
k

en donde 7 es la probabilidad de observar el estado k. En este caso, el estado seria el par
O—D pgq, que se obtiene de observar a un usuario de la red que va de p a ¢. El nimero de
observaciones ny, del estado pg en el arco a es el siguiente:

Mg = 9paVpey P E PQ (3:3)

en donde Vi es la fraccion de volumen observado de p a g en el arco a, esta cantidad esta entre
0y 1. La probabilidad del estado pq m,, esta dada por:

GV
Moy = = (3.4)
qu‘/;?q

pgeEPQ

Sustituyendo (3.3) y (3.4) en (3.2), se obtiene la informacién I, contenida en v, observaciones
sobre el arco a, (ver [41]):

Va
quvpczl)gpq pq

Ia(g) = _logva! H <Sa—

- (3.5)
PIEPO (gqu;)q)!
en donde S* = Z G gV, Por las propiedades de los logaritmos la ecuacion (3.5) se pude

PgEPQ
expresar como:

Gp, V2
I.(g9) = Z 10g(gpqVpg)! — log va! — Z Ipq Ve 10g ( Zapq)

PgeEPQ pgEPQ
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Usando la aproximacién de Stirling y haciendo uso de (3.1) se obtiene:

a a a Sa
L0 = 3 oV lostonVis) — ge) — vlogvatat Y abiiion (o

PeEPQ PeEPQ Pa " pq
ga
= Z gpq log gpq Z gpq log Vg + Z gpq log G Va
prq
PgEPQ PeEPQ PeEPQ pe

Factorizando se obtiene:

o 5
Z IpaVp {log 9paVpq) — 108 va +log (G Va )]
Pq " pq

pgeEPQ

Utilizando nuevamente las propiedades de los logaritmos queda:

Sy
1 Pq
= > g Og( qu>

pgeEPQ

La informacion total estd dada por:
S
= Z Lo(9pq) = Z Z IpqVpq 108 ( qu> (3.6)
a€A a€A pgePQ Pq

El problema se reduce a minimizar esta informacién bajo las restricciones (3.1). El Lagran-
giano asociado a este problema seria el siguiente:

=>. [ > Yy 10g<Sgpq> (Z GV )]

acA LpgePQ pgEPQ

en donde A, es el multiplicador de Lagrange correspondiente al arco a. Las condiciones de
primer orden son las siguientes:

at) :Z {Vp‘ﬁva log(s gpq> + A V“} =0

9pq Py Gpq
1 )" 2 N 14,
- e[ (22) "= S
a€A Pq a€A
S o Saca(lHAa) (142 VE,
= H (F a€A e H e
acA N TP a€A
2V v
N (&) acA Ya —(1+xa)
qu acA 5

Despejando g, finalmente se obtiene:

&e*(l*F)\a) acA
Sa

acA

Ipg = Gpg

] Via/ Z ‘/ZD(]
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3.2. Modelo de entropia considerando el flujo.

Este modelo, como su nombre lo dice, se basa en el modelo de entropia visto en la seccién
2.1.2. La funcién (2.8) se maximiza considerando la restriccién de flujo (3.1). El Lagrangiano
asociado a este problema es:

L(g) = — Z (9pg 108 Gpg — Gpq) — Z/\a ( Z IpaVpg — Ua)

pgeEPQ acA PeEPQ

en donde \, es el correspondiente multiplicador de Lagrange para el arco a. Las condiciones
de primer orden son las siguientes:

Despejando g, se obtiene:

9pq = H e NV (3.7)

Es posible extender el modelo anterior haciendo uso de la informacién conocida a priori,
esto es puede hacerse reemplazando la ecuacién (2.3) por:

9pq
1 G
E(g, G) = ( Z gpq>! H — | =F— (38)
PgEPQ pacPq | Ipa Z Gpq

pgePQ

Aplicando logaritmos, utilizando la aproximacion de Stirling y resolviendo el problema sujeto
a la restriccion (3.1) se obtiene:

a
1 Vp g

9pq = G < Z qu) e e (3.9)
acA

pgEPQ

en donde m es el numero de arcos considerados en el conteo.

3.3. Minimos cuadrados generalizados.

El método de minimos cuadrados generalizados consiste en la minimizacién de la distancia
entre la matriz conocida a priori G y la matriz calculada g, y entre los volimenes observados
V. v los asignados v,. La funcién objetivo que se desea minimizar es:

minZ(g) = Y wh(gpy — Gpg)* +7 Y w) (va — Va)? (3.10)

g
PgeEPQ acA
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en donde A es el conjunto de arcos donde se realizan los conteos, v, es el volumen asignado
con la matriz g,4, V, es el volumen observado en el arco a, prq es la confianza relativa que se
tiene en los datos G,,, w) es la confianza que se tiene en el valor V,, y 7 es el peso relativo
global de los conteos comparados con los datos de la matriz a priori G. Los valores de {v, }aea
se determinan a partir de los valores de g y la ecuacién de asignacion (3.1). Los parametros

prq, wY v 7 se calculan a partir de la matriz de varianza—covarianza de los datos. De manera

més general, se puede denotar por b = (b;)™, al vector de m observaciones, ¥ = (z;)"; al

vector de n variables a estimar, y
A:R" —R™

T — AT
La relacion lineal entre las variables y las observaciones, el problema de minimos cuadrados
generalizados se puede definir como:

1 -
min — ||W (AZ — b)|[3 (3.11)
ZER™ 2

en donde W es una matriz de m x m que contiene los errores de medicién. Tipicamente se
considera a W como la matriz de varianza—covarianza de las observaciones b. Para mayores
detalles de este tipo de modelos se puede consultar [2].

Este tipo de modelos se pueden resolver numéricamente utilizando métodos iterativos
de descenso. Actualmente existen métodos muy efectivos para resolver problemas del tipo
(3.11) como son los métodos de gradiente conjugado y los métodos de subspacios de Krylov.
Sorpresivamente, nos hemos dado cuenta que estos métodos han sido muy poco usados en
el &mbito de la ingenieria del transporte, y en algunos casos se utiliza solamente el método
bésico de descenso méximo (steepest descent, en inglés). Lo anterior nos motiva a explorar
la aplicacion del método de gradiente conjugado en este tipo de problemas. Finalmente,
queremos mencionar que los métodos vistos en las secciones anteriores de este capitulo pueden
servir para generar un valor inicial para el método iterativo, aunque en este trabajo no se
utiliza esta recomendacién, puesto que pensamos que es mas natural tomar como valor de
comienzo la demanda conocida ‘a priori’, como se muestra en el capitulo siguiente.
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Capitulo 4

Métodos iterativos para estimacion de
demanda.

Como se mencion6 en la seccion 3.3, el modelo de minimos cuadrados generalizados con-
siste en la minimizacién de la distancia entre la matriz conocida a priori G y la matriz
calculada g, y entre los volimenes observados V, y los asignados v,. En este capitulo se es-
tudiaran modelos simplificados, en donde se supondra que wg] =1y w/ =1 en la ecuacién
(3.10). Noriega y Florian [31] consideran ademas, un promedio ponderado entre la diferencia
de volimenes y la diferencia de demanda de tal manera que la funcién objetivo que se desea
minimizar es:

min Z(g) = & S (wla) Vil + 5 3 (g — G (41)
acA pgePQ
Sujeto a: v(g) = assign(g) (4.2)

en donde A es el conjunto de arcos donde se realizan los conteos, v, es el volumen asignado
con la matriz g,, y V, es el volumen observado en el arco a, y 0 < a < 1. La funcién assign(g)
se utiliza para indicar los volimenes que resultan de una asignacion de transito con la matriz
de demanda g.

Aunque la funcién objetivo de la ecuacién (4.1) depende tanto de los volimenes como
de la demanda, no debe perderse de vista que lo que se desea minimizar es la diferencia de
demandas y que el término correspondiente a los volimenes se puede ver como una restriccion
de igualdad aproximada de volimenes, es decir, se quiere que los volimenes calculados v(g),
sean tan cercanos a los volimenes medidos V, como sea posible. Considerando ésto, es posible
plantear el problema (4.1) simplemente penalizando el término correspondiente a la diferencia
de volimenes, quedando de la siguiente manera:

min Z(g) = 3 3" (o0~ Go)* + & S (00— Vi’ (4.9
pgePQ acA
Sujeto a: v(g) = assign(g) (4.4)

en donde k es un coeficiente de penalizacién.
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4.1. El modelo simplificado de Spiess y el método de
maximo descenso.

4.1.1. El modelo simplificado.

Una simplificacién del problema (4.3) es minimizar solamente la distancia entre los voliime-
nes observados y los asignados. Es decir, se escoge a = 1 en el modelo (4.1).

1

min Z(g) = 5 (va(g) — Vo)’ (4.5)
acA
sujeta a: v = assign(g) (4.6)

En la expresion anterior V, son los volimenes observados en un conjunto de arcos A de la red,
y los volimenes v,(g) son los resultantes de hacer una asignacion con la matriz de demanda
g = {9pq}gperq. Debe considerarse que el modelo de asignacién usado debe corresponder a
un problema de optimizaciéon convexa.

En esta seccion la palabra “asignacién” se refiere a una asignacién de equilibrio, en donde
se supone que se cuenta con un conjunto de funciones no decrecientes de costo en las aristas
ta(vy) de todos los arcos de la red a € A que aseguran la convexidad del modelo. Este tipo de
problemas de asignacion de equilibrio han sido estudiados ampliamente y se pueden resolver
de manera eficiente, ya sea por aproximacién lineal sucesiva [16], [13], o por el método Partan
[14]. Dado que el problema de estimar la matriz, tal como se formula en (4.5), es altamente
indeterminado, se suele admitir un nimero infinito de soluciones éptimas. Por supuesto, en
el contexto de planificacion real, se espera que la matriz resultante se parezca lo mas posible
a la matriz inicial, ya que contiene informacion estructural importante en los movimientos
origen—destino.

4.1.2. El método de descenso.

Existen varios métodos iterativos de descenso (también llamados de tipo gradiente) para
encontrar el minimo de una funcién diferenciable, suponiendo que se conoce un entorno del
punto donde ocurre el minimo. Estos métodos parten de un valor inicial, a partir de la cual
se encuentran una sucesiéon de valores (descendentes), y que se espera sean cada vez maés
cercanos al minimo. Los métodos de descenso se distinguen entre si por la direccion en la
que se escoge descender en cada iteracion, y por el tamano del paso que asegure un buen
descenso. Uno de los métodos mas sencillos e intuitivos es el método de descenso maximo
(steepest descent), en donde se toma como direccién de descenso la opuesta al gradiente,
por ser la de maximo decrecimiento de la funcién en cada punto. Este método aplicado al
problema (4.5)—(4.6), cuando se toma directamente el gradiente con respecto a la variable g
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se escribe de la siguiente manera:

Gpq para | = 0,
9Z(g)

! l _
Gpg — A [ D9pe ]g;q paral=1,2,...

(4.7)

en donde el tamaifio del paso A' debe tomarse lo suficientemente pequefia para asegurar un
descenso en cada iteracién, es decir para que que Z(g't1) < Z(g'). Si el gradiente se expresa
en las variables g como en la ecuacién (4.7), esto implica que los cambios en la matriz de
demanda se miden de un modo absoluto. Esto implicaria que los pares O-D con g,, = 0
también se veran afectados en el ajuste. Para una aproximacién mas realista el gradiente
debera basarse en los cambios en la demanda, esto puede escribirse como:

" Gpq para | =0, @s)
Ipq = .
Pa 9, (1—)\1 [8Z—(Q)LZ ) paral=1,2,...
pq

99pq

Notese que cuando se utiliza el gradiente relativo, el algoritmo se vuelve multiplicativo. Por
lo tanto, un cambio en la demanda es proporcional a la demanda en la matriz inicial y, en en
particular, los ceros se conservaran en el proceso, [36].

Para completar el algoritmo (4.8), es necesario calcular el gradiente en términos de los
flujos de arco, para lo cual es necesario establecer la relacion entre los flujos de arco y los
flujos de ruta, como se indica a continuacion.

Sea Sy, el conjunto de caminos usados para cada par O-D, pg € PQ, y hs el vector
correspondiente al flujo de ruta s € S,,. El volumen de arista puede expresarse como:

va(8) = D D ahs, acA (4.9)

PgEPQ sESpq

en donde ., es la matriz de incidencia entre flujos de arco y flujos de ruta, definida por

5o 0 sia¢ s (laarista a no se encuentra en la ruta s) (4.10)
)1 siaes (la arista a estd contenida en la ruta s) '
Usando las probabilidades de ruta en lugar de los flujos de ruta
hs
Ty = —, 5 € Sy, pg € PQ (4.11)
9pa

la ecuacién (4.9) puede reescribirse de la siguiente manera:

v.(g) = Z Gpq Z OasTs, ac A (4.12)

pgePQ 5ESpq
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En cada iteracién del algoritmo de descenso, introducido por Spiess [36], se utiliza como
direccién de descenso un vector d, cuyas componentes son de la forma:

d, g 0Z(8) pq € PQ. (4.13)

T g,

en donde es posible calcular la derivada parcial usando la regla de la cadena, obteniendo:

07(g) _ 0Z(g) v, 0v,(g)

=2 T (va(g) = Vo), pg € PQ (4.14)
acA Pq

OGpq 0v, Ogpg

Asumiendo que las probabilidades sobre cada ruta son constantes, de la ecuacién (4.12) se
obtiene:

v,
Ya _ Z 0asTs, ac€ A, pqe PQ. (4.15)
agpq sE€Spq

Sustituyendo la ecuacién (4.15) en la ecuacién (4.14) se obtiene:

07(g) _ Z Z OasTs (Vg — V) = Z s Z(Sas (va = Va), pq € PQ (4.16)

0
Ira a€A s€Spq s€Sp,  acA

Para implementar el método de maximo descenso (4.8), es necesario dar un tamano de
paso adecuado A. Si se eligen pasos muy pequefios se asegura que Z(g) disminuya en cada
iteracion, sin embargo se requiere un gran numero de pasos para llegar al minimo. Por el
contrario, si se eligen tamanos de paso muy grandes, es posible que Z(g) vaya creciendo y
se pierda la convergencia. Asi, el tamano de paso 6ptimo A* dada una demanda g puede
calcularse resolviendo el siguiente sub—problema de minimizacién unidimensional.

min 6()) = Z (gpq (1 . AaZ(g)» (4.17)

8gpq
0Z(g)
OGpq

sujeto a: A

<1, Vpg € PQ, con g,, >0 (4.18)

Por tal motivo, es de interés evaluar los voliimenes de arco con la ”nueva matriz de demanda’” g+
Ad. De acuerdo a (4.12) se tiene:

hs

va(g +Ad) = Z (Gpg + Adpq) Z 045 Ts, en donde ahora my = PV
Prq Pq

PgeEPQ SESpq

(4.19)

Esta tltima expresién se puede simplificar se calcula w4 como en (4.11), pues en este caso se
podria escribir:
Va(g + A d) = v,(g) + Ava(d), (4.20)

debido a que 7, seria constante (no dependeria de Ad). La simplificacién anterior es factible
debido a que, en un algoritmo de descenso, la diferencia de la demanda entre iteraciones
sucesivas tiende a cero cerca del 6ptimo. De cualquier forma, la aproximacion anterior también
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puede pensarse como el término de primer orden de la expansiéon de Taylor de v,(g + Ad)
respecto de A, con un error cuadrético proporcional a ||\ d||?. Utilizando (4.20) es f4cil estimar
la variacién de los volimenes con respecto al paso A, (suponiendo conocidas g y d):

_ dv,
)

va(N)

~ 0,(d). (4.21)

Para estimar el paso 6ptimo \* en el algoritmo de descenso méximo se necesita minimizar
la funcién escalar

6(\) = % S (vu(g + A d) — Vo)’ ~ % S (va(g) + Ava(d) — V)? (4.22)

acA acA

Esta claro que el minimo se alcanza en donde la derivada respecto de A es igual a cero

(N~ (va(8) + Ava(d) = Vo) va(d) = 0. (4.23)

acA

Despejando A de la iltima ecuacién, se obtiene la siguiente estimacién para el valor éptimo
del paso

Z 'Ua(d>(va - Ua(g))
N 254 . (4.24)

> va(d)?

a€A

el cual, para que sea una solucion factible, debe cumplir la restriccion (4.18). Con las ecua-
ciones anteriores, se tienen los resultados necesarios para resolver el problema de ajuste (4.5)
utilizando el método de descenso maximo con un gradiente relativo (4.8).

4.1.3. Maximo descenso en el modelo que agrega la diferencia de
demanda.

Si se desea mantener la estructura de la matriz O-D durante el ajuste, es importante
considerar el segundo término de la funcién objetivo (4.1):

28) =5 3 (oo~ Coal + 5 3 (tale) ~ Vo) (4.25)

pqePQ acA

en donde G = {Gp,}perq €s la matriz conocida “a priori”, g es la demanda a calcular,
y k > 0 es un factor de penalizacion. De esta forma, el gradiente de la funcién objetivo
consistira en dos partes, la primera correspondiente a la diferencia de volimenes dada por la
ecuacion (4.16), y la segunda dada por la diferencia en la demanda. Por lo tanto, el gradiente
en este caso esta formado por las siguientes derivadas parciales:

07 (g)
agpq

= (Gpqg — Gpg) + K Z Ts Z das (Vo — V4) pq € PQ (4.26)

5€Spq acA
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Para garantizar que las entradas de la matriz g,, = 0 permanezcan sin modificaciones, es
conveniente multiplicar la direccién de descenso —VZ(g) por la demanda g, obteniendo:

en donde la operacion .x indica que el producto se hace entrada por entrada, es decir:

dpg = —Gpq | (Gpg — Gpa) + kD T Y dus(va—Va)| . pa€ PQ (4.27)

8E€Spq acA

Para calcular el tamano 6ptimo del paso en el algoritmo de descenso es necesario minimizar
la siguiente funcién escalar:

(N =Z(g+Ad) ~ % Z (9pq + Adpg — qu)2 + g Z (va(8) + Ava(d) — Va)2 . (4.28)

pgeEPQ acA

La estimacién de la derivada respecto de \ es claramente:

¢'(A) =~ Z (Gpg + Adpg — Gpg) dpg + Z (va(8) + Ava(d) — Vo) va(d) (4.29)

pgePQ acA

Igualando a cero la expresion anterior y despejando A, se obtiene el tamano éptimo del paso:

Z pg(Gpg — Gpg) + K Z va(d) (Vo — va(g))

A g PIETC wed . (4.30)
Z a2, +k Z Vg (d)?
PeEPQ a€A

El problema puede verse de manera mas general para diversos modos de transporte, esto
tiene la ventaja de que se pueden ajustar varias matrices para diferentes modos de transporte
de manera simulténea, [31]. Considérese el problema de ajustar matrices para diversos modos
de transporte M. La matriz de demanda del nodo p al nodo ¢ para el modo de transporte
m € M se denota por g. A™ C A es el conjunto de arcos donde se tienen conteos del modo
m. En este caso, la funcién objetivo toma la siguiente forma:

26 =3 3 S - G S (i) - vy (1.31)

meM pge PQ meM gec Am

y de manera andloga a los pasos anteriores, se obtienen la direccién de descenso:

dye = =g | (gpe = G) +k Y7l > om(ur =V")|, pge PQ, me M (4.32)

SESTY acAm
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por lo que el tamano de paso 6ptimo para cada modo de transporte se estima por medio de:

ST oanGm gy kY o) (V- ()

A g PIEEQ acA™ . 4.33
S @) kY .
pgePQ acAm

Hasta este momento se ha desarrollado el método de méaximo descenso para resolver el
problema de ajuste de demanda, pero es posible utilizar otros métodos, como el de gradiente
conjugado.

4.2. El método de gradiente conjugado multiplicativo.

Es bien conocido que el método de descenso maximo puede llegar a ser muy ineficiente en
la practica, debido al problema de “zig—zagueo”, el cual ocurre principalmente con problemas
mal condicionados, y que ocasiona que se requiera de un gran numero de iteraciones para
acercarse al 6ptimo. El método de Newton es mucho mas eficiente en esos casos, sin embargo
es muy caro debido a la necesidad de evaluar Hessianos y a la necesidad de resolver sistemas
de ecuaciones en cada iteracién. Un método intermedio, en el que no ocurren niguna de estas
desventajas es el método de gradiente conjugado. El método de gradiente conjugado puede
adaptarse para evitar la evaluacion de Hessianos, a la vez que reduce el niimero de iteraciones,
con un costo comparable al método de descenso méaximo en cada iteracién. En esta seccién se
introduce el algoritmo de gradiente conjugado para funciones cuadraticas y su generalizacion
a funciones no cuadraticas y se explican algunas de sus propiedades. Al final se introduce
una variante de gradiente conjugado que puede utilizarse para minimizar la funciéon objetivo

(4.25).

4.2.1. Introduccion del algoritmo de gradiente conjugado.

El método de gradiente conjugado se introdujo en 1952 por Hestenes y Stiefel, [19],
y es considerado uno de los métodos de descenso mas populares e importantes del siglo
XX para problemas de gran escala [38]. En este método la direccién de descenso se ge-
nera como una combinacién lineal de la direccién anterior y el gradiente actual, es decir
dtt = —Vf(x'*1) + g'd!, donde ! se calcula en términos de informacién conocida en cada
iteracion.

El método de gradiente conjugado y sus propiedades invariablemente se estudian para
es caso especial de la minimiacién de una funcién cuadratica, que en forma vectorial puede
escribirse como:

1
fx)=5x"Qx—x"b, conx, beR", QR (4.34)
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en donde b es dado y @ es una matriz simétrica y definida positiva (la Hessiana de f). El
algoritmo de gradiente conjugado bésico para minimizar la funcion mutidimensional anterior
se puede escribir de la siguiente manera:

1. Inicializacién: Dado x°; se toma d° = —V f(x?).
2. Avance: Para [ > 0, suponiendo conocidos x!, d!, calcular x*!, d'*! por medio de:

x™ =x! + A\'d', en donde A minimiza ¢(\) = f(x' + 1 d’) (4.35)

3. Prueba de convergencia: Para 0 < ¢ << 1, si Vf(x't1) . Vf(x™!) < eVf(x°) -
Vf(x%), 6 bien si I > l,,42, entonces parar y salir. En caso contrario hacer lo siguiente:

4. Nueva direccion conjugada:

+1 I+1 4l 1 (V) QA
d™ =-Vfx™)+pd, endonde = @70 d (4.36)
Hacer [ =1+ 1eir a 2.
Como la funcién es cuadratica, es posible calcular A' en forma exacta, obteniendo:
-Vix)Qd
M= 4.
[@)rQd 437

El algoritmo de gradiente conjugado también puede utilizarse para funciones que no sean
cuadraticas, sustituyendo @ por la Hessiana de f evaluada en x'*! en (4.36). Sin embargo,
es ineficiente evaluar Hessianos, especialmente en problemas de gran escala. Incluso para
funciones cuadraticas, en donde no es necesario evaluar Hessianos, es ineficiente multiplicar
por la matrix @ para calcular los parametros A en (4.37) y 8' en (4.36). Por esta razon,
para calcular dichos parametros, generalmente se utilizan variantes en las que solamente se
utilizan evaluaciones del gradiente de la funcion. Dichas variantes son mas faciles de obtener
para el caso de funciones cuadraticas, debido a que en este caso Vf(z) = @x — b, y se
cumplen las siguientes propiedades [30]:

Pl. Vf(x') = Vf(x) + N Qd (al final de la seccién se indica como obtenerla).
P2. Vf(x'™) es ortogonal a V f(x') para todo I.

P3. Vf(x') es ortogonal a d' para todo I.
Las variantes que comtinmente se utilizan en la practica son:

HS. Férmula de Hestenes—Stiefel, que se obtiene de despejar Qd' en P1 y sustituir en
(4.36):
(V/E) T (VI = V()

o= @ (V) — V)
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PR. Férmula de Polak—Riviere, se obtiene de aplicar en el denomidador de la expresion
anterior la propiedad P3 primero, y después utilizar que d' = =V f(x!) + g_d"~ %
(V)" (V) = V()
(V)Y ()

FR. Foérmula de Fletcher—Reeves, se obtiene de aplicar la propiedad P2 a la férmula
anterior:

b=

4.2.2. Aspectos para construir del algoritmo multiplicativo.

Para el caso de funciones cuadraticas se sabe que el nimero de iteraciones requeridas para
llegar al 6ptimo es a lo més n (el nimero de variables), en aritmetica exacta. En algunos ca-
sos, con un buen precondicionador, es posible acelerar dramaticamente la convergencia. Estas
propiedades, y las mencionadas anteriormente, hacen del algoritmo de gradiente conjugado
una muy buena opcion, especialmente para problemas de gran escala. Por esta razon, se ha
considerado la posibilidad de derivar un algoritmo del tipo gradiente conjugado y que sea
adecuado para resolver el problema de minimizacién de la funcién objetivo (4.25).

Para derivar el algoritmo se mantendra la notacion de la seccién anterior, es decir se
sigue considerando el problema de encontrar el minimo de una funcién cuadratica f(x) de la
forma (4.34), con x € R". Posteriormente, el algoritmo encontrado se adaptaréd al problema
asociado a (4.25). En esta ocasién, se supondra que las componentes de x (y de x' en cada
iteracién) son no negativas (factibles). Ademas, se quiere que las componetes cero de x! se
mantengan como cero en las iteraciones posteriores. Por lo tanto, siguiendo la idea de Spiess,
se propone la formula de iteracion siguiente:

et =gl Nald =21+ A\, 1=1,...,n. (4.38)
cuya forma vectorial se puede escribir como:
I+1 _ I ! ql
x T =x4+ \Nd,, (4.39)

en donde el vector diw tiene como componentes a zld!, para i = 1,...,n. La letra M se
utilizard para indicar que es un vector direccién modificado de la direccién ()—conjugada
d = {d;}", del algoritmo de gradiente conjugado original. El pardmetro A se calcula encon-
;. ., . qe . o 1 1
trando el minimo de la funcién unidimensional ¢(\) = f(x' + Ad;,).
En el algoritmo de gradiente conjugado, después de calcular x'*!, se calcula la nueva
direccién conjugada utilizando la férmula (4.36). Entonces, para utilizar la misma idea con

di» , en lugar de d!, se propone lo siguiente:

d"!' = v, f(x™)+p'd , en donde las com de V 1 i+l —af(XlH)
Mo M ' ponentes de V,, f(x) son z; .

al‘i
(4.40)
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El valor de 3’ para que dfM y di;rl sean (Q—ortogonales ahora debe ser:

(Vi /)T ed,
(d,)7ed,

gt = (4.41)

Esta expresién para (! difiere del valor en (4.36) en general, debido a que

(VS Qd], (VI Qe d!
(diw)TQdiw o (dl)TQi\ﬁdl )

en donde Qi\jl’l = {xﬁ“ xé q,-j}, y Qié = {xi xé qij}, siendo ¢;; los coeficientes de la matrix @).

Con el objeto de evitar el calculo del producto matriz por vector en (4.41), se tratard de
hacer algo semejante a lo realizado para obtener la formula de Hestenes—Stiefel. Se parte de
la expresion (4.39), la cual al multiplicar por @) y después restar b se obtiene la siguiente
relacion:

Vi) = Vi) + N Q! (4.42)

Despejando @) div , de esta igualdad y sustituyendo en (4.41), se obtiene el andlogo a la férmula
de HestenesStiefel para el célculo de 3 en el nuevo algoritmo de gradiente conjugado

L VL) (VA - V)
diw . (Vf(xl+1) _ Vf'(xl)) '

3 (4.43)

Se podria intentar derivar férmulas andlogas a las de Polak—Riviere y Fletcher—Reeves,
pero en este caso se debe de ser cuidadoso, pues primero se deberia demostrar los andlogos
a las propiedades P2 y P3. Por el momento, se dejara para un posible analisis posterior.

4.2.3. El algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo.

Tomando en cuenta los aspectos estudiados en la seccién anterior, se propone el siguien-
te algoritmo de gradiente conjugado para minimizar una funcién f(x), no necesariamente
cuadratica, y definida para x € R’.. El algoritmo preserva las entradas cero del dato inicial
x? a lo largo de las iteraciones. Recordar que el operador V,, se define como en (4.40).

1. Inicializacién: Dado x°, tomar d°, = -V, f(x).

2. Avance: Para | > 0, suponiendo conocidos x' y d! , calcular x'** y d**', por medio
de:

x""'=x'+A'd'y, en donde A minimiza ¢(A) = f(x' +Ad’). (4.44)

3. Prueba de convergencia: Para 0 < ¢ << 1, si |V (x> < ||V f(x°)]]?, 6 bien si
[ > lyae, entonces parar y salir. En caso contrario hacer lo siguiente:
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4. Nueva direccion conjugada
dift = —Vaf (") + 8'd

en donde:

(Vo ) (VI = Vi)

6l - T
(df,)" (VA1) = V()

(4.45)

Hacer =14+ 1ecir a 2.
En base a lo anterior, se tienen las siguientes observaciones sobre el algoritmo:

» Por la forma en que se construyé el algoritmo, esté claro que si el vector x° tiene algunas
componentes igual a cero, dichas componentes se mantienen nulas en cada iteracion.

» Es conveniente calcular ' en forma exacta, siempre que esto sea posible, ya que el
algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo puede ser sensible a la estimacion de
este parametro. Cuando no sea posible calcular A\ en forma exacta, el resultado depen-
derd del algoritmo de busqueda de linea, del valor inicial para la A en dicho algoritmo
y del intervalo de bisqueda.

= Es necesario hacer un andlisis mas exhaustivo de las propiedades del algoritmo de gra-
diente conjugado multiplicativo. Por ejemplo, es posible asegurar que, en este algoritmo,
dos direcciones consecutivas div LY dlﬂj L'son Q-ortogonales, pero falta verificar si estos a
su vez son ()—conjugados con los demas. De cualquier forma, debido al error de redondeo
por la utilizacion de aritmética de punto flotante, la ()—ortogonalidad no se satisface
de manera exacta y es posible que se degrade conforme avanzan las iteraciones. Si es
necesario, es posible reinicializar el algoritmo cuando sea necesario.

4.2.4. Aplicacion del algoritmo de gradiente conjugado multipli-
cativo al problema de estimacién de matrices de demanda.

La funcién objetivo (4.25) tiene términos cuadraticos y se comporta bien cuando se le
aplica el algoritmo de descenso maximo multiplicativo de Spiess, por lo que es natural pensar
que se comportara bien con otros algoritmos iterativos de tipo gradiente. En particular, es
posible aplicar el algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo. La adaptaciéon al problema
de demanda es directa, dado que en lugar de la funciéon f tenemos la funcién objetivo Z; y en
lugar del vector x! se tiene g! = { géq}pqe p¢ (la matriz de demanda). Afortunadamente, para
el problema de demanda el parametro \; se puede estimar con suficiente precisiéon, como ya
se demostrd anteriormente. El subindice M en los vectores de descenso d’; . se suprimira con
el objeto de simplificar la notacién.

Haciendo un pequeno paréntesis, se puede recalcar que el método de gradiente conjugado
esta pensado para matrices Hessianas simétricas. Para el problema de demanda con la funcion
objetivo (4.25) se tiene:

Q(g) =
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D Gas D Gasme Al DD G Y GasTe o DY as Y GasT

s€S511 acA s€S11 s€S11 acA s€S12 s€S11 acA s€S1n
§ E 5@5 § 6as7rs E E 5@8 § 6as7rs + 1 ... E § 6as E 5as7rs
s€S12 a€A s€S11 s€S12 acA s€S12 s€S12 ac€A SES1n
E E 5(1,5 E 6as7Ts E E 5(18 E 5as7Ts s E E 6&8 E 6as7Ts + 1
SESnn a€A s€S11 SESnn a€A s€S12 SESnn a€A SESnhn

y como se puede ver, la matriz Q(g) es simétrica.

Volviendo al algoritmo de gradiente conjugado, el valor y la direccién conjugada iniciales
se pueden escoger como:

07(g°)
0o _ 0 _ 0
Ipqg = Gpg Y dpq = T Ypq 3gpq )

pq € PQ. (4.46)

La actualizacién de la demanda se realiza mediante las iteraciones:

gt = ghy + X d, pg € PQ, (4.47)

pg’

en donde el pardmetro ' se estima encontrando el minimo de la funcién ¢(\) = Z(g! + A d").
De acuerdo a (4.24), este parametro puede estimarse mediante la férmula

3 (Grg = ghy) + kD va(d) (Ve — va(g)))

N PIEPC wed . (4.48)
Z (d)? + k& Z Vo (d")?
pgeEPQ acA

La nueva direccion conjugada se calcula mediante la combinacion del “gradiente” mas actual
—V,,Z(g") y la direccién anterior d!, es decir:

S| 0Z(g") + 8l

dl-‘rl —
prq rq agpq Pq’

pq € PQ, (4.49)

en donde el pardmetro ' se calcula para que las dos direcciones d y d“*! sean conjugadas.
Esto se logra por medio de la férmula del tipo Hestenes—Stiefel (4.43)

(V. Z(g™)" (VZ(g") - VZ(gh)

I
T @ vaeT) - viE) 430
es decir Z z+18Z(gl+1) (82(gl+1) - aZ(gl))
| pqePQ PE Ogpg 9Ypq 9Ypq 151
S (7 07y (o0
P 9Ypq 9Ypq

pgeEPQ
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Con el objeto de simplificar el calculo de 3! a continuacién se establece la relacién entre el
gradiente de la funcién objetivo en dos iteraciones sucesivas. Utilizando la regla de la cadena
sobre la funcién objetivo (4.25), se obtiene:

I+1
% (gé':]’l pq +’€Z Ua l+1 Z S s .

0
Irq a€cA 8€Spq

Para simplificar, las probabilidades de ruta m, en la expresién anterior se evalian en la
demanda actual g’ en lugar de la nueva demanda g'*'. Adems4s, sustituyendo g*' = g/ +\' d!
en la derecha de la igualdad anterior, se obtiene v,(g"*t) = v,(g!) + M v,(d") y, por lo tanto:

8Z(gl+1) 8Z(gl) A\l l
— —|— —|— ]{/’ ’Ua d 6(18 7Ts . 452
Ypq OGpq Z Z ( )

5€Spq

Con esta relacion se puede evaluar las diferencias de gradientes en el calculo de (4.50) 6 (4.51),
asi como el gradiente de Z en la nueva demanda g'*'. Ademas, el calculo del denominador
en (4.51) se puede simplificar, debido a que:

l+1) a
Z ( (9gpq ;gpq ) o >\l Z dilvq + /{,‘Zva(dl) Z 5as s

PgePQ PeEPQ acA 5E€Spq
S T ), 3 s
| Pa acA SESpq
=AY (d,) + kY va(d)?] (4.53)
Lpge PQ acA

Observése que la tltima expresién es igual al producto de A por el denominador de la ex-
presién en (4.48). Por supuesto que, la expresién (4.53), también puede interpretarse como
el numerador en la expresién (4.48). Por lo tanto, al calcular 8" en (4.51) no es necesario
realizar el calculo del denominador de nuevo. Ademas, la diferencia de las derivadas parciales
en (4.48) se puede calcular utilizando (4.52).

Con los elementos que se introdujeron en este capitulo y el desarrollo detallado de los
calculos, se tienen todos los ingredientes necesarios para aplicar el algoritmo de gradiente
conjugado multiplicativo al problema de estimacion de demanda, basado en el modelo pena-
lizado (4.25). En el siguiente capitulo se comparan los resultados obtenidos con este nuevo
método con aquellos que se obtienen con el método de descenso maximo de Spiess, para el
caso de la red de transporte de la ciudad de Winnipeg en Canada.
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Capitulo 5

Resultados.

En este capitulo se muestran los resultados de aplicar los métodos de descenso estudiados
anteriormente a la red de transporte de la ciudad de Winnipeg. Para saber qué tan bien
funciona cada método, se calculard la raiz del error cuadrético medio (RMSE) y el coeficiente
de correlacién (R?), los cuales se explica brevemente como obtenerlos a continuacién.

5.1. El error cuadratico medio y el coeficiente de co-
rrelacion.

La raiz cuadrada del error cuadrético medio (RMSE) se utiliza frecuentemente para medir
la diferencia entre una serie de valores obtenidos con un modelo y los valores observados. El
RMSE es una buena medida de la precision, pero sélo para comparar los errores de predic-
cién entre modelos diferentes para una variable particular y no entre las variables, ya que es
dependiente de la escala [20].

Supéngase que se tiene una muestra de datos observados V' = (V1, V4, ..., V,,) y que me-
diante un modelo se predicen los datos v = (vy, v, ..., v, ). El RMSE de los n valores previstos
v se calcula como la raiz cuadrada de la media de los cuadrados de las desviaciones:

RMSE = \/2?1@2 — V) (5.1)

Otra forma de comparar resultados es mediante el coeficiente de determinacion, denotado
por R? y se pronuncia R-cuadrada, el cual indica qué tan bien se ajustan los puntos de
datos a una linea o curva. En estadistica, se interpreta como una medida de qué tan bien los
resultados observados se replican por el modelo [9]. Hay varias definiciones diferentes de R?,
las cuales sélo a veces son equivalentes, una de ellas incluye la regresiéon lineal.

flz)=A+ Bz

donde los coeficientes a y b se obtienen minimizando la suma residual de cuadrados.

43
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Considérense nuevamente los datos v y V, el coeficiente R? se calcula de la siguiente
manera:

Se=D Vi Sy=2 v Sw=) (A Suy=) () Sy=) Viu,
=1 i=1 =1 i=1 =1
S, S Sy — Sz, S, — bS,
SSy:Syy_%a q:nSx:c_SJ:Sazy b:%, a:yT,

SSye = (Syy + na* + > Sy — 2(aS, + bS,, — abS,)),

finalmente gg
R=1-—X% 5.2
i (5:2)
con la propiedad de que:
RMSE = % (5.3)
Vn-2 '

Usando las férmulas 5.2 y 5.3, se compararan los datos obtenidos con los métodos de
descenso vistos en el capitulo anterior.

5.2. Ejemplo de aplicacion a la red de la ciudad de
Winnipeg.

Considérese la red de transporte de la ciudad de Winnipeg (figura 5.1), la cual cuenta
con las siguientes caracteristicas:

906 mnodos regulares. 4 tipos de vehiculos de transito.
154  nodos centroides. 133 lineas de transito.
3005 arcos direccionales. 4347 segmentos de lineas de transito.

5 modos de transporte.

Considérese una matriz M, la cual representa la demanda matutina de pasajeros en la
red y que, mediante una asignacion de transito, se obtienen los volimenes en algunos de los
arcos y algunos segmentos de transito de la red. La matriz M; y las posiciones de los arcos en
donde se obtienen los volimenes fueron proporcionados por INRO [22]. También considérese
la suma de origenes O, y la suma de destinos D,. Dependiendo de la clase de datos que se
conozcan de la red, se elegira el método apropiado para resolver el problema de demanda.
Es decir, si se tienen conteos del total de viajes que se originan en el nodo p y el total viajes
que tienen como destino el nodo ¢, entonces se optara por utilizar los métodos de balance
biproporcional y triproporcional. Por otra parte, si los datos que se conocen son los conteos
de volimenes en arcos o segmentos de la red, entonces se utilizara alguno de los métodos de
descenso.
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Figura 5.1: Red de transporte ptiblico de la ciudad de Winnipeg, Manitoba, [22].

5.2.1. Resultados con el método de balance biproporcional.

Supdngase que la matriz M; es desconocida, y que en su lugar se tiene una matriz Mo
conocida a priori, la cual se obtuvo de perturbar estocdsticamente la matriz M; para obtener
entre el 70 y 100 % del valor inicial en cada una de sus entradas. Supéngase que se conocen
también el total de viajes que se originan en el nodo p y el total de viajes que tienen como
destino el nodo ¢, O, y D,, estos totales corresponden a la suma de renglones y columnas de
la matriz M, respectivamente. Por lo anterior es claro que la matriz M5 no esta balanceada
respecto a los O, y D, conocidos, es por esto que se le aplicard el método biproporcional
de matrices para balancearla, esperando recuperar la matriz M;. La dispersiéon de demanda
inicial es la siguiente:
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Igigia_zl
70 —
60 —
a0 —
40 —
30 —
20 —

10

0 T T T T T 1 Espemda
0 20 40 60 80 100 120

A=0017 B=0.742 R*=00952 RMSE =1.145

Figura 5.2: Demanda inicial vs demanda esperada.

En donde cada punto rojo de la grafica de la figura 5.2, representa la demanda en un
nodo de la red y tiene como coordenadas (M ,q, Ma ,q). Los coeficientes A y B representan,
respectivamente la ordenada al origen y la pendiente de la recta de ajuste. El factor de co-
rrelacién se representa con R? y la rafz del error cuadritico medio con RM SE.
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Al aplicar el algoritmo de balance biproporcional (ver apéndice A.2), después de 5 itera-
ciones se obtiene la siguiente gréafica de dispersién para la matriz balanceada:

Ajustada
100

D ] T T T T T
0 20 40 60 a0 100 120

1 Esperada

A=0.011 B=0997 R?>=0.960 RMSE = 1.400

Figura 5.3: Demanda balanceada vs demanda esperada, 5 iteraciones.

Como se puede observar en la figura 5.3, la bondad del ajuste es de un 96 %. Esto para
el caso en el que se conocen las sumas sobre los origenes y los destinos, si se considerasen
como datos conocidos los volimenes de arco o de segmento, entonces convendria aplicar un
método de descenso, como se vera en la siguiente seccion.
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5.2.2. Resultados con los métodos de descenso para ajuste de ma-
trices.

Considérese nuevamente la matriz Ms obtenida de perturbar M;. También considérense
los volimenes de arco como observaciones. En este caso, se cuenta con el volimen en 112
arcos de la red, marcados en color naranja en la figura figura 5.4.

Figura 5.4: Conteos en 112 arcos de la red.
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La dispersién inicial de volimenes es la siguiente:

Asignados
3000

23500
2000
1500
1000

500

Observados
T T T 1
0 1000 2000 3000 4000

A=2529 B=0.745 R?*=0.998 RMSE =19.681

0

Figura 5.5: Dispersion inicial de los volimenes de arco.

En este caso, cada punto rojo de la gréafica de la figura 5.5, representa el volumen sobre un
arco de la red y tiene como coordenadas (V,,v,). Los coeficientes A y B representan, respec-
tivamente la ordenada al origen y la pendiente de la recta de ajuste. El factor de correlacion
se representa con R? y la rafz del error cuadrético medio con RMSE.

Para ajustar M, se utiliza el modelo de minimos cuadrados de la eciacién (4.1), conside-
rando o = 0.5 y se utilizan los métodos de maximo descenso y gradiente conjugado multi-
plicativos para el ajuste. Los resultados se muestran a continuacion, tomando una tolerancia
de 1079 para las iteraciones:
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Maéximo descenso — 126 Iteraciones Gradiente Conjugado — 41 Iteraciones
404 -:‘::: _;.'-:;. 404 .,.:,.:‘. .;.'-‘-;_
. v-.:;;': }?v :l::-
204 ,.: 204 w,:
A=0.013 B=0.922 A =0.008 B=0.923
R? =0.947 RMSE = 1.502 R?=0.946 RMSE = 1.509

Figura 5.6: Demanda ajustada vs demanda esperada, para maximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los arcos y a = 0.5.



5.2. EJEMPLO DE APLICACION A LA RED DE LA CIUDAD DE WINNIPEG. o1

Maximo descenso — 126 Iteraciones Gradiente Conjugado — 41 Iteraciones
A=0279 B=0.999 A=0.348 B =1.000
R?=1.000 RMSE = 3.994 R?>=1.000 RMSE =4.123

Figura 5.7: Volimenes observados vs volimenes asignados, para maximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los arcos y a = 0.5.

Como se ve en las figuras 5.6 y 5.7, maximo descenso requiere 85 iteracionea mas que gra-
diente conjugado. La dispersion de volimenes queda muy bien ajustada para ambos métodos
y la dispersién de demanda tiene una bondad de ajuste del 94 %.

En la practica, obtener los voliimenes de arco resulta un tanto dificil, ya que al tratarse
de transporte ptblico, serd necesario contar a todos los pasajeros que pasan por cada arco, en
cada una de las lineas de tranporte. Es por esto que se sugiere utilizar conteos de segmentos,
ya que de esta menera, es més facil tomar alguno de los vehiculos de transporte e ir contando
el nimero de pasajeros en cada uno de sus segmentos. Para ejemplificar ésto, considérense
los conteos en 136 segmentos de transito mostrados en la siguiente figura:
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Figura 5.8: Conteos en 136 segmentos de la red.



5.2. EJEMPLO DE APLICACION A LA RED DE LA CIUDAD DE WINNIPEG. 93

Al aplicar los métodos de descenso se obtiene:

Méximo descenso — 306 Iteraciones Gradiente Conjugado — 143 Iteraciones

Ajustada Ajustada
1004 1004

80

80

604 604

1 Esperada 0 1 Esperada
120 120

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

A=0.474 B =0.789 A=0435 B =0.801
R?2=0.946 RMSE = 1.301 R?2=0.946 RMSE = 1.311

Figura 5.9: Demanda ajustada vs demanda esperada, para maximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los segmentos y a = 0.5.
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Méximo descenso — 306 Iteraciones

Asignados
1000

2004

Observados

T
100

T T T T T
200 300 400 500 600

A=0.939 B=0.99

T
700

R?2=1.000 RMSE = 1.504

1
800
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Gradiente Conjugado — 143 Iteraciones

Asignados
1000

800

600

2004

Observados

T T T T T T T
100 200 300 400 500 600 700

A=0.962 B =0.99

R?2=1.000 RMSE = 1.616

1
800

Figura 5.10: Volimenes asignados vs volimenes observados, para maximo descenso y gra-
diente conjugado considerando conteos en los segmentos y a = 0.5.

Como se puede observar en las figuras 5.9 y 5.10, méximo descenso requirié 163 iteracio-
nes mas que gradiente conjugado.

Aunque se requiere un ntimero mayor de iteraciones para hacer un ajuste de demanda
con conteos de segmentos que con conteos de arcos, se tendria que considerar la facilidad de
obtener cada uno de los conteos. Como se menciond anteriormente, en la practica es mas facil
la obtencién de conteos en segmentos, es por esto que es importante encontrar una manera
de reducir el nimero de iteraciones cuando se tienen dicha clase de datos. A continuacion se
considerara el modelo de minimos cuadrados que incluye el factor de penalizacion k mostrado
en la ecuacion (4.3). Los resultados obtenidos para k = 100 son los siguientes:
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Maéaximo descenso Penalizado — 86 Iteraciones Gradiente Conjugado — 68 Iteraciones

Ajustada Ajustada
100 100

40 . o 40
. 3 .+ ®

0 T T T T T 1 Esperada 0 T T T T T 1 Esperada
20 40 60 80 100 120 20 40 60 80 100 120

A=-0.066 B =0.954 A=-0.067 B =0.954
R?=10.950 RMSE = 1.503 R?=0.950 RMSEFE = 1.505

Figura 5.11: Demanda ajustada vs demanda esperada, para maximo descenso y gradiente
conjugado considerando conteos en los arcos y un factor de penalizacién de k = 100.
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Maximo descenso Penalizado — 86 Iteraciones

Asignados
1000

200 4

Observados

A=0.130 B=0.999
R?*=1.000 RMSE = 0.455

1
800
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Gradiente Conjugado — 68 Iteraciones

Asignados
1000 4
800

600

A=0.082 B =1.000
R?=1.000 RMSE = 0.437

Figura 5.12: Volumenes asignados vs volimenes observados, para maximo descenso y gradien-
te conjugado considerando conteos en los segmentos y un factor de penalizacion de k£ = 100.

En las figuras 5.11 y 5.12 se ve como al poner un factor de penalizacién igual a 100, se
reduce el nimero de iteraciones en ambos métodos, ademas, se observa que el método de
maximo descenso sigue requiriendo de un mayor niimero de iteraciones de las que requiere
el método de gradiente conjugado. Ahora considérese un factor & = 1000, los resultados
obtenidos para gradiente conjugado son los siguientes:
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Dispersién de demanda Dispersién de volimenes

'.535:".: :

A=-0.0565 B=0.954 A=-0.018 B =1.000
R?=0.947 RMSE = 1.550 R?=1.000 RMSE = 0.378

Figura 5.13: Dispersién de demanda y de volimenes para gradiente conjugado considerando
conteos en los segmentos y un factor de penalizacién de £ = 1000 con 54 iteraciones.

En la figura 5.13, se puede ver como nuevamente al incrementar el valor del factor de
penalizacién k, se continta reduciendo el nimero de iteraciones. Finalmente, considérese un
factor de penalizaciéon igual a 10000, los resultados son:
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Ajustada
100

80

60

Dispersién de demanda

R?% =0.947

T T T T T
20 40 60 80 100

A=-0.055 B =0.953

RMSE = 1.555

) Esperada
20

Asignados
1000

800

600

200 4
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Dispersién de volimenes

Observados
i

T T T T T T
100 200 300 400 500 600

A=0.017 B =1.000

R?=1.000 RMSE = 0.379

800

Figura 5.14: Dispersién de demanda y de volimenes para gradiente conjugado considerando
conteos en los segmentos y un factor de penalizacién de k = 10000 con 53 iteraciones.

En la figura 5.14 se observa que se redujo unicamente una iteracién, lo cual nos indica
que se esta llegando al limite del factor de penalizaciéon. En el capitulo siguiente se muestran

las conclusiones obtenidas en base a los resultados mostrados en este capitulo.



Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro.

En el presente trabajo se han estudiado varios modelos para estimar matrices de demanda
de transporte urbano. Uno de los modelos mas simples y usados es el de balance bipropor-
cional, en el que se conoce una matriz de demanda a priori y los totales marginales de la
matriz de demanda que se espera obtener. Como se vi6 en el capitulo anterior, éste método
converge en pocas iteraciones para redes pequenas. Podria resultar relativamente facil ob-
tener el nimero total de viajes que se originan o que terminan en cierta area, depende de
la infraestructura de la red y de los vehiculos de transporte, no se debe de perder de vista
que los resultados obtenidos seran un indicador de la demanda y no la demanda como tal,
es por esto que se ha investigado cada vez mas sobre métodos alternativos que proporcionen
informacion mas detallada de cada uno de los viajes, como aquellos en los que se consideran
conteos en los arcos.

El tema central de este trabajo ha sido el estudio de los modelos de demanda que se basan
en el conteo de volimenes sobre un conjunto predeterminado de arcos de la red. En el modelo
simplificado de Spiess, (4.5), se plantea la solucién de un problema de minimos cuadrados,
en donde se minimiza la diferencia entre los volimenes medidos y aquellos que se obtienen
por medio de una asignaciéon de transito con la demanda desconocida. En modelos un poco
mas sofisticados se agrega la diferencia entre la matriz origen—destino que se quiere estimar
y la conocida a priori, como en (4.1). Debido a que el aspecto central es la minimizacién de
la distancia entre la matriz conocida a priori y la matriz desconocida, se introduce el modelo
(4.3), en donde la diferencia de volimenes medidos y los reales se incorpora en la funcién
objetivo con un pardametro de penalizacién (4.3), en lugar de la ponderacién promediada de
ambos términos como en (4.1). Esta es una de las dos principales aportaciones del presente
trabajo de tesis.

Para resolver los problemas que surgen de los modelos mencionados anteriormente se in-
troduce un algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo, el cual, hasta donde se sabe,
es novedoso en el d&mbito de la ingenieria del transporte. Esta es la otra aportacién impor-
tante de esta tesis. Los resultados se comparan con aquellos obtenidos cuando se aplica el
método de descenso méximo, obteniendo soluciones muy similares en ambos casos, pero con

29
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la ventaja de que gradiente conjugado realiza menos iteraciones. Ademas, el efecto de pe-
nalizar la diferencia de voltimenes reduce ain mas el nimero de iteraciones. En resumen,
ambos, el modelo penalizado y el método de gradiente conjugado multiplicativo, generan un
procedimiento mas eficiente para estimar la demanda desconocida a partir de la medicién de
volimenes sobre un conjunto determinado de arcos ¢ segmentos de la red de transporte.

Por lo que respecta a los resultados obtenidos en la red de Winnipeg, es importante resal-
tar que en los experimentos es posible considerar mediciones de volimenes en los arcos 6 en
los segmentos. Los resultados numéricos mostrados en este trabajo, indican que el nimero de
iteraciones de los métodos para aproximarse al éptimo, es mayor cuando se utilizan voltime-
nes de segmentos que cuando se utilizan volimenes de arcos. Una posible explicaciéon es la
siguiente: el nimero de restricciones (igualdad de volimenes) en el problema de optimizacién
es mayor cuando se miden volumenes en los segmentos que cuando se miden en los arcos
(recuérdese que por cada arco de la red hay varios segmentos), por lo que el tamano del
problema penalizado (4.25) aumenta al aumentar el nimero de sumandos. Por otro lado,
cuando se miden los volimenes sobre segmentos se recupera mejor la demanda, como es de
esperarse, debido a que la informacién utilizada es mas selectiva, al separar la informacién
sobre los arcos en la informacion mas especifica de los voliimenes sobre las diferentes lineas
de transporte. Por lo tanto, dependiendo de las necesidades, y del nivel de aproximacién que
se requiera, es posible elegir arcos ¢ segmentos, o combinaciones de arcos y segmentos.

Hay varios aspectos que pueden ser estudiados en un trabajo futuro y que no se han
abordado en este trabajo. Algunos de ellos son los siguientes:

1. Para acelerar la convergencia del método de gradiente conjugado multiplicativo se puede
investigar la posibilidad de introducir un precondicionador ad-hoc para este tipo de
problemas. Debido a que un precondicionador estara asociado a un cierto tipo de inversa
del problema lineal asociado a las condiciones necesarias para el 6ptimo, es posible que
estudiando el problema dual, asociado al problema de optimizacién con restricciones, se
obtenga cierta idea para obtenerlo. La importancia de un precondicionador serd mayor
cuando se trate de estimar demanda en redes de gran tamano, como la del Valle de
México, ya que en esos casos el niimero de iteraciones sin duda aumentara, ademas de
que cada iteracion serd de mayor costo computacional.

2. Al usar el método de gradiente conjugado y observar mejoras, es natural pensar en otras
técnicas de optimizacion basadas en sub—espacios de Krylov, las cuales en la actualidad
se encuentran dentro de los métodos mas eficaces del algebra lineal numérica para
resolver problemas de gran escala. Por supuesto que el estudio del método de gradiente
conjugado multiplicativo introducido en este trabajo no esta agotado; por ejemplo no
se ha abordado el problema de estudiar otras variantes mas econémicas para estimar
el parametro f3.

3. Es posible también extender estos modelos incorporando mayor informacion, como por
ejemplo la matriz de varianza—covarianza como en el modelo (3.10). Otra posibilidad
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es incorporar otro tipo de restricciones como las tarifas de viaje 6 también incluir cotas
superiores en la demanda. En resumen, se trata de generar nuevo modelos basados en
métodos de conteo y formulaciones de proyeccién (minimos cuadrados).
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CAPITULO 6. CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO.



Apéndice A

Algoritmos.

A.1. Agoritmo de asignacién para una red simple.
Etapa 1. Calculo de la estrategia 6ptima.

1. Inicializacion.
Uu; = 00, 1€ N—D up = 0;
fi =0, 1€ N;
S =A; A=10.
2. Tteraciones. Obtencién del siguiente arco.

Si S = (), parar e ir al paso 4.
En caso contrario, encontrar la arista a = (i, 7) € S que satisfaga:

U,] —|— ta S Uj/ —|— ta/7 CL, — (7:/7].,)
Hacer S := S — {a}

3. Actualizar etiquetas de nodo.
Si u; > uj; + t,, entonces:

u e fiwi + falu; — ta)
o fi+fa

fi=[fi+ fa A=A+ {a};

Ir al paso 2.
4. Terminar.

Etapa 2. Asignacion de la demanda.

63
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1. Inicializacion.
Up = Gpq, P4 S PQ?
2. Iteraciones. Asignacion de viajes. Para cada arco a € A hacer en orden decreciente de

(Uj + ta):

Si a € A, entonces v, := %vi, vj = vj + v,, en caso contrario v, := 0.
Si A :=( ir al paso 3.

3. Terminar.

A.2. Meétodo biproporcional estandar.

1. Inicializacion.
Asignar B) = 1 parag€ Qy k= 1.

2. Balance de origenes.
Para cada origen p € P calcular

3. Balance de destinos.
Para cada destino ¢ € () calcular

by = <A
q k
ZpGP ayGpg

4. Criterio de paro.
Si
la* —a* [+ " = 0" < e
ir al paso 5, de lo contrario hacer k = k + 1 y regresar al paso 2.
5. Calcular la solucién del problema primal.
kpk
9pq = apqupq

parar.

A.3. Meétodo biproporcional con cotas superiores.

Algoritmo 1.

1. Inicializacion.
Asignar B) =1 parage Qy k= 1.



A.3.

METODO BIPROPORCIONAL CON COTAS SUPERIORES. 65

. Balance de origenes.

Para cada origen p € P resolver la ecuacion

Z min{aibi ' Gpq, Upg} = O,
q€Q

para la variable a’; aplicando el Algoritmo 2.

. Balance de destinos.

Para cada destino ¢ € () resolver la ecuacion

> min{agbtGg, Upg} = Dy

peEP

para la variable b’; aplicando el Algoritmo 2.

. Criterio de paro.

[la" ="M+ [Ib" = b < ey

ir al paso 5, de lo contrario hacer k = k + 1 y regresar al paso 2.

Calcular la solucién del problema primal.

[ Zmin{algb’;Gm, Upe} — Opll < &9
q€eQ
entonces
Tpg = ml’n{a];b];qu, Upg }

de otra forma el problema primal no es factible, parar.

Algoritmo 2.

1.

Inicializacion.
Asignar F =) fyU=T

Ordenar los elementos.
Ordenar los elementos i en orden creciente de los cocientes u;/ f;.

. Leer los elementos.

Usando el orden establecido en el paso 2, hacer para cada ¢ Si u;F' < f;U entonces,
F:=F—f,yU:=U — u;; de otra forma, ir al paso 4.

Si esta condicion no se cumple después de haber leido todos los elementos, entonces el
problema no es factible, parar.

Calcular la solucién éptima.
Asignar la solucién x = U/F'y parar.
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A.4. Metdédo triproporcional.

1. Inicializacion. Para cada pq € P() hacer:
9pq =G
pq pq

2. Balance de origenes. Para cada pq € P(Q) calcular:

gkt = Op gk
Pq k Jpq
quQ gpq

E=k+1
3. Balance de destinos. Para cada pq € PQ) calcular:

gkt = D, gk
pq k Jpq
ZpeP gpq

E=Fk+1

4. Balance de costos. Sea Iy, el intervalo de costos correspondiente al viaje de p a q.
Entonces: Para cada pg € P(Q) calcular

k+1 __ Rlpq k
pg = Z k 5Ipq 9pq
pacPQ IpqPra

E=k+1

5. Criterio de paro. Si se cumplen todas las restricciones con un cierto grado de tolerancia,
entonces parar, de lo contrario ir al paso 2.

A.5. Meétodo de gradiente conjugado.
1. Inicializacién. Hacer el contador de iteraciones [ =0y ¢ = G.
2. Paral=0,..., L, hacer:

2.1. Asignacion para calcular la funcién objetivo. Hacer una asignacion de transito con
g' para obtener los volimenes de arco v!, Va € A.

2.2. Calcular el valor de la funcion objetivo.

Z(0.9) = 5 S(hle) ~ Vol + 150 3 (ghy — Gl

acA PgEPQ

Si se alcanzé el nimero maximo de iteraciones L, ir al paso 3.
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2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

Asignacion para calcular el gradiente. Hacer una asignacion de transito agregando
el atributo que contiene los conteos en los segmentos y guardar la informacion en la
matriz del gradiente VZ(v!, g'). Posteriormente agregar el término correspondiente
a la demanda.

VZ( g =a Z i 2525 (vi — Vo) +(1—a) (géq — Gpq)

; <
SE€ESH, acA

Calcular la direccién de descenso.

Si | = 0, tomar como direcciéon de descenso la del gradiente, de lo contrario:

Calcular 5:

VZ(UZ+1, gl+1)TVZ<Ul+1, gl+1)
VZ(!,g")TVZ(l, g)

Calcular la nueva direccién de descenso:

B:_

dl—‘rl — —VZ<UZ+1,gl+1) 4 /Bdl

Calcular el tamano 6ptimo del paso. Hacer una asignacién de transito utilizando
la direccion de descenso anterior para obtener la derivada de los voumenes v,
respecto a A, posteriormente calcular el tamano de paso.

y(lz(d;q) - - Z g;qdl Z Wiétlzs

pgePQ sest,

)\l* — @ ZCLEA ya(Va B Ulll) + (1 o OZ) quEPQ d;i)q(qu o ggqu)
a2 aeala)? + (1= ) X poldyg)?

Actualizar la matriz de demanda.

gt = g+ min(X™ 4, 1)V Z (v, )™

Actualizar el contador de iteraciones [ = [+ 1 e ir al paso 2.1.

3. Terminar.
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