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Introduccion

La programacion lineal fue planteada como un modelo matematico desarrollado
durante la Segunda Guerra Mundial a fin de reducir los costos del ejército y aumentar
las pérdidas del enemigo. Los fundadores de la técnica son George Dantzig, quien
publicé el método simplex en 1947, John Von Neumann, que desarrollé la teoria de
la dualidad en el mismo afnio y Leonid Kantordvich, un matematico ruso que utilizé
técnicas similares aplicadas a la economia antes de Dantzig y que gand el premio
Nobel en economia en 1975.

La teoria moderna de optimizacién comenzé esencialmente con el desarrollo del
método simplex. Sin embargo, los enfoques modernos de la teoria de optimizacion
deben sus origenes al calculo de variaciones que ha sido estudiado por més de tres
siglos y que también fue crucial en el desarrollo del andlisis funcional.

El estudio de la optimizacion convexa se inicié con la publicacion de la obra ya
clasica Convexr Analysis por R.T. Rockafellar [27]. No es posible minimizar el impacto
que este libro tuvo en el desarrollo de la teoria y los métodos de optimizacion. A la
optimizacién convexa se le adopto el término de andalisis convezo, el cual fue sugerido
por Albert. W. Tucker (famoso por las condiciones de Kuhn-Tucker) [8].

Las funciones no diferenciables en todas partes, marcaron un paradigma en la
teoria moderna de optimizacién. Se encontré6 que muchos problemas de optimiza-
ciéon convexa no eran diferenciables en el punto minimo. Asi, un enfoque completa-
mente diferente se desarrolld, en donde fue concebida la nociéon de subdiferencial.
[8][9][12][27]. El subdiferencial de una funcién en un punto dado es un conjunto que
se puede considerar como un sustituto de la nociéon de la derivada en puntos donde
la funcion no es diferenciable. La importancia del subdiferencial fue que un conjunto
de reglas de cédlculo pudo ser desarrollado, y que se volvidé muy 1util para llevar a cabo
el analisis de funciones no diferenciables. Fue entonces natural extender el dominio
de optimizacion no diferenciable mas alla de la convexidad. La primera extension
natural era la clase de funciones localmente Lipschitz y esto fue iniciado por F.H.
Clarke [16], que fue el segundo estudiante de R.T. Rockafellar. El introdujo la no-
cion de gradiente generalizado para funciones localmente Lipschitz. Clarke también
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VIII INTRODUCCION

desarrollé un calculo para el gradiente generalizado [16].

En lo que se refiere a la teoria, ahora es habitual considerar hechos basicos del
analisis convexo para toda la clase de funciones convexas, incluyendo funciones no
diferenciables; el uso de subdiferenciales se ha convertido en algo tan cotidiano como
el uso de gradientes, sobre todo después de la obra de R.T. Rockafellar [27], B.N.
Pshenichny [25] y otros.

Existen varias fuentes principales de problemas de optimizacion no diferenciable,
algunas de ellas son:

1. Métodos de penalizacién no diferenciables (en particular la funcién de penaliza-
cién exacta)[19]. Ciertos tipos de funciones de penalizacién no diferenciables
son superiores a las funciones de penalizacién diferenciables de uso comin,
porque por lo general no requieren coeficientes de penalizaciéon que tienden al
infinito, dando soluciones exactas para valores suficientemente grandes, pero
finitos, de estos coeficientes [22].

2. Problemas Minimax, que son tipicos de los modelos encontrados en la teoria
de juegos, modelos multicriterio de la planificacion 6ptima y la investigacion
de operaciones [33].

3. La funcién lagrangiana. Al tratar resolver un problema con restricciones, usual-
mente se recurre a resolver el problema dual por medio de la funciéon lagran-
giana, la cual a menudo es un problema mas sencillo de resolver que el original.
Esta funcion puede ser no diferenciable si las funciones que definen las restric-
ciones son, aunque convexas, no diferenciables [8][14].

Los métodos computacionales para la optimizacion no diferenciable se desarro-
llaron en dos direcciones: (a) la investigacion dirigida a resolver determinados tipos
de problemas de minimizacién con funciones no diferenciables que tienen una es-
tructura especial y que se define de forma explicita [22]; (b) la investigacién sobre
la elaboracion de métodos para resolver clases mas generales de problemas, que no
suponen de antemano el conocimiento de la estructura especifica de la funcién a mi-
nimizar pero requieren la evaluaciéon de la funcion y sus gradientes (o sus andlogos
en el caso no diferenciable) en cualquier punto dado.

Para el primer grupo, se cuenta con numerosos trabajos sobre métodos para
resolver problemas Minimax [20][33]. Por otro lado, una serie de obras se dedican
a la minimizacién de funciones convexas lineales a trozos [22]. Para la solucién de
varios problemas de optimizacion no diferenciable en los que se dan explicitamente
los puntos donde la funcién no es diferenciable (por ejemplo, las funciones con valores
absolutos), se han desarrollado técnicas especiales de suavizado, como es el caso de
la regularizacion de Moreau-Yosida [9].
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En lo que se refiere a métodos generales de optimizacion no diferenciable, se
pueden distinguir dos clases basicas en los cuales se requiere el calculo del subdife-
rencial.

1. Métodos de gradiente generalizado. Para minimizar funciones diferenciables,
se usan con frecuencia multiples versiones del método de gradiente, que es
natural, ya que la direcciéon negativa del gradiente en un punto dado es una
direccion de descenso. La seleccion de un tamano de paso en la mayoria de
estos métodos tiene por objeto disminuir de manera significativa el valor de la
funcién objetivo en cada iteracién.

Un intento de extender estos métodos para funciones no diferenciables se en-
cuentra con al menos dos dificultades. En primer lugar, es necesario definir un
andlogo de gradiente en los puntos en los que no hay diferenciabilidad (subdife-
rencial). En segundo lugar, se tiene que desarrollar nuevas formas de elegir las
direcciones de busqueda y tamanos de paso. En particular para estos casos se
usa el método de subgradiente y sus variantes muy bien estudiadas por varios
autores, entre ellos F.H. Clarke [16].

2. El método de planos de corte para resolver problemas convexos.

» El método de planos de corte de Kelley [9], basado en aproximaciones
lineales a la grafica de una funciéon convexa por medio de hiperplanos de
soporte; en cada iteracion el método resuelve un problema de programa-
ciéon lineal con un niimero creciente de restricciones en cada iteracion.

» Los métodos bundle [9][22]. Una variante de estos métodos se tiene cuan-
do, aparte de tener aproximaciones lineales de la funcién, se aplica la
regularizacion de Moreau-Yosida a estas aproximaciones lineales.

Una tercer clase de técnica es desarrollada con el objetivo de tratar de resolver
problemas generales de optimizacion no diferenciable utilizando el operador proximo.
El operador préoximo de una funciéon convexa es una extensiéon natural de la nocién
de proyeccién sobre un conjunto convexo [12][14]. Esta herramienta desempena un
papel central en el analisis y la solucién numérica de problemas de optimizacién
convexa como los siguientes:

1. El problema de LASSO. EI LASSO es una herramienta popular para la regre-
sién lineal dispersa [28], especialmente para problemas en los cuales el ntimero
de variables m exceden al niimero de observaciones n.

2. Problemas Minimax.
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3. Soluciéon de funciones de penalizacion exacta.

4. Problemas de proyecciéon sobre un conjunto convexo, en particular cuando se
trabaja con norma l; y l.

La variedad de problemas que pueden ser tratados se incrementa cuando se utiliza
el operador préximo [12]. Los métodos que utilizan el operador préximo ocupan un
nivel més alto de abstracciéon a comparacién de métodos de optimizacion clasicos
como el método de Newton. En este tltimo, las operaciones basicas son de bajo
nivel, que consisten en operaciones de algebra lineal y el calculo de gradientes y
hessianos. En los métodos con el operador proximo, la operacion basica es evaluar el
operador préximo de una funcién, que consiste en resolver un pequeno problema de
optimizacién convexa. Estos subproblemas pueden resolverse con métodos estandar
(como es el caso del método de restricciones activas). Algunos de los métodos que
usan el operador proximo son: el método de punto préximo y el método de gradiente
proéximo.

Objetivos de la tesis

Estudiar diversos métodos (subgradiente, bundle y métodos con operador préximo)
utilizados para resolver problemas de optimizacién no diferenciable, aplicarlos a una
serie de problemas y comparar los resultados con otros métodos de la literatura
encontrados en [9][11][32][33].

Contenido de la tesis

En el primer capitulo de este trabajo se presentan algunas propiedades de las fun-
ciones convexas asi como un teorema de separacion que serd importante a lo largo
de este trabajo. También se presentan condiciones bajo las cuales se garantiza la
existencia de un minimo de una funcién convexa.

En el segundo capitulo se presentan los métodos que se utilizaron para resolver
nuestro problema de interés asi como sus pruebas de convergencia. Se presentan el
método de subgradiente, el método bundle, el método de punto préximo y el método
de gradiente proximo.

En el dltimo capitulo se presentan todos los resultados numéricos obtenidos al
aplicar los métodos antes mencionados.



Capitulo

Analisis convexo

En este capitulo se definiran algunos conceptos y notaciones importantes que se
utilizardn a lo largo de este trabajo.

1.1. Preliminares

La linea real extendida [—oo, +00] = RU{—o0c} U{+00} = R se obtiene adjuntando
los elementos —oco y 400 a la recta real y extendiendo el orden de la siguiente
manera:

—00 < €< 400, VeeR.

Las reglas aritméticas son extendidas a los elementos {—oo} y {+o0} de la
manera usual, dejando las expresiones como +00 + (—00), 0 % (£00), y +00/ £ 00
como indefinidas.

El limite inferior de una sucesion {z, },en en [—oo, +00] estd definido como

liminf z,, = sup inf z,,
neN meEN
m>n
y el limite superior es
lim sup x,, = inf sup x,,.
ne€N N
m>n
Es claro que lim inf z,, < lim sup x,,.
Se trabajara con funciones cuyo contradominio estd contenido en la recta real

extendida.

Definicién 1.1.1. Sea C # 0 un subconjunto de R y sea f : C — R. Se definen
los siguientes conjuntos:
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1. El dominio esencial de f
dom f={x e C: f(z) < 4+o0}.

2. La gréafica de f
grif f={(z,y) e R f(2) = y}.

3. La epigrafica de f
epi f={(z,y) eR™: f(2) <y}
4. El conjunto de nivel de f a la altura o € R
Se={xeC: f(x) <a}.

Definicién 1.1.2. Sea C # () un subconjunto de R"™. La funcion f : C — R se dice
propia si —oo & f(C) y dom f # 0.

Definicién 1.1.3. Sea f : R* — R una funcidn propia y C C R™. El infimo de
f sobre C' se denota por infe f. Se dice que f alcanza su minimo sobre C' si
existe x* € C tal que f(x*) = info f. En este caso, se escribe f(x*) = min f(C)
o f(z*) = mingec f(x). De manera similar, el supremo de f sobre C se denota

por supe f. Se dice que f alcanza su supremo sobre C' si existe v* € C' tal que
f(z*) =supy f. En este caso, se escribe f(x*) = méx f(C) o f(z*) = maxec f(2).

Definicién 1.1.1. Una funcidn f : R® — R se dice inferiormente (resp. supe-
riormente) semi continua (i.s.c.) en x € R" si

f) < Yminf f(z), (resp. f(x) > lmsup ()

71— 00
para cualquier sucesion {x;}ieny C R™ tal que x; — x.

Cuando una funcién es inferiormente semi continua y superiormente semi con-
tinua en x entonces la funciéon es continua en x. El siguiente teorema caracteriza
geométricamente a las funciones que son i.s.c.

Teorema 1.1.1. Sea f : R™ — R. Entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. f esi.s.c. en todo R™.
2. S, es cerrado para todo o € R.

3. epi f es un conjunto cerrado en R

La demostracién puede encontrarse en [27].

Por el teorema anterior a las funciones i.s.c. también se les llama funciones
cerradas.



1.2. CONJUNTOS CONVEXOS E HIPERPLANOS 3

1.2. Conjuntos convexos e hiperplanos

Definicién 1.2.1. Sea S C R™ un conjunto no vacio. Se dice que S es un conjunto
convexo si para cualquier x,y € S, Ax + (1 — N)y € S para todo A € (0,1).

Definicién 1.2.2. La suma vectorial
)\11‘1 —|— e + )\mxm

es llamada combinaciéon convexa de xy,...,x,, st los coeficientes \; son no ne-
gativos y >\, = 1.

Utilizando esta definicién se pueden caracterizar los conjuntos convexos por me-
dio del siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2.1. Un subconjunto de R™ es convexo si y solo si contiene todas
las combinaciones convezras de sus elementos.

Demostracion. Se realiza facilmente por induccion. O

Definicién 1.2.3. Se dice que f : R™ — R" es una funcién afin si eziste una
transformacion lineal A : R™ — R™ y un vector ¢ € R™ tales que

flx) = Az +c.

Si la transformacion lineal A es definida por A(x) = (z,b) donde b € R™ y ()
denota al producto interior en R", se tiene que la funcion A(z) 4+ 5 =0 (8 € R) es
un conjunto de nivel de la funcién afin f(z) = Az — 5. Esta funcién da lugar a la
definicién del siguiente conjunto.

Definicién 1.2.4. Un hiperplano H C R" es el conjunto
H={z eR": (z,b) = p},
donde b es un vector en R"™ diferente de cero y 5 € R.

El hiperplano define dos semi espacios convexos Ht = {x € R" : (x,b) > S} v
H- ={x € R": (z,b) < }. Como observacién, se tiene que un hiperplano es un
conjunto convexo.

Definicién 1.2.5. Sea S un subconjunto de R™ yx € S, un hiperplano en R™ se dice
hiperplano de soporte de S en x si se cumple quex € SNH ySC HY oS C H™.
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Ahora se presentaran dos teoremas de separacién muy importantes.

Teorema 1.2.1 (Teorema de separacién de Hahn-Banach). Sea S un sub-
conjunto convero y cerrado de R™ y z ¢ S. Entonces existe un vector & € R" y
un escalar o tal que (z,€) > a y (z,£) < a para cada v € S, es decir, existe un
hiperplano

H={xeR":(z,§) =a}

tal que z € H" y S C H™.
La demostracién puede encontrarse en [§].

Teorema 1.2.2. Sean Sy y Sy dos subconjuntos disjuntos, convexros y no vacios
de R™. Entonces existe un hiperplano que separa S, y So; esto es, existe un vector
¢ € R"™ diferente de cero tal que

if{(¢,x) : x € 51} > sup{({,x) : x € Sy}
La demostracién puede encontrarse en [8].

Corolario 1.2.1. Un subconjunto convezo, cerrado de R™ es la interseccion se todos
los semi espacios que lo contienen.

Demostraciéon. Sea S un subconjunto convexo y cerrado de R". Claramente S esta
contenido en la interseccion de todos los semi espacios que lo contienen. Por otro
lado, supongamos por contradiccién que existe un elemento y en la intersecciéon de
todos los semi espacios que contienen a S pero y ¢ S. Por el teorema de separacion de
Hahn-Banach existe un semi espacio que contiene a S pero no a y. Esta contradiccion
muestra el corolario. O

Corolario 1.2.2. Sea S un subconjunto cerrado y convexo de R™ y sea z un elemento
de la frontera de S. Entonces existe un hiperplano de soporte de S en z.

Demostracién. Como z estd en la frontera de S existe una sucesion {z,}n,en que
cumple que z, € S para toda n € Ny z, — z. Por el teorema de separaciéon de
Hahn-Banach, para cada n € N existe un vector &, unitario tal que (&,, z,) > (&, x)
para todo z € S. Dado que {&,} es acotada tiene una subsucesién convergente {&,, }
con limite el vector unitario &. Al considerar esta subsucesion, tomando n; — oo se
obtiene

(§,2) = (€, 2)

para todo x € S. O
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1.3. Funciones convexas

Definicién 1.3.1. Sea f: S — (—o0, +00], donde S es un subconjunto convezo no
vacio de R™. Se dice que [ es una funcién convexa en S si

Jz+ (1= Ay)) < Af(z)+ (1= A)f(y) (1.1)
para cada z,y € S y X € (0,1).

Si la desigualdad anterior es estricta entonces se dice que la funcién f es estricta-
mente convexa. La funcién f : S — (—o0,400] es céncava si —f es una funcién
convexa.

En lo que sigue, el trabajo se concentrara en el estudio de las funciones conve-
xas ya que los resultados para funciones concavas pueden ser deducidos facilmente
notando solamente que f es concava si y solo si —f es convexa.

A continuaciéon se dard una caracterizacion de las funciones convexas utilizando
sus epigraficas.

Proposiciéon 1.3.1. Sea S un conjunto convero no vacio en R™ y sea f : S —

(—o00, +00|. Entonces f es convexa si y solo si epi f es un conjunto convexo.

Demostracién. Sea f una funcién convexa y sean (z1,y1), (z2,y2) € epi f. Dado
A € (0,1), entonces

Ayt + (1= Ay = Af (1) + (1= M) f(22) = f(Arr + (1 = A)aa).

Como Az; + (1 — N)zg € S, se sigue que (Azxy + (1 — N)za, Adys + (1 — N)y2) € epi f.
Reciprocamente, sean (xy, f(x1)), (z2, f(22)) € epi f, entonces por la convexidad de
epi f, se tiene que

[21 + (L = Nxg, Af(21) + (1 = A) f(22)] € epi f,

es decir
flzr+ (1= X)) < Af(21) + (1= A)f(22)

para cada A € (0,1). Por lo tanto, f es una funcién convexa. O
Una propiedad importante de las funciones convexas es que éstas son continuas

en el interior de su dominio. Para probar esta aseveracién se presenta el siguiente
lema.
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Lema 1.3.1. Sea f : S — (—o00, 00|, donde S es un subconjunto abierto y convezo
de R™. Entonces [ es localmente acotada.

Demostraciéon [24]. Para a € S fijo, sea un cubo K en S, centrado en a, con
vértices vq,...,vn. Claramente K es una vecindad de a. Cualquier z € K es una
combinacion convexa de vértices, entonces

flz) = f(z MUg) < M = supy f(vg).

Luego, por la simetria de K para cada x € int K existe y € K tal que a =
(x +y)/2, entonces

f(@) = 2f(a) = fy) = 2f(a) = M.

Por lo tanto, f es acotada en K. O

Teorema 1.3.1. Sea f: S — (—o00, +00| una funcion convera, donde S es un sub-
conjunto convexo y abierto de R"™. Entonces f es localmente Lipschitz. En particular,
f es continua.

Demostracién [24]. De acuerdo con el lema anterior, se puede encontrar una bola
By, C S enlacual f esacotada por algin M. Ahora, sean x,y € B, tales que = # vy,
ysea z=y+ (r/a)(y — x), donde o = ||y — z||. Claramente, z € By,.. Como

T «

y= x + 2,
r+ « r+ «

de la convexidad de f se deduce que

J) < )+ S f(2),
Entonces
fy) = f@) < —"—(f(z) - f(2))

T+«
< 2(76) - f@) < 22y -l

y la prueba termina intercambiando los roles de y y . O



1.3. FUNCIONES CONVEXAS 7

1.3.1. Derivadas direccionales

Definicién 1.3.1. Sea S un subconjunto convero no vacio de R™ y sea f : S —
R. Sea z € S y d un vector diferente de cero tal que T + Ad € S con A > 0
suficientemente pequeno. La derivada direccional de f en T en la direccion d,
denotada por f'(z;d), estd dada por el siguiente limite (cuando existe)

i) — i LEEMD) = @)

A0+ A

(1.2)

Este limite existe y es finito cuando f es una funcién convexa y x € int S como se
probara en el siguiente lema.

Lema 1.3.2. Sea f : S — R wuna funcion convera, donde S es un subconjunto
convezo no vacio de R". Si & € int S entonces la derivada direccional f'(x;d) existe
para cualquier direccion d diferente de cero.

Demostracién [8]. Sean Ay > A; > 0 tal que = + A\od € int S. Considerando la
convexidad de f tenemos

fx+XMd) = fB;$+M@+<1_T>4
f

IN
|2
—
=
+
&
E
_|_
/N
—_
|
[\ ‘l—‘
S~———— o}

Esta desigualdad implica que

fl@+Md) = f(z) _ f(&+ Aed) — f(2)
)\1 o )\2 '

Por lo tanto, el cociente (f(z + Ad) — f(z))/\ es mondtono decreciente cuando
A — 07. Ahora, dado A > 0 suficientemente pequero, se tiene por la convexidad de
f lo siguiente

A 1
flx) = f m(f—d)+1+)\(f+>\d)
A 1
< mf(a_:—d)-l—mf(cf—l—)\d).

Asi
f(@+Ad) — [(2)
A

> f[(T) = f(T = d).
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Por lo tanto, dado que el cociente anterior estd acotado inferiormente se tiene que

S A~ @) T ) — ()
A0+ A A>0 A '

1.3.2. Subgradientes

La epigrafica de una funcién convexa es un conjunto convexo y cerrado en R™**. Por
lo tanto, debe tener hiperplanos de soporte en sus puntos frontera. Estos hiperplanos
de soporte conducen a la nocién de subgradiente, el cual es definido a continuacion.

Definicién 1.3.1. Sea S un conjunto convexo de R", y sea f : S — (—o0,+00] una
funcion convexa. Entonces & es llamado subgradiente de [ en x si

fy) = flx)+ &y — =) (1.3)
para todo y € S.

El subgradiente £ define un hiperplano que soporta al conjunto epi f en el punto
frontera (z, f(x)), es decir, si H es el hiperplano definido por la funcién afin h(y) =
f(z)+ (¢, y — x) entonces epi f C epi h.

El conjunto de todos los subgradientes en x es conocido como el subdiferencial
de z, es decir, el subdiferencial de f en x esta definido por el conjunto

Of (x) :={€: fly) = flx) + (& y — ), Vy € S} (1.4)

Es sencillo verificar que df(x) es cerrado y convexo. En efecto, dados &;,& €
Of(z), y € Sy dy,dy €(0,1) tales que dy + dy = 1, entonces

f(@) + (i + dabo,y — ) = dif(x) + di&r,y — x) +daf(x) + da(6a,y — 7)
< dif(y) +daf(y) = f(y)

Por lo tanto, el conjunto df(z) es convexo. Para verificar que df(z) es cerra-
do se toma el hecho de que el producto punto es una funciéon continua y de aqui
se sigue inmediatamente de la definicién de subgradiente que Jf(z) es cerrado. A
continuacion se demuestra que este conjunto también es acotado.

Lema 1.3.1. Sea f una funcion conveza y propia. Sea x € int(dom f) yr > 0 tal
que B.(z) C int(dom f). Si f es Lipschitz con constante L en B,(x) entonces Of(x)
es acotado.
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Demostracién. Sea £ € df(x) con £ # 0y sea v > 0 tal que z + ¢ € B,(x),
entonces

fla+7€) = f(a) + (§,7€) = f(a) + €]

Tomando en cuenta la ecuacion anterior y que f es Lipschitz se deduce que

YLIEIN = f(z +7€) = f(z) = A€l

Por lo tanto
1§]] < L.

O
Como una consecuencia directa de este lema se deduce que df(x) es compacto.

El siguiente teorema muestra que cualquier funciéon convexa tiene al menos un
subgradiente en cada uno de los puntos del interior de su dominio.

Teorema 1.3.2. Sea S un subconjunto convero de R™, y sea f : S — R convexa.
Entonces para T € int S se tiene que f(x) # 0.

Demostracién [8]. Dado que f es convexa, entonces epif es un conjunto convexo.
El punto (z, f(Z)) estd en la frontera de epi f. Por el teorema 1.2.1 existe un vector
diferente de cero (&, 1) € R™ x R tal que

(€0, 2 =) + ply — f(2)) <0 (1.5)

para todo (x,y) € epi f. Notemos primero que p no es positivo, porque de otra
manera, la desigualdad anterior no seria cierta para y suficientemente grande.
Ahora se probard que p < 0. Supongamos que p = 0, entonces (£, z — ) < 0 para
toda z € S. Dado que € int S, existe un A > 0 tal que z 4+ Ay € S y por lo tanto
Mo, &) < 0. Esto implica que & = 0y (&0, ) = (0,0), contradiciendo el hecho
de que (&, pt) es un vector diferente de cero. Asi, p < 0. Denotando &/|u| por £ y
dividiendo la desigualdad (1.5) por |u| se obtiene

€z —x)—y+ f(2) <0,

para todo (z,y) € epi f. Haciendo y = f(Z) en la ecuacién anterior se obtiene
f(z) > f(x) + (¢, — x) para toda = € S. O

Corolario 1.3.1. Sea S un conjunto convexo no vacio en R", y sea f : S — R una
funcion estrictamente convexa. Entonces, para x € int S existe un vector £ tal que

flx) > f(@)+({z— 1) (1.6)
para todo x € S yx # T.
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Demostracién [8]. Por el teorema anterior, existe un vector £ tal que

f(x) = f(2) + (&2 = T), (1.7)

para todo = € S. Se hara esta prueba por contradiccién, supongamos que existe un
xo # T tal que f(zo) = f(Z) + (£, 20 — ). Entonces, por la convexidad de f para
Ae(0,1)

L+ (1= N)zo) < Af(Z) + (1= A)f(x0)
= J(@) + (1= A){ 20 — ). (1.8)

Haciendo z = Az + (1 — A\)zg en (1.7) se obtiene
FOZ+ (1= Nxo) 2 f(2) + (1= A)(&, 20 — )

contradiciendo (1.8). O

El reciproco del corolario anterior no es cierto en general, es decir, si para cada
Z € int S existe el subgradiente entonces no necesariamente la funcién es convexa
en S. Sin embargo, aunque la funcién no necesariamente es convexa en .S, el teorema
siguiente garantiza que si todo punto en el interior de S tiene subgradiente, entonces
la funcion es convexa en el interior de S.

Proposicién 1.3.2. Sea S un conjunto convexo de R™, y sea f : S — R. Suponga-
mos que para cada punto x € int S existe & tal que

flx) = f(2) + ({2 — 1) (1.9)

para cada x € S. Entonces, f es convexa en int S.

Demostracién [8]. Sean z1,x9 € int Sy A € (0,1). Se debe demostrar que \z; +
(1 — N)aq € int S. Por hipétesis, existe un subgradiente € de f en Axy + (1 — A)s.
En particular, las siguientes desigualdades se cumplen

flx1) > fOxr+ (1= N)ag) + (1 = N){(&, x1 — 29)
flza) > f( Az + (1 — XN)xg) + (1 — M) (&, zg — x1).

Multiplicando las dos desigualdades por A y (1 — \) respectivamente y sumando se
obtiene

M) + (1= A f(22) > f(Azy + (1 = A)z2).
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Lema 1.3.3. Sea {z,}nen C S una sucesion tal que x,, — = donde © € S y sea
{&n }nen una sucesion tal que &, € Of(x,) para todon € N. Entonces cualquier punto
de acumulacion de {&,} estd en Of(x).

Demostracién [19]. Para cualquier y € S, se cumple por la definicién de subgra-
diente que

f) > f(@n) + (& y — Tn)-

Sea & un punto limite de la sucesién {&,}, entonces existe una subsucesién {&,,} tal
que &,, — &. Entonces, z,, — x y por la continuidad de f y del producto interior se
deduce que

fy) = @)+ &y —x)
para toda y € S. Por lo tanto, £ € df(x). O

Se puede obtener una caracterizacion de la derivada direccional utilizando el
subgradiente. Esta afirmacion se concreta en el teorema siguiente.

Teorema 1.3.3. Sea f : R" — (—o0,+00] una funcion cerrada y convera. Si
x € int(dom f) entonces

f(z;d) = méx{(¢,d) : £ € Of (v)}.

Demostracioén [19]. Sea &, € 0f(x+ +d), donde d € R" y n € N tal que z + 1d €
int(dom f). Entonces

f@) 2 fa+—d) = (6, d)

flot d) 2 f(@)+ 5 6,d), V€ € 0f(2)

Por lo tanto

(€, d) > Jatyd) = fo) (€, d).

T gedf(x)

SECRSY

Dado que df(x + +d) es acotada en una vecindad de x, existe una subsucesion
{&, Inien tal que &,, — &, donde £ € Of(x) por el lema 1.3.3. Tomando el limite
cuando n; — oo, se tiene

Flaid) = mix (6.d).
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1.3.3. El e-subdiferencial
En esta seccion se construira una aproximacion del subdiferencial.

Definicion 1.3.2. Para cualquier € > 0, el e-subdiferencial de una funcion con-
vera f: R" — (—o0,+00] en un punto x es el conjunto

Ocf(x) ={E€R": f(y) = flx) + ({,y —x) — ¢, Vy €R"}.
Algunas propiedades del e-subdiferencial son:
1. 0f(x) C O.f(x). Mas atn, Of(z) = Neso O f ().

2. O.f(x) es un conjunto cerrado y convexo.
Lema 1.3.4. Sean z,2’ € dom(f) y & € 0f(2'). Entonces,

s €0.f(x) = f(2') > flx)+ (£, —z) —e
Demostracién [12]. La necesidad se sigue usando y = 2’ en la definicién de 0. f(z).

Para la suficiencia, dado que £ € 0f(z')

fly) = f@)+(y—2)
= flo)+ (€ y—x)+[f(@) = fz)+ (€, z—a)]
> fx)+(y —x) — e

donde la ltima desigualdad se sigue de la hipétesis. Por lo tanto, 2’ € 0. f(x). O
Ahora se probara una forma de continuidad del e-subdiferencial. Para hacer esto

primero se daran algunos resultados previos.
Se denotard por B(R") a la familia de conjuntos borelianos de R™.

Definicién 1.3.3. Sea M : R" — B(R"™) una funcion.

1. Se dice que M es superiormente semi continua si para cualquier sucesion
convergente (rg,sg) — (x,s) tal que sy € M(xg) para cualquier k € N, se
tiene que s € M(x).

2. M se dice inferiormente semi continua si para cada s € M(x) y cualquier
sucesion xy — x, existe una sucesion {sy}r>1 tal que s, € M(xg) y Sk — s.

3. Se dice que M es continua si es inferior y superiormente semi continua.
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Lema 1.3.5. Sea f una funcion convera y propia. Sea x € int (dom f) y 6 > 0 tal
que Bs(z) C int (dom f). Si f es Lipschitz con constante L en Bs(x), entonces para
cualquier §' < 6, w € By (x) y & € O.f(w) se tiene que

€

§—0"

€Il < L+

Demostracién [12]. Supongamos que { # 0y z = w+(5—6’)Hg—”. Como & € 0. f(w)
se tiene que

f(z) = fw) + (£, 2 —w) —e.

Dado que z,w € Bs(x) y ademas f es Lipschitz con constante L en Bs(x) se obtiene

Lz —w| =2 f(z) = f(w) = ({2 —w) — €.
£

Ahora, usando que ||z — w|| = ||(§ — )
tiene

[HE] | = d — 0’ y la desigualdad anterior se

Sy = €l &)

O

Como consecuencia de este lema, se tiene que el conjunto O.f(x) es acotado.
Ademaés, por la continuidad del producto punto, J.f(z) es cerrado. Por lo tanto,
O.f(x) es un conjunto compacto de igual forma que Jf(z).

Teorema 1.3.4. Sea f: R" — R una funcion convexa y Lipschitz con constante L
en R™. Entonces, existe una constante K > 0 tal que para toda x,x’ € R", €, > 0,

€ € 0.f(x), existe & € O f(2') tal que

1€ =&l < (e =2l +le = €]).

min{e, '}

Demostracién [12]. Dado que 0.f(z) y O f(2') son conjuntos convexos (de otra
manera, se podria separar £ € O.f(z) de J« f(x') por medio de un hiperplano), serd
suficiente probar que

K

min{e, €'}

| méx{(¢, d) : £ € 0cf(z)}—mdx{(',d) : & € O f(2)}| < (==l +]e—€]).

Sea d un vector unitario, se define la e-derivada direccional de f en x en direccién

d como

t>0 t

(1.10)
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El cociente del lado derecho se denotara como

flx+td) — f(z)+e
; .

Ge(x,t,d) =
El teorema 1.3.3 se puede adaptar del tal manera que se obtenga lo siguiente
felw; d) = mix{(s,d) : s € D f(x)}.
Luego, para cualquier v > 0, existe ¢, > 0 tal que
qe(x,t,,d) < fl(x;d) + v, (1.11)

usando el lema anterior haciendo § — oo, tenemos que f!(x;d) < L, y asi q.(z,t) <
L + v. Por otro lado

t,d) —
oty d) = TEFWD D2y €
entonces ’
1 2
R hid (1.12)
t, €

Asi, usando las ecuaciones 1.10 y 1.11 se obtiene que

fo(asd) — fl(z;d) —v < qo(a!,t,,d) — qe(;t,, d)
f@' +t,d) — flx+t,d) + f(z) = f(a') +€ —¢
tV

20|z — 2'|| + |e — €|
t,

L[|z — 2'|| + |e — €']),

IA

< 2L +v

donde la ultima desigualdad es consecuencia de 1.12. Dado que v es arbitrario y se
pueden intercambiar x y x’ entonces

2L

min{e, ¢}

|[fo(2sd) = fi(z;d)| < 2L[Jz — || + |e — €']).

Ahora se puede probar el resultado deseado.
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Teorema 1.3.5. Sea f : R" — R una funcién conveza e i.s.c., entonces la corres-
pondencia M : R" x R, — B(R") definida por

(r,€) = O f(x)

es continua.

Demostraciéon [12]. El teorema anterior prueba que la aplicacion M es inferior-
mente semi continua para cualquier € > 0 y cualquier z € R".

Ahora, para demostrar que M es superiormente semi continua tomemos la suce-
si6n (2%, s* ex) — (7,5, €), entonces para toda y € R"

fly) = f(@*) + (s"y — 2") — e

Dado que f es i.s.c., tomando el limite £ — oo,

fly) > f(@)+ 5,y —7) —¢

para toda y € R™. Asi, s € 0-f(z) y M es superiormente semi continua. O

1.3.4. Funciones convexas diferenciables

Ahora se trabajara con funciones convexas diferenciables y lo que esto implica.
Primero se considera la siguiente definicion.

Definicién 1.3.4. Sea S un conjunto convexo diferente de vacio en R™ y sea f :
S — R. Se dice que [ es diferenciable en T € int S si existe v € R™ tal que

o 1@) = (@) = (0,2~ 3)

i I — ]

=0.

En este caso v es unico y se denota por v =V f(z).

El siguiente resultado muestra que el subdiferencial de una funcién es una generali-
zacion del gradiente.

Lema 1.3.6. Sea S un conjunto convexo abierto diferente de vacio en R", y sea
f S — R convexa. Supongamos que [ es diferenciable en x € int S. Entonces

af(z) ={V[(2)}.
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Demostraciéon. Como f es convexa entonces 0f (z) # 0. Sea £ € df(z), d € R™ y
A > 0 suficientemente pequetio. Por definicién de subgradiente

f(@+ Ad) > f(Z) + N, d).
Asi, ) )

Luego, haciendo A — 0, el lado izquierdo converge dado que f es diferenciable.
Por lo tanto

(Vf(z),d) = (s, d)
para toda d € R". En consecuencia, V f(Z) = €. O

En vista del lema anterior, se da la siguiente caracterizacién de convexidad para
funciones que son diferenciables.

Teorema 1.3.6. Sea S un conjunto abierto y convero en R", y sea f : S — R
diferenciable en S. Entonces f es convexa si y solo si para cualquier x € S se
satisface

f(x) = f(2) + (V[(z),2 - 7) (1.13)

para cada x € S.

Demostracion. La demostracién de suficiencia es directa del lema anterior. Para
la necesidad se aplica la proposiciéon 1.3.2. O

El siguiente teorema, igual que el anterior, proporciona una caracterizacion de
las funciones convexas que son diferenciables.

Teorema 1.3.7. Sea S un subconjunto abierto y convexo de R™ y sea f : S — R
diferenciable en S. Entonces f es convexa si y solo si para cada x1,x9 € S

<Vf(.1'2) — Vf(l'l), Ty — $1> >0
Demostraciéon. Supongamos que f es convexa y sean xq, Ty € S, entonces

f(z1) = f(z2) + (Vf(2)11 — 29)

fx2) > f(z1) +(Vf(21), 20 — 21).
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Sumando las dos desigualdades se obtiene que

(Vf(xe) = Vf(x1), 29 — 1) > 0.

Para el reciproco, sean xq, xo € S. Por el teorema del valor medio, existe A € (0, 1)
tal que

f(xa) = fa1) = (V[ (2), 21 = 22), (1.14)
donde x = Azy + (1 — A\)zo. Por hipétesis,

(Vf(z) =V f(x1),z —x1) >0,

esto implica que (Vf(z),x2 — x1) > (Vf(z1), 29 — x1). Por (1.14) se deduce que
f(z2) > f(z1) + (Vf(x1),x2 — x1). Y por lo tanto f es una funcién convexa. 0

1.3.5. Minimos de una funcion convexa

Sea f:R™ — R una funcién, entonces el problema P se define como

P = min f(z) (1.15)

zeSs

donde S es un subconjunto convexo de R™.

Definicién 1.3.5. Sea f : R® — R y consideremos el problema P. Un punto z* € S
es llamado solucién 6ptima, minimo global o solucién factible si f(x) > f(x*)
para todo x € S.

Si a* € Sy existe una vecindad V' (z*) de z* tal que f(x) > f(z*) para cada
r € SNV (xz*), entonces z* es llamado minimo local (solucién local) del pro-
blema. Por otro lado, si z* € S es el tinico minimo local en S N V(z*) para alguna
vecindad de x*, entonces z* es llamado minimo local aislado del problema.

Hay dos observaciones que se deducen del teorema 1.3.6. Primero, si f es dife-
renciable, el minimo de la funcién g(y) = f(z) + (Vf(z),y — x) sobre S produce
una cota inferior del valor minimo del problema P, la cual puede ser 1util en una
aproximaciéon algoritmica.

Como segunda observacion, la funcién afin g(y) puede ser usada para producir apro-
ximaciones poliédricas externas como resultado del corolario 1.2.1.

Teorema 1.3.8. Considerar el problema P. Sea S un subconjunto convexo no vacio
de R", y sea f : S — R convera en S. Supongamos que x* € S es un minimo local
del problema. Entonces x* es un minimo global.
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Demostracién[8]. Dado que z* es una solucién local, existe una vecindad V' (z*)
de z* tal que

flx) = f(z7)

para cada x € S NV (z*). Supongamos, por el contrario que z* no es un minimo
global del problema, es decir, existe & € S tal que f(2) < f(z*). Por la convexidad
de f, para cada A € [0, 1] se tiene que

JFOZ+ (1 =N)z") SAf(2) + (1= A)f (") < Af(27) + (1= A f(@7) = f(a7).

Asi
FOAZ+ (1= N)ax") < f(x¥)

y se llega a una contradiccion cuando A es suficientemente pequeiio. Por lo tanto,
x* es un minimo global. O

Un punto muy importante que se prueba facilmente es que si f es convexa,
z* € S es un minimo global del problema P si y solo si 0 € df(z*). Més atin, si S
es abierto y f es convexa y diferenciable en S entonces x* € S es un minimo global
del problema P siy solo si Vf(z*) = 0.

También se puede caracterizar el minimo del problema P por medio del siguiente
teorema.

Teorema 1.3.9. Sea f : R" — R wuna funcion convexa, S un subconjunto convexo
no vacio de R™, y se considera el problema P. El punto x* € S es un minimo global
del problema si y solo si f tiene un subgradiente & en x* tal que (£, x — z*) > 0 para
toda x € S.

Demostraciéon [8]. Primero supongamos que (£, — z*) > 0 para todo z € S,
donde ¢ € Of(x*). Entonces, por hip6tesis

fa) = f@®) + (§z —a7) = f(z7)

para todo z € S, y por lo tanto x* es una solucion 6ptima del problema dado. Para
mostrar la necesidad, supongamos que x* es una soluciéon 6ptima del problema, se
construyen dos conjuntos en R"*! de la siguiente manera

Iy={(z—a"y):x eR"y > f(z) - f(z")}

Iy ={(x—2"y):xeSy<0}
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Es facil verificar que tanto I'; y I'y son conjuntos convexos. Ademds, I'1 NIy = 0
porque de otra manera existiria un punto (z,y) tal que

zeS, 0>y> f(z)— f(z"),

contradicendo la suposicion de que z* es un minimo global del problema. Por lo
tanto, por el teorema 1.2.2 existe un hiperplano que separa I'; y I's; esto es, existe
un vector diferente de cero (&, ) y un escalar « tal que

o,z —2") +py <, Vz €R", y > f(z) — f(27) (1.16)

<§0>$_95*>+My204 VIEGS, y§0 (117)

Si se toma x = x* e y = 0 en la igualdad anterior se sigue que a < 0. Ahora

bien, al tomar x = 2* e y = € > 0 en (1.16) se sigue que pe < . Dado que esto es

verdad para cualquier € > 0, se tiene que u < 0y a > 0. Asi, se ha demostrado que

pw<0ya=0.Su=0,de (2.19), ({,r —z*) < 0 para cada = € R™. Si se toma
xr =x* + &, se sigue que

0> (&, z —2*) = || &l

y por lo tanto & = 0. Dado que (&, ) # (0,0), se debe tener que p < 0. Divi-
diendo (1.16) y (1.17) por —u y denotando —&y/p por &, se tienen las siguientes
desigualdades

y>(x—a"), Ve eR", y> f(z) — f(z7) (1.18)
(& rx—a")—y>0,Veres y<o. (1.19)
Si y = 0 en la ecuacién anterior, se obtiene que (£, — x*) > 0 para todo x € S.
De (1.18) se sigue que
flx) = f(@") + (& x — %)
para toda z € R". Por lo tanto, ¢ es un subgradiente de f en z* con la propiedad
de que (&, z — x*) > para toda x € S. O

1.4. Problemas con restricciones y dualidad

En esta seccién se considera el problema no lineal, el cual llamaremos el problema
primario. Sea f : R® — R una funcién convexa, sean g : R* — R™ y h : R® — R!
funciones, entonces el problema primario se define como

minimizar f(x)

sujeto a x € C,
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donde C'={z € R": g(z) < 0,h(z) = 0}.
El problema dual se define como

maximizar 6(u,v)

sujetoa u >0

donde f(u,v) = inf{f(x) + X", u;g;(x) + 22:1 vihj(xz) : © € R"}. En este caso,
las restricciones han sido agregadas a la funciéon f por medio de multiplicadores de
Lagrange. Este proceso es llamado dualizacién.

A continuacion se muestra la relacién que tienen el problema primario y el dual.

Teorema 1.4.1 (Teorema débil de la dualidad). Sea x € C' y sea (u,v) tal que
u > 0. Entonces f(x) > 0(u,v) y por lo tanto

inf{f(z) : 2 € C} > sup{f(u,v) : u > 0}.

Demostracion. Es inmediata siguiendo la definicién de 6. O

Corolario 1.4.1. Si f(z*) = 0(u*,v*), donde u* > 0 y x* € C, entonces z* y
(u*, v*) resuelven respectivamente el problema primario y el problema dual.

El teorema 1.4.1 y el corolario 1.4.1 nos garantizan que el valor 6ptimo del
problema primario siempre es mayor o igual que el valor 6ptimo del problema dual.

Definicion 1.4.1. Se dice que existe una brecha en la dualidad si
if{f(z) : z € C} > sup{f(u,v) : u > 0}.

Es de nuestro interés conocer cuando los dos valores 6ptimos coinciden. El si-
guiente teorema nos dice bajo qué circunstancias el valor éptimo del problema pri-
mario y el del problema dual son iguales, es decir, bajo qué condiciones no existe
una brecha en la dualidad.

Teorema 1.4.2 (Teorema fuerte de la dualidad). Sean f :R" - R yg: R" —
R™ funciones convezas, y sea h : R* — R una funcién afin. Supongamos que existe
z € R™ tal que g(z) <0, h(2) =0, y que 0 € int (h(R™)). Entonces

if{f(z) : z € C} = sup{f(u,v) : u > 0}.
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La demostracién se puede encontrar en [8].

El teorema anterior muestra bajo qué condiciones el valor éptimo del problema
primario y del problema dual coinciden. Mas adelante se mostrara que una condi-
cién necesaria y suficiente para que ambos valores éptimos coincidan es que exista
un punto silla.

Definicién 1.4.2. Dado el problema primario, se define la funcién lagrangiana
como

L(z,u,v) = f(z) + (u, g(z)) + (v, h(z))
donde u > 0.

Definicién 1.4.3. Un punto (z*,u*,v*) es llamado punto silla de la funcion la-
grangiana st ¥ € R", u* >0, y

L(x* u,v) < L(z",u*,0") < Lx,u*,v")
para todo x € R"™ y (u,v) tal que u > 0.

Asi, se tiene que 2* minimiza £ en R™ cuando (u*,v*) es fijo y (u*, v*) maximiza
L en R™ x R! cuando z* es fija. El siguiente resultado caracteriza un punto silla y
muestra que la existencia de este es una condicién necesaria y suficiente para que
no haya una brecha en la dualidad.

Teorema 1.4.3. Sea el punto (x*,u*,v*) tal que x* € R™ y u* > 0. Entonces
(x*, u*,v*) es punto silla para la funcion Lagrangiana L si y solo si

1. L(z*, u*,v*) = min{L(x,u*,v*) : g(z) < 0,h(x) =0, € R"}
2.z e C.
3. (u*, g(x*)) = 0.

Mas ain, (z*,u*,v*) es punto silla si y solo si x* y (u*,v*) son, respectivamente,
soluciones optimas del problema primario y dual en donde no hay brecha en la
dualidad, es decir, se cumple que f(z*) = 6(u*,v*).

La demostracién se puede encontrar en [8].

Corolario 1.4.2. Supongamos que f, g son funciones convexas y h es una funcion
afin. Supongamos ademds que 0 € int h(R™) y que existe & € R™ tal que g(&) <0 y
h(z) = 0. Si x* es una solucion dptima del problema primario, entonces existe un
vector (u*,v*) con u* > 0 tal que (z*,u*,v*) es un punto silla.
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Antes de terminar esta seccién queda un resultado mas por analizar: la conse-
cuencia de que el problema primario y el problema dual no tengan una brecha en la
dualidad. El valor 6ptimo del problema dual esta dado por

"= sup inf {L(z,u,v)}.

(u,v):u>0 TER™
Luego, para cualquier funciéon se cumple que

" < inf sup {L(x,u,v)}.

xcR™ (u,v).u>0

El supremo de L(z,u,v) sobre (u,v) con u > 0 es infinito a menos que g(z) < 0
y h(z) = 0. Por lo tanto,

0* < inf sup {L(z,u,v)}
zeR™ (u,v).u>0

= inf{f(z):z € C},

que es solucion del problema primario. Por lo tanto, se observa que el valor éptimo
del problema primario coincide con el del problema dual si y solo si se cumple
sup inf £ = inf sup £; por el teorema anterior, suponiendo que existe solucién 6ptima,
esto ocurre si y solo si existe un punto silla (z*, u*, v*) para la funcién lagrangiana

L.

1.5. Optimizaciéon no diferenciable

La optimizacién no diferenciable trata problemas en los cuales la funcién objetivo
no es diferenciable en todos lados. El gradiente no existe en todos lados, lo que
implica que la funciéon puede tener dobleces o puntos de esquina y por lo tanto no
se puede aproximar localmente por un hiperplano tangente o por una aproximacion
cuadratica.

Definicién 1.5.1. Sea S C R, x € S y d € R" unitario. Se dice que d es una
direccién factible con respecto a S en x si existe una sucesion {T,}nen contenida
en S que cumple que T, — x y que la sucesion

Ty — T

d, — d. (1.20)

|l — 2]

Ahora se dard un resultado analogo al teorema 1.3.3 utilizando direcciones factibles.
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Lema 1.5.1. Sea f : S — R una funcion convexa, donde S es un subconjunto
convezo y no vacio de R™ y sea d una direccion factible con respecto a S en x, donde
{z,} es una sucesion que cumple (1.20). Entonces

lim Jlan) = J@) = max (&, d).

n—=oo ||z, — x| ¢edf(x)

La demostracion es similar a la del teorema 1.5.1.

El principal interés en introducir lo anterior, es estudiar las funciones construidas
de la siguiente manera

¢(z) = f(x) + hlc(x)) (1.21)
donde f : R® = R y c: R® — R™ son funciones de clase C' y h : R™ — R es una

funcién convexa no necesariamente diferenciable.

Si d es una direccién factible en R", usando (1.20) y la serie de Taylor
flan) = f(2) + o — 2[(V (@), dn) + of[lzn — []),

asi

[ — ]
De la misma manera, se obtiene para ¢ que

c(n) = c(x)

— De(z)d.
[ — ]

Aplicando el teorema 1.5.1 a h se deduce

; gb(l‘n) - QS(I') _ ¢ *
%13% T 5géitggc)(Vf(x) + D*c(x)€, d). (1.22)

Esto proporciona la derivada direccional de x en direccién factible d para la
funcion ¢(z). Si z* es un minimo local de ¢, entonces ¢(x) > ¢(z*) para z suficien-
temente cerca de x*, y por lo tanto

z * * * >
gerg,%)Wf(x )+ D*c(z")§, d) = 0

para cualquier direccion factible d.
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Esta es una condicién de primer orden necesaria para un minimo local, la cual
puede ser interpretada como una derivada direccional positiva en todas las direccio-
nes d € R". Mas atn, como z* es un minimo local de ¢ entonces

0 € dp(z*) = {Vf(z*) + De(a™)E : € € h(a™)). (1.23)

La ecuacién (1.22) y el conjunto (1.23) son resultado de una generalizacién de
la regla de la cadena para funciones diferenciables [16].
El conjunto d¢(z*), aunque convexo y compacto, no es la subdiferencial porque ¢
puede no ser convexa, pero por conveniencia se usa la misma notacion.

Otra forma de establecer la condicién (1.23) es por medio de la funcién lagran-
giana

Lz, a) = f(x)+ (o, c(z)), (1.24)

donde av € R™. Entonces un enunciado equivalente a (1.23) es el siguiente.

Teorema 1.5.1. Six* minimiza ¢(x) entonces existe un vector a* € Oh(x*) tal que

VL(z*, ") =V f(x)+ Dc(z)a” = 0. (1.25)

Demostracién. Es inmediata de (1.23). O

Ya que la funcién ¢ no es necesariamente convexa, es importante considerar con-
diciones de segundo orden para que x* sea minimo local de ¢. Estas condiciones
muestran la estrecha relacién entre nuestro problema y el problema en el caso que ¢
sea diferenciable. A continuacion se daran los antecedentes para deducir condiciones
de segundo orden.

Sea a* un vector que cumpla con el teorema 1.5.1. Se define el conjunto el
conjunto X por

X ={z: h(c(x)) = h(e(z™)) + (c(z) — c(x¥),a™)}. (1.26)

Se denotara como G* al conjunto de direcciones factibles con respecto a X en
x*. Es posible mostrar que estas direcciones estan relacionadas con el conjunto G*
definido como

Gt =1d: max (Vf(@")+ De(a)g, d) =0, ||d]| = 1}. (1.27)

Es decir, G* es el conjunto de direcciones factibles que hacen ¢'(z*;d) = 0.
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Lema 1.5.2. G* C G*.

Demostracién [19]. Sea d € G*, entonces d es una direccion factible con respecto a
X en z* y por lo tanto existe una sucesion {x, },en contenida en X tal que x,, — z*.
Utilizando la serie de Taylor, el lema (1.5.1) y la definicién de ¢

max (Vf(z") + De(a')e,d) = lim 20 =00

£€oh(z*) n—o0 ||xn — 93*||
o F() = F(@) + Ble(xa)) — h(e(a))
n—oo Hxn _ x*H
= lim flzn) — f(z ﬁ;— <_C(§*n”) — c(z*), a*)

= (Vf(z")+ D c(z")a", d).
Luego, por el teorema 1.5.1 se obtiene lo enunciado. O
En el caso en que la funcién f es diferenciable, para tener condiciones de segun-
do orden se necesita una condicion de regularidad. En nuestro caso particular, se
tiene una condicion de regularidad como en el caso diferenciable para poder deducir

condiciones de segundo orden.
La condicién de regularidad para nuestro problema es:

G =G". (1.28)

Ahora es posible establecer condiciones de segundo orden. Para hacer esto su-
pongamos que f y ¢ son de clase C2. Como es usual, las condiciones de regularidad
solo son utilizadas para establecer condiciones necesarias.

Teorema 1.5.2. (Condiciones necesarias de sequndo orden) Si x* minimiza ¢(x) y
st la igualdad (1.28) se mantiene entonces

d'V2L(z*, a*)d > 0 (1.29)

para todo d € G*, donde o cumple con el teorema 1.5.1.

Demostracién [19]. Sea d € G*, entonces d es una direccién factible con respecto a
X en z*, por lo tanto existe una sucesién {x, },en contenida en X tal que x,, — z*,
se denotara 9, = ||z, — z*||. La expansién de Taylor de L(z,a*) alrededor de z* es

L(znp, ") = f(z") + (c(z¥),a”) + (VL(z", a"), x,, — xT)
1
+§eflv2£(x*, e, + o(||zn, — z|?).
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donde e,, = x, — 2*. Usando (1.25) y (1.20)se obtiene
1
L(z,,a”) = f(x*) + {c(x¥), a*) + §5delv2£(a:*, a’)d,
+o([|.]%)-

Como {z,} es una sucesion factible con respecto a X en z* se sigue de la definicién
de ¢ que
1
o(xn) = o(z") + §5§dgv2£(ag*, a®)d, + o(]|6. )2
Dado que z* es un minimo local, ¢(z,) > ¢(z*) (para n suficientemente grande).
Asi, dividiendo entre %(52 y tomando el limite cuando n — oo se obtiene que

d'V2L(z*, a*)d > 0.
O

Ahora se consideran las condiciones bajo las cudles G* = G*, para esto se utilizara
la siguiente definicién y otras observaciones.

Definicién 1.5.2. Si existe una vecindad abierta V (c(z*)) tal que

hle(x)) = le(2™)) + mix (c(x) = c(a7), ) (1.30)

para todo c(x) € V(c(x*)), se dice que h(c(z)) es localmente lineal en c(x*).

Esta propiedad es cierta para cualquier funcién poliédrica convexa pero también
permite manipular ciertos problemas formulados por medio funciones de penaliza-
cién exacta con norma diferenciable [19].

Por otro lado, se denota a la dimensién de Oh(z*) por I* (I* < m) y se define la
matriz D € R™*!" cuyas columnas consisten en los elementos d},i = 1,2,...,1* que
son una base para Oh(c(x*)) — o, que simplemente es una traslacion de Oh(c(x*)).
Bajo estas construcciones se enuncia el siguiente teorema que da condiciones sufi-
cientes para tener regularidad.

Lema 1.5.3. (Condiciones suficientes de reqularidad) Si x* satisface las condiciones
de primer orden, si h(c) es localmente lineal en c¢*, y si

rango (V f(x*)D*) =1* (1.31)
entonces G* = G*

La demostracién se puede encontrar en [19].

Estas no son las tnicas condiciones suficientes para tener G* = G*, por ejemplo,
el mismo resultado se tiene si ¢ es una funcién afin o si se puede probar que G* = ()
[19].



Capitulo

Métodos para optimizaciéon no
diferenciable

En este capitulo se describiran los métodos estudiados para la minimizacién de
funciones que son convexas pero no diferenciables. De igual forma se daran las
pruebas de la convergencia de cada método.

2.1. Método de subgradiente

Este es el método mas sencillo y es muy parecido al método de gradiente para
funciones diferenciables pero cuenta con algunas modificaciones [12].

1. El método de subgradiente se aplica directamente a la funcién no diferenciable.

2. Los tamaifios de paso no son elegidos por busqueda lineal. En la mayoria de
los casos, el tamano de paso es fijo.

3. A diferencia del método de gradiente, el método de subgradiente no es un
método de descenso; el valor de la funciéon puede incrementar.

En este caso solo se tratara el problema de minimizar una funcién sin restricciones,
es decir, minimizar f : R" — (—o0, +o0] donde f es convexa.
El método de subgradiente usa la iteracion

2D — ok g

donde ¥ es el punto resultante de la k-ésima iteracién, g* es cualquier subgradiente
de fen 2¥ y o, > 0 es el k-ésimo tamafio de paso. Asi en cada iteracién del
método de subgradiente, se hace el paso en la direccién del subgradiente negativo.

27
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Cuando la funcién es diferenciable, la tinica eleccién posible de g* es V f(z*), v el
método del subgradiente se reduce al método de gradiente (excepto por la eleccién
del tamafio de paso). Un problema en el método de subgradiente es que se toma
cualquier subgradiente en cada iteracién, por lo tanto no se toma en cuenta cual
es la eleccion de subgradiente que hace decrecer el valor de la funcién en el nuevo
punto.

Puede ocurrir que —g¢* no sea una direccién de descenso para f en z¥, es decir,
que no se cumple necesariamente

para todo & € df(z*). Un ejemplo de esta aseveracion se observa al tomar la funcién
flz,y) = |zl +2|y|; g = (1,2) € 9f(1,0), pero —g no es una direcciéon de descenso
en (1,0).

En el método de subgradiente se utilizan varios tamaifios de paso los cuales in-
fluyen en la convergencia del método. Los tamanos de paso mas usuales son los
siguientes:

1. Tamano de paso constante. Se toma a; = « una constante positiva que es
idependiente de k.
2. Longitud de paso constante. Se toma ay, = v/||¢"||. Esto implica que ||2*1 —
k
|2 = 1.

3. Cuadrados sumables. En este caso se toma «; de tal manera que
o0 o0
o > 0, Zaz<oo, Zak:oo
k=1 k=1

4. Nonsummable diminishing. Se toma « tal que

o0
ap >0, lim ap =0, Zak:oo
k—o0 —t

Dado que el método de subgradiente no es un método de descenso se hara en
cada iteracion lo siguiente

flist = min{ff;tl, f(xk)}

y se hace if , = k si f(2F) = fE_,, es decir, se guardara el mejor punto obtenido
hasta la iteracion k.

Ahora, para probar la convergencia del método se supondra que existe un minimo
de la funcién f, digamos z*. También se supondra lo siguiente:
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1. La norma de los subgradientes es acotada, es decir, existe G € R tal que
l|g¥|]2 < G para toda k.

2. Se conoce un nimero R tal que R > ||z' — x*||,.

Teniendo en cuenta lo anterior y que z* es cualquier punto éptimo entonces

[l —all3 = [la® — ang” — 273
[la* — a5 = 2a5,g™ (2" — 2%) + of[|g" |13
< lo® =23 = 20a(f (") = f(2) +oillg®ll2, (2.1)

donde la ultima desigualdad se obtuvo por la definicién de subgradiente, es decir,
¢* cumple que

F@") = f(@*) + (g% 2" = 2¥).
Aplicando la desigualdad (2.1) recursivamente se obtiene que

k k
lo#* = a|3 < lla” = 13 = 230 auf(a') = (=) + 3 aZllg'
=1

=1

Usando el hecho de que [[z*71 —2*|[3 > 0y [|2* — 2*||; < R se tiene que
k k
2 ai(f(a) = f(2) < R+ > afllg'| 5. (2.2)
i=1 i=1

Por otro lado,

(]
8
2
kh
&
|
kh
5,
v
e
8
z
=
Py

z') = f(z")) +;|Igi||3

k
= (Z ai)(flf:est - f(l’*))
1
Combinando esta desigualdad con (2.2) se obtiene que

* ¢ i X R? + f: 214712
T = (@) = min(f(@) ~ /(")) < fzifallg [

Finalmente, usando la hipétesis de que ||g*||. < G, se consigue la siguiente desigual-
dad

(2.3)

RP+G*yr  o?

k * =1
— f(x7) < .

fbest f( ) — 2 Z;g:l o

De esta desigualdad se desprenden varios resultados de convergencia, dependiendo

el tamano de paso que se esté usando se tendra una mejor aproximacion al punto
6ptimo.

(2.4)
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1. Tamano de paso constante. Cuando oy, = «, se tiene usando (2.4) que

o RP+G*%k
Jost = f(2¥) < T oak

Cuando k — oo entonces el lado derecho converge a G?a/2.

2. Longitud de paso constante. Usando ai = v/||g*||2 v la desigualdad (2.3) se
obtiene e 2 22
x +7 +7
flfest - f(.fll' ) S k = ;
usando «; > v/G. Cuando k — oo el lado derecho converge a Gv/2.

3. Cuadrados sumables. Ahora supongamos que

o) 00
lloll; =>_ak <0, Y ai=o00
i=1 i=1

Entonces se obtiene que

R? + G?||a|3
k * 2
— () < ——=.
fbest f( ) — ) Zle o
Cuando k — oo el lado derecho converge a cero. Asi el método de subgradiente

converge.

4. Diminishing step. Si la sucesion ay converge a cero y Y. «a; = 00, entonces el
lado derecho de la desigualdad (2.4) converge a cero, lo cual implica que el
método de subgradiente converge. Para probar esto, sea e > 0. Entonces existe
un entero N; tal que o; < ¢/G? para ¢ > N;. También existe un natural Ny
tal que

Zaz R2+G22a

Ahora, sea N = max{ /Ny, NQ}, entonces para k > N se tiene que

R+ G5 0f _ R4+ GPEE of G2 nan
2 Zf:l o B 2 Zf 1% 2 Zz 105 +2 Zz’:N1+1 o
< R+ G? Zz L af G? Zz N1+1(€04z/G2)
- (R2 + G2 ZZ 1045 ) QZf:Nl.H Q;
€ ¢
= B + B = €.

Asi el método de subgradiente converge.
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A partir de la ecuacién (2.2) se puede obtener un criterio de paro para nuestro
método. De nuevo, suponiendo que R > [|z! — 2*||; y usando la desigualdad (2.2)
se tiene que

Fz*) > 22?:1 af(z') — -1?2 — §=1 a?llg"13
2 ZZ‘:1 %

donde [, puede ser calculado a partir de la k-ésima iteracién. La iteracion [, no es

necesariamente creciente [9] por lo que se puede guardar la mejor cota superior de

{0}

=1y, (2.5)

I =max{ly,... I}

2.2. Meétodo de planos de corte

Existen métodos en los cuales toda la informacién previa es usada para obtener
una nueva iteracion. Esta informacion puede ser utilizada para crear un modelo de
la funciéon f, de tal manera que se obtenga una aproximacion lineal al problema
original. Esto es usado en los métodos de planos de corte.

Al tomar en cuenta la informacién acumulada en las iteraciones anteriores {y*, f(y'), s' €
Of(y")}_,, se puede construir la siguiente aproximacién lineal a trozos de f

fily) = max FW) + (s y—y).

Por construccion, f,(y) < f(y) para toda y € R™ y también se tiene que fi(y) <
ﬁ+1(y) para toda y € R™. Asi, se modela la funcién a minimizar con aproximaciones
lineales, convirtiendo el problema en uno de programacion lineal. Este método esta
motivado por el lema 1.2.1 y el teorema 1.1.1.

Para que el método esté bien definido, se necesita especificar un conjunto com-

pacto C'y restringir nuestro modelo a C' para asegurar que cada iteracién esté bien
definida.

El algoritmo del método de planos de corte es el siguiente:

1. Sea § > 0 y C' un conjunto compacto que contiene el punto minimo de f. Sea
k=1,y'eCy fo =—oc.

2. Calcular f(y*) y el subgradiente s* € df(y*).
3. Definir &6, = f(y*) — fe_1(y*) > 0.
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5. Actualizar el modelo fi(y) = max{ fi_1(y), f(z*) + (s*,y — y")}.
6. Calcular "™ € arg min,cc Fily)
7. Hacer k =k + 1 e ir al paso 2.

A comparacion del método de subgradiente, el método de planos de corte brinda
un criterio de paro basado en J; el cual no existe en el método de subgradiente.

Ahora bien, por construcciéon el modelo satisface que

A

fe(y) < fy)

y de aqui se sigue que
min f(y) < min f(y).

Entonces, si el criterio de paro se satisface se tiene para alguna k que f(y*) —
fe—1(y*) < 6, lo cual implica que

fyF)y <6+ fk71<yk) =0+ myinfkfl(y) <o+ myinf(y).

2.3. Método bundle

Utilizando como motivacion el algoritmo anterior, se construye un nuevo método
utilizando la regularizaciéon de Moreau-Yosida, cuyas propiedades probadas a conti-
nuaciéon son importantes para este trabajo.

2.3.1. Regularizacion de Moreau Yosida

Sea f : R" — (—o0,+00] una funcién propia y convexa, ademds supongamos que
f alcanza su minimo. Se define la regularizacién de Moreau-Yosida de f para
A > 0 como sigue

Fi(v) = min £(2) + o Il — o]} (2.6)

r€ER™

El punto p(v) € R™ que cumple f(p(v))+ 5x|[p(v) —v|| = Fi(v) estéd bien definido
dado que la funcién que se estd minimizando es estrictamente convexa y f alcanza
su minimo.

Lema 2.3.1. Sea f : R" — (—o00,+00| una funcion propia, cerrada y convera,
entonces la funcion Fy\(v) es cerrada y estrictamente conveza.
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Demostracion. Dado que f es cerrada y la norma es una funcién continua entonces
se sigue inmediatamente que F)(v) es cerrada. Ahora, por la convexidad de f y dado
que la funciéon norma es estrictamente convexa entonces F es estrictamente convexa.
O

Proposiciéon 2.3.1. Si f : R — (—o0,+00] es una funcion propia, cerrada y
convexa. Entonces Fy es finita y diferenciable en cualquier parte con gradiente dado
por

VE(®) = 1 (v~ p(0))

Mds atn,

IVEA(v) = VIAW)|[* < H(VFA(v) = VEA(V), v = V)

> =

para toda v,v" € R". Ademds
1
IVEA(W) = VR < Sl =]l
para toda v,v € R".

Demostracién [12]. (Finita). Si f es una funcién propia, existe z € R"™ tal que
f(z) < 4o00. Asi F) es finita dado que

FA(0) < £(@) + g5z — ol < oo.

(Diferenciabilidad). Sea d € R™ unitario, v € R™ y t > 0. Por definicién de F)

Fx(v+td) — Fy\(v)  min,[f(x) + wllz — v — td| ] — min, [f (w) + 55 [Jw — v|)?]

t t
_ oo+ td) + glp(v + td) — v — td||’]
a t
_ [flplv+td)) + i“p(@ + td) — UHQ]
t

_ L |lp(o+td) — v — td][* ~ [|p(v + td) — o]
) ‘
_ 1 [[p(v+td) = p(v) + p(v) — v — td||?

2) ;

lp(v +td) = p(v) + p(v) —v|?
!
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:21)\Hp(v)_v_td||t —Hp(v)—v|| —i\(p(v—i—td)—p(v),d%

donde se us6 el hecho de que Fi(v) < f(p(v +td)) + 55||p(v + td) — z||*. Ahora, al
tomar el limite cuando ¢ — 0 se obtiene

y_{% F)\<U + tc? — F/\(U> > i\<v _ p(U), d>
Por otro lado, dado que Fy(v + td) < f(p(v)) + o||p(v) — v — td]|?,
Fy(v+td) — Fy(v) _ ming[f(z) + x|z — v — td| ] — min, [f(w) + 55 ||w — v]|?]
t t

~ @)+ 5llp) —v = td’] = [f(p(v)) + 55llp(v) = o[*)]

- t
1 [lp(v) — v —td||* — ||p(v) — o]
2\ t ‘

De nuevo, al tomar t — 0,

lim F\(v+td) — Fx(v)
t—0 t

< $(0 = plo),d).

Por lo tanto

VE(®) = 1 (v~ pl0))

Para probar las aseveraciones restantes se observa lo siguiente
1
IVEA(v) = VE\(W)I" = $(VFA(v) = VEA(V), v = p(v) ="+ p(t))

1

D)

Se mostrara que el ultimo término es negativo. Para hacer esto primero se veri-

ficara lo siguiente: sea £ € df(v) y £ € Of(v'), entonces (£ — &',v —v') > 0. Para

probar esto, se toman en cuenta las desigualdades siguientes, asociadas a £ y £, y
posteriormente aplicadas a v" y v respectivamente

F) = f(0) + (&0 = v)
f) = () + (v =),

sumando estas dos desigualdades se sigue que

(VRA(v) = VE(0'), 0 =) + 1\<VF>\(U) — VEA(©'), p(v) = p(v)).

(=& v=0) >0 (2.7)
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Por optimalidad de p(v) y de p(v') se tiene que

0 € A7 (p(w) + oy Ip(w) )

0 € U 0() + 55 lIp(w)) — I

Por lo tanto, VF\(v) = $(v — p(v)) € 9f(p(v)) y VEA(V) = +(v/ — p(v')) €
df(p(v')). Usando (2.7) se obtiene

(VEA(v) = VEA(), p(v') = p(v)) < 0. (2.8)

La prueba de la ultima desigualdad es consecuencia de (2.8),

1

A
1 / /

< SIIVEw) = VE()|v = 7).

[|[VE\(v) = VEA@)|]? < —(VF\(v) = VF@),v — )

Por lo tanto, |[VF\(v) — VF\(V)|] < f|[lv — /]| O

La regularizaciéon de Moreau-Yosida es importante en nuestro trabajo por la
proposicién anterior y porque tiene los mismos minimos que la funcién f como se
muestra en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3.2. Los siguientes enunciados son equivalentes

~

v € argmin{f(z) : z € R"}
v =p(v)

VFy\(v) =0

v € argmin{F\(z) : v € R"}
f(w) = fp(v))

f(v) = Fi(v)

S & o e

Demostracién [12]. (1) = (2) Dado que v € arg min{f(z) : € R"} se tiene que

1 1
F) = flv) + 5y llv — ol < fl2) + ﬁHﬂf—vH2
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para toda x € R"™. Entonces, p(v) = v.
(2) = (3) Supongamos que p(v) = v, entonces VF)\(v) =
(3) = (4) Dado que F) es convexa, entonces si VFj(v)
v € arg min{ F)(x) : x € R"}.
(4) = (5) Usando el inciso 2, v = p(v) y por lo tanto f(v) = f(p(v)).
(5) = (6) Por definicién de F) e hipétesis se tiene la siguiente desigualdad

(v =p(v)) =0.
= 0 se debe tener que

1) = F0(0) < F(p)) + g lIpe) — vll? = Fy(v) < F(0) + o flo — o]
Asi, f(v) = Fa(v).
( ) = (1) Dado que F)\(v) = f(v), entonces p(v) = v. Asi, por optimalidad de v

0 €07 () + 5 (v~ plv) = OF(0).

2.3.2. Algoritmo del método bundle

Tomando como base el método de planos de corte se construye el método bundle.
Se empezard agregando un punto z¥ al conjunto de informacién que se acumula
conforme se realizan iteraciones. Se seguira usando el modelo lineal y se obtendra
un nuevo punto en la iteracion usando la regularizaciéon de Moreau-Yosida.

El algoritmo para el método bundle (BA) es el siguiente:

1. Se fija 6 > 0, m € (0,1), 2° (punto inicial), y° = 2° y k = 0. Se calcula f(2°)
y s € 0f(2%) y se define fy(y) como sigue

foly) = f(z°) + (s°,y — ) (2.9)
es decir, fo es un hiperplano de soporte de f en z°.

2. Se calcula la siguiente iteracion
7 Kk
y* e arg min fi(y) + 57| ly — [ (2.10)
yeR” 2

donde p > 0 es una sucesion creciente tal que pp — 0y Y32, i = 00.

3. Se define §; como sigue

= F(*) = [y ™) + EElly™ = 2|,
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4. Si 8, < & entonces el algoritmo termina.
5. Se calcula f(y**1) y skt € of (y* ).

6. Si f(x*) — f(y**1) > mdy, entonces ¥+ = y**1 (a esto se le llama paso serio),
si no pasa entonces x**! = 2* (paso nulo).

7. Se actualiza el modelo

Jra(y) = mix{ fuy), F(y") + (s y — ™)) (2.11)

8. k=k+ 1y se regresa al paso 2.

Esta es una version basica del método bundle, otras implementaciones se pueden
tomar en cuenta tales como bisqueda lineal, actualizacién del parametro i, etc [9].

Ahora bien, antes de realizar las pruebas de convergencia serd mas conveniente
en teoria y en practica trabajar con el dual del problema (2.10) como se verad a
continuacién. Primero, se reescribird el modelo (2.11) de manera mdas conveniente.
Se define el error de linealizacién con centro en z¥ como sigue

ei = f(2%) = [f(y') = (s", 2" = ¢/)]

para i = 1,...,k + 1. Utilizando el error de linealizacién, nuestro modelo (2.11) se
vuelve de la siguiente forma

fey) =  méx {f(y")+(s"\y—y")}

i=1,... k+1
o . AP ik % I
= Z:{naﬁl{f(x) ei — (s 2" —y') +(s"y—y")}
= fh)+ max {—ei+(s'y—a")} (2.12)

en donde todo lo usado es conocido debido a la acumulacién de informaciéon que se
tiene.
Al considerar el problema (2.10), usando (2.11) se tiene que

—— b k12 g Hb k2
min fi(y) + - lly — " = mintr + 5 ly — 271

r> f(a®) — e+ (s'y — ) (2.13)
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para ¢ = 1,...,k + 1. Introduciendo multiplicadores de Lagrange o & ]Ri“, el
lagrangiano se escribe como sigue

k+1
Ly,r,o) = 7’+*I|y— 2PIP D0 i f(a®) — e+ (s y — at) — 1)
=1

k+1 k+1

= (1= Y ar+ Glly = 2P + 3 (@) = et (shy = o)

=1

Asi, por convexidad

min max L(y, r, «) = maxmin L(y, r, «). (2.14)
y,r (0% (0% y,r
Dado que ambos lados son finitos se debe tener que 1 — Zf ;o = 0. Asi, por
condiciones de optimalidad de primer orden,

k+1

VL, (r,a)=my—2") +> a;s' = 0.

i=1

Entonces, se tiene que
k+1

iy — %) = = (3 ). (2.15)

i=1
Al denotar A*! = {a € R¥™ . Yl q, = 1}, combinado la ecuacién (2.14) y
(2.15), se obtiene que resolver el problema (2.9) es equivalente a resolver

k1 i k+1 k+
o Mg = ity 6St k i T2t s’
max —||—————]"+ > a;(f(a") —e; + (s, —————
o, B IO 5 o () — e (o, L)
. k+1 k+1
—_— 2 . .
= f(z") + aeAak}il 2# I Zazs ||* — ;alez. (2.16)

Definicién 2.3.1. Sea a € A*! una solucién éptima del problema (2.16) en la
iteracion k, se define el subgradiente agregado y el error de linealizacion agregado
respectivamente como sique

k+1 k+1

§% = ZaisZ Yy e = Z%‘Gi-
i=1 i=1

Lema 2.3.2. Sea a € A" una solucién para el problema (2.16), entonces

1. 88 ¢ 8f2(yk+1).
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2. il ) = flab) — LI — e
3. 0 = 5, [18*1 + éy.
Demostracién [9]. 1) De la ecuacion (2.15), —ux(y*+t — 2%) = 5% Asi, dado que
y**+1 es 6ptimo para (2.9)
0 € Dfp(y™h) + (v — 2P),

donde pu(y**! — 2%) es la derivada de la parte cuadratica de la regularizacién.
Entonces

—u(y* T —ah) € Ofu(y™ ).
2) Por convexidad, no hay brecha de dualidad entre (2.13) y (2.16). Asi,

. 1 .
FoF )+ ER A = ab|2 = pah) — —— 1882 — &

2 241y
2okl ky Mk ;1Ak2_i sk112 4
fuly™) = f2%) = 5 Huks 1 2/%!!8 |* — éx

1
k kN2 _ 5
= f(z") — —|[8"[]° — éx.
f ") ,UkH I” = éx
3) Usando el inciso 2 y la definicién de dy

o = f0) = fuly) = Bl =t

K L. 5
= () = BEly = M - @)+ I3
M
L. .
— —zﬂk||sk||2+ek.
|

Lema 2.3.3. Para el subgradiente agregado y el error de linealizacion agregado, se
tiene que

8" € 0, f(2")

Demostracién [9]. Usando el inciso 1 del lema anterior, 8¢ € df,(y**), y por
construccion f < f. Entonces,

f) > fly) > f™ ) + (& y — ™)
1
= f(a") - /7||§k||2 — & + (85, y — 2 + 2P — o
k

1
_ f(xk)+<§k,y—$k> — & + (§k,xk—yk+1 _ 7||§k||2

M
= f(a") + (8" y —a¥) — &
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(Il
Los lemas anteriores son muy importantes para las pruebas de convergencia que
se daran en la siguiente seccion. Antes de eso, se define la pieza lineal agregada como
sigue
fo(y) = F(@®) + (8%, y —2*) — &

Lema 2.3.4. Para f;, se tiene lo siguiente:
1 fo(y) = foly™™) + (8%, y — o)

2. for(y) < fi(y)

La demostracién se puede encontrar en [9].

2.3.3. Convergencia del método bundle

Se supondra que f es una funcién cerrada y finita en R™. Ademas, sea
K; ={k € N:lak — ésima iteracion fue un paso serio}.

Este andlisis se dividird en dos partes, primero se supondrd que |K | = oo y
después que |K;| < oco. Ademads, se definird 6 = 0, es decir, el algoritmo hard
iteraciones una infinidad de veces.

Lema 2.3.5. Se considera el método bundle y sea f = min, f(z) > —oo. Entonces,

Z o < M < 00
kEK, m
La demostracién se puede encontrar en [9].
Lema 2.3.6. Supongamos que f* = limpcg, f(z%) > —o00 y |K,| = .
1. 81 Y kek, Nik = 00, entonces el cero es un punto de acumulacion de {5} k.,

esto es, liminf||3%|| = 0.

2. i >c>0yargmin, f(x) #0, entonces la sucesion {x*} ek, es acotada.

Demostraciéon [9]. Por el inciso 3 del lema 2.3.2, se tiene que 0 < ﬁHékHQ =
O — € < 0. Asi, por el lema anterior, dado que f(x*) es una sucesiéon decreciente
cuando k € K,

0y _ £+
<Zék§f($2nf'
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Asi, 3% — 0 sobre k € K.
Para probar 2, sea z* € argmin, f(y). Por definicién f(z*) < f(y) para toda
y € R™. Ahora, para k € K,

2° — P = |[a* — 2 + 22 — 2, 2% — ) |2k — o2

2 1

[ R S S NPT
Hok k

=zt — aFP (- 8+ [[8H)R)
Lk 241,

* k112 2 r * k N 1 ~k112

< la* — 2P+ 2 (Fule) — F@®) + b+ ——|[34]2)

e 241,

<l — 2P+ 2 (f() — F@*) + 6
HE

2
< |lz* — :Bk||2 + —,
Mk

donde se us6 el hecho de que 8% € 9,, f(2*) y el inciso 3 del lema 2.3.2. Haciendo lo
anterior k veces

k+1 g 2)
|lz* — "2 < flar = 2®P +2)° = <l = 2P+ = Y b,
i=1 Fi € ek,

usando el lema 2.3.5 se tiene que el lado derecho es acotado y por tanto, la sucesién
{2*} ek, es acotada. O

Teorema 2.3.1. Supongamos que f* = limyck, f(2%) > —o00 y que |K,| = oo. Si
la sucesion {ux} es acotada y creciente, entonces {x*}rer. tiene al menos un punto
de acumulacion que es optimo.

Demostracién [9]. Por el lema 2.3.5 y 2.3.2 se sigue que 0 < é; < 0, — 0 para
k € K. Luego, por el inciso 1 del lema 2.3.2

§k € aékf(xk>

para cualquier k € K. Luego, por el inciso 2 del lema 2.3.2, existe una subsucesion
{8™} que converge a cero. Dado que {z¥},ck, es acotada, entonces {x™} también
es acotada. Tomando (si es necesario una subsucesién) =™ — z*, se tiene que

(™, 5" &, ) — (%,0,0).
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El corolario 2.4.2 garantiza que la correspondencia (z,€) +— 0. f(x) es continua, asi

0€af(z"). O

En este momento solo se ha tomado en cuenta |K,| = oo, ahora se vera el caso
cuando | K| < co. Se supondré que kg es la tltima iteracién donde se tiene un paso
serio.

Lema 2.3.7. Sea x* el dltimo paso serio y {y"*™ } sk, la sucesion de pasos nulos.
Entonces, para toda k > kg y y € R”

M A N M
f(@) = 6 + 5y = YU = fo ) 4+ (85 y — M + 5l = z®|> (2.17)

Demostracion [9]. Se verifica lo siguiente

ly —a™[* = ||y =y + " —afo|?
= |y —gFTHP 20y — g = o) ||y — o

=y = R = Sy — g8 [ - o
223
Usando la definicién de d;, se obtiene
P =0+ By =y 12 = fuly™) + B =P+ fly =y )
= fl™ )+ = ) + By — o
O

Teorema 2.3.2. Sea z* el wiltimo paso serio, y sea {y* ' }rek. la sucesion de pasos
nulos. St { x>k, €S no decreciente, entonces 6 — 0.

Demostracién [9]. Sea y = y**2 en el lema anterior, entonces

Fo 2 A Fk
FaR) =+ 2 =y P = A+ 8y = ) S |
Kk
= Fal) + By o
7 k42 Kk ) k1o ko |2
Jer1(y )+?||?J —z™||

2 ME41
< fk+1(yk+2)+T+||yk+2—xk°||2

f(ﬂfko) — 041,

IA
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donde la ultima igualdad se deduce de que px < pgy1. Por lo tanto

k
%Hyk“ =y P+ e < O (2.18)
Ahora probard que la sucesién {y*} es acotada. Usando de nuevo el lema anterior

con y = xko,

k ; N

Fah) = 0y + BEJo — g U = fo(yh) + (8,0 — )

= fa(a) < Ju(@®) < f(a®).

Asi,

kao _yk+1H2 < 27516 < 26160
B U

Dado que {d;} es decreciente y {ux} es no decreciente, {y*} es una sucesiéon
acotada. )
Por otro lado, sea C' constante de Lipschitz para fy f, en B(z*o, f) Combinando
0

—mdy, < fy"*) = f(a™)

0 < f(a®) — fuly™™),
y sustituyendo y = 4* en (2.11) en la iteracién k — 1 se tiene que f(y*) = fr(y¥), asi

(1—m)dp < f**) - fly™")
FEEY = 8 + fy®) — fly™)
< 200y = of| P

Combinando esta desigualdad con (2.18)

W 1—m)? 1—m)?
Ok = Opt1 = EkHka —y" P > (802>M'€5’% > (802)%05’3“'

Asi, sumando sobre k > k,

(1—m)*

scz Mo D6 <> (06 — Grr1) < iy

k>ko k>kg

lo cual implica que dx — 0. O
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Teorema 2.3.3. Sea x* la dltima iteracion con paso serio del método bundle. Si
{t ik, €S no decreciente, entonces 2™ es una solucion optima.

Demostraciéon [9]. Dado que las suposiones son las mismas que en el teorema
anterior, entonces 0, — 0 implica que &, — 0y ||5*|| — 0 por el inciso 3 del lema
2.3.2. De nuevo, por el inciso 1 del lema 2.3.2

<§k S aékf(‘rko)

para todo k > ko. Por el teorema 1.3.5 que asegura que la correspondencia (x,€) —
O.f(x) es continua, se concluye que 0 € 9f (z*0). O

2.4. Meétodos derivados del operador préximo

En este capitulo se construyen métodos basados en un operador llamado el operador
proximo, el cual estd intimamente relacionado con la regularizacion de Moreau-
Yosida. Antes de definirlo se daran algunos conceptos importantes que implicaran
propiedades interesantes de dicho operador.

2.4.1. Operadores no expansivos

Los operadores no expansivos son operadores continuos Lipchitz con constante L =
1. Estos juegan un papel fundamental en matematicas aplicadas porque muchos de
los problemas de analisis no lineal se reducen a encontrar puntos fijos de operadores
no expansivos [7]. En esta seccién se discutiran estos operadores y algunas de sus
propiedades.

Antes de dar la definiciéon de operadores no explansivos se presenta un resultado
que se utilizara en pruebas posteriores.

Proposicion 2.4.1. Sean z,y € R" y a € R. Entonces

loz + (1= a)yll* + a(l — a)llz — yII* = allz]|* + (1 — a)[lylI”

Demostracion. La demostracion se deduce utilizando propiedades de la norma. O

A partir de ahora, al conjunto de puntos fijos del operador T' se denotara por Fix T'.

Definicién 2.4.1. Sea D un subconjunto no vacio de R™ y sea T : D — R".
Entonces T' se dice
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1. Firmemente no expansivo st
T2 = Tyl[* + ||(Id = T)a — (Id = T)y||* < ||z — y|I* (2.19)
Ve, y € D.
2. No expansivo si es Lipschitz con constante 1, es decir, Vx,y € D se cumple
1Tz —Ty|| < |z —yl|. (2.20)
3. Cuasi no expansivo si Ve € D y Vy € Fix T se tiene que
Tz —yl| < [l —yll. (2.21)

Es claro que 2.19 implica 2.20 y 2.20 implica 2.21.

Proposiciéon 2.4.2. Sea D un subconjunto no vacio de R™ y sea T : D — R™.
Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

~

. T es firmemente no expansivo.

2. Id —T es firmemente no expansivo.

3. 2T — Id es no expansivo.

4. ||Tx —Ty||> < (x —y,Tx — Ty) Yo,y € D.

5. 0> (Tx—Ty,(Id—T)x — (Id —T)y) VYx,y € D.

6. [[Tw =Tyl <lla(z —y) + (1 —a)(Te = Ty)|| Yo,y € D.

Demostracién [7]. 1) < 2) Es inmediato de la definicién de operador firmemente
no expansivo.
2) < 3) Sean x,y € D, se define

R=2T —1Id,
p=|Tz = Ty|* + ||(Id = T)x — (Id = T)y||* - ||z — y]?

v =||Rz — Ry|]> + ||z — y|*.

Luego, por la proposicion 2.4.1 se tiene que
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IRz — Ry||* = [2(Tz —Ty) + (1 -2)(z —y)|
= 2Tz = Ty|* — llo — yl* + 2/l(Id — T)z — (Id — T)y|*

Por lo tanto v = 2u. Asi, R es no expansivo si y solo si

vr<0 & pu<o0

< T es no firmemente no expansivo.

1) < 4) Se escribe
|(1d = T)z — (Id = T)y|]* = |z — yll* + [Tz — Ty|l* — 2z — y, Tw — Ty)

y se sustituye en 2.19.

4) < 5) Es inmediato de 4).

5) < 6) De las propiedades de norma y producto interior se tiene el siguiente
resultado:

(r,y) <0 & o] <|lz —ayl] Vo e Ry
& |zl < llz — eyl Vo €[0,1].

Este resultado implica el inciso 6. O

Ahora se define el operador proyeccion que sera de mucha utilidad en este trabajo.

Definicion 2.4.2. Sea D un subconjunto no vacio de R", sea x € R" yp € D.
FEntonces p se dice proyeccion de z en D si ||x—p|| = inf{||ly—z|| : y € D} = dp(x).

Si cualquier punto en R” tiene exactamente una proyeccion sobre D, entonces se
dice que D es un conjunto de Chebyshev. En este caso, el operador proyeccion
sobre D es el operador definido por

p(x) = arg min,epllz — v]].

Proposicién 2.4.3. Sea D un conjunto de Chebyshev de R™. Entonces Ilp es con-
tinua .

La demostracién se puede encontrar en [7].
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Teorema 2.4.1. Sea D un subconjunto no vacio de R™. Entonces D es un conjunto
de Chebyshev si para todo x,p € R"

p=Ilp(z) &peD y (y—px—p <0 VyeD.

La demostracién se puede encontrar en [7].

Una propiedad muy interesante del operador proyeccion es que este es firmemente
no expansivo como lo enuncia el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.4. Sea D un subconjunto no wvacio, cerrado y convexo de R™.
Entonces la proyeccion Ilp es firmemente no expansiva.

Demostracién [7]. Sean z,y € R". Por el teorema anterior se tiene que
(Ilpy — lpz,z — Mpx) <0
y ademas
(IIpz —lpy,y — py) < 0.
Sumando estas dos desigualdades se obtiene
Ipa — Tpy||* < (z — y, pa — Tpy).

El resultado deseado se sigue de la proposicion 2.4.2 inciso 4. O

Ahora bien, si D es un conjunto convexo y cerrado, el operador proyeccién es no
expansivo sobre el conjunto Fix I dado que

Fix lIp = D.

Se discutird a continuacion bajo que circunstancias el conjunto de puntos fijos
de un operador T es cerrado y convexo.

Proposiciéon 2.4.5. Sea D un subconjunto no vacio y convero de R", y sea T :
D — R™ un operador cuasi no expansivo. Entonces Fix T es un conjunto convezxo.

Demostracién [7]. Sean z,y € Fix T', a € (0,1) y sea z = az + (1 — a)y. Entonces
z € D y por la proposicion 2.4.1
1Tz =2l = [a(Tz —2)+ (1 - a)(Tz - y)|
= a|Tz—z|* + (1 - )Tz =yl — a(l — a) |z — y|
< alle =z + (1 —a)lz —y|* — a(l — &)z — yl|*
= Jla(z —2) + (1 = a)(z = y)|*
= 0.

Por lo tanto, z € Fix T.. O
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Proposicién 2.4.6. Sea D un subconjunto no vacio y cerrado de R™ y seaT : D —
R™ continua. Entonces Fix T es cerrado.

Demostracion [7]. Sea {z, } una sucesién en Fix 7" que converge a un punto en R".
Entonces x € D porque D es cerrado, mientras que Tz, — Tz por la continuidad
de T'. Por otro lado, dado que {z,} estd en Fix T', Tz,, — Tz. Asi, Tx = z. O

Teorema 2.4.2 (Browder-Gohde-Kirk). Sea D un subconjunto acotado, cerrado,

convezro y diferente de vacio de R™ y sea T : D — D wun operador no expansivo.
Entonces Fiz T # ).

La demostracién se puede encontrar en [7].

2.4.2. Sucesiones Féjer mondtonas

La siguiente definicién es estudio central de varios métodos iterativos, en particular
con la construccién de puntos fijos de operadores no expansivos.

Definicién 2.4.3. Sea D un subconjunto no vacio de R" y sea {x, }nen una sucesion
en R™. Entonces {x,}nen €s Féjer mondétona con respecto a D siVr € D yn € N
se tiene

2ot — 2l < llew - ]l (2.22)

Si D es un subconjunto no vacio de R™, y T': D — R"™ un operador no expansivo
tal que Fix T' # (). Haciendo z,,41 = Tz, y o € D se concluye que {z, },en es Féjer
monotona con respecto a Fix 7.

Ahora se trataran algunas propiedades basicas.
Proposicién 2.4.7. Sea {z,}nen una sucesion en R™ y D un subconjunto no vacio
de R™. Supongamos que {x,}nen €s Féjer mondtona con respecto a D. Entonces lo
stquiente se cumple:

1. {zn}nen es acotada.

2. Para cualquier x € D, {||x, — x| }nen converge.

3. {dp(xp) }nen es decreciente y converge.
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Demostracién. 1) Sea « € D . Entonces (2.22) implica que {z,}nen estd en
By (2)-
2) Es inmediato de (2.22).
3) Se toma el infimo en (2.22) sobre = € D, entonces se tiene que dp(z,41) < dp(z,).
O

Dado un operador no expansivo T, es posible que la sucesion generada iterativa-
mente por x,.1 = Tz, no produzca un punto fijo de 7. Un simple ejemplo de esto
es cuando T'= —Id y xy # 0. En este caso, es claro que la propiedad Tz, —x, — 0
no se tiene.

Ahora se dara la definiciéon de una clase especial de operadores no expansivos.

Definicién 2.4.1. Sea D un subconjunto no vacio de R", sea T : R — R™ un

operador no expansivo y sea « € (0,1). Entonces T es a-promediado si existe un
operador R: D — R" tal que T = (1 — a)ld + aR.

Como observaciones, si D es un subconjunto no vacio de R" y T' : D — R"
entonces:

1. Si T es a-promediado entonces es no expansivo.

2. SiT es no expansivo entonces no necesariamente es a-promediado. Como ejem-
plo se tiene el caso en que T'= —Id : R® — R".

3. De la proposicion 2.4.2 se verifica que 1" es firmemente no expansivo si y solo
si T es 1/2-promediado.
Tomando en cuenta estos operadores se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.4.8. Sea o € (0,1), T : R™ — R"™ un operador a-promediado tal que
Fiz T # 0 y sea {\n}nen una sucesion en [0,1/a] tal que Y ,en An(1 — ady,) = +00.
Partiendo de o € R" se define la iteracion

Tpt1 = Tp + M\(Tzp — ).
Entonces lo siguiente se cumple:

1. {zn}nen es Féjer mondtona con respecto a Fiz T.
2. {T'x, — xy}nen converge a 0.

3. {xp}nen converge a un punto en Fix T.

La demostracion se realizara méas adelante para un caso particular de 7.

Utilizando o« = 1/2 en el corolario anterior, si T : R" — R" es un operador
firmemente no expansivo tal que Fix T" # 0, xy € R" y x,,1 = Tx,. Entonces
{Zn}nen converge a un punto en Fix T
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2.4.3. Operador préximo

Sea f: R™ — (—00,+00] una funcién propia, convexa y cerrada. Se define el opera-
dor proximo prox; : R" — R"™ de f como

prox(v) = arg min, { f(z) + ;H:c ol (2.23)

donde |.|| es la norma euclidiana. Es decir, el operador préximo es aquel que cumple

F(prox, () + 3 llprox;(0) — o = F(v).

De aqui que el operador proximo y la regularizacion de Moreau-Yosida estén rela-
cionados.

El operador préximo es estrictamente convexo dado que la norma euclidiana lo es
y tiene valor finito en todas partes. Asi, tiene un tinico minimizador para cualquier
v € R" (incluso cuando dom f C R™).

A menudo se encuentra el operador préximo de una funcién escalada Af (A > 0)
el cual puede ser expresado por

pros(v) = argmin, {£(z) + o5 [l — o]} (2.20)

En la figura (2.1) se representa lo que hace el operador préoximo. Las lineas
delgadas negras representan las curvas de nivel de la funcién convexa f y la linea
gruesa representa la frontera del dominio esencial de f. Evaluar los puntos azules en
el operador préximo tiene como resultado los puntos en rojo respectivamente. Los
tres puntos en el dominio esencial de la funcién se mantienen en el dominio y se
mueven hacia el minimo de la funcién, mientras que los puntos fuera del dominio
esencial se mueven hacia la frontera de este y hacia el minimo de la funcion. El
parametro A controla la proporcién a la cual el operador préximo mapea puntos del
dominio esencial de f hacia el punto minimo.

Por la definicion del operador préximo, prox ;(v) es un punto que se encuentra
entre ¥ = min f y cerca de v. En el caso de prox ,(v), el pardmetro A puede ser
interpretado como un peso relativo entre estos dos términos.

Cuando f es la funcién indicadora de C' C R", es decir

HC(:C):{ —I—(c)>o igezg
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.

Figura 2.1: Operador préximo evaluado en varios puntos

entonces

prox;(v) = argmin ,co{ ||z — v[[}. (2.25)
Asi, el operador préximo se puede ver como una proyeccién generalizada. Esta pers-
pectiva sugiere varias propiedades que se espera que el operador préximo cumpla.

Si f(x,y) = ¢(x) + n(y), es decir, f puede ser separada por dos funciones que
dependen de cada una de las variables entonces

prox (v, v2) = (prox,(vi), prox, (vz)).

Esto se observa directamente de la definicion del operador proximo y del hecho que
f es separable.

Una generalizacion de este resultado se tiene si f(x) = >0, fi(x;), entonces, el
operador préximo seria

(prox;(v)); = prox;, (v;). (2.26)

En otras palabras, este caso se reduce a evaluar el operador proximo de funciones
escalares.

Ahora, si f(z) = ag(x) + b, con a > 0, entonces

PIOX, ; = ProX,y4(v). (2.27)

la prueba de esto es inmediata de la definiciéon del operador préximo.
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Proposicion 2.4.9. Sea f una funcion propia, convexra y cerrada, definida sobre
R™. Entonces p = prox;(x) si y solo siz —p € df(p).

Demostracién. Supongamos que p = proxf(x) , esto se cumple si y solo si

0€df(p)+(p—x)

Sz —pedf(p)

2.4.4. Puntos fijos

Los puntos fijos del operador préximo juegan un papel fundamental cuando se trata
de minimizar la funcién f como lo enuncia el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3. x* minimiza a f si y solo si

x* = proxy(z”)

Demostracién [12]. Supongamos que x* minimiza a f, es decir, f(z) > f(x*) para
cualquier z. Entonces

F@)+ glla — oI > @) = fa) + gl — o

y por lo tanto #* minimiza a f(x) + ||z — 2*[|*. Asi, tenemos que z* = prox,(z*).
Para mostrar el reciproco, como & minimiza f(z) 4 3||z — v[|* si y solo si

0€df(z)+ (T —v),

entonces si #* es punto fijo de prox;, 0 € df(z*). O

Dado que los minimizadores de f son puntos fijos del operador prox;, el problema
de minimizar f se convierte en un problema de punto fijo. Si el operador prox; fuera
una contraccion, la sucesion definida por z,41 = prox;(r,) con o € S converge al
tnico punto fijo del operador prox,. El operador préximo no necesariamente es una
contraccion, pero es firmemente no expansivo, que es una propiedad suficiente para
algoritmos de punto fijo como se observo anteriormente.

Proposicion 2.4.10. Sea f una funcién propia, conveza y cerrada. Entonces proz;
y Id — prox; son firmemente no erpansivos.
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Demostracion. Sean z,y € R" y sea p = proxf(x) yq= proxf(y). Entonces, por
la proposicién 2.4.9
x—p€df(p)yy—aqcifiq)

Por definicién de subgradiente se tienen las siguientes desigualdades

(g—p,x—p)+ f(p) < fla)

(p—aqy—q + flg) < f(p)

Sumando estas dos desigualdades se obtiene que 0 < (p — ¢, (x —p) — (y — q)) ¥
(2.4.2) implica lo deseado. O

2.4.5. Descomposicion de Moreau

Definicién 2.4.4. Sea f una funcion propia y convexa. La funcién conjugada f*
de f se define como

fH(@7) = sup{{z,2") — f(2)}. (2.28)

La funcién conjugada es el supremo (de forma puntual) de todas las funciones
afines que estan por debajo de f. La funcién conjugada tiene muchas propiedades
utiles. En este trabajo solo se requiere la siguiente.

Lema 2.4.1. Sea f : R" — R una funcion propia, convezxa y cerrada; y sea v € R,
entonces x € Of*(x*) si y solo si x* € Of(x)

La demostracién se puede encontrar en [27].

Utilizando la funcién conjugada de f se tiene que la siguiente relacion siempre
se cumple
x = prox;(z) + prox . (z). (2.29)
Esta propiedad es conocida como la descomposicion de Moreau, y es una de las
mayores relaciones entre el operador proximo y el dual de la funcion f.
Para probar esta igualdad, sea u = prox (), entonces por la proposicién 2.4.9 y el
lema 2.4.1 esto ocurre si y solo si

r—u€df(u) e uedf(r—u)
& T — u = prox. ().

Asi
T =u+ (v — u) = prox,(r) 4+ prox . ().
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La descomposiciéon de Moreau nos brinda una manera simple de calcular el ope-
rador proximo de una funcién f en términos del operador préoximo de f*. Un ejemplo
importante es cuando f = ||.|| es una norma en general, se sabe que f* = Iz, donde

B ={x:|fl. <1}
es la bola unitaria para la norma dual ||.||. definida por
]I = méx{(y, z) : |lyl| < 1}.
Luego, se tiene lo siguiente
prox . (v) = arg min . < |z — v|| = z(v)
que es la proyeccion del punto v sobre el conjunto B. Asi
prox;(v) = v — Iz(v). (2.30)

En otras palabras, se puede evaluar facilmente el operador préoximo de f si se
sabe como proyectar sobre B.

2.4.6. Meétodo de punto préximo

El método de minimizacién proxima o algoritmo de punto préximo es

Tpy1 = Prox, (o) (2.31)

donde f : R™ — (—o0, +00| es una funcién propia, convexa y cerrada, k es el con-
tador de iteraciones y x; denota la k-ésima iteracion del algoritmo. Mas adelante se
mostrard que si f tiene un minimo, entonces {x;} converge al conjunto de minimi-
zadores de [y {f(zx)} converge al valor 6ptimo.

En cada iteracion de este algoritmo se requiere minimizar la funcién f més un
término cuadratico, por lo cual el algoritmo de punto proximo sera util cuando
minimizar la funcién f sea dificil, pero facil (o al menos mas facil) minimizar la
funcion f maés el término cuadratico.

2.4.7. Convergencia del método de punto préximo

Antes de dar la prueba de convergencia del método de punto préximo se definirdan
y probaran algunos resultados.
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Definicién 2.4.5. Sea f : R" — (—00, +00] y sea {&y }nen una sucesion en domf.
Se dice que {x,}nen €s una sucesion minimizante de f si la sucesion { f(zx)} con-
verge a inf f

Ahora se tiene el siguiente resultado de sucesiones en R™.

Lema 2.4.2. Sea {x,},en una sucesion en R"™ y sea C' un subconjunto no vacio
de R™. Supongamos que para cada x € C, la sucesion {|| z, — z ||} converge y que
cualquier punto limite de {x, }nen estd en C. Entonces {x,} converge en C.

Demostracién. Como {z,} es acotada entonces posee al menos un punto limite,
sea ¢/ € C dicho punto limite. Ahora bien, al tomar una subsucesién {z,, } que
converge a x’ se tiene que || z,, — ' [[— 0, pero por hipétesis la sucesion || z,, — 2’ ||
es convergente, por lo tanto

|z, —2'|| — 0.

Asi, al sucesién {z,} converge en C. O

Teorema 2.4.4 (Algoritmo de punto préximo). Sea f una funcion propia y
cerrada en R™ tal que arg minf # 0, sea {7V, tnen una sucesion de nimeros positivos
tal que >, en Yo = +00, y sea xy € R™. Para todos los naturales se toma la iteracion

Tny1 = prox, ;(Tn) (2.32)
Entonces se cumple lo siguiente:

1. {zn}nen es una sucesion minimizante de f; de manera mds precisa, f(x,) |
inf f.

2. {xp}nen converge a un punto en arg minf.

Demostracién [7]. 1. Sea z € arg minf. De la proposicién 2.4.9 y (2.31) se obtiene
que
Ty = Tng1 € WO f (Tni1).

Por la definiciéon de subgradiente, para todo n € N

(2 = Tny1, Ty — Tpg1) [ < f(2) = f(Tns1) (2.33)

0 S <xn — Tp41,Tn — $n+l>/7n S f(xn) - f($n+l)- (234)
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Por lo tanto, (2.33) implica que

|Tni1 =2l = |lzn — Z||2 + 2(Tn — 2, Tpg1 — Tn) + [|Tpgr — CCn||2
= zn — 217 = llznsr — 2|7 + 2(@nt1 — 2, Tng1 — 20)
< lwn = 20* = 29 (f(zngr = f(2))).

Asi se prueba que {z,},en es Fejér monétona con respecto a arg minf. Al realizar
iterativamente la desigualdad anterior, para todo n € N

n+1

> 2 (winr) = £(2)) < llzo — 211

de aqui se tiene que

> Yl f(xni — f(2))) < +oo.

neN
Dado que >, cnvn = +00, se tiene que liminf f(z,) = 0 y por la ecuacién (2.34)
Flea) L 1(2),

2. Dado que la sucesién {x,},en es Fejér mondtona con respecto a arg minf
entonces la sucesion ||z, — || es convergente para cualquier z € arg minf y ademés
es una sucesién acotada, por lo tanto tiene al menos un punto limite, sea 2’ este
punto limite y {x,,} tal que x,, — '

Luego, por el inciso 1 y el hecho de que f es cerrada se tiene que si z € arg minf

f(2) < f(2') <lminf f(z,,) = f(2).

Asi, cualquier punto limite de {z,,} estd en arg minf. Por el lema 2.4.2 la sucesién
{x,} converge a un elemento de arg minf. O

2.4.8. Meétodo de gradiente préoximo

Considerar el siguiente problema
min h(z) = f(x) + g(x),

donde f:R" - Ry g:R" — (—o00,+00] son funciones propias, cerradas, convexas
y [ es diferenciable. En esta forma se puede partir el problema en dos, en donde
una parte es diferenciable. La forma en la cual se parte el problema no es tnica y
puede llevar a diferentes implementaciones del método de gradiente préximo.

El método de gradiente préximo es

Tptl = prox,\kg(%k — MV f(zr))
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donde A\ > 0 es el tamano de paso.

En la siguiente seccion se mostrara que cuando V f es Lipschitz con constante
L € (0,1), el método converge con una rapidez de o(1/k), cuando se elige un tamafio
de paso fijo A\, = X € (0,1/L].

2.4.9. Convergencia del método de gradiente préoximo

Primero, supongamos que V f es Lipschitz con constante L € (0, 1), es decir

V(@) =V lI<Llz-yl
para toda x,y € R". Ademds, supongamos que z* € arg min h # (. Se define

1

Ga(r) = (& = prossy(z = AV (2))).

Esta expresion tiene la siguiente propiedad
Ga(x) = Vf(x) € Og(x — AGA(7)),

En efecto, por la proposicién 2.4.9
1
prox,,(z = AV f(2)) = p < 0 € dg(p) + +(p — (z = AV f(2)))

NCEE/COET Jwe

& Ghi(z) = Vf(x) € 0g(x — AG(x)).

Ahora se probara que h(xz*) — h(x*) decrece con una rapidez 1/k si un tamaiio
de paso A\ = 1/L es usado. Del hecho de que V f es Lipschitz se tiene que

f@) = J)+ (5@, 0+ [ (9 +2) = Vi), v)ax
< J@) + (VA + [ VA ) - Vi) ] o
< J@)+ (V@0 + [ LA v [P
= @)+ (Vi@ 4y o P
donde v = y — 2. Sustituyendo y = 2 — A\Gx(z) en la desigualdad anterior se obtiene

[l = Aga(x)) < f(z) = MV f(x), Ga(x)) + AZL I Ga() |1
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Dado que 0 < t < 1/L se tiene que

f(@ = Aga(z)) < f(2) = MV f(2), Ga(x)) + ;\ I Ga(z) II* -
Luego, al tomar la funcion h y la desigualdad anterior
Wz = AGi(z)) < flz) = MV [f(z),GA()) + ; I Ga() [I* +9(z — AGA(2))
< f(2) +(Vf(2), 2 = 2) = MV [f(z), GA()) + ;\ I Ga(z) |I”
+9(2) + (Ga(z) = V[f(2),2 — 2 = AG\(x))
= f(2) +9(2) + (Ga(2), 7 — 2) — ; | Ga(z) |I*
= h(2) +(Ga(z),x - 2) - ;\ I Ga(z) 1%, (2.35)

donde la segunda desigualdad se tiene del hecho de que f y g son convexas y G\ (x)—
Vf(x) € dg(x — AGx(x)). Ahora, sea x+ = x — AG\(z), la desigualdad anterior con
z = x implica que

M) < hia) =2 || Gala) I

lo cual nos dice que se tiene un método de descenso.
Igualmente, al tomar la desigualdad (2.35) con z = z* € arg min h se tiene que

0 < h(z™) — h(x")

IN

(Gala), 2 — ) = S Gr (@)

1 " ]
= oylz =P = llz — 2" = AG()I")

1 * *
= oy (llz =a"|* = [la* = 27|]%).

Por lo tanto
|z —a" I<[l =¥ — 2" |,
es decir, la distancia al conjunto arg min h decrece.
Al sumar las desigualdades anteriores con x = x;_1, x4 = x; y t = 1/L se obtiene
que

k 1 k ) )
oy 2w = 27 = fli — 2"

=1

~
—
5
—
—
8
-
IN

1 * *
oy Ulzo — = 1 =l — 2*]1*)

IA
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Dado que f(z;) es no decreciente,
k
o) = £0°) < 55 @)~ ) < gl =

Asi se tiene el resultado deseado.

59
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Capitulo

Resultados numeéricos

En este capitulo se muestran los resultados numéricos obtenidos al aplicar los mé-
todos antes vistos a una serie de problemas de optimizacién no diferenciable.

3.1. Formulacién por penalizaciéon exacta

La estructura de los problemas de optimizaciéon con restricciones es esencialmente
la siguiente:

minimizar f(z) (3.1)
sujeto a ¢;(z) =0 i € F,
ci(zr) <0 jed

Cuando se intenta resolver un problema de programacion no lineal con restric-
ciones, una posibilidad es formular un problema equivalente sin restricciones cuyo
minimo se alcance en la regiéon factible y sea el mismo al del problema original. Esto
lleva a la idea de funcién de penalizacion la cual es una combinacion de f y ¢; que
permite que f sea minimizada de tal manera que las restricciones no sean violadas.

Un enfoque atractivo para la programacion no lineal es tratar de determinar una
funcién de penalizacién exacta ¢(x), es decir, una funcién definida en términos de
f v ¢, vy que es minimizada localmente por la solucion z* del problema inicial.

Para el problema de programacion no lineal (3.1) la funcién de penalizacién L4
asociada es

¢(x) =vf(@)+ Y lai(@)| + > max{—c;(z),0} (3.2)

icE jed

donde el pardmetro v (v > 0) proporciona un medio de ponderacién para f(x) [19].
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Consideremos el problema

minimizar — x1 — o

sujeto a 1 — ||z|3 > 0,

donde = = (z1,3). La solucién a este problema es (1/v/2,1/1/2). Aplicando pena-
lizacién exacta, se tiene que la funciéon objetivo es

¢(x) = v(—x, — 15) + max{||z||? — 1,0} (3.3)

donde v toma cualquier valor en (0,+/2) [19]. Las curvas de nivel para v = 1 se
muestran en la figura (3.1).

P
.

af)

Figura 3.1: Curvas de nivel de la funcién de penalizacién exacta L,

Esta funcién no es diferenciable en la frontera de la bola unitaria Iy, pero es una
funcién convexa lo que la hace una candidata ideal para aplicar los métodos ante-
riormente vistos.

Se observa que la funcién (3.3), puede ser separada de tal manera que se puede
aplicar el método de gradiente préximo. El operador préximo de la funcién g(z) =
méx{||z]|3 — 1,0} es por definicién

. , 1
prox,, (v) = arg min, (max{{|zl; = 1,0} + [le = o[]").
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Para calcular el operador proximo de la funcién g(z), primero notemos que la con-
dicién para que x* sea minimo del operador proximo en v es

1
06améx{||:v*||§—1,0}+X(x*—U). (3.4)
Si ||z||2 < 1 entonces
Oméx{][z[|; — 1,0} =0, (3:5)
y por lo tanto, si ||v|| <1 entonces z* = v .
Si |zl > 1
oméax{||z||3 — 1,0} = 2z, (3.6)

entonces por la ecuacion 3.4 se tiene que cumplir

1
2x*+x(x*—v) =0

. 1
— T = N+ 1’0,
para v € R” tal que ||v|| € [2A + 1, +00).
Por tltimo, si [|z]]; =1
Omax{||z|]3 — 1,0} = {ax :a € [0,2]}. (3.7)

Asi, se tiene que resolver la ecuacion

1
ar* + —(x* —v) =0,

A
despejando x* se obtiene
. 1
rt = v.
aX+1
Tomando el hecho de que ||z*|| = 1, se verifica que aX + 1 = ||v||. Por lo tanto
. U
=
o]

para v tal que |jv|| € (1,2A + 1).
Asi, usando lo anterior se llega a lo siguiente

voosiy|| <1

PIOXmar (o 2—10p (V) = ¢ o StIvIE (1L,2A+1)
st sillvfl =23+ 1.

Por otro lado, para usar el método de subgradiente se necesita calcular en cada
iteracién el subgradiente de la funcién g(x) en el punto z*. Dependiendo del valor
[|z¥]]3, el subgradiente estd dado por (3.5), (3.6) y (3.7). Aplicando los métodos
mencionados se obtuvo la siguiente tabla
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Método Punto Inicial Iteraciones Tiempo  Error
Subgradiente (3,3) 700 18.50 seg. 1074
Bundle (3,3) 20 7.21 seg. 1074
Gradiente préximo (3,3) 2 0.08 seg. 1074

Todos los métodos se programaron en Matlab utilizando como criterio de paro que
la distancia del punto 6ptimo al punto obtenido z* sea menor que 10~%. Se tiene
claramente que el método de gradiente proximo es superior a los otros dos métodos
tanto por el nimero de iteraciones como por el tiempo de calculo.

3.2. El problema de LASSO

El LASSO es una herramienta popular para la regresion lineal dispersa [28], especial-
mente para problemas en los cuales el nimero de variables m exceden al nimero de
observaciones n. Cuando m > n, la funcién a minimizar en el problema de LASSO
no es estrictamente convexa [32] y por lo tanto no es tnico el punto minimo.

Se considera un problema con m variables y n observaciones. Sea x € R™ el vector
de resultados y A € R™*" la matriz de predictores. El problema de optimizacion de
LASSO es

minimizar ,egn(1/2)||Az — b[|* + v||z|1 (3.8)

donde v > 0 es un parametro de ajuste. Es claro que la funcién objetivo de este
problema es no diferenciable.

Este problema es un candidato ideal para aplicar el método de gradiente proxi-
mo, donde la parte no diferenciable del problema es la funcién 7||.||;. Primero, es
necesario calcular el operador préximo de la funcion ~/||.||;.

Si f =|].|| es una norma en R", entonces se tiene que f* = Iz, donde B es la bola
unitaria para la norma dual. Luego, por la descomposiciéon de Moreau, se sigue que

prox (v) = v — Aproxy . (v/A)
= v —AMlg(v/A). (3.9)

Ahora, es bien conocido que la proyeccién sobre la bola unitaria de la norma [,
es
1 si |Uz| > 1
(Mp(v)); =9 v sify <1
-1 si |y < -1
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Dado que la norma [, es la norma dual de la norma [y, entonces se tiene una
manera de evaluar el operador préximo de ||.||; utilizando la proyeccién anterior.
Asi, el operador préximo de ||.|]; es

Vi — YA siv; > A
(prox. , (v))i = 0 si |vg] <A
v A si < —yA

El método de gradiente proximo se puede aplicar ahora para resolver el problema
de LASSO.

El problema de LASSO que se resolvié fue el siguiente: se construyé una matriz
A € R™" (m = 100, n = 500, v = 100) donde las componentes de la matriz
se elegieron de manera que a;; ~ N(0,1) y después se normalizaron las columnas
tomando la norma 2. El vector b fue otenido de la siguiente manera:

b= Az +v

donde x; ~ N(0,1) y v ~ N(0,1073).

El programa cumplié el criterio de paro en 24 iteraciones, encontrando el valor
minimo de la funcién f(z*) = 3597.3 en un tiempo de 0.0552 segundos. El criterio
de paro que se utilizo fue el propuesto anteriormente en el método de gradiente
proximo.

El programa fue comparado y validado utilizando los programas encontrados en [35].
En particular se compar6 con el método de subgradiente para el cual se requirieron
153 iteraciones en un tiempo de 0.2893.

3.3. Problema de LASSO modificado

El problema de LASSO fue modificado para estudiar como se determina el operador
proximo de la funcion ||.||«. Se consideré el siguiente problema

minimizar yegn(1/2)|| Az — b]]* + 7]|2]|s0 (3.10)

donde A € R™ ™ y ~ > 0.

Igual que en el problema de LASSO original, se debe encontrar una expresion
del operador préximo de la funcién ||.||w, la cual no es tan inmediata como en el
caso de la funcién [|.||;.

Para encontrar el operador préximo de ||.||s se debe resolver el problema de
como proyectar sobre la bola unitaria con norma [;. El problema se define como
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sigue

1
minimizar Hx||1§1§||$ — % (3.11)

Al introducir un multiplicador de Lagrange u para la restriccion [|z||; < 1, se puede
escribir la funcién Lagrangiana como sigue

1
L, 1) = Glle = vl* + plllzlr = 1).

Sea z* el punto 6ptimo del problema (3.10) y ©* el punto éptimo del problema dual.
Tanto z* como p* deben satisfacer que ||z*[]; < 1, u* > 0 y ademds que

il = 1) = 0. (3.12)
Ahora, supongamos que p* es conocido, entonces x* es la solucion del problema
min £(x, u*).

El problema anterior tiene solucién tnica ya que L(.,.) es estrictamente convexa en
su primer argumento. Dado que las variables en (3.11) se pueden descomponer, se
tiene entonces que

xf = arg min (1/2)(z; — v;)? + p*(|z] — 1), (3.13)
lo cual lleva a lo siguente:
x} = signo(v;) max{|v;| — pu*, 0}. (3.14)

Se consideran dos casos: ||v||; < 1y ||v|l1 > 1. Se mostrard en el siguiente lema que
para el primer caso pu* = 0.

Lema 3.3.1. Si ||v||; < 1, entonces el punto éptimo del problema dual p* es cero y
el punto optimo x* estd dado por x* = v.

Demostraciéon. Supongamos que p* > 0, entonces de (z}) tenemos que
lz*[h < 1,

por lo tanto p*(||x*||1 — 1) # 0, lo que contradice (3.12). Asi, u* = 0y de (3.14) se
sigue que =¥ = v. O

Para el caso en que ||v|| > 1, el siguiente teorema muestra que p* puede ser obtenida
calculando la raiz de una funcién auxiliar.
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Teorema 3.3.1. Si ||[v||1 > 1, entonces u* es positivo y estd dada por la dnica raiz
de la funcion

f() =" méx(|v;| — p,0) — 1. (3.15)
i=1
La demostracién puede encontrarse en [31].

Se puede ahora calular el operador préximo de la funcién ||.||» utilizando (3.14),
(3.15) y la descomposicién de Moreau. El operador préximo de .||« queda de la
siguiente manera

lvi /YA — p* siv; > ptyA
(prox, | .. (v))i = 0 si v < pFyA
|v; /YA + p* siv; < —pfyA

donde p* es la raiz de la funcién
Fu) = _méx{|vi/yAl — p, 0}.
i=1

El problema de LASSO que se resolvi6 fue el mismo que el problema de LASSO
original. El programa realizado en Matlab cumpli6 el criterio de paro en 26 itera-
ciones, encontrando el valor minimo de la funcién f(z*) = 615.371 en un tiempo de
0.3876 segundos.

Este problema se valid6 utilizando la paqueteria CVX [11] en Matlab. CVX realiz6
14 iteraciones en un tiempo de 2.3342 en encontrando el valor f(z*) = 615.371.

3.4. El problema del portafolio

El problema clasico de optimizaciéon de portafolio, en el que un agente escoge sus
estrategias a modo de maximizar su utilidad esperada ha sido estudiado en pro-
fundidad por mucho tiempo. Sin embargo solo hace poco ha surgido el interés por
plasmar el hecho de que la seleccion de un modelo particular al momento de hacer
la toma de decisiones es en si riesgosa.

El problema del portafolio se define de la siguiente manera

1
minimizar §xt2x +rix

sujeto a le =1, z; >0,
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donde ¥ € R™"™ es la matriz de varianza covarianza y r € R". El problema del
portafolio puede ser convertido al siguiente problema

1
minimizar 5;1:@3: +riz 4 I¢,

donde I es la funcién indicadora del conjunto C' = {z € R" : > z; = 1,2; > 0}. Se
puede aplicar el método de gradiente proximo si se calcula el operador proximo de
la funcién indicadora I. Usando (2.25), se puede obtener éste operador conociendo
como se proyecta sobre el conjunto C. La proyeccién sobre el conjunto C' [15] esté
dada por

(Il (v)); = max{v; — p*, 0}

donde p* es la raiz de la funcién
f(p) = max{v; — u,0} — 1.
i=1

Utilizando (2.25), el operador préximo de Io estd dada por

proxy,, (v) = max{v; — u*,0}.

Ejemplo. Sea P!, ..., P los precios de 5 empresas de la rama de construccién: Se
tomaron los datos del 2009-2014 de los precios diarios de las acciones. Los rendi-
Pit

mientos diarios de la empresa i estdn dados por r§ = In(—5+). ¥ es la matriz de

P;
varianza covarianza muestral

0.0000778  0.00000796 0.000000645 0.0000541 0.00000346
0.00000796  0.000512  —0.0000432 0.0000551 0.00000273
> = [ 0.000000645 —0.0000432  0.000315 0.000305  0.0000149
0.0000541  0.0000551 0.000305 0.0043 0.000116
0.00000346  0.00000273  0.0000149  0.000116  0.000208

y el vector r es la media muestral de los rendimientos de cada empresa
r = (—0.0004142,0.0004127,0.0018, —0.00411, 0.0008422).
Aplicando el método de gradiente proximo se llegd al punto
x* = (0,0,0.9999,0,0)

en 10 iteraciones en un tiempo de 0.2140 segundos. Lo que significa que todo el
dinero se debe invertir en la acciéon de la empresa 3.
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Si se trata de resolver este problema por medio del método de restricciones acti-
vas, las condiciones Kuhn y Tucker (KT) correspondientes son: existen u € Ry
v € R tales que

5
Zw—i—,uI—Zviéi = 0,
i=1

T'w = 1,

V;W;

I
=
-~
I
—
(@)

con e;, el i-ésimo vector de la base canénica de R?. El método a seguir en este caso
es clasificar las soluciones dependiendo de que las restricciones de desigualdad sean
activas o pasivas. Para cada caso se tiene que comprobar que las condiciones KT se
cumplen, es decir, se tiene que comprobar las condiciones KT para 25 casos posibles.

3.5. El problema de Minimax

El problema de minimizacién del Minimax (problema Minimax) es el siguiente
minimizar f(z),

donde
f(x) = max f;(x).

i=1,....,n

En este problema se supondra que fi(z), ..., fim(z) : R” — R son funciones convexas
y de clase C?.

Los problemas Minimax surgen en la ingenieria del diseno, diseno de circuitos y
control 6ptimo [33]. La funcién objetivo tiene derivadas parciales discontinuas en los
puntos donde dos o méas funciones f;(x) son iguales a f(x). En este problema, no es
posible encontrar una expresién general del operador préximo ya que este cambia
dependiendo de las funciones f;. Sin embargo, el operador préximo se puede calcular
de manera numérica replanteando el operador de la siguiente manera

1
r%%;nr—i-ﬁHx—vW (3.16)

sujeto a fi(z) <r,i=1,...,m.

Dado que el problema (3.16) es un problema convexo, se puede resolver por
medio del método de restricciones activas, para esto se aplico la paqueteria CVX
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[11] en Matlab. Asi, CVX se aplica a la funcién en cada iteracion del algoritmo de
punto proximo, es decir, en cada iteracion del método de punto proximo se resuelve
un problema cuya funciéon objetivo es convexa y las funciones en las restricciones
son de clase C?.

Nuestros resultados numéricos mejoran a los obtenidos en [33]. El método usado
en [33], es un método de suavizacién para problemas Minimax. Estd basado en la
funcién de penalizacién exponencial de Kort y Bertsekas para optimizacién con res-
tricciones. Utilizando el método de punto préximo con los puntos iniciales propuestos
en [33] se obtiene lo siguiente:

Ejemplo 1. Sea el problema

mxin méax{ f1(z), fa(x), f3(x)}

donde
file) = ot + 23

f2($) = (2 — 1'1)2 + (2 — 1'2)2,
f3(x) = 2exp 1t72

El problema tiene como solucién el punto (1.1390,0.8986). El punto inicial es
x = (1,-0,1). Después de 8 iteraciones y un tiempo de 7.2995 segundos se obtuvo
la solucién x* = (1.13907,0.89953).
El método en [33] obtuvo el mismo punto 6ptimo después de 22 iteraciones.
Ejemplo 2. Sea el problema

min max{f1(z), f2(x), f3(x)}

donde
fi(x) = ot + 23

fl) = (2= 21)* + (2 - )",
f3(x) = 2exp™ ™1t

El problema tiene como solucién el punto (1,1). El punto incial elegido es x =
(1,—0,1). Después de 4 iteraciones y un tiempo de 4.1878 segundos se obtuvo la
solucién x* = (1,0.99999).

El método en [33] obtuvo el punto 6ptimo z* = (1.0000,1.0000) después de 25
iteraciones.

Ahora, se consideran los siguiente problemas: el problema de programaciéon no
lineal

minimizar F(z) (3.17)
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sujeto a gi(x) >0 i=1,...,m,
y el problema Minimax
min 1%5'2(71 fi(x) (3.18)
donde
F(z) = fi(x), fi(z)=F(z)—agi(z), 2<i<m, a;>0.

Blander y Charalambous [2] probaron que para «; suficientemente grande, el punto
6ptimo del problema de Minimax (3.18) coincide con el punto 6ptimo del problema
(3.17).

Ejemplo 3. (El problema de Rosen-Suzuki). Sean

F(x) = 2% + 22 + 222 + 22 — 51y — bay — 2las + Ty

2 2 3 2
Go(v) = —af — 25 — X3 — T3 —T1+To— T3+ 24 + 8

g3(z) = =27 — 203 — 23 — 225 + 21 + 24 + 10
gi(z) = —a] — 25 — 23 — 27 + 29+ T4+ 5

y sea as = a3z = a4 = 10. La solucién a este problema es el punto z* = (0,1,2, —1).
Aplicando el mismo programa que los problemas anteriores, utilizando el punto
inicial zp = (1,1,1,1), después de 2 iteraciones y 4.2527 segundos se llega a la
solucién

x* = (0.0000, 1.0000, 2.0000, —0.9999).

El método en [33] obtuvo el punto
x* = (0.0000, 1.0000, 2.0000, —1.0000)

después de 25 iteraciones.

3.6. ADMM

Se ha trabajado con funciones objetivo de la forma f(x) + g(x) donde f y g son
convexas pero solo f diferenciable. En el caso en que las dos funciones sean convexas
pero no necesariamente diferenciables se tiene un método que permite resolver este
tipo de problemas basado en el operador préximo. Se considera el problema

min f(z) + g(z)
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donde f,¢g : R® — R funciones propias, convexas y cerradas, no necesariamente
diferenciables. Entonces el método ADMM [13](Alternating Directions Method of
Multipliers) es

Tpy1 = Prox y,(zr — u)
Zk+4+1 = Prox ,\g(JJkH + u)

Ukl = U+ Tpp1 — Zkt1-

Este método converge bajo las mismas condiciones generales que se han estado
trabajando a lo largo de este trabajo [7]. Mientras xj y z; convergen hacia el mismo
punto, xp v z; tienen distintas propiedades. Por ejemplo, x; € dom f mientras que
zr € dom g , si g es la funcidon que abarca las restricciones entonces z; satisface las
restricciones para todo k, mientras que x;, satisface las restricciones solo en el limite.

La ventaja de trabajar con el ADMM es que los términos de la funciéon objetivo
son manejados por separado. El ADMM es util cuando los operadores préximos de
f v g son mas faciles de obtener que el operador proximo de la funcion f + g.

Ejemplo 1. Considerar el siguiente problema

min ||z|] s

sujeto a Ax < b

donde
—1 1
1 1
A= -1 -1
1 -1

yb=(-1,1,1,3).
El problema anterior puede plantearse de la siguiente manera
min ||z||« + Lo

donde C' = {z : Az < b} y cuyo minimo es z* = (0.5,—0.5). La dos funciones
son convexas pero no diferenciables. El operador proximo de la norma infinito fue
deducido anteriormente y el de la funcion indicadora es la proyeccién sobre el conjun-
to C'. De esta manera se aplica el método ADMM utilizando como puntos iniciales
u=(1,1) y 2 = (0,0). Después de 9 iteraciones y 7.45 segundos se llega a la solucién

z* = (0.5001, —0.4999).
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Ejemplo 2. Se considera el mismo problema anterior pero ahora sea

-1 1 -1 1

1 1 1 1

A= -1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1

1 1 -1 -1

yb=(—1,1,1,3,4). El minimo de este problema es el punto z* = (0.25, —0.25,0.25, —0.25).
Se aplicé el método ADMM de la misma manera que el ejemplo 1 utilizando

como puntos iniciales v = (1,1,1,1) y z = (0,0,0,0). Después de 22 iteraciones y

10.30 segundos se llega a la solucion

x* = (0.2499, —0.2500, 0.2500, —0.2499).

Los dos ejemplos fueron validados con la paqueteria CVX [11] de Matlab.
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Capitulo

Conclusiones

El método de subgradiente es facil de implementar, sin embargo, determinar el sub-
diferencial de cualquier funcién no es simple, por lo que el método de subgradiente,
aunque es facil de implementar, presenta complicaciones al momento de encontrar el
subgradiente de la funcién en cada iteracién. Ademas, se encontr6 un ejemplo de una
funcién que cumple que uno de sus subgradientes en direccién negativa no es una
direccion de descenso, lo cual concreta lo argumentado en [12], de que el método de
subgradiente no es un método de descenso. La versiéon del método de subgradiente
que se utilizo en este trabajo no cuenta con un criterio de paro que no dependa del
conocimiento del punto 6ptimo, lo cual representa otra dificultad.

El método bundle permite tener un método con muchas propiedades ttiles, entre
las cudles esté el tener un criterio de paro que no depende del conocimiento del punto
optimo. Ademads, aunque el método bundle requiere del calculo de subgradientes
en cada iteracion, otorga una manera de elegir un subgradiente adecuado en cada
iteracion. El problema principal es que con cada iteracion el subproblema a resolver
crece, lo cual tiene repercusiones computacionales.

La regularizaciéon de Moreau-Yosida tiene la ventaja que puede obtenerse de
manera explicita, lo cual es muy 1til al momento de programar. Atn en el caso de que
esto no sea posible, se puede manipular de manera que se tenga un problema convexo
con restricciones convexas, que en general es un problema sencillo de resolver.

Intimamente ligado a la regularizacién de Moreau-Yosida, el operador préximo
hereda sus propiedades. Como se revisé en [7], este operador no necesariamente es
una contraccion; sin embargo, se probd que es firmemente no expansivo, la cual
es una condicién suficiente para tener convergencia en métodos de tipo punto fijo.
Otra ventaja de este operador es que puede calcularse de manera explicita para varias
funciones no diferenciables lo que simplifica su implementacién computacional. El
operador proximo, resulta ser una manera efectiva de obtener métodos que resuelven
una amplia variedad de problemas no diferenciables. Sin embargo, no es la panacea

75
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porque no se puede aplicar a todos los problemas y, en ocasiones, puede resultar
demasiado complicado su implementacion.

Los métodos de punto proximo y gradiente préximo son sencillos de implementar
computacionalmente ya que solo necesitan el calculo del operador préximo de la
funciéon a minimizar. La rapidez de convergencia del método de punto préximo y el
método de gradiente préximo es o(1/k), por lo que no son los métodos més répidos
en cuanto a convergencia. Sin embargo, es facil su implementacién computacional
a comparacion de otros métodos mas generales que tienen una mayor rapidez de
convergencia [12]. Los métodos que utilizan el operador préximo fueron superiores
al método de subgradiente y al método bundle, pero también fueron superiores a
otros métodos encontrados en la literatura como en el caso de [32][33].

Cabe destacar que la convergencia de todos los métodos estudiados en este tra-
bajo no dependen del punto inicial elegido, lo cual es una ventaja muy grande al
momento de aplicarlos a problemas no diferenciables (incluso problemas diferencia-
bles).

Como trabajo futuro se pretende estudiar métodos que tengan un mayor rapidez
de convergencia (o(1/k?)). Més atin, que se puedan aplicar a una amplia variedad
de problemas que surgen tipicamente en las aplicaciones.
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