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Introduccion

En esta tesis se presenta un estudio de diferentes conjuntos de sistemas
dindamicos, este estudio tiene como objetivo el andlisis del comportamiento
simultdneo debido a que se ha visto existencia de cierta informacion que no
se aprecia a simple vista y sin embargo estd presente, también se estudia la
posibilidad de poder controlar varios sistemas al mismo tiempo y ver cémo
es su evolucién. Para esta tesis se hace una pequena introducciéon en cada
uno de los capitulos, dando un marco tedrico necesario para el entendimiento
de los razonamientos utilizados y poder profundizar.

En el capitulo 1 se hace un estudio de algunos sistemas de ecuaciones
diferenciales con la finalidad de estudiar un criterio para que exista estabili-
dad simultanea en dos sistemas dinamicos, se estudia un teorema con el cual
se asegura la estabilidad simultanea por medio de un conjunto particular de
funciones llamadas funciones de Lyapunov. Este estudio cae dentro de una
area de la teoria de control encargada del estudio de la estabilidad.

En el capitulo 2 se trabaja estudiando fenémenos que se presentan si-
multaneamente, se estudia un modelo en particular, el cual es maravilloso
para un primer acercamiento al fendmeno llamado sincronizacién. Debido a
que es un tema relativamente nuevo la teoria esta poco formalizada, por lo
que se presenta una pequenia introduccién al tema de Sincronizacion.

En el capitulo 3, se trata sobre unos sistemas los cuales tienen un com-
portamiento denominado cadtico, se hizo un estudio para introducirnos en
la teoria cadtica que es la encargada del estudio de dichos sistemas, para
posteriormente hacer una aportacién donde se propone un control que logre
provocar comportamiento cadtico en diferentes sistemas simultaneamente.
También se estudia un modelo muy conocido donde se relacionan de alguna
manera los capitulos 2 y parte del 3 dando asi origen a una nueva area de
estudio llamada teoria del caos sincronizado. Donde se estudia un modelo
donde a pesar de tener comportamientos cadticos e impredecibles, se puede
llegar a presentar cierta sincronizacién.

Por 1ltimo se presentan las conclusiones y reflexiones aterrizadas después
del desarrollo de esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

La teoria de control ha sido considerada como una de las disciplinas mas
fuertes de las matematicas aplicadas por su gran alcance en el ambito cientifi-
co, tecnoldgico y econémico. Muchos de los modelos matematicos actuales
son representados por sistemas que van evolucionando segun el fenémeno al
que esta relacionado, estos sistemas son denominados sistemas dindmicos.

Para poder estudiar los sistemas dindmicos es necesario recordar algu-
nos conceptos y herramientas necesarias que son escenciales para un mejor
entendimiento de las ideas desarrolladas posteriormente.

1.1. Sistemas y ecuaciones de estado

Consideremos un sistema dinamico para el cual deseamos encontrar con-
troles para conseguir un objetivo en especifico, por ejemplo en robdtica, el
funcionamiento de un brazo mecanico, un aeroplano en aeronautica,en inge-
nieria civil controlando la temperatura en una contruccion, el nivel del agua
en una presa,etc. Representaremos el sistema como un objeto que tiene un
estado interno z(t) € R™ en cada tiempo t. Se puede modificar el sistema por
medio de las entradas u(t) € R™. Normalmente es dificil saber el verdadero
estado de el sistema, sin embargo, muchas veces se conocen algunas salidas
y(t) € RP del sistema. El diagrama se muestra en la figura 1.1.
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Figura 1.1: Diagrama de un sistema SISO

Nos enfocaremos en los sistemas LTI, (Sistemas invariantes en el tiem-
po) donde los estados, las entradas y las salidas estan relacionadas por las
ecuaciones de estado,

(1.1)

Tal sistema estd caracterizado por cuatro matrices reales (A4, B,C, D) y se
puede escribir como una matriz por bloques

P= [é g} (1.2)

Un sistema con una entrada y una salida (m=p=1) es llamado SISO
por sus siglas en inglés (una entrada, una salida) de otra manera el siste-
ma es llamado MIMO (entradas multiples, salidas multiples). Es sencillo
construir sistemas mas complicados de sistemas mas chicos manipulando
las ecuaciones de estado, como un pequenio ejemplo consideremos los dos
sistemas P, y P» definido por las matrices

o Ay By o Ay Bo
n=lo o om= i D (13)

las cuales estan ligadas, la figura 1.2 representa el diagrama de estas dos

matrices.

El sistema de ecuaciones queda descrito de la siguiente manera

(1.4)
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Figura 1.2: Diagrama de dos sistemas SISO en serie

Se puede reducir este sistema de ecuaciones eliminando la tercera linea del
sistema, quedando de la siguiente manera

:ﬁl Al 0 Bl al
.%:2 == BQCl AQ Bng T (15)
Yy DyCy Cy DoDif [u

Y no sélo para los sistemas en serie sino controles para los sistemas que ten-
gan bucles de autoalimentacién, conocidos como sistemas cerrado de bucles.
La figura 1.3 es un diagrama de dichos sistemas.

w z

—> P [—>

Figura 1.3: Diagrama de un sistema de bucle cerrado

Las ecuaciones de estado quedan de la siguiente manera

#(t) = Az(t) + [B1 Ba) [Z’((:))]

So) = e =0+ o Dl 1)

1.2. Conceptos basicos de teoria de control

(1.6)

Sea A una matriz de tamano nzn, se define la abscisa espectral como
una funcién p(A) : C™" — R,

u(A) = max{Re(\) : X es un eigenvalor de A} (1.7)
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Esta definicién es necesaria ya que la abscisa espectral juega un papel muy
importante en la teoria de control, la razén es porque los sistemas dindmi-
cos de tiempo continuo #(t) = Axz(t) son asintéticamente estables cuando
p(A) < 0. Las entradas de la matriz A dependen de pardmetros € RF.
Uno de los objetivos principales en estabilizacion es el encontrar los pardame-
tros x que minimizan a la abscisa espectral de A(z):

ma}'n w(A(z)). (1.8)

Hay una simple relacién entre las matrices de n x n y los polinomios moénicos
de grado n, esta relacién es precisamente dada por los eigenvalores de la
matriz A y las raices del polinomio caracteristico de A. Por lo tanto podemos
definir un mapeo de la siguiente manera: M"™ — R, sea p un polinomio
entonces:

a(p) = méx{Re(z) : p(z) =0} (1.9)

por lo tanto podemos decir que se cumple la igualdad p(A) = a(det(A—A)),
lo cual es uno de los temas principales para la estabilizacion.

1.3. Estabilidad

Una meta interesante de la teoria de control es la estabilizacion, porque se
desea poder construir sistemas que son flexibles para las condiciones iniciales
desconocidas. Nos preocuparemos por la estabilidad interna, la cual escen-
cialmente dice que cada componente de un sistema tendra salidas acotadas
siempre y cuando las entradas sean acotadas. Esta es una caracteristica im-
portante para los sistemas fisicos, las condiciones iniciales y las seniales entre
sistemas no podrian ser descritas correctamente debido a un error de me-
dicién o ruido. Sin estabilidad interna, una sefial erronea introducida en un
punto del sistema puede llevar a tener senales no acotadas en otras partes del
sistema. En el sistema de la figura 1.1 se dice que es internamente estable
si en la ausencia de una entrada u(t), para cualquier condicién inicial 2(0),
tenemos que lim;_,~ 2(t) = 0. Sin entrada la ecuacién de estado se reduce
al sistema de ecuaciones #(t) = Az(t) la cual tiene solucién z(t) = eAx(0).
Una vez teniendo e usando la forma de Jordan de A se dice que el sistema
es internamente estable si y sélo si todos los eigenvalores de A viven en la
mitad izquierda del plano C~ = {z € C: Re(z) < 0}.

1.3.1. Estabilidad de Lyapunov

Alexander Liapunov fue un matematico y fisico ruso que hizo importan-
tes aportaciones en las ecuaciones diferenciales y la estabilidad de sistemas,
sobre todo en los puntos de equilibrio, dichos trabajos llevaron a que tuviera
su propia definicién sobre estabilidad, concepto que fue publicado en el afio
de 1892 en su tesis doctoral titulada: El problema general de la estabilidad
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V(x)>m

Figura 1.4: Representacion geométrica de las regiones usadas en la prueba

del movimiento. Ademas de que aporté un método indirecto para obtener
informacién sobre la estabilidad del sistema el cual se describe a continua-
cion.

Definicion: Una funcién definida en un espacio {2 con un punto de equi-
librio Z se dice que es una funciéon de Lyapunov si cumple las siguientes
condiciones

1. V es continua y sus derivadas parciales también son continuas.

2. V() tiene un tnico minimo en Z con respecto a a todos los puntos de
Q.

3. La funcién V(z) = VV(z)f(z) satisface que V < 0 para toda z in €.

Teorema (Teorema de Lyapunov) Si existe una funcién de Lyapunov
V(z) en una regién esférica S(z, Ryg) centrada en T, entonces el punto de
equilibrio  es estable, ademas si la funcién V es estrictamente negativa
para todos los puntos (excepto T entonces la estabilidad es asintética.

Prueba: La prueba serd guiada con la figura 1.4 que es una represen-
tacién geometrica del teorema. Supongamos que existe V(z) en una re-
gién esférica S(z, Ry) centrada en z, tomemos un radio R arbitrario tal
que 0 < R < Rp. Ahora sea m el minimo valor de V(x) en la regién
R <|| x — % [|[< Ro, y como V(zx) es continua, entonces existe este mini-
mo. También sabemos que como Z es el tnico minimo de V(Z) entonces
m > V(). Seleccionemos un r tal que 0 < r < R, entonces para las x en
S(z,r) se cumple que V(z) < m ya que como se encuentra en una regién
cercana a T entonces los valores son muy cercanos a V' (z). Por lo tanto como
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V(x) > 0 entonces V(z) es decreciente, y la trayectoria no podrs salir de
S(z,r) y por lo tanto tampoco de S(z, R), lo que nos da como resultado
estabilidad.

Para la estabilidad asintética vemos que V' (x) es decreciente y converge
a un valor limite m. Pero, jes posible que m > V(Z)? de ser asi, no habria
estabilidad pero para ver que no es posible seguimos el siguiente razona-
miento, sabemos que V(x) > 0 excepto en #, cuando V converge entonces
|| z—Z ||— 0lo que quiere decir que x converge a Z y V(z) — m. Asegurando
que converge a m entonces existe estabilidad asintética.

Este es un teorema de gran utilidad pues si tenemos una funcién de
Lyapunov podemos saber si un sistema es estable, los siguientes ejemplos
serviran para entender mejor el teorema.

Ejemplo 2.1 Consideremos el siguiente sistema

iy (t) = x2(t)
i‘Q(t) = —xl(t) — .’L‘Q(t)

Este sistema tiene un punto de equilibrio £ = 0. Definamos la funcién

(1.10)

de Lyapunov
V(xy,22) = 21° + 22

Sabemos que esta funcion es continua y sus derivadas parciales también son
continuas. Ademas de que tiene un tinico minimo en xZ = 0 cumpliendo las
primeras dos partes de la definicién, para el tercer punto basta con notar
que
V(aﬁl,aﬁg) = 2x1T1 + 22922

= 2x129 + 2332(—1?1 — 332)

= 2x1T9 — 22172 — 21’%

=222 <0

Donde se utiliz6 la informacion del sistema al sustituir los valores de @1
y @2 del sistema 1.10. Y dado que existe una funcién de Lyapunov entonces
decimos que es estable. No se puede garantizar la estabilidad asintdtica ya
que aunque es estrictamente decreciente en la componente xo no sabemos
nada de x7.

Otra manera de definir a las funciones de Lyapunov es por medio de la
forma cuadratica, es decir que se puede representar a V(z1,79) = az? +
brixe + cx% de la siguiente manera

1
Z2

Entonces podemos representar a V () como V (z) = 27 Mz con M simétrica.
La derivada de esta forma se define como

V(z) =a" Mz + 2" Mi = (Az)" Ma + 27 M (Ax)
= 2T AT Mz + 2" M Az = 2T (ATM + MA)z

o Nl

V(zy, o) = [z 2] [

IS

(1.11)
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Por lo tanto necesitamos encontrar la matriz M tal que ATM + MA < 0.
La manera mas adecuada de atacar este problema es usando LA ECUACION
DE LYAPUNOV la cual esta dada por

ATM + MA=-N (1.12)
donde N es definida positiva.

Con el siguiente ejemplo veremos algunas propiedades ttiles de esta for-
ma.
Ejemplo 2.2 Consideremos el siguiente sistema & = Ax definido por

#(t) = {04 15] (1) (1.13)

Tenemos que ver que V(|| z ||) < 0y que V(|| = ||) > 0, Los eigenvalores de
Ason Ay = —1, 9 = —4 y proponemos a N =1y

a b

=[5
y resolvemos el sistema de ecuaciones.
0 11" [a b I U B S
—4 5| |[b ¢ b c||-4 -5 |0 -1
[0 —4][a b e bjfo tp_f-t o
1 —5] b ¢ b c||-4 -5 |0 -1
[ —4b —4c n —4b a—-5b| -1 0
la—5b b—5c —4c b—5c¢| |0 -1

—&b a—>5b—4c| |1 0
la—5b—4c  2b—10c | |0 -1

De donde podemos deducir que —8b= -1 —-b=1/8,2b—10c = -1 - c=
(2(1/8)+1)/10 =1/8 ya—5b—4c =0 — a =5(1/8) +4(1/8) =9/8. y

formar nuestra matriz o 1
M= [% ﬂ
g8 8

Entonces tenemos nuestra funcion cuadratica de Lyapunov de la siguiente

manera

9 1 1
V(z1,x2) = gx% + g%1o2 + ga:%

Si los eigenvalores de M son positivos entonces V' (x) es positiva y con esto
probamos que el sistema es estable, los eigenvalores de M son u; = 0.1096,
pe = 1.1404 por lo tanto es estable.



Capitulo 2

Diagonalizacion simultanea

2.1. Introduccion

Los sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI por sus siglas en
inglés) histéricamente asumen un lugar de gran importancia en la teorfa de
sistemas y ha sido aplicado en el estudio de sistemas dindmicos. Tenemos
los sistemas linealmente positivos (PLS por sus siglas en inglés) que no han
sido tan estudiados como los sistemas LTI pero de las propiedades mas
importantes de estos sistemas es la estabilidad. Se presentard un resultado
sobre la estabilidad de los PLS, con el objetivo de estudiar las propiedades
generales de estabilidad lo que nos conduce a la existencia de una funcién
cuadratica comun diagonal de Lyapunov (CQLF) para un par de sistemas
LTT estables.

2.2. Preliminares matematicos

En esta seccién se trabaja con dos términos que es necesario definir:
linealidad e invarianza en el tiempo. Se dice que un sistema es lineal si
cumple con la siguiente propiedad

& = A(azx + by) = aA(x) + bA(y)

es decir, es lineal bajo el operador A.
Se dice que un sistema es invariante en el tiempo si éste no depende
explicitamente del tiempo, es decir

&= F(x)

donde F' solo depende de x y no depende del tiempo.

Nos restringiremos al espacio vectorial R™ de las n-tuplas de niimeros
reales. Denotamos al espacio de las matrices R™*” de m x n con entradas
reales.
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Para z € R”, x; denota la i-ésima componente de x. Para una matriz
A en R" "™ a;; denota el elemento en la posicién (i,5) de A.

La notacién = > 0 (z > 0) significa que z; > 0 (x; > 0) para 1 < i < n.
Similarmente A > 0 (A > 0) denota que a;; > 0 (a;; > 0) para 1 <i,j < n.

La matriz transpuesta se denota por AT.

La matriz A € R™ "™ con A > 0 denota una matriz definida positiva.

Se define a una matriz de permutacién P como aquella que tiene las
mismas filas de la matriz identidad, pero no necesariamente en el mismo
orden.

Por dltimo recordemos que la abcisa espectral se denota por u(A). Si
w(A) < 0 se dice que A es de Hurwitz.

Se dice que una matriz es reducible si existe una matriz de permutacién
Pyunakconl<k<n-—1parala cual PAP” tiene la forma

A1 O
2.1
<A21 A22> 2.1)

donde Ay; € Rka, Agy € R(n—k)x(n—k)’ Ay € R(n—k)xk y0 € Rkx(n—k),
Si una matriz es no reducible entonces se dice que es irreducible. El siguiente
teorema nos sirve para saber una de las propiedades que nos interesa sobre
las matrices irreducibles, llamado el Teorema de Perron-Frobenius.

Teorema 2.1: Sea A € R™ "™ una matriz irreducible no negativa, en-
tonces:
(i) p(A) > 0 es un eigenvalor de A con multiplicidad algebraica de 1;

(ii) Existe un vector z > 0 en R™ el cual cumple que Az = p(A)z.
Este teorema nos garantiza que el eigenespacio de A correspondiente a p(A)
es unidimensional. Ver demostracién en []

2.3. Matriz de Metzler
Consideremos el sistema LTI siguiente
Y4 a(t) = Ax(t),

z(0) = xo

se dice que este sistema es positivo si para la condicién inicial g > 0 se
tiene que x(t) > 0 para toda t > 0, en otras palabras si el sistema empieza en
un cuadrante no negativo de R™ este permanece dentro de él todo el tiempo.

Se dice que una matriz es Metzler si los elementos fuera de la diagonal
son no negativos.
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El sistema X 4 es positivo si y sélo si A es Metzler.

Si A es Metzler podemos escribir A = N — ol para alguna matriz N no
negativa y un escalar a > 0. Notemos que si N tiene eigenvalores Ay, ..., Ap,
entonces los eigenvalores de N — al son A\ —«, ..., A\, — . Por lo tanto si la
matriz N — al es Metzler, esta matriz es Hurwitz si y sélo si a > p(N), esta
afirmacion es facilmente demostrable debido a que para que sea Hurwitz debe
tener eigenvalores negativos y siendo a mayor que el maximo eigenvalor, nos
garantiza que la resta \; — a sea siempre negativa.

Algunas propiedades ttiles de las matrices Metzler se presentan a conti-
nuacién en los siguientes teoremas.

Teorema 2.2: Sea o > 0y A= N — «al, entonces A es irreducible si y
solo si N es irreducible.

Demostracién: Por contraposicion, supongamos que A es reducible,
entonces existe P tal que PAP~! es irreducible, PAP~! = P(N—al)P~! =
PNP~! — PaIP~! pero N es reducible y a es irreducible por propiedades
de I. Por lo tanto A es irreducible. La otra implicacién es similar.

Teorema 2.3: Sea A = N —al € R™ "™ Metzler e irreducible. Entonces
(i) u(A) = p(N) — a es un eigenvalor de A de multiplicidad algebraica (y
geometrica) uno.

(ii) Existe un eigenvector x > 0 que cumple con Azx = p(A)x.
Lema 2.1: Sea Ay, Ao matrices Metzler y Hurwitz. Entonces A1 + vAs es

Hurwitz para toda v > 0 siy solo si A1 +vA32 es no singular para toda v > 0.

Se sabe que la existencia de una funcién de Lyapunov comtn para dos
sistemas es condicién suficiente para garantizar estabilidad para patrones
arbitrarios. Cuando consideramos sistemas conmutados entre sistemas LTI
estables, cada sistema se sabe que tiene una funcién cuadratica diagonal de
Lyapunov, por lo tanto es natural preguntarse cuando un par de sistemas
posse una funcién cuadratica diagonal de Lyapunov en comun.

2.4. Matrices Metzler y funciones diagonales de
Lyapunov

Sea ¥4, un conjunto de sistemas LTI definido de la siguiente manera:
Y4, &(t) = Aix(t), A, € R™™ 1> i >k, si existe una matriz diagonal
D > 0 en R™ " la cual cumpla con

ATD4+DA; <0 1>i>k, (2.2)

entonces decimos que V(z) = z” Dz es una funcion cuadrdtica diagonal
fuerte de Lyapunov(o CQLF diagonal fuerte) para la familia de sistemas
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Y4, Para que una familia de sistemas LTI tenga una CQLF diagonal fuerte,
cada sistema individualmente debe tener una CQLF diagonal fuerte.

La nocién de fuerte (o débil) CQLF se refiere simplemente a que debe
ser estrictamente menor a 0 (menor o igual a 0).

Teorema 2.4: Sea A una matriz Hurwitz y D > 0 una matriz diago-
nal,entonces A”D + DA < 0siysélosi A=TD+ DA™ <0.

Prueba: Como A es una matriz hurwitz los eigenvalores \; de A son
diferente de 0, por lo tanto existe A~! y A=7. Partimos de ATD + DA < 0
Multiplicamos por la izquierda con A~ y por la derecha A1,

ATT(ATD + DA)A™ < A7ToA™?
ATTATDA T + A TDAA <0
DAY+ A TD <0
A TD+DA <0

Lema 2.2: Sea A € R™" una matriz de Metzler y D una matriz diago-
nal con entradas no negativas. Entonces AT D + DA es también una matriz
Metzler.

Prueba: Como A es Metzler entonces los elementos a;; > 0 para i # j,
esto incluye a los elementos aj; que son los elementos de AT por lo tanto
también es Metzler. Si d; > 0 son las entradas de la matriz diagonal D en-
tonces el producto es a;jd; > 0, similarmente para AT D tenemos aj;id; >0
por lo tanto a;;d; + aj;d; > 0 y por lo tanto es Metzler.

Lema 2.3: Supongamos que A € R™" es una matriz Metzler la cual
cumple con que a;; # 0 para 1 > 4,5 > n. y D es una matriz diagonal no
nula con entradas no negativas. Entonces la matriz AT D+ DA es irreducible.

Lema 2.4: Sea ¥ 4,, X 4, dos sistemas LTI estables y supongamos que tienen
una CQLF diagonla fuerte. Entonces para todas las matrices diagonales no
singulares D € R™*"™ Ay + DAsD y A7 1+ DAyD son Hurwitz y por lo
tanto no singulares.

Prueba: Dado que tienen una CQLF diagonal fuerte, sea V(z) = 27 Dz
dicha funcién para ¥ 4,, % 4, por propiedades de las matrices A;, A2 también
lo es para los sistemas X A1 Y 4,. Ademas para cualquier matriz diagonal
D no singular, se cumple que

(DA3D)'D + D(DAsD) = D(AYD + DAs)D < 0 (2.3)



2.5. EL RESULTADO PRINCIPAL 13

Debido a que las matrices diagonales conmutan y DT = D se cumple la
igualdad, por lo tanto V' (z) también define una CQLF diagonal fuerte para
los sistemas ¥4,,Xpa,p y por lo tanto una CQLF diagonal fuerte para el
sistema ¥ 4,4+pAa,p y esto implica que la matriz A; + DA2D es Hurwitz y
por lo tanto es no singular. De igual manera, la matriz Al_1 + DAsD es
tambien no singular.

Corolario 2.1: Sea X4 un sistema LTI estable con A € R™". Enton-
ces una condicién necesaria para que X4 tenga una CQLF diagonal es que
A+ DA'D y A+ DAD sean Hurwitz para todas las matrices diagonales
no singulares D € R™".

2.5. El resultado principal

En esta seccion consideraremos un par de sistemas LTT estables X 4,, X 4,,
donde A1, Ay son matrices Hurwitz Metzler en R"*™ con entradas no cero.
Daremos una condicién necesaria y suficiente para que los sistemas ¥ 4,, X 4,
tengan una CQLF diagonal fuerte.

El siguiente teorema considera una situacion de dos sistemas ¥ 4,, >4, para
la cual no existe una CQLF diagonal fuerte pero que hay una matriz diago-
nal D > 0 que satisface

ATD + DA, <0,

ATD + DA, < 0. (24)

Teorema 2.5: Sea X4,,24, dos sistemas LTI estables positivos donde
Aq, Ay son matrices Metzler Hurwitz con entradas no cero. Asumimos que
no existe una CQLF diagonal fuerte para ¥4,,%4,. Ademds supongamos
que existe una matriz diagonal D > 0 que satisface 2.4 , entonces existe
alguna matriz diagonal Dy > 0 la cual cumple que A+ DyAs Dy es singular.

Con este teorema, junto con el lema 2.3 se puede derivar el resultado prin-
cipal de la seccion.

Teorema 2.5: Sea X 4,,X4, dos sistemas LTI estables positivos donde
Aq, Ag son matrices Metzler Hurwitz con entradas no cero. Entonces es una
condicién necesaria y suficiente para que X 4,, 34, tenga una CQLF diago-
nal fuerte es que A1+ D As D es no singular para toda matriz diagonal D > 0.

Prueba: la condicién necesaria esta dada por el lema 2.3. Para la condicién
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suficiente se demostrara por contrapositiva, supongamos que no existe una
CQLF diagonal fuerte para los sistemas > 4,, 2 4,. Entonces para una a > 0
suficientemente grande, los sistemas ¥ 4,47, 24, tiene una CQLF diagonal
fuerte. Si definimos ap = inf{a > 0 : X4, a1, X4, tienen una CQLF dia-
gonal fuerte } , entonces ¥4, _q,1, 24, cumple las condiciones del teorema
2.4, por lo tanto existe una una matriz diagonal D > 0 la cual cumple que
Ay — agl + DAsD es singular.

De lo anterior se sigue que A1 + D A2 D tiene un eigenvalor real positivo da-
do que son matrices Metzler Hurwitz y D positiva. Por lo tanto existe una
~ > 0 tal que A; + DAyD por lo tanto si definimos a D = VD, tenemos
que A; + DAsD es singular. Lo que termina por concluir la prueba.



Capitulo 3

Sincronizacion

Sincronizacién es una palabra que se utiliza muy a menudo para describir
comportamientos similares entre objetos, animales y personas que cotidiana-
mente se encuentran interactuando unos con otros, sin embargo el compor-
tamiento al que le llamamos sincronizacién es mas estricto que solo apreciar
similitudes, sino que existe una coordinacién muy precisa y armonica que
nos lleva a un estudio mas preciso, como ejemplo para estar en sintonia y
adentrarnos en el fenémeno tomaremos un clasico grupo de aves sobrevolan-
do por la ciudad, cuando se observa el vuelo y movimiento de las aves suele
ser muy interesante como de forma natural ellas hacen y realizan formacio-
nes de vuelo, las cuales son cuidadosamente simétricas y ademas precisas.
Una vez planteado dicho ejemplo es natural hacerse las siguientes preguntas.
i Por qué el comportamiento de las aves es tan preciso?,;Qué tipo de infor-
macién se comparte entre los involucrados? ;Qué otros objetos, animales o
acciones humanas se puede considerar que se sincronizan?

3.1. Introduccion

La sincronizacién es uno de los fenomenos mas dominantes en la natu-
raleza, y que puede ser detectado en cada rincon del planeta, ya sea por los
cielos con el vuelo de las aves, el comportamiento de un grupo de lucier-
nagas, asi como las profundidades del mar, en la armonia de los bancos de
peces que se mueven en conjunto. Ademas de la sincronizacion en animales,
también se puede apreciar en el comportamiento humano, ser parte de una
audiencia en donde los espectadores agradecen al expositor con una serie
de aplausos, muchos de estos aplausos se escuchan al unisono sin siquiera
ponerse de acuerdo entre ellos.

Por si fuera poco, la medicina ha notado que la sincronizacion estd presente
en muchas de las funciones de los sistemas y érganos, empezando por las
células del cerebro, las neuronas deben hacer conexiones de manera sincro-
nizada, las celulas del corazon se deben mover a una misma frecuencia, asi

15
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como lo deben de hacer los marcapasos para tener un comportamiento ade-
cuado en el corazoén,e incluso los espermatozoides son otro ejemplo de como
se mueven todos en grupo sincronizando su ruta hacia el 6vulo.

Podriamos pasar el dia entero mencionando ejemplos de pequena y gran es-
cala sobre sincronizacién buscando la motivacién necesaria para resolver las
preguntas antes planteadas, pero para poder dar respuesta se necesita saber
qué es lo que provoca que exista ese orden. Para esto los cientificos han traba-
jado con modelos matematicos muy sencillos que nos den informacién sobre
el orden y comportamiento. A continuacién se presenta un modelo sencillo
a gran escala con la intenciéon de poder encontrar informacién importante
sobre su comportamiento.

3.2. Estudio sobre la sincronizacion

En primer lugar tenemos al astrénomo, fisico y matematico holandés
Christiaan Huygens(1629-1695) como el primer cientifico en notar el com-
portamiento sincronizado, relata la historia que en uno de sus tiempos libres
hizo un descubrimiento muy afotunado, observé con detenimiento el com-
portamiento de dos relojes de péndulo, mismos que el inventé en el afio
1656,dichos relojes estaban sostenidos sobre una viga colocada en los res-
paldos de dos sillas y se percaté de que tenian una caracteristica peculiar
al cual le llamé simpatia, inmediatamente reporté que habia un movimiento
sincronizado entre los dos pendulos pero en sentidos opuestos, dicho reporte
fue presentado a los miembros de la Real Sociedad de Londres.

Sin embargo, en esa época no tuvo mucho seguimiento debido en gran
manera a que no existian las herramientas necesarias para poder dar expli-
caciones a los comportamientos sincronizados,

Actualmente uno de los cientificos mas reconocidos sobre el estudio del
comportamiento en masa es el bidlogo britdnico Iain Couzin el cual ha de-
dicado parte de su vida en estudiar y proponer modelos que reflejen el com-
portamiento, [ain propone una simulaciéon que intenta reflejar el comporta-
miento de un banco de peces con 4 simples reglas:

1. Cada elemento del conjunto de peces sélo es conciente de lo que pasa
con Sus Vecinos cercanos.

2. Todos los peces tienden a alinearse.

3. Todos los peces tienen una atraccion entre ellos, pero conservando una
distancia minima.

4. En la presencia de un depredador, todos huyen en cuaquier direccién.

Y estas simples reglas no son exclusivas para los bancos de peces, ya que
tambien sirve para modelar parvadas de aves y conjuntos de insectos.
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Figura 3.1: Diagrama de la simulacién del modelo de Iain Couzin. Imagen
tomada del Instituto para la ornitologia Max Planck

3.3. Modelo de sincronizacion de las luciernagas

3.3.1. Introduccion

En el estudio del comportamiento de las luciérnagas en Norteamerica se
ha visto que la manera en la que se encienden y apagan es muy independien-
te, practicamente se ignoran unas a otras, sin embargo en otras regiones del
mundo no sucede asi, tal es el caso del Sudeste de Asia, donde se ha obser-
vado un fenémeno expectacular de cooperacién involuntaria de los machos,
esto se debe a que las especies en general buscan la manera de reproducir-
se,en el caso de éstas lo que hacen es mantenerse encendidas para atraer a
las hembras, ya que no es posible que permanezcan mucho tiempo asi, su
oportunidad de aparearse se ve reducida por cada intervalo de tiempo que
pasan apagadas, por lo tanto existe una constante competencia para no ver-
se opacadas por sus vecinos, quien dirfa que esta actitud egoista daria paso
a una sincronizacién perfecta entre las luciérnagas. Ver [21].

Entre los trabajos que han estudiado la sincronizacién de luciernagas pode-
mos citar los trabajos [22],[23],[24],[25],]26]. Una vez marcada la situacién a
analizar damos paso al siguiente modelo que se basa en la ley de la inversa
del cuadrado, la cual se aplica particularmente en fenémenos ondulatorios
como lo es la luz y el sonido, para nuestro caso la ley dice: la luminosidad
es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que separa la su-
perficie iluminada de la fuente. Es decir, que la luminosidad que se produce
sobre una superficie por una fuente puntual es inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que existe entre la superficie iluminada y la fuente
puntual. Para entender mejor este modelo es necesario definir algunos con-
ceptos utilizados en relacion a la luminosidad.

Fuente puntual: Es aquella que emite la misma intensidad luminosa en todas
las direcciones.

Para el modelo planteado, uno de los principios importantes es que cada
luciérnaga sera considerada como fuente puntual.
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Luminosidad: Se refiere al nivel de iluminacién.

Lux: Unidad de medida en el sistema internacional que equivale a un lumen
por metro al cuadrado.

Lumen: Unidad de medida en el sistema internacional para medir el flujo
luminoso.

3.3.2. Descripcién del modelo

En lo que sigue reescribiremos un modelo que ha sido estudiado en los
trabajos [12],][27],[28]. Imaginemos que estamos parados frente a alguna fuen-
te puntual, cuando nos acercamos a la fuente es obvio que la intensidad sera
mas fuerte cada vez. Debido a que cada luciérnaga la consideraremos como
una fuente puntual, denotaremos la i-ésima luciérnaga como z;. Como se
comento al inicio cada luciérnaga estd sujeta a la ley de la inversa al cua-
drado, lo cual nos lleva a tener unos coeficientes a,; con 1 < r,l < 4 donde
los coeficientes r, [ indican la influencia que ejerce la luciérnaga [ con la lu-
ciérnaga r.

La base del modelo se basa en la suposicién de que cada luciérnaga tiene un
comportamiento de encendido y apagado en funcién a las distancias, lo cual
se pretende modelar con un oscilador de Van der Pol.

Por lo tanto el modelo se puede escribir como un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden

= fi(x1,21) + a12x2 + a1323 + a1424
Ty = fo(xe, X2) + ag121 + a3xs + aguxy (3.1)
T3 = f3(x3,23) + ag121 + azex2 + azary
( )

Ty = fa(24,274) + a171 + ag272 + ag3rs

donde x;(-) : [0,00) — R, x; € C2. y la funcién que describe el comporta-
miento de la luciérnaga z; esta dada por fi(-,:) : R xR — R, fi(x;, %) =
,u(l — 1‘?)%’1 — QT4

El pardametro k£ = a;; es entonces la influencia que experimenta la luciérnaga
17 bajo la influencia luminosa de la luciérnaga i, este pardmetro es muy im-
portante pues es el objetivo principal del modelo, ya que este valor nos dira
que tanto se esfuerza la luciérnaga para sincronizarse con las demds, esto
dependerd directamente del nimero de competidoras y la distancia entre
ellas. Cabe mencionar que el valor de k cambiarad con respecto al arreglo
que tomemos para modelar. Con respecto al pardmetro pu este es un valor
relacionado al oscilador de Van der Pol, lo cual tomaremos como p = 1.

3.3.3. Arreglo lineal

El primer arreglo se describe de la siguiente manera, supongamos que
tenemos 4 luciérnagas,y cada una estd etiquetada con los ntmeros 1,2, 3,4
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1 X,b— 11— X, —1—X,
® ® ®

@ =

Figura 3.2: Arreglo lineal de luciérnagas

respectivamente. Entonces existen dos casos, el primero es cuando las lu-
ciérngas 1 y 4 solo pueden ver a un competidor, y el otro caso es cuando
pueden ver dos competidores como lo son las luciérngas 2 y 3, por lo tanto el
valor de los coeficientes cuyos subindices distan de 1 se les asiganara el valor
de 0, para los demds casos serd 1. Siguiendo estas condiciones los valores a;;
queda de la siguiente manera,

a2 =1, a13=0, a4 =0, axx =1, axz3=1, ax =0,

3.2
az1 =0, aza2=1, azga=1, a1 =0, ag=0, ay3=1 (32)
por lo tanto el sistema queda de la siguiente manera
T = (1 — x%):rl — a11T1 + T2
@y = (1 — x3)dy — agoxo + 1 + 3 33)
T3 = (1 — x?;)ajg — a33x3 + x2 + x4 '
Ty = (1 — xi)m — 444 + T3

Este sistema es un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo grado no
lineal por lo tanto para poder trabajar con el vamos a reescribirlo usando el
siguiente cambio de variable para obtener un sistema mas ”sencillo”.

T1I=Y1, Y1 =Y2, Y1 = Yo
T »
I3 =1Ys, Ys ="Ye6, Y5 = Y6
Ty =yY7, Y1 =Ys, Y71 =Ys

[41] [ Y2 i

Yo y2(1—yi) — kyr + s

Y3 o

j— i| _ ya(1 = 93) — kys +y1 + s (3.5)

Ys Yo

Y6 yo(1 — y2) — kys + y3 + y7

Y7 Ys

L Yjs.] L ys(L—43) — kyr + us
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Hasta este momento no hemos dado un valor en especifico para k, para
simplificar tomemos k1 = 1y ko = 2 y veamos como se comporta la solucion
del sistema. Para este sistema se obtuvieron las siguientes graficas.

Simulacitn espacio fase (<, %) Simulacitn espacio fase (x, ,.%,)

Simulacitn espacio fase (<, %) Simulacitn espacio fase (x, x3.,)

Figura 3.3: Espacio fase del arreglo lineal de luciérnagas para k=1

Simulacitn espacio fase (¢, %, %) Simulacitn espacio fase (x, X,.,)

3
N L B -RE SIS

Figura 3.4: Espacio fase del arreglo lineal de luciérnagas para k=2

Vemos que en el caso de ko = 2 se obtiene una dindmica parecida a
la que nos interesa ya que tiene un comportamiento periédico. Una técnica
utilizada para el estudio de estos sistemas es la linealizacién por la Jacobiana
para esto es necesario obtener el punto de equilibrio, este sistema tiene un
punto de equilibrio z* = {g(2*) = 0, 0 € R®}, la matriz Jacobiana se
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denota por Jy(x*). Recordamos que la matriz J es la matriz generada por
las derivadas parciales de las funciones del sistema (3.5).

81)61(56*) 81'/81(:6*) 3%(%*)
31'/2?(/313* ) 31'/2?(/323* ) 31)2%3* )
J)=| 5 (3.6)
a?Jzz.(fff*) a2'/8.(93*) 32'/8'(96*)
Oy1 Oy2 Oys
Obteniendo el siguiente arreglo linealizado.
0 1 0 0 0 0 0 0 7
-k 1 1 0 0 0 0 O
0O 0 0o 1 0 0 0 O
1 0 -k1 1 0 0 O
M=19 00001 0 0 (37)
0O 0 1 0 -k 1 1 O
0O 0 0o 0 0 0 0 1
000 0 0 1 0 -k 1 |

Debido a que se esta utilizando el oscilador de Van der pol el modelo tiene
un comportamiento periédico. La utilidad de esta matriz lineal asociada al
sistema no lineal nos ayuda a obtener informacién sobre los valores propios
de dicha matriz, ya que es una condicién necesaria el tener valores propios
complejos para que existan soluciones periédicas. Para la matriz M; los
valores propios obtenidos son A = %(1 + \/i2 + /5 — 4k + 1), por lo tanto
el radicando +2 + v/5 — 4k + 1 debe ser negativo, tomaremos el maximo de
los valores propios y depejamos k, entonces

1 1
k> max{ 7 (1£242V5)} = (3 +2V5) ~ 1.8680339 (3.8)

Como habfamos descrito anteriormente este valor de k nos dice que tanto se
esfuerza la luciérnaga ¢ para sincronizarse con las demas luciérnagas.

3.3.4. Arreglo cuadrado

Nuestro siguiente paso es, bajo el mismo modelo modificar el arreglo a
uno cuadrado el cual consiste en que cada luciérnaga puede ver a las 3 res-
tates y veremos como cambia el valor de k.

Para esto tomaremos otros coeficientes que corresponden a el arreglo cua-
drado de la siguiente manera considerando que se hizo la aclaracion de que
cada luciernaga esta siendo afectada por la ley del reciproco al cuadrado.

aig=1, aiz3=1, au=1/2, an=1, aps=1/2, anu=1,
azi =1, a32=1/2, aga=1, ann=1/2, aw=1 az=1
(3.9)
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X, 11— x,
® @
Xa. .X4

Figura 3.5: Arreglo cuadrado de luciérnagas

el sistema queda de la siguiente manera

2\ - 1
#1=(1—2a)t1 —anzr +z2+ 3+ 51‘4

. 924 . 1
Ty = (1 — x5)dy — agexs + 1 + §:U3 + x4

: (3.10)
@3 =(1— x%):cg —a33r3 +Tr1 + 5%2 + x4
.. . 1
Zy=(1- mi)m — Qq4a4 + 51‘1 + 29 + x3
Usando el mismo cambio de variable
[4j1] i Y2 i
Y2 Y2 (1 — %) — kyr + ys + ys + 3u7
Y3 Y4 )
. 1 _ 2 _ 1
= Y| = [l y3) — kys +y1 + 5ys + yr (3.11)
Ys Ye
Y6 yo(1 —y2) — kys +y1 + 2ys + yr
Y7 Ys
| s ] Lys(1 — y2) — kyr + 3y1 + y3 + ys.

Haremos el mismo analisis de las soluciones del sistema pero como se espera
que sea mayor el valor de k para este arreglo se tomara k; =2y ko = 3.
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Simulacidn espacio fase (x Simulacitn espacio fase (¢, x,,%,)

4 %a%g)

Simulacidn espacio fase (x Simulacitn espacio fase (c, x;,%,)

4 %a%y)

Figura 3.6: Espacio fase del arreglo cuadrado de luciérnagas para k=2

Simulacion espacin fase (¢, X, ;) Simulacion espacio fase ( X,.4,)

Figura 3.7: Espacio fase del arreglo cuadrado de luciérnagas para k=3

Se ve claramente que se tiene un comportamiento periodico para una
k cercana a 3 entonces se realiza la misma tecnica de linealizacién para
estimar el valor de k. La linealizacion del sistema en el punto de equilibrio
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z*=0,0 € R®
01 0 0 0 0 0 0 ]
k1 1 0 1 0 % 0
00 0 1 0 0 0 0
|1 0 -k 1 L 0 1 0
M=19 0000 1 0 o0 (8.12)
1 0 5 0 -k1 1 0
00 0 0 0 0 1
(2 001 0 1 0 -k 1 |

Los valores propios de la nueva matriz My son de la forma siguiente %(1 +

V=5 —4k),5(1 £ 11 — 4k), y 3(1 £ +/—1 — 4k) de multiplicidad 2. Por lo
tanto despejando k en cada uno de los radicandos
k> max{s(=5), 2(11), 2(=1)} = ~(11) ~ 2.75 (3.13)
méx{ ' 1 =1 ~~ 2. .
Como esperabamos el valor de k£ aument6 lo cual podemos decir que se
debe a que el nimero de competidores aumenté y entonces las luciérnagas
se exigen mas a si mismas para poder lograr una sincronizacién.

3.3.5. Graficas de la simulacién numérica

Al realizar la simulacién del modelo (rutinas anexas en el apéndice A)
se obtuvieron las siguientes graficas para cada uno de los arreglos.

Luminosidad

Figura 3.8: Soluciéon numérica para un arreglo lineal de 4 luciernagas

Ya sabiendo el valor aproximado de k& podemos graficar el espacio fase
del sistema.
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Simulacitn espacio fase (¢, ¢, %) Simulacitn espacio fase (x

142%)

= L o o

Simulacitn espacio fase (¢, ;%) Simulacitn espacio fase (x; x3.,)

Figura 3.9: Espacio fase del arreglo cuadrado de luciérnagas para
k=1.8680339

Y en la siguiente grafica se observa como la luminosidad se ve afecta-
da por las luciérnagas que estan alrededor sin embargo no se llega a una
sincronizacién perfecta.

Lo correspondiente al arreglo cuadrado, usando & = 2.75 se obtiene la
grafica de la solucién del sistema.

152 %)

Simulacian espacio fase (x, x,.%;) Simulacitn espacio fase (x

Simulacitn espacio fase (¢, ;%) Simulacitn espacio fase (<, X3.%,)

Figura 3.10: Espacio fase del arreglo cuadrado de luciérnagas para k=2.75

Y se puede apreciar la periodicidad del sistema.
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Simulacien de Lusiemagas para un atreglo cuadrado
T T T T

Luciemaga 1

Luciemaga 2
Luciemaga 3
Luciemaga 4 [

Lurninosidad
o

3 1 1 | | L 1 |
0 5 10 15 20 25 El E3 40
Tiempo ()

ns

Luciemaga 1
Luciemaga 2
Luciemaga 3
Luciemaga 4

Lurminosidad

a5 | | | | | | | |
19 19.1 192 19.3 19.4 195 196 19.7 198 199 20
Tiernpo (1)

Figura 3.11: Solucién numérica para un arreglo cuadrado de 4 luciernagas

Y lo relacionado a la sincronizacion en la primer imagen de la figura 3.11
se ve como después de unos segundos la luminosidad de las luciernagas logran
entrar en sincronia. En la segunda imagen se hace un pequeno ”zoom” para
ver que efectivamente estan trazadas las 4 luciernagas.

3.4. Conclusiones

Como se pudo observar, primero se estudio el sistema propuesto para el

modelo para algunos valores de k y despues analiticamente se obtuvieron
valores aproximados de k, y posteriormente se obtuvieron las graficas de las
simulaciones numéricas del sistema.
Hay dos cosas importantes que concluir de estos dos ejemplos, la primera es
como afecta el nimero de competidores en el valor de k (recordando que es
a;1 y nos dice como se esfuerza a si misma la luciérnaga i para competir con
las demas), para el caso donde el arreglo cuadrado permitia la interaccién de
3 luciérnagas en el arreglo cuadrado de 4 se obtuvo un esfuerzo mayor que en
el modelo donde solo podian ver 1 o 2 luciérnagas. Esto es lo que se esperaba
por lo observado por lo entomélogos que han escrito en sus investigaciones.
Y la otra cosa importante es como se da la sincronizacion lo cual es bastante
claro a la hora de graficar los dos sistemas con los pardmetros, si bien dijimos
que en segundo arreglo la k aumentd, se nota como en la figura 3.11 se
alcanza una mejor sincronizacion.



Capitulo 4

(Generacion de atractores
caoticos

4.1. Introduccién

En nuestra vida cotidiana estamos rodeados por una inmensa cantidad
de factores externos que pueden cambiar nuetra rutina, dependiendo la hora
y el lugar habra diferencias significativas cada dia, por lo que se vuelve casi
imposible poder predecir con exactitud que es lo que pasara al dia siguiente.
Esto es una realidad que sirve para reflejar la problematica sobre un factor
que hace esto posible, la presencia del azar, Ivar Ekerland nos relata en su
libro El Caos que al visitar en su nifiez un museo descubrié una figura en
particular que le llamé mucho la atencion, era un mufieco colgado de una
barra que giraba sin seguir una secuencia fija, cada vez que el lo veia girar
descubria un diferente comportamiento, y quedaba maravillado pues sabia
que cada rutina seria Unica y asombrado por el hecho de que no volveria a
ver una igual. Este mufieco estaba dominado por el comportamiento de un
sistema descrito de la siguiente manera.

4

d 4
AN BN L{j@l
®) O =& O
ﬁ\ﬁ#¢

Figura 4.1: Esquema del comportamiento cadtico que rige el comportamiento
del muneco. (Imagen tomada de [8])

Se tiene una rueda con diferentes cubiletes con un orificio en la parte in-

27
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ferior, el ciclo comienza cuando se va llenando el primer cubilete que se llena
mas rapido de lo que se vacia, cuando el peso es el suficientemente, la rueda
comienza a hacer una rotacién dando paso a llenar el siguiente cubilete, la
velocidad de esta rotacién provoca que los cubiletes se llenen cada vez en
menor cantidad, logrando que llegue un punto en el cual la rotacién se va a
invertir, estas dos caracteristicas combinadas de llenar dependiendo la velo-
cidad de rotacién y vaciar a un ritmo constante da lugar a una reparticion
irregular de los recipientes, provocando un comportamiento desordenado. La
figura 4.1 nos ayuda a comprender el comportamiento.

Otro ejemplo muy conocido es el lanzar dados, aunque es tradicionalmen-
te el ejemplo clasico de calcular probabilidades sirve muy bien para describir
un comportamiento que depende totalmente de las condiciones iniciales, por
mas que uno intente lanzar el dado de la misma manera, no siempre da el
mismo resultado ya que un ligero cambio en el dngulo de choque en la super-
ficie cambia totalmente la dindmica, por eso en la préactica de los jugadores
expertos en dados, utilizan un cubilete para reducir el control sobre el lan-
zamiento de los dados y lograr asi una menor dependencia del lanzamiento.

Estos y muchos mas ejemplos se pueden apreciar en la naturaleza, en
la rutina dia a dia y que rara vez prestamos la atencién necesaria para
observarlos. Siguiendo asi podemos darnos la idea de que la palabra Caos
se utiliza para describir comportamientos que no siguen un patrén, es decir,
no existe orden.

Pero nuestro interes es saber cémo poder analizar dichos comportamien-
tos matematicamente, para esto necesitamos retomar al pionero en el estudio
del comportamiento cadtico. A mediados del siglo XX, en 1963 Edward Lo-
renz, meteordlogo estadounidense que se dedicaba a estudiar la atmosfera
terrestre, en la segunda guerra mundial, sirvié como pronosticador del clima
para la fuerza aérea estadounidense, concluida la guerra se dedicé a estudiar
la meteorologia dando paso a la base de la teoria del caos. Lorenz derivé
un sistema tridimensional de un modelo simplificado de los rollos de con-
veccién producidos en la atmosfera terrestre, lo que dié paso a las llamadas
ecuaciones de Lorenz

i =o(y—x)
] =TT — Yy — T2 (4.1)

z=uxy— bz

Lorenz descubrié en sus experimentos que este sistema deterministico puede
tener una dindmica extremadamente inusual, ya que para cierto rango de
parametros las soluciones oscilan irregularmente, no se repiten exactamente
pero se mantienen acotadas en una region del plano fase. Cuando Lorenz
trazo las trayectorias se llevé una sorpresa al ver que estaba situadas en un
conjunto peculiar al cual le dié el nombre de atractor extrano, debido a que
no se trataba de un punto, ni una curva, ni de una superficie, sino que es un
fractal de dimension fraccional entre 2 y 3.
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4.2. Teoria de atractores

Asi como Lorenz encontré este atractor extrano, en los sistemas dindmi-
cos se tienen diferentes comportamientos en las trayectorias en el plano fase,
dichas trayectorias dependen directamente de las singularidades, éstas pue-
den ser estables en el sentido Lyapunov e inestables.

En el caso de singularidad estable podemos tener diferentes tipos de
comportamientos, puede ser un sumidero o un atractor, estas se caracterizan
porque las trayectorias que inician cerca de ella cuando el tiempo transcurre
se aproximan a la singularidad.

La estabilidad en el sentido de Lyapunov se ve cuando las trayec-
torias que inician cercanas se mantienen cercanas todo el tiempo, se dice
que es neutralmente estable si este no se comporta como un atractor, y
en los casos donde las dos estabilidades ocurren se dice que la singularidad
es asintoticamente estable.

Y en el caso donde la singularidad es inestable pasa cuando no es esta-
ble ni asintéticamente estable, es el caso de los repulsores y de las fuentes,
es decir cuando las trayectorias divergen o se alejan de la singularidad.

Como sabemos existen dos tipos de sistemas, los lineales y los no lineales,
para el caso de los sistemas lineales solamente hay puntos fijos, sin embargo
para la no linealidad existen puntos fijos, ciclos limites y atractores extranos.

Uno de los teoremas mas importantes de los sistemas no lineales es el
teorema de Poincaré-Bendixon ya que a grandes rasgos nos dice que las
posibilidades de las trayectorias en el plano fase son limitadas, ya que si
se tiene una vecindad cerrada y acotada que no tiene puntos fijos, entonces
dicha trayectoria se aproxima a una érbita cerrada, es decir a un ciclo limite.

Teorema 4.2: Suponga que tiene R € R? un conjunto cerrado y acotado,
sea & = f(x) un campo vectorial continuo y diferenciable sobre un conjunto
abierto que contiene a R, y R no contiene puntos fijos, ademas existe una
trayectoria C' que permanece en R para tiempo futuro, entonces

i) cada trayectoria C' es una orbita cerrada o tiende hacia la orbita en
espirales para t < 0o

ii) En cualquier caso R contiene una orbita cerrada.

Por lo tanto este teorema es un parteaguas ya que esto sélo sucede en
sistemas bidimensionales, para los casos en el que tenemos sistemas de mayor
dimension se obtiene comportamiento aperiédico y divergente, lo que da paso
al comportamiento cadtico.



30 CAPITULO 4. GENERACION DE ATRACTORES CAOTICOS

C

Figura 4.2: Representacion de la trayectoria en la region cerrada y acotada

4.3. Atractores extranos

Cémo se vié en el atractor de Lorenz el comportamiento cadtico tiene
dos enroscados donde se desplaza la trayectoria, en esta seccién se mostrara
otro tipo de dindmica donde se presentan n enroscados lo cual nos ayudara
a comprender un poco mas sobre los atractores. Para esto necesitamos dar
ciertos preliminares sobre sistemas disipativos inestables (UDS por sus siglas
en ingles).

Definicion 4.1 Se dice que un punto de equilibrio £* es un punto silla
si es un punto de equilibrio hiperbdlico, y ademés que al menos uno de sus
eigenvalores tiene parte real positiva y al menos otro con parte real negativa,
pero que ninguno de sus eigevalores tenga parte real cero.

Esta definicién es importante ya que si hay un punto de equilibrio si-
lla, entonces existe una conexién entre los espacios estables W€ y el espacio
inestable W* lo cual es de suma importancia para poder generar este tipo
de caos que nos interesa.

Definicién 4.2 Considere el sistema & = Az con z € R? y A € R3*3
con eigenvalores \;, ¢ = 1,2, 3 con la propiedad de 2?21)\1' < 0. Entonces

i) Se dice que el sistema es UDS de tipo 1 (UDS-1) si uno de sus eigen-
valores es negativo y los otros dos son complejos conjugados con parte
real positiva.

ii) Se dice que el sistema es UDS de tipo 2 (UDS-2) si uno de sus eigen-
valores es positivo y los otros dos son complejos conjugados con parte
real negativa.

Con esta definicién podemos decir que debido a los eigenvalores de un
sistema UDS-1 en la componente de eigenvalor con parte real negativa sera
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disipativa y oscilatoria y en las otras dos habra inestablilidad, contrariamen-
te el sistema UDS-2 es disipativo y oscilatorio en dos de sus componentes e
inestable en la otra.
Como queremos generar enroscados miltiples en un sistema se necesita
de un control que los genere, para esto consideraremos que el sistema a
estudiar esta dado por
&= Ax + Cs(x) (4.2)

con C' € R™! y s(z) una funcién de saturacién que esta definida como sigue

s1 en Dy,

s(xz) =1 s; eﬁ Dy, (4.3)

spoen Dy,

Con s; € D; C R™, i =1,2,...,r ademds se cumple que NI_;D; = 0 y
Ui_;D; = R", en la siguiente seccién se presentaran varios ejemplos de como
se generan los enroscados multiples a partir de un sistema que no presenta
enroscados.

4.4. Control simultaneo de enroscados
Consideremos 3 sistemas descritos como en 4.2, es decir

&= A1x+ Cs(x)
& = Ayx + Cs(x) (4.4)
& = Azx + Cs(z)

tal que dichos sistemas no presenten enroscados en su retrato fase. El obje-
tivo de esta seccién es poder introducir un control al sistema saturado con
el cual se pueda generar los enroscados multiples, dicho control se propone
de la siguiente forma

u(z) = kDx (4.5)
donde k£ € R, D € R", entonces aplicando el control nos da
&= Ajx + Cs(z) + bu(z) (4.6)
para i = 1,2, 3, por lo tanto los sistemas controlados

& = (A1x + kbD)zx + Cs(z)
& = (Asx + kbD)zx + Cs(z) (4.7)
& = (Asx 4+ kbD)zx + Cs(z)
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presentardn enroscados en su retrato fase.
El primer ejemplo esta definido de la siguiente manera. Consideremos 3
sistemas como en 4.4

Z1 [0 1 0 1 [0.4]
Zal =10 0 1 xo| + [0.3] s(x) (4.8)
@3] |-30 —4 —95] |2s| |04]
[ ] [0 1 0 1 [z1] [0.4]
ol =10 0 1 x2| + [0.3] s(x) (4.9)
@3] =30 —4 —96] |=s| |0A4]
x'l 0 1 0 T 0.4
Zoal =10 0 1| |z2f + 03] s(2) (4.10)
Zs3 -30 -4 -9 |=z3 0.4

con funcién de saturacién

si 0.375 < z1
si 0.225 <z <£0.375
si 0.075 < x1 <0.225
si r1 < 0.075

s(z) = (4.11)

O = N W

los retratos fase de cada uno de los sistemas que se ven en la figura 4.3
muestran un comportamiento donde no hay enroscados.

Proyectiones del espacio fase para el sistema 2 Proyectiones del espacio fase para el sistema 3

02 0z 02
01 01
0 0
01 01
Ly B33 01
02 0z
01 01
70 70
01 01
K e 01
02 0z
01 01
=70 70
01 01

Figura 4.3: Retratos fase de los sistema que no presenta enroscamientos

Ahora usamos un control u(z) con k = 8 de la forma

u(z)=8(0 0 1) x; (4.12)
3
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obteniendo los siguientes sistemas controlados

[271] [0 1 0 1 [z1] [0.4]
ol =10 0 1 x2| + [0.3] s(x) (4.13)
@] |30 —4 —15] [a3] |0.4]
[271] [0 1 0 1 [z1] [0.4]
dal=10 0 1 |]|x|+]03]s@) (4.14)
@] |30 —4 —16] |23] |0.4]
.1:1 0 1 0 il 0.4
ol =10 0 1| |z2f+ 03] s(x) (4.15)
3 -30 —4 —-1] |z3 0.4

y como deseabamos, a la hora de graficar el retrato fase de cada uno de los
sistemas controlados vemos en la figura 4.4 la presencia de enroscamientos.

Retrato fase del sistema 1 Retrato fase del sistema 2 Retrato fase del sisterna 3

Figura 4.4: Retratos fase de los sistemas controlados con k=8.

Este ejemplo muestra que es posible generar enroscados simultaneamente
a partir de 3 sistemas que no presentan dicho comportamiento, se pudiera
objetar que los sistemas elegidos son muy parecidos pues solamente hay una
pequena perturbacién en la matriz A en una entrada, por lo tanto esto nos
motiva a hacernos dos preguntas:

1. ;Todas las pequenas perturbaciones de la matriz A generan enrosca-
dos?

2. jExisten otros sistemas diferentes a los antes presentados que también
generen enroscados?
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Para responder la primer pregunta basta con presentar un valor para la
entrada a(3,3) para la cual no existan enroscados en el sistema controlado,
para esto si tomamos el valor para a(3,3) = —1.9 el sistema con el control
no presenta enroscados como se puede ver en la siguiente figura

Figura 4.5: Retrato fase del sistema controlado que no presenta enrosca-
miento.

Y para dar respuesta a la segunda pregunta presentaremos el siguiente
ejemplo con otro sistema que no presente enroscados y que sea muy diferente
al ejemplo anterior.

Sea el siguiente sistema de la forma 4.2 con su correspondiente funcién
de saturacién I(z) que es totalmente diferente a s(z) y que no presenta
enroscados en su retrato fase al cual posteriormente se le aplicara el control
descrito en 4.5 para obtener un nuevo sistema controlado que presente un
comportamiento de 4 enroscados.

1 0 1 0 1 0
Zo| =] O 0 1 2| + [0 l(2) (4.16)
3 -0.7 —0.7 —=8.7] |z3 1

con la siguiente funcién de saturacion

35 si 41 < xq
Tr1 —252 si 39<x <41
21 si 21 <x <39
l(z) =47z, — 126 si 19<a; <21 (4.17)
7 si 1<z <19
Tx1 si —1<z <1
-7 si T S -1

y el retrato fase del sistema presentado a continuacién nos demuestra que
no existen enroscados.
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Retrato fagse del sisterma sin controlar

5 T T T T T T T T
—
WS OF St -
_5 1 1 1 1 | 1 1 1
0 2 4 B a 10 12 14 16 18

18

o o @>
1 1 1 1 | 1 1 1
-2 -1.5 -1 0.5 0 05 1 1.4 2 25

%5

Figura 4.6: Retratos fase del sistema sin controlar.

Entonces al aplicar el mismo control al sistema 4.16 deseamos obtener
el comportamiento de enroscados, el sistema con control queda definido en-
tonces de la siguiente manera

7 0 1 0 1 0
ol =1 0 0 1| |22 + [0] i(2) (4.18)
T3 -0.7 —-0.7 -0.7 x3 1
( 35 si 41 <
Tzp — 252 si 39 <y <4l
21 si 21 <2z <39
l(z) =< 721 — 126 si 19 <z <21 (4.19)
7 si 1<z <19
71 si —l<z <1
-7 si x1 < —1

Y al observar el retrato fase de este sistema en la figura 4.7 se ve clara-
mente la presencia de 4 enroscados.
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Retrato fage del sisterna controlado

70

70

15

Figura 4.7: Retratos fase del sistema controlado genrenado los 4 enroscados.
4.18

Para concluir lo que se hizo en esta seccién, se tomaron 4 sistemas di-
ferentes (4.8), (4.9), (4.10) y (4.16) los cuales no presentan un comporta-
miento cadtico, 3 de ellos muy parecidos y el cuarto totalmente diferente,
se encontrd un control que al aplicarlo a los 4 sistemas se pudo obtener un
comportamiento de enroscados al mismo tiempo en los 4 sistemas.

4.5. Caos sincronizado

Como se explico en la seccién pasada el comportamiento cadtico depende
fuertemente de las condiciones iniciales y ademas se vuelve impredecible el
comportamiento de las trayectorias cadticas, sin embargo, jsera posible que
exista algin tipo de sincronizacion que involucre sistemas cadticos?, como
sabemos en el ejemplo del atractor de Lorenz si tomamos dos trayectorias
diferentes cada una evoluciona de diferente manera dejandonos con la idea
de que no hay correlacién entre ellas, a pesar de lo que sabemos, ;existira la
sincronizacién? y la respuesta a contra de todo pronédstico es si. La respuesta
fue una idea publicada por los cientificos Louis M. Pecora and Thomas L.
Carroll quienes en febrero de 1990 publican un método para poder realizar
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un tipo de sincronizacién entre sistemas dinamicos cadticos la cual se deno-
mina como sincronizacion completa, este fue el primer tipo de sincronizacion
estudiada y se explica a continuacién.

4.5.1. Pecora-Carrol

La idea revolucionaria de estos cientificos fue definir en subsistemas a
partir de un sistema dindmico cadtico los cuales al primero se le llama con-
ductor y al segundo respuesta, el sistema respuesta depende totalmente del
sistema conductor, guiando su trayectoria sin que el sistema conductor se
vea infuenciada. Para ilustrar esto formalicemos la definicién de dichos sub-
sistemas. Sea el siguiente sistema

X = F(X) (4.20)

donde: X € R", X = (z1,x2,...,2n) y F : R — R". Entonces partimos este
sistema de tamano n en dos subsistemas de la siguiente manera

= c(u(t)) } conductor

=r(v(t),u(t)) } respuesta (4.21)

donde: u e R¥ v e Ry k+ 1 =n.

Este generalizacién nos dice como el vector u(t) es la senal que conduce
al subsistema respuesta v(t).

Para ejemplificar el método descrito se utilizara el ya conocido atractor
de Lorenz, primero recordamos el sistema de Lorenz descrito en la seccién 4

& =o(y—x)
Y=7rr—Y—TZ

zZ=uxy— bz
entonce el sistema respuesta esta definido de la siguiente manera

Yr =TT — Yr — T2y

Zr = TYr — bz

El cual es un subsistema del sistema de Lorenz, y en este caso la senal
conductora estara definida por x(t), cabe notar que Pecora y Carrol demos-
traron que tambien es posible tomar a y(t) como el sistema conductor y el
subsistema

Ty =0y —xy)

Zr = xpy — bz,
Sin embargo no sucede asi cuando se toma a z(t) como conductor y la razén

es porque es una condicion necesaria que los exponentes de Lyapunov sean
todos negativos para poder garantizar la estabilidad asintética, ver [14],[15].
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Recordamos que los exponentes de Lyapunov de un sistema dindmico es una
cantidad que caracteriza el grado de separacion de dos trayectorias infini-
tesimalmente cercanas, es decir si tenemos dos trayectorias y(t) entonces el
exponente de Lyapunov A se define como

Pero retomando el primer caso como es que se puede garantizar que
realmente con este método existe una sincronizacién completa, pues basta
con ver como es el comportamiento del error entre los dos subsistemas, para
demostrar esto seguiremos el siguiente razonamiento

Tomemos el caso en el cual la sefial conductora esta dada por z, = x(t)
entonces sea

ex = x(t) — z,(t)ey = y(t) — yr(t)es = 2(t) — 2-(t) (4.22)

el error de cada una de las componentes con respecto a su senal respuesta,
por como se definié z, entonces e; — 0, veamos el comportamiento de e, y
€.

€y =0Y—Yr=10—y—x2— (re —y, —xz)

=—Yy—xz—Yr — T2 (4.23)
=—(y+yr) —z(z—2;) = —ey — ze,
é, =2 — 2z, = ay — bz — (xy, — bzy)
=y —yr) —b(z—2) (4.24)
= xe, — be,

Entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

€y = —€y — T
Y v (4.25)
€, = xey — be,
A continuacién calcularemos é,e, + €.e,
Eyey + éze, = (—ey — xe,)ey + (xey — be,)e,
= —ey2 — Tezey + xeye, — be,? (4.26)
= _ey2 - bezQ = —<6y2 + bez2)
y por otro lado sabemos que
. ) d 1
éyey + €6, = %(5(%2 +e.?) (4.27)

Si definimos a V(ey, e.) = 3(e,? + €.?) tenemos una funcién de Lyapu-
nov, que cumple con V es definida positiva y que V es negativa excepto en
(0,0) por lo tanto se puede decir que V' es monotona decreciente lo que nos
garantiza la estabilidad asintética y entonces e, — 0y e, — 0.
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Conclusiones

Los objetivos planteados para esta tesis son el poder realizar un estudio
sobre algunos conjuntos de sistemas diferenciales con diferentes caracteris-
ticas que cumplen con una propiedad, que estos sistemas suceden a la par,
es decir se presentan simultaneamente.

El primer estudio que se hizo fue sobre una criterio para poder asegurar
que dos sistemas diferentes, que cumplen con que la matriz asociada a cada
uno de los sistemas es Metzler y Hurwitz y sin entradas nulas es condicion
necesaria y suficiente para poder garantizar la existencia de una funcién de
Lyapunov, la particularidad de esta funcién de lyapunov es que funciona pa-
ra los dos sistemas, que como sabemos nos garantiza estabilidad simultanea.

Siguiendo el objetivo del estudio de sistemas donde la caracteristica prin-
cipal es que suceden simultaneamente, es de interes estudiar un fenémeno
que se manifiesta con un comportamiento simultaneo. Es decir se estudia
un modelo de un sistema aplicado a un fenomeno conocido como sincroni-
zacion, en esta seccion se logré ver como existen modelos que ajustan de
una manera muy exacta a fenomenos de la vida cotidiana donde existe la
sincronia, dichos modelos nos dan una motivacion a futuro de que es po-
sible modelar la sincronizacién y tal vez lograr explicar matematicamente
el flujo de informacion implicita que existe entre los elementos sincronizados.

Por dltimo se estudié unos sistemas no lineales que en principio son sis-
temas estables, y que se logré encontrar un control en comin que provoca
la generacién de atractores cadticos llamados enroscados en dichos sistemas
simultaneamente, en principio estos sistemas eran muy parecidos y se po-
dia poner a duda si solo se traba de ese sistema, sim embargo se presento
otro sistema totalmente diferente que bajo el mismo control tambien genera
enroscados. Por lo tanto abre una posibilidad a futuros trabajos donde se
puedan encontrar mas sistemas donde se pueda generar caos.

39



Apéndice A

Programas de Matlab

A.1. Sincronizaciéon de Luciernagas

A.1.1. Funcion del arreglo lineal

function yprima=luciernagaslineal (t,y);

%definicin de ctes.

% debe ser mayor que 1/36%(9xmu"24+20+sqrt (2281))
Tk=1;

Tk =2;

k—1.8682;

%ondiciones de los parmetros

al2=1; al3=0; al4d=0;

a21=1: a23=1: a24=0;

a31=0; a32=1; a34—1;

a41=0; a42=0; ad43=1,;

%definicin sistema

yprima=[y (2);
(1—-y(1)"2)*y(2)—kxy(1)+al2xy(3)+al3xy(5)+aldxy (7);
y(4);
(1—-y(3)"2)*y(4)—kxy(3)+a2lxy(l)+a23xy(5)+a2dxy(7);
y(6);
(1-y(5)"2)*xy(6)—kxy(5)+a3lxy(l)+a32x*y(3)+addxy (7);
y(8);
(1—y(7)"2)*xy(8)—kxy(7)+adlxy(1l)+ad2xy(3)+ad3xy(5)];

A.1.2. Funcion del arreglo cuadrado
function yprima=luciernagascuadrado (t,y);
%definicin de ctes.

% debe ser mayor que 1/36x(9*mu"2+20+sqrt (2281))
Tk=2;

40
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Yk =3;

k=2.75;

Y%ondiciones de los parmetros

al2=1; al3=1; ald=1/2;

a2l=1; a23=1/2; a24=1;

a3l=1; a32=1/2; a34=1;

adl=1/2; a42=1; a43=1,

Y%definicin sistema

yprima=[y (2);

(1— y(l)A2)*y(2)—k*y(1)+a12*y(3)+313*y(5)+a14*y(7);

1(—};(3) "2)xy(4)—kxy(3)+a2lxy(1)+a23xy(5)+a24xy(7);
y ;

(1(—3;(5) "2)xy(6)—kxy(5)+a3lxy(1)+ad32xy(3)+a3dxy(7);
y(8);
(1—y(7)"2)xy(8)—kxy(7)+adlxy(l)+ad2xy(3)+ad3xy (5)];

A.1.3. Programa principal

cle

clear all
close all
inealizacion y valores propios del modelo lineal
syms k
Mi=[0 1 0

0 k110000000010
10—k

— 0
0;0 0000 0 0;0 00 0 -k
00001

0 0;
1 11
0 -k 1];

0 ;

mul=eig (M1)

%inealizacion y valores propios del arreglo cuadrado

M2=[0 1 000000~k 11010 .5 00001000 0;
10-k1.501000000100;10.50-k1T1F0;
0000O0O0O0T1 501010 -k 1]

mu2=eig (M2)

Y%Condicion inicial

yO=[0 01 01 00 1];

%amano de paso

h=[0,1000];

Y%olucion numerica del modelo lineal

[t1,yl]=o0ded45(@luciernagaslineal ,h,y0);

Y%solucion numerica del modelo cuadrado

[t2,y2]=0de45 (@Qluciernagascuadrado ,h,y0);

Y%Graficas espacio fase arreglo lineal

figure

subplot (2,2,1)

7 )
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plot3 (y1(:,1),y1(:,3),y1(:,5))
grid on
title (’Simulacin espacio fase (x.1,x.2,x.3)")

xlabel ("x_1")

ylabel (’x_27)

zlabel ("x.3"7)

subplot (2,2,2)

plot3 (y1(:,1),y1(:,3),y1(:,7))
grid on

title (’Simulacin espacio fase (x.1,x.2,x.4)")
xlabel ("x_1")
ylabel ("x.2"7)
zlabel ("x.47)

subplot (2,2,3)

plot3 (y1(:,1),y1(:,5),y1(:,7))

grid on

title(’SiHnﬂacin espacio fase (x.1,x.3,x.4)")
xlabel (’x_17)

ylabel (7x_ ’)

zlabel ("x.47)
subplot (2,2 ,4)
plot3 (y1(:,3) .y
grid on

title (’Simulacin espacio fase (x-2,x.3,x.4)")
xlabel ("x.2"7)

ylabel (’x_37)
zlabel ("x_.4")
%

1(:,5),y1(:,7))

%Graficas espacio fase arreglo cuadrado
figure

subplot (2,2,1)

plot3(y2(:,1),y2(:,3),y2(:,5))

grid on

title(’SiHnﬂacin espacio fase (x.1,x.2,x.3)")

xlabel ("x_1")

ylabel ("x_ ’)

zlabel ("x.37)

subplot (2,2,2)

plot3 (y2(:, ),y2(:,3),y2(:77))
grid on

title (’Simulacin espacio fase (x-1,x.2,x.4)7)
xlabel ("x_1")
ylabel ("x.2")
zlabel ("x.47)
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subplot (2,2,3)

plot3(y2(:,1),y2(:,5),y2(:,7))

grid on

title (’Simulacin espacio fase (x-1,x.3,x.4)")

xlabel ("x_1"7)

ylabel (’x_.37)

zlabel ("x.4")

subplot (2,2 ,4)

plot3(y2(:,3),y2(:,5),y2(:,7))

grid on

title (’Simulacin espacio fase (x.2,x.3,x.4)")

xlabel ('x.27)

ylabel (’x_.37)

zlabel ("x.4")

Yo

figure

c=450;

plot (t1(1l:c),yl(1l:c,1),’r’,t1(1l:c),y1(1:c,3),’b’,...
t1(l:c),yl(1l:¢c,5), ' m",t1(1:¢c),yl(1l:c,7), k")

title (’Simulacin de luciernagas para un arreglo lineal 7)

xlabel (’Tiempo (t)7)

ylabel (’Luminosidad ")

legend (’Luciernaga 1’,’Luciernaga 2’,’Luciernaga 3’,’ Luciernaga 4’)
%

figure

plot (t2(1:¢c),y2(1l:c,1),’r’,t2(1:¢c),y2(1:¢c,3),’b’ ,...
t2(1l:c),y2(l:c,5), ' m” ,t2(1l:¢c),y2(l:c,7),’k’)

title (’Simulacin de luciernagas para un arreglo cuadrado’)

xlabel (’Tiempo (t)’)

ylabel (’Luminosidad ")

legend (’Luciernaga 1’,’Luciernaga 2’,’Luciernaga 3’,’Luciernaga 47)

A.2. Generacion de enroscados

A.2.1. Funcién del sistema 5.8 y 5.13

function Mesistl (t,x);
Y%Definicin de los estados
x1=x(1);

x2=x(2);

x3=x(3);

Y% Control aplicado

c=—1.5;

9%Matriz B
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A=[0 1 0;0 0 1;-30 —4 c];

C=[.15; .3; .4];

B=—AxC;

Antervalos de la funcin de Saturacin

al=0.375;

a2=0.225;

a3=0.075;

% =0;

% uncin de saturacin

if x1>al
S=3;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —30*xx1 —4*x2+c*x3+B(3)*S|;

else if x1>=a2 && xl<=al
S=2;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —30%x1 —4*x2+c*x3+B(3)*S |;

else if x1>=a3 && xl<=a2
S=1;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —30*xx1 —4*x2+c*x3+B(3)*S |;

else if xl<a3
S=0;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —30%x1 —4*x2+c*x3+B(3) xS |;

end

end

end

end

A.2.2. Funcién del sistema 5.9 y 5.14

function Mesist2 (t,x);
YDefinicion de los estados
x1=x(1);

x2=x(2);
x3=x(3);

% Control aplicado

c=—1.6;

Matriz B

A=[0 1 0;0 0 1;-30 —4 c];

C=[.15; .3; .4];

B=AxC;

Antervalos de la funcin de Saturacin
al=0.375;

a2=0.225;

a3=0.075;

% uncin de saturacin
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if x1>al

S=3;

M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —30%x1 —4*x2+c*x34+B(3)*S];
else if x1>=a2 && xl<=al

S=2;

M=[x24B(1)*S;x3+B(2)*S; —30%x1 —4xx2+c*x3+B(3)*S|;
else if xI>=a3 && xl<=a2

S=1;
[x24B(1)*S;x34B(2)*S; —30%x1 —4xx2+c*x3+B(3)* S| ;
else if xl<a3

S=0;
[x24B(1)*S;x34B(2)*S; —30%x1 —4%x2+c*xx3+B(3)*S|;

T

T

end
end
end
end

A.2.3. Funcion del sistema 5.10 y 5.15

function Mesist3 (t,x);

YDefinicin de los estados

x1=x(1);

x2=x(2);

x3=x(3);

% Control aplicado

c=—1;

Matriz B

A=[0 1 0;0 0 1;-30 —4 c];

C=[.15; .3; .4];

B=—AxC;

Antervalos de la funcion de saturacin

al=0.375;

a2=0.225;

a3=0.075;

% uncin de saturacin

% uncin de saturacin

if xl1>al
S=3;
M=[x2+B(1)*S;x3+B(2)*S; —30%x1 —4*x2+c*x34+B(3)*S];

else if x1>=a2 && xl<=al
S=2;
M=[x24B(1)*S;x3+B(2)*S; —30%x1 —4xx2+c*x3+B(3)*S|;

else if x1>=a3 && xl<=a2
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S=1;
M=[x2+B(1)*S;x3+B(2)*S; —30%x1 —4*x2+c*x3+B(3)*S | ;
else if xl<a3
S=0;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —30%x1 —4*x2+c*x3+B(3)*S|;
end
end
end
end

A.2.4. Funcion del sistema 5.16 y 5.18

function Me=sistemaejemplo3 (t,x);

%Definicin de los estados
xl=x(1);
x2=x(2);
x3=x(3);
% Control aplicado
d=0;
c=—0.7—d;
Matriz B
A=[0 1 0;0 0 1;-0.7 —0.7 c];
B=[0; 0; 1];
B=—AxC;
Antervalos de S
al=41;
a2=39;
ad=21;
ad=19;
ab=1;
ab=—1;
%uncin de saturacin
if xl>=al
S=35;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —0.7%x1 —0.7xx2+c*x34+B(3)*S];
else if x1>=a2 && xl<al
S=Txx1—252;
M=[x24B(1)*S;x3+B(2)*S; —0.7%x1 —0.7xx2+c*x3+B(3)*S|;
else if x1>=a3 && xl1<a2
S=21;
M=[x24B(1)*S;x34B(2)*S; —0.7%x1 —0.7%x2+c*x34B(3)*S|;
else if x1>=a4 && xl<a3
S=7xx1—-126;
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M=[x24B(1)*S;x3+B(2)*S; —0.7%x1 —0.7xx2+c*x34B(3)*S;
else if xI1>=ab && xl<a4
S=7;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —0.7%x1 —0.7xx2+c*x34B(3)*S | ;
else if x1>=ab && xl<ab
S=Tx*x1;
M=[x2+B(1)*S;x34B(2)*S; —0.7%x1 —0.7xx2+c*x34B(3)*S|;
else if x1<ab
S=-T7;
M=[x24B(1)*S;x3+B(2)%S; —0.7%x1 —0.7*x2+c*x34+B(3)*S|;
end
end
Ye=eig (A)
end
end
end
end
end
end

A.2.5. Programa principal sistemas 5.13,5.14,5.15

cle
clear all
close all

x0=[0.0569;0.02847;0.09492];
[t1,x1]=0ded45(@sistl ,[0 300],x0)
@sist2 ,[0 200],x0

],x0

[t2,x2]=o0ded5 ( )
[t3,x3]=0de45 (@sist3 ,[0 200],x0);
Y%proyecciones

figure

subplot (3,3,1)

plot (x0(1),x0(2), rx")
hold on

plot (x1(:,1),x1(:,2),’k”)
title (’Proyecciones del espacio fase sistema 1)
xlabel (7X_17)

ylabel ("X_27)

subplot (3,3 ,4)

plot (x0(1),x0(3), rx")
hold on

plot (x1(:,1),x1(:,3),’k”)
xlabel (’X_1")
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ylabel (’X_37)

subplot (3,3,7)

plot (x0(2),x0(3), rx")
hold on

plot (x1(:,2),x1(:,3),’k”)
xlabel (7X_2")

ylabel (’X_37)

%
subplot (3,3,2)

plot (x0(1),x0(2), r«")

hold on

plot (x2(:,1),x2(:,2),’k”)

title (’Proyecciones del espacio fase sistema 27)
xlabel (7X_17)

ylabel (7X_2")

subplot (3,3,5)

plot (x0(1),x0(3), rx")

hold on

plot (x2(:,1),x2(:,3),’k”)

xlabel (’X_1")

ylabel (’X_37)

subplot (3,3,8)

plot (x0(2),x0(3), rx")

hold on

plot (x2(:,2),x2(:,3),’k”)

xlabel (7X_2")

ylabel (’X_37)

%
subplot (3,3,3)

plot (x0(1),x0(2), rx")

hold on

plot (x3(:,1),x3(:,2),’k”)

title (’Proyecciones del espacio fase sistema 3’)
xlabel (7X_17)

ylabel (’X_2")

subplot (3,3,6)

plot (x0(1),x0(3), rx")

hold on

plot (x3(:,1),x3(:,3),’k”)

xlabel (’X_17)

ylabel (7X_.3")

subplot (3,3,9)

plot (x0(2),x0(3), rx")

hold on
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plot (x3(:,2),x3(:,3),’k”)
xlabel ("X_27)
ylabel (’X_37)

A.2.6. Programa principal sistema 5.16

cle

clear all

close all
x0=[0.0569;0.02847;0.09492];
[t,x]=o0ode45 (Q@sistemaejemplod ,[0 600],x0);
figure

plot3(x(:,1),x(:,2),x(:,3),’k")

hold on

plot3(x0(1),x0(2),x0(3), rx*")

grid on

title (’Sistema catico con 4 scrolls )
xlabel (’X_1")

ylabel (’X_2")

zlabel ("X_3")

figure

subplot (3,1,1)

plot (x0(1),x0(2), rx")

hold on

plot (x(:,1),x(:,2),’k")

title (’Retrato fase del sistema controlado’)

xlabel (7X_17)

ylabel (’X_2")

subplot (3,1,2)

plot (x0(1),x0(3), rx")
hold on

plot (x(:,1),x(:,3),’k")
xlabel ("X_17)

ylabel (’X_37)

subplot (3,1,3)

plot (x0(2),x0(3), rx")
hold on
plot (x(:,2)
xlabel (7X_2
ylabel (?X_3

49
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