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RESUMEN

Suponiendo que la volatilidad de un activo financiero es es-
tocdstica, practicamente son nulas las posibilidades de exhibir una
representacion explicita y determinista de la distribucién del precio
del activo, lo que encamina a tratar la situacién de manera aproxi-
mada mediante simulacién numérica. No obstante, cuando la volati-
lidad obedece a un proceso de Ornstein-Ulhenbeck se puede obtener,
de forma cerrada, la distribucién del precio. En este caso, se tiene un
modelo robusto, al no depender de casos restrictivos acerca de los
pardmetros que definen tanto al proceso del precio como al de la

volatilidad.

ABSTRACT

Assuming that the volatility of a financial asset is stochastic, are
virtually nil chances of displaying a representation explicit and de-
terministic of the distribution of the asset price, to track the situation,
is nesesary approximation by numerical simulation. However, when
volatility is obeying to a process of Ornstein—Ulhenbeck can be ob-
tained, so closed, the distribution of the price. In this case, we have
a robust model does not depend on restrictive cases about the para-

meters that define both the price process and the volatility.
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INTRODUCCION

Desde hace varios afios, el mundo de las finanzas se modela mediante la representacion
matemdtica de activos financieros a partir de variables aleatorias explicadas y de ecuaciones

diferenciales estocdsticas.

En contabilidad, un activo es un bien tangible o intangible que posee una em-
presa o persona natural. Activo es un sistema construido con bienes y servicios, con
capacidades funcionales y operativas que se mantienen durante el desarrollo de cada
actividad socioeconémica especifica. Por extension, se denomina también activo al ha-
ber de una empresa, el activo forma parte de las cuentas reales o de balance. Activos
de una empresa se refiere al conjunto de bienes econémicos, derechos a cobrar que
posee un comerciante o una empresa y aquellas erogaciones que serdn aprovechadas

en ejercicios futuros.

Ejemplos de activos: Caja, Valores a depositar, Rodados, Marcas Registradas, Mer-

caderfas, Deudores por Venta.

El concepto de activo en contabilidad ha evolucionado desde una consideracién
juridica, que requeria la propiedad de los bienes o derechos, hasta la actual, que
requiere inicamente el control del bien o derecho. Actualmente se considera activo
a aquellos bienes o derechos que tienen un beneficio econémico a futuro. Eso no
tiene por qué significar que sea necesaria la propiedad ni la tenencia ni el dinero. Los
activos son un recurso o bien econémico con el cual se obtienen beneficios. Los activos

de las empresas varfan de acuerdo con la naturaleza de la actividad desarrollada.

El Marco Conceptual para la Informacién Financiera del IASB (International Ac-
counting Standards Board (Junta de Normas Internacionales de Contabilidad)), emi-
tido el 1 de enero de 2012, establece que un activo es un recurso controlado por la
entidad como resultado de sucesos pasados, del que la entidad espera obtener, en el

futuro, beneficios econdmicos.
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En los registros contables cuando se produce una variacién de un elemento de

activo, ésta puede ser de dos tipos:

a) Aumento del activo, se carga o debita anotdndose en el debe

b) Disminucién del activo, se abona o acredita, esto es, se realiza una anotacién en

el haber

y su saldo al finalizar el ejercicio contable es siempre deudor o cero.

TIPOS DE ACTIVO

Activo corriente

El activo corriente, también denominado activo circulante, es aquel activo liqui-
do a la fecha de cierre del ejercicio, o convertible en dinero dentro de doce meses.
Ademds, se consideran corrientes a aquellos activos aplicados para la cancelacién de
un pasivo corriente, o que evitan erogaciones durante el ejercicio. Son componentes
del activo corriente las existencias, los deudores comerciales y otras cuentas a cobrar,

las inversiones financieras a corto plazo y la tesoreria.

Activo no corriente o Activo fijo

Los activos no corrientes son los activos que corresponden a bienes y derechos
que no son convertidos en efectivo por una empresa en el afio, y permanecen en
ella durante més de un ejercicio. Conocidos también como activos fijos, son aquellos
que no varian durante el ciclo de explotaciéon de la empresa (o el afio fiscal). Por
ejemplo, el edificio donde una fébrica monta sus productos es un activo no corriente
porque permanece en la empresa durante todo el proceso de fabricacién y venta de
los productos. Una caracteristica importante de los activos no corrientes es que son

poco liquidos, dado que se tardaria mucho en venderlos para conseguir dinero.

Contraejemplo: en una inmobiliaria, los edificios que la inmobiliaria compra para

vender varian durante el ciclo de explotacién y por tanto forma parte del activo cir-
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culante. Al mismo tiempo, las oficinas de la inmobiliaria son parte de su activo no

corriente.

Activo financiero

Un activo financiero es un activo intangible materializado en un titulo o sim-
plemente en una anotacién contable, por el que el comprador del titulo adquiere el
derecho a recibir un ingreso futuro de parte del vendedor. Los activos financieros son
emitidos por las unidades econémicas de gasto y constituyen un medio de mantener
riqueza para quienes los poseen y un pasivo para quienes lo generan. A diferencia
de los activos reales, no contribuyen a incrementar la riqueza general de un pais, ya
que no se contabilizan en el Producto interno bruto de un pais, pero si contribuyen
y facilitan la movilizacién de los recursos reales de la economia, contribuyendo al
crecimiento real de la riqueza. Entre las principales categorias de activos financieros

se encuentran los préstamos, las acciones, los bonos y los depésitos bancarios.

Ejemplo: El préstamo que realiza un prestamista a una empresa es un activo finan-
ciero, en este caso la empresa es la vendedora del activo y el ahorrador, el comprador

que espera recibir una corriente de ingresos en el futuro.

Activo subyacente

Es un activo que, en los mercados de productos derivados, esta sujeto a un contra-
to normalizado y es el objeto de negociacién en el mercado. Es decir, es aquel activo
sobre el que se efecttia la negociaciéon de un activo derivado. Uno de los criterios por

lo que se pueden clasificar los diferentes derivados, por tipo de activo subyacente es:

a) Si se trata de mercaderias, productos agricolas o metales, pertenece al grupo de

opciones y futuros, derivados en general, sobre activos reales o commodities.

b) Si son divisas, tipos de interés o indices bursétiles, pertenecera al grupo de

opciones y futuros sobre instrumentos financieros.
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A modo de ejemplo, en la tabla 0.0.1 se pueden observar algunos de los activos

que se negocian como subyacentes en los mercados de derivados.

Tabla 0.0.1: Algunos activos negociados en los mercados de derivados

Tipo de activo Producto Activo
Agricolas Soja, trigo, cebada, algodon, etc.
Ganaderos Cerdo, cordero, pollo, etc.
Commodities Metales no preciosos Aluminio, cobre, plomo, zinc, etc.
Metales preciosos Oro, plata, platino, paladio, etc.
Energia Gas, crudo, gasolina, electricidad, etc.
Indices Meteorolégico, seguros, etc.
Tipos de cambio USD/]JPY, USD/DEM, etc.
Financieros Tipos de interés EURIBOR, LIBOR, US T-Bond, etc.
Acciones Telefénica, Repsol, IBM, GM, ATT, etc.

Indices bursatiles IBEX, DAX, S& P, CAC, NIKKEI, etc.

ESTOCASTICIDAD EN EL MUNDO FINANCIERO

En los mercados financieros, adicionalmente a la compra y venta de activos existe
un tipo de transaccién denominado venta en corto. Vender en corto es la practica
de vender activos financieros, generalmente acciones, que han sido prestados de un
tercero con la intencién de devolverle el mismo activo en especie y, adicionalmente

pagarle cierta tasa de rendimiento previamente pactada.

Adicionalmente a los activos per sé, también se hace compraventa de derivados.
Actualmente, el concepto de derivado no se limita a activos financieros sino también
tiene subyacentes tales como granos, bienes industriales, electricidad, gas natural, cli-
ma, seguros de crédito y seguros en general, también conocidos como commaodities.
Dentro de los mercados financieros y de commodities existen derivados que se nego-

cian tanto en mercados organizados como entre particulares llamados over the coun-

ter (OTC).
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Algunos de los principales instrumentos derivados plain vanilla son los contratos
forwards, futuros y opciones. Los primeros se negocian en los mercados OTC, usual-
mente entre particulares. Como alternativa a éstos, se encuentran los futuros, que son
contratos estandarizados y regulados por una cdmara de compensacién que general-
mente se negocian de manera diaria y obligan al poseedor a comprar o vender el
subyacente en cuestién. Por otro lado, una opcién es un derecho y no una obligacién
de comprar o vender un subyacente y se negocia tanto en mercados organizados como

en OTC.

Existen dos tipos de opciones, las call y las put, es decir, opciones de compra y
de venta respectivamente. Dentro de ambas existen Americanas, Europeas y Exoéticas.
En el caso de las Europeas, éstas pueden ser ejercidas tinicamente al vencimiento y
para calcular el precio de ellas, tradicionalmente se ha hecho usando Black-Scholes—
Merton. Sin embargo, dado que uno de los supuestos que se deben cumplir es que
el precio del activo siga un movimiento browniano geométrico, entonces tanto la tasa
de rendimiento como la volatilidad, deben de ser constantes en el tiempo lo cual
generalmente no es el caso. El precio de un activo puede tener una tendencia mucho

mas complicada al suponer que al menos la volatilidad es estocastica.

Suponiendo que la volatilidad es estocdstica, practicamente son nulas las posibi-
lidades de exhibir una representaciéon explicita y determinista de la distribucién del
precio, lo que encamina a tratar la situacién de manera aproximada mediante simu-
lacién numérica. No obstante, hay al menos una situacién en la que la volatilidad, a
pesar de ser estocdstica, tiene un comportamiento que permite obtener una soluciéon
de forma cerrada de la distribucién del precio y esto es cuando ella obedece a un pro-
ceso de Ornstein—Ulhenbeck. En este caso, se tiene un modelo robusto al no depender
de casos restrictivos acerca de los pardmetros que definen tanto al proceso del precio

como al de la volatilidad.
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1.1 VALUACION DE OPCIONES
1.1.1  Medida neutral al riesgo

En modelos financieros, primero se define un espacio muestral (), el cual pue-
de interpretarse como el conjunto de los posibles escenarios a ocurrir en un tiempo

futuro. Los escenarios tienen cierta medida de probabilidad P.

Cambio de medida

Para modelar activos contenidos en mercados financieros, es necesario cambiar
de la medida actual de probabilidad P a la medida neutral al riesgo P. Al estar
presente P, el espacio de escenarios () se convierte en un espacio infinito contable y

P=P=0 para cada w € (), es decir, para una VA Z en ),

A continuacién se presentan las condiciones sobre la VA Z para que P sea una

medida de probabilidad.
Teorema 1.1.1. Medida de probabilidad P
Sean (), .#, P) un espacio de probabilidad y Z una VA positiva tal que, E[Z] = 1.
SiAe Fy,
P(A) = jA Z(w) dP(w)

entonces, P es una medida de probabilidad.
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Sean [E asociada a P y X una VA no negativa entonces,
E[X] = E[XZ]

Mas aun, si Z es estrictamente positiva, casi seguramente y, Y es una VA positiva

entonces,
E[Y] = E Y
|z
Demostracion: Véase [Shreve II, Capitulo 1, pp.33]. |

Definicién 1.1.1. Medidas equivalentes
Sea (Q),.#) un espacio medible. Se dice que dos medidas de probabilidad, P y P,
son equivalentes en ({2, .7 ) si, tienen los mismos conjuntos de probabilidad cero, es

, F
F,P(A) =0si,ysolosi, P(A) = 0.

decir, si para cada A €
Definicién 1.1.2. Medida neutral al riesgo
Se dice que una medida de probabilidad P es neutral al riesgo si, las dos siguientes

condiciones se cumplen,
a) Py P son equivalentes

b) Bajo la medida de probabilidad P, el precio descontado de la accién, D; S, es
una martingala, para todai = 1,...,m donde, D; = exp {—r t} es el factor

de descuento y Si el i — ésimo activo del portafolio

Para el propésito de valuacién de derivados, se utilizard una medida neutral al
riesgo P. En el caso particular de los modelos en tiempo continuo, teniendo P y P,
se puede determinar precios de derivados que permitan establecer coberturas que
funcionen con probabilidad P uno, las cuales también funcionardn con probabilidad

P uno.

Es comun referirse a los calculos hechos mediante una medida actual como el
computo hecho en el mundo real y aquellos realizados mediante una medida neutral
al riesgo como el computo hecho en el mundo riesgo neutral. Ahora bien, se podria
cuestionar por qué existen dos diferentes mundos dentro de las finanzas y, cudl de las
dos medidas resulta mds adecuada para el mundo real. En la representacion matemati-

ca de activos financieros que se desarrolla a partir de variables aleatorias explicadas
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y de ecuaciones diferenciales estocdsticas existe solo un mundo. Para entender mejor
esta idea hay que recordar que existe tanto un tinico espacio muestral () que represen-
ta todos los posibles estados futuros del mercado, como un solo conjunto de precios
observados de los activos financieros disponibles en el mercado. A menudo se trabaja
en un mundo donde se asume que las probabilidades estdn dadas por una medida
actual de probabilidad empiricamente estimada y a veces asumiendo que esta dada
por una medida de riesgo neutral, sin embargo, no se modifca el panorama de las
posibilidades. Debido a que la equivalencia entre medidas de probabilidad concuerda
en qué eventos tienen probabilidad de uno, es posible que cierta cobertura funcione

tanto bajo la medida actual de probabilidad como en la medida neutral al riesgo.

Teorema 1.1.2. Girsanov
Para t € [0, T], sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad y, W; un MB y X; un PE

adaptados a la filtracién .#;. Se definen,

1 ¢t o t
Zy =exp {_Zfo X:ds — fo X dWS}
Y,
We=W,+ [ X.d
t = Wy 0 2 s
Asumiendo ademds que,
T 2 52
E fo X272 ds| < oo
si Z = Z entonces, [E [Z] = 1. Y bajo la medida de probabilidad P, W; es un MB.

Demostracién: Véase [Shreve II, Capitulo 5, pp.212]. ]

1.1.2 Teoria cldsica de valuacion de opciones

Los mercados financieros son un vehiculo de intercambio de activos de interés
entre sus participantes. Adicionalmente a la compra y venta de activos financieros,
existe un tercer tipo de transaccién denominado venta en corto. En finanzas, vender
en corto es la practica de vender activos financieros, generalmente acciones, que han
sido prestados de un tercero con la intencién de devolverle el mismo activo en especie

y, adicionalmente pagarle cierta tasa de rendimiento previamente pactada.



Broker es un interme-
diario experto en la
materia, responsable
de conjuntar las par-
tes y su objetivo es
acercar a los clientes

al sector financiero.
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Lo que se busca con esta practica es que el precio de los activos que se vendie-
ron en corto caiga por lo que, objetivamente, a la fecha de la compra se pagard una
cantidad menor a la cual se logré vender el activo originalmente. El tercero, que usual-
mente es un broker, espera que se le pague cierta tasa de rendimiento proporcional al

tiempo que dure la venta en corto.

Adicionalmente a los activos financieros per sé, también se hace compraventa de
derivados de activos financieros. Un derivado es un instrumento financiero tal que
su valor depende o esta derivado de otros valores, comunmente un activo subyacente.
En su definicién moderna, el concepto de derivado no se limita a activos financieros
sino también tiene subyacentes tales como granos, bienes industriales, electricidad,
gas natural, clima, seguros de crédito y seguros en general, también conocidos como

commodities.

A continuacién se desarrollaran algunos conceptos de suma importancia de la
teorfa clasica de valuacién de opciones que hoy en dia siguen siendo el estandar para

la valuacion.

Bolsas de derivados y mercados OTC

Dentro de los mercados financieros y de commodities existen derivados dentro
de mercados organizados y aquellos que se negocian entre particulares over the counter
o simplemente llamados OTC. A continuacién se desarrollard una breve explicacion

entre ambos mercados y sus diferencias.’

Definicion 1.1.3. Mercado o bolsa de derivados
Un mercado o bolsa de derivados es un sistema organizado donde sus participan-
tes negocian contratos tipificados que han sido previamente definidos mediante la

estandarizacién contractual de las operaciones.

Por el concepto de “previamente definidos” nos referimos a que las cantidades
y el tipo de entregas se encuentran estandarizados, entre los mds importantes estdn
el Chicago Board of Trade y el Chicago Mercantile Exchange que hoy en dia se en-

cuentran fusionados como CME Group. Al igual que las bolsas de valores, las bolsas

Véase [Hull ], Capitulo 1] para mayor informacién sobre mercados de derivados.
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1.1 Valuacién de opciones

de derivados se encuentran completamente automatizadas y la interaccién entre sus

participantes se desarrolla electrénicamente.

No todo intercambio de activos ocurre en mercados organizados, existen también

mercados no organizados.

Definicion 1.1.4. Mercados OTC
Los mercados no organizados (over the counter), OTC por sus siglas en inglés, son
una importante alternativa de las bolsas de derivados, que en tamafio son mucho

mayores que los mercados organizados.

La caracteristica principal de los mercados OTC es que no existe una cdmara de

compensacion que regule las operaciones.

Contratos derivados

En esta seccién se expondré una breve explicacién de los principales instrumentos

derivados plain vanilla, forwards, futuros y opciones.

Una de las formas maés sencillas de contratos derivados es un contrato forward.

Definicién 1.1.5. Contrato forward
Un contrato forward es un acuerdo para comprar o vender cierto activo subyacente

en el tiempo futuro a cierto precio.

Un contrato forward se negocia en los mercados OTC, usualmente entre parti-
culares y/o instituciones financieras. Una de las partes asume la posicion larga, con
lo que se compromete a comprar el subyacente en cierta fecha futura y a cierto pre-
cio previamente pactado. Por otro lado, la posicién corta se compromete a vender el

subyacente en la misma fecha futura al precio pactado.

Como alternativa a los contratos forward se encuentran aquellos contratos es-
tandarizados denominados futuros, los cuales se negocian generalmente de manera

diaria.

Definicién 1.1.6. Contrato futuro
Un contrato futuro es aquel que obliga al poseedor a comprar o vender cierto subya-

cente a un precio determinado en cierto tiempo futuro también determinado.

11



1 ANTECEDENTES

A diferencia de los contratos forward, los contratos futuros tienen la peculiari-
dad de ser contratos estandarizados que se negocian en una bolsa de valores y por
esto tltimo existe una cdmara de compensacion que acttia como intermediario para

garantizar el pago y la entrega del subyacente por las partes involucradas.

En términos mas estrictos y siguiendo a [Shreve II], el precio futuro Py de un

activo tal que su valor al tiempo T es St estd dado por,
Pf(t,ST) = E[ST | F#]

donde, t € [0, T] es el tiempo actual (tiempo de valuacién), T el tiempo de vencimiento

y #: la filtracién asociada.

Una posicion larga en los contratos futuros es un acuerdo de recibir como flujo
de efectivo los cambios en el precio del futuro tales que, podrian incluso ser negativos
durante el tiempo que se sostiene la posicién. Por otro lado, la posicién corta recibe

el flujo de efectivo opuesto del contrato futuro.

Los contratos futuros tienen la peculiaridad de ser contratos suma cero al final
del dia, es decir, la deferencia entre la posicién larga y la corta debe de ser liquidada
a través de la cAmara de compensacion, lo cual permite que se garantice el pago entre
las partes y, posibilita el calculo de las diferencias en el flujo de efectivo de manera

diaria.

A diferencia de los contratos forward y los futuros, una opcién proporciona al
poseedor el derecho, y no la obligacién, de adquirir cierto subyacente a un precio

pactado.

Definicién 1.1.7. Opciones
Una opcién es un derecho, y no una obligacién, de comprar o vender cierto activo

subyacente a un precio pactado en un tiempo determinado.

Las opciones se negocian tanto en mercados organizados, es decir, en bolsas de

valores, como en mercados OTC.

Existen dos tipos de opciones, las opciones call y las put. Las opciones call pro-

porcionan al poseedor la opcién de vender cierto subyacente a un precio determinado

12



1.1 Valuacién de opciones

en un tiempo determinado. Las opciones put, por el contrario a las call, proporcionan
al poseedor el derecho de vender cierto subyacente a un precio determinado en un

tiempo determinado.

El precio pactado para la compra en una opcién call y para la venta en una put,
se denomina precio de ejercicio o strike price. La fecha en el contrato es comtinmente
llamada fecha de expiracién o fecha de maduracién. Dentro de las opciones call y put
existen opciones Americanas, Europeas y exoéticas; entre estas tltimas destacan las
Asiédticas. Las opciones Americanas tienen la peculiaridad de poder ser ejercidas por
el poseedor en cualquier momento de la vida del contrato. En el caso de las opcio-
nes Europeas, éstas pueden ser ejercidas inicamente en el vencimiento. Las opciones
Asidticas a diferencia de las Americanas y las Europeas tienen la peculiaridad de que
el esquema de pagos depende del promedio de precios del subyacente durante un

periodo especifico de tiempo.

Posicién y esquema de pagos en las opciones

En cada contrato de opciones existen dos esquemas de pagos; de un lado se
encuentra aquel inversionista que ha adquirido la posicién larga y del otro lado el
que asume la posicién corta. La diferencia yace en que el primero adquiere el contrato
mientras que el otro le vende el contrato a la posicion larga. La posicién corta vende
el contrato en un inicio, sin embargo, es posible que adquiera responsabilidades en
un futuro. La utilidad del emisor es el inverso de la utilidad del comprador. Existen

cuatro tipos diferentes de posiciones en los contratos de opciones:
a) La posicién larga en una opcion call
b) La posicién corta en una opcion call
c) La posicién larga en una opcién put
d) La posicién corta en una opcioén put

Las opciones Europeas se representan usualmente en términos del esquema de

pagos para el comprador del titulo (posicién larga). El precio inicial pagado por ad-
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1 ANTECEDENTES

quirir el contrato, es decir, la prima que se paga para adquirir la opcién no se incluye

como parte del calculo.

Definicién 1.1.8. Esquemas de pagos de opciones europeas
Sean St el precio al tiempo final T y K el precio de ejercicio de la opcién (strike price)

entonces,
a) El esquema de pagos de la posiciéon larga de una opcién call europea es
max(St — K,0) = (St — K,0)*"

(La opcién se ejercera si, y s6lo si, St > K)

b) El esquema de pagos de la posiciéon corta de una opcién call europea es

—max(St — K,0) = min(K — S1,0) = (K —S7,0)~

(La opcién se ejercera si, y s6lo si, St < K)

c) El esquema de pagos de la posicién larga de una opcién put europea es

max(K — St,0) = (K — St,0)*

d) El esquema de pagos de la posicion corta de una opcién put europea es

—max(K — St,0) = min(St — K,0) = (St — K,0)~

1.1.3 Foérmula de Black—Scholes—Merton

Para obtener el precio de una opcién call Europea con Black-Scholes—-Merton

(BSM), se asumird que la volatilidad ¢ y la tasa de interés r son constantes y, se

tomaré el esquema de pagos del derivado como Vi = (St — K) ™.

De acuerdo con [Shreve II], para deducir la férmula BSM deben de cumplirse las

siguientes condiciones,

a) El precio de la accién sigue un MB geométrico

14



1.1 Valuacién de opciones

b) Se permite la venta en corto de activos financieros con el uso completo de las

utilidades generadas

c) La opcién puede ser replicada por un portafolio autofinanciable compuesto por

uninstrumento libre de riesgo y por el subyacente de la accién

d) No existen costos de transaccién o impuestos. Todos los activos son preferente-

mente divisibles

e) No existen dividendos, es decir, el instrumento subyacente no paga dividendos

durante la vida del derivado
f) No existen oportunidades de arbitraje
g) La negociacion de activos financieros en el mercado es continua
h) La tasa libre de riesgo es constante a través del tiempo

Ejemplo 1.1.1. En la Figura 1.1.1 se muestra la grafica de las densidades unidimen-

sionales del movimiento browniano geométrico para instantes t € [0, 5].

Fig. 1.1.1: Gréfica de la densidad del movimiento browniano geométrico con pardmetros ¥ =1y o = 1.
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Teorema 1.1.3. Férmula de Black-Scholes—-Merton
Sean S; un MB geométrico con tasa promedio de rendimiento 7, volatilidad ¢ > 0
y precio inicial del activo financiero Sy > 0. Para una constante K > 0, existe una

funcién c : [0,00) X R — R continua que es solucién de la EDP
1
c(t,x) = Djc(t,x) +r x Dic(t,x) + 5 0% x* D3c(t, x)

para todo t € [0,T) y toda x > 0, llamada ecuacién diferencial parcial de Black—

Scholes—-Merton sujeta a la condicién inicial,
c(T,x) = (x—K)*
mas aun,
c(t,S;) =E {exp {—=r T} (S1—+ — K)ﬂ
=So®(dy (T—1t5))—Kexp{—r(T—t)}P(d_(T—1tS50))
donde,

® es la funcién de distribucion N (0,1) y,

ds (T —1,S0) = dy (T —t,S0)
—d_(T—tS)) +o VT —1t

=—— In|— |+ (r£z0c° ) (T—-1t)]|.
ovT—t [ < K ) ( 2 ( )
K es el precio ejercido del instrumento derivado (strike price) y, puede interpre-

tarse como el precio pactado para comprar o vender el subyacente a la fecha de

ejercicio.

T representa la fecha de expiracién del contrato.

Demostracion:

Sea S; un MB geométrico, es decir, para y,c > 0 constantes,
~ 1,
St =Spexpso Wy + r—ia t
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1.1 Valuacién de opciones

de donde,
Sr=S§ Wr — W, 12
T = ot exp (7( T — t)+ r—ia T
:Stexp{ UfY+<r—;a>T}

donde, T = T — ¢, es decir, el tiempo que falta para la expiracién, va es un MB en el
sentido del teorema de Girsanov bajo la medida neutral al riesgo P y Y es una VA
N(0,1) definida por,
_ Wr—W;
T—t

Notese que St es el producto de la VA Sy, la cual es .%; — medible, y la variable,

exp{—(fﬁY+ (r—;cﬂ) r}

Myron S. Scholes
la cual es independiente de .#;. Entonces, (1941-)

Matemitico, econo-

c(t,x) =E

mista y abogado ca-

1 +
exp{—r 7} <x exp {—(7 VTY + <r— 5 (72> T} —K>
nadiense. Recibié el

1 1 !
= ﬁ I]R exp {—1’ T} <x exp {_0 ﬁ y+ (7’ ) 0.2) T} - K) dy Premio Nobel de Eco-

nomia en 1997, com-
donde, E es la esperanza bajo la medida neutral al riesgo y, el integrando, partido con Robert C.

Merton, por sus tra-

+
(x exp {—0‘ \/% Y+ (r — % (72) T} — K) bajos para calcular el
precio de las opciones

es positivo si, y sélo si, financieras.

y<d_(t,x)= = 15 [ln (Iﬁ) + <r— % 02> T]

Por lo tanto,

ot x) = \/%J‘doo(r,x)exp{_r T} (x exp{—(f VTy+ <r—|—;(72> T} —K)
1
'exp{—z yz} dy
1 d_(T,x)
_fﬁw xexp{ 5Y —Ufy—*U T}
\ﬁfoo exp{—rT}Kexp{ zy}dy
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1 ANTECEDENTES

= x \/%f:iw(nx) exp {—; (y+o \/?)2} dy —exp{—rt} KN (d_(7,x))
=x \/127[ fii;o(T'x)wﬁexp {—; zz} dz—exp{—r 1} KN (d_(1,x))

=x N (di(t,x)) —exp{—rt} KN (d_(7,x))

exp{—r 1} <x exp{—UﬁY—I— <7’—;0'2> T} —K>+]

BSM(t,x,K,r,0) = x N (dy(t,x)) —exp{—r 1} KN (d_(7,x))

Si denotamos,

BSM(t, x,K,r,0) = E

entonces,

es la féormula BSM con parametros 7, x, K, 7 y 0. [ |

Ejemplo 1.1.2. En la Figura 1.1.2 se muestra la grafica de la solucién de la ecuacién
diferencial parcial de Black-Scholes con pardmetros T =10, K =05,r =1y o =1.Si
bien no es posible apreciarlo con claridad, en este caso el estado no estacionario suce-
de en una vecindad de [t, 0y] cercana a [0,1] x [0, 1]. Esta situacién resulta de interés
ya que proporciona la idea de cémo se comporta el sistema en periodos cortos, lo cual
es de vital importancia en la materia que ocupa, el mundo financiero. Antedicho es
una motivacién a pretender visualizar més cercanamente el fendmeno, por lo que en
la Figura 1.1.3 se presenta un acercamiento de la 1.1.2 en el dominio propuesto con
anterioridad. En dicho acercamiento puede observarse la tendencia fluctuante, tal vez

cadtica, en la evolucién temprana del sistema.
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1.1 Valuacién de opciones

Mo estacionariedad

Fig. 1.1.2: Gréfica de la solucién de la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes con pardmetros
T=10,K=05r=1yoc=1

Fig. 1.1.3: Gréfica de la solucién de la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes en su estado no

estacionario, con pardmetros T =10, K =0.5,r =1y o = 1.
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DISTRIBUCION DEL PRECIO DE UN ACTIVO
CON PARAMETRO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICO

2.1 MODELOS DE PRECIO CON VOLATILIDAD ESTOCASTICA

El precio de un activo es un proceso {P;},., que satisface la ecuacién diferencial

estocastica,

APy =y Py dt +o; P thl (2.1.1)
donde y es una constante, W} es un proceso de Wiener y ¢; es la volatilidad.

La volatilidad ¢; puede ser una funcién determinista, constante, o bien, un pro-
ceso estocastico {0t },-,. Cuando es un proceso estocéstico, puede ser s6lo un proceso

de saltos o una difusién de Itd, cuyo caso serd el de nuestro interés en adelante.

Puesto que la EDE que gobierna al precio es lineal, su solucién tiene la forma,

t 1 t
Py = Py exp {jo u— 5 (752 ds + fo Os dWsl} (2.1.2)
donde Py es la condicién inicial.

Generalmente, se supone que la volatilidad es de la forma o; = f (Y;), donde f
es una funcion positiva e {Y;},., un proceso que usualmente es la solucién de una

ecuacion diferencial estocdstica de la forma,
Yy =08 (0—Y:) dt+kp dW} +ky/1— p? dW? (2.1.3)

de donde, se dice que es un proceso de reversién a la media. Donde 6, 6 y k son

constantes que denotan la tasa de reversion a la media, el nivel medio a largo plazo y
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2 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-ULHENBECK

la volatilidad de la volatilidad, respectivamente. El término de deriva de la EDE que
gobierna a la volatilidad implica que el proceso solucién Y; tenga una distribucién
limite (cuando t — o0) cuyo valor esperado es 6, es decir, el comportamiento asintético

2 - - 1
del proceso O-U. {W}},_ es un proceso de Wiener correlacionado con {Wj'},_.

A priori, la correlacién entre los dos procesos de Wiener puede depender del
tiempo, pero aqui se supondra constante, serd denotado por p € [—1,1] e interpretado

como el coeficiente de correlacién instantaneo definido por la variacién cruzada de

W1 y Wz, (Wl, WZ) =p t.

A continuacién se describen tres situaciones comunes en las que el proceso

{Yt}t>0 es de interés, aunque por supuesto existen més.
1. Cuando es la solucién de una EDE lineal con coeficientes constantes
dY; = c1 Y; dt +cp Yy dW?
bajo estas condiciones, se dice que {Y;},., es un proceso lognormal.
2. Cuando {Y}},,, es un proceso O-U,

dY; =6 (0 —Y;) dt +k dW?

3. Cuando {Y}},., es un proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), es decir, la solucién
de la EDE,
dY; =6 (0 —Y,) dt +k \/Y; dW?

Ejemplo 2.1.1. Gréfica de la densidad de la volatilidad {ct},., cuando ésta sigue un

proceso O-U para tiempos t € [0,10] con § =1.0,0 = 1.0, k = 1.5 y 09 = 0.0.

Ejemplo 2.1.2. En la Figura 2.1.2 se muestra la grafica de 100 trayectorias del proceso
de volatilidad {ct},., cuando es de O-U para tiempos t € [0,1], con 6 = 1.0, 6 = 1.0,
k=15y oy =0.0.

Ejemplo 2.1.3. Gréfica comparativa del histograma y la distribucién teérica del pro-
ceso de volatilidad {c;} t>0 cuando es de O-U al tiempo t = 1, con § = 1.0, 6 = 1.0,
k=15y 0y =0.0.
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Ejemplo 2.1.4. En la Tabla 2.1.1 se enlistan algunos modelos de volatilidad estocastica

mencionando entre otras cosas, el valor de la correlacién instantanea p y la funcién

f ).

Tabla 2.1.1: Algunos modelos de volatilidad estocastica

Autor y Referencia | Correlacién | Funcién f {Yt}i=0
[Hull J] p=0 f(Y) =Y | Lognormal
[Scott L. O] p=0 f(Y)=e¥ O-U
[Stein E] p=0 fY)=Y O-U
[Ball C] p=0 f(Y)=vVY CIR
[Heston S] p#0 fY)=vY CIR
p#0 f(Y)=e¢e" O-U
[Bormetti]
040 | fM =l | o
f
0.8
06

Fig. 2.1.1: Gréfica de la densidad de la volatilidad {ct};-, cuando ésta sigue un proceso O-U para
tiempos t € [0,10] cond =1.0,0 = 1.0,k =15y 0p = 0.0.
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1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.1.2: Griéfica de 100 trayectorias del proceso de volatilidad {ct},, cuando es de O-U para tiempos
t€[0,1], con 6 =1.0,0 =10,k =15y oo = 0.0.
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Fig. 2.1.3: Comparacién entre el histograma y la distribucién teérica del proceso de volatilidad {ct},
cuando es de O-U al tiempo t =1,con 6 =1.0,0 =1.0,k =15y 0p = 0.0.
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2.2 Distribucién del precio de un activo

2.2 DISTRIBUCION DEL PRECIO DE UN ACTIVO

Siguiendo a [Stein E], la distribucién del precio de un activo cuando este sigue un
proceso de Itd con parametro de volatilidad estocéstico de la forma O-U es descrita
por las dos siguientes EDE,

dPt(‘u, 0}) = U Pt(]/l, 0}) dt + 0} Pt(“l/l, 0}) thl (2.2.1)
doi(8,6,k) = 6 (6 — oy) dt + k dW? (2.2.2)
donde, P; (u,01) v 01 (9,60,k) son los procesos de precio y de volatilidad del activo

respectivamente; 1,6, 6 y k constantes y, W} y W2 procesos de Weiner independientes.

En lo sucesivo se omitird la dependencia que tiene o; de J, 6 y k, salvo cuando

sea necesario.

Dado que la EDE que describe a la volatilidad estd gobernada por un proceso

O-U,' 0} en su forma explicita es,

op=0pexp{—0t}+0 (1—exp{—=5t})
; (2.2.3)
+kf0 exp{—6 (t—s)}dW?

mientras que para encontrar la solucién de la que describe al precio, se puede recurrir

al método de separacién de variables.t Es decir, resolver la EDE equivalente,

1

- — 1
Pt(“l/l, U't) dpt(“l/l, U't) U dt + Ot th (2.2.4)

aplicando la férmula de It6 (Teorema D.1.1) al proceso con la funcién f(x) = In {x}.

Asi, se tiene que,

t 1 t
Pi(p,01) = Po(p,00) exp {jo H— 5 (752 ds + jo Os dwsl} (2.2.5)

En particular, cuando p = 0,

1 ot t
P (0,0¢) = Py(0,00) exp {—2 fo o2 ds + fo 05 dW;} (2.2.6)

t Véase Apéndice C
T Véase Apéndice E
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2 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-ULHENBECK

Si ademds se define P} (0;) = Pi(y,03) para toda t y se supone que P} (0p) = 1

entonces,

1 ¢t t
P(0y) = exp {—2 fo o2 ds + fo s dWsl} (2.2.7)

1 ot t
Observacion 2.2.1. Notese que, In {PP(0})} = -5 fo 0% ds + fo oy dWL.

A continuacién se haran algunas deducciones sobre la distribucion de P?(c;) de-

pendiendo del comportamiento de o;.
Caso 1. 0y constante

Si 0y es constante, en cuyo caso simplemente se denotard como ¢ entonces,

a) In{P(0)} tiene distribucién N (—; o2 t,o? t> f

1
b) PY(c) tiene distribucién Lognormal (—2 o2 t,o? t) ¥

c) Para p > 0, la densidad de PtO(O') es,

1 2
ln{p}—i—EUZt

expy —5 ot (2.2.8)

—_

Fiol U)_¥
P _pU'\/Zﬂt

Caso 2. 0; determinista

Anélogamente al caso 1,
1
a) In{P(0y)} tiene distribucién N <—2 [y o2 ds, [} o2 ds> t

b) P?(c;) tiene distribucién

1t t o, ;
Lognormal <—2 jo o; ds, fo o ds)

t Véase Teorema A.8.1.
1 Véase Apéndice B
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c) Para p > 0, la densidad de P?(c}) es,

1

py/2 nfotasz ds

1 ot
In{p}+= | o ds
X exp 1 Zfo

2 fot o2 ds

fes (p,0) =

(2.2.9)

1 ot
Observacion 2.2.2. Si se define a; = 4/ T jo (752 ds entonces, f;to(p, ap) = f;tg‘(p, o).

Caso 3. 0 estocastico (O-U)

Para el caso de que 0; es estocéstico, se debe hacer la siguiente observacién im-
portante: 0; puede mirarse como un proceso autorregresivo de orden 1 (AR1) y por
tanto puede escribirse 0; = 0;(w), es decir, la w — trayectoria asociada al proceso, para
cada w € 0. En este caso, a; (como se defini6 el la observacién 2.2.2) es estocéstica, es

decir ay = at(w).

Por lo tanto, andlogamente al caso 2, la densidad del precio al tiempo t queda

determinada por,
foo(p,0) = E | fro(p,a1)]

y serd probado en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1. Densidad del precio cuando y =0
La densidad del precio cuando es un proceso que satisface a las ecuaciones (2.2.1) y

(2.2.2) cuando u = 0 estd dada por,

fPP(P/ o) =E [f;‘?(p,at)] (2.2.10)
donde f* es como en la ecuacién (2.2.8) y a; como se describe en el caso 3.

Demostracion:

Supoéniendo que «; tiene densidad m,, (0), se tiene que para a < b,

b
Pla<wa <b) = L My, (o) do (2.2.11)
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2 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-ULHENBECK

Esto implica que, para alguna funcién G,
E[Gow] = fooo G (o) mg, (o) do (2.2.12)
y por la ecuacién (2.2.10),

fro(p@) = [ Fio (p,0) e, (o) do (2.2.13)

La afirmacion (2.2.13) dice que la distribucién deseada es una mezcla de lognor-
males, promediada a través de la distribucién de mezcla m,,. La llave a ésto es la

funcién generadora de momentos de una variable aleatoria Y
My () = E[exp {7 Y} ]

y si Y tiene densidad ¢y entonces

My (1) = E[exp{t Y}] = [ _exp{ty} v (y) dy
notando que

L{pv(y) } =My (-7) = [ _exp{~Ty} ¢ (y) dy
es la transformada de Laplace bilateral de ¢y.

Luego, si Y = txf entonces,
I(A)=Efexp{-Aaj}] = fOOO exp {—A 0?} my, (0) do (2.2.14)
y recordando que el objetivo es obtener fPtO (p, o), se puede hacer uso de que para
cadat>0,si X; =In {PP} entonces las densidades de PtO y X; estan relacionadas por
1

foo (p,o) = » fx (In{p},o) = oxp {x]

fx,(x,0) para conocer fp (p,0).

fx,(x,0). Por lo tanto, es suficiente encontrar

Ahora, con el lema G.1.1 en mano, puede deducirse la férmula exacta de fP,O (p,o)
a partir de las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.13) haciendo uso de la transformada de Fourier

de la funcién fx, y de su respectiva transformada inversa.

Bajo el entendido de que fx, (x) = fx,(x,0), si g denota a la transformada de

Fourier de fx, entonces,
g (&) = [ exp{ixg}fx, (x)dx (2.2.15)
fro () = 5 [ exp{-ix &) g (€)dg (22.16)

28



2.2 Distribucién del precio de un activo

Recordando que fx, (x) = p fpo (p,o), x =In{p} y usando las ecuaciones (2.2.13)
y (2.2.8), se tiene que la ecuacién de la transformada inversa de Fourier de fx, (2.2.16)

se puede representar como,

fx, (x) = p fpo (p,0)

=p |, fro (p.0) mao, (0) do
1 2
In{p}+ 5 o?t

= yfoo B exp 1 my, (o) do
0 yov2mt 2 oVt (2.2.17)
T, .\?2
oS 1 1 x—f—io' t d
=| ———expl—= | —=— my, (0) do
fO U\/Zntep 2 ot ()

Ahora, aplicando la férmula de la transformada de Fourier (2.2.15) a fx,, el teore-

ma de Fubbini y rearreglando términos se obtiene,
(@)= [Ty @) [T
0 o2t
2x+ 02 t) 2
cexp — | ——= | +ix{pdx,do
P { ( 20V2t ¢

I 1 2 x+ 02 t)z )
_— - — ] +ix dx 2.2.1
f_mU\/zntexp{ ( 20V2t ¢ ( 9)

es la transformada de Fourier de,

(2.2.18)

donde,

2

L,
1 1 X+ E ot ( )
——exp —= | —&5— 2.2.20

o2t P 2 ot
1
y dicha transformada de Fourier (2.2.19) es igual a exp {—2 (2+i¢)o? if}.Jr
Por lo tanto, la ecuacién (2.2.18) puede ser escrita como,

00 1 .

g (&) = fo My, (0) exp {—2 (EZ+ig)o? t} do (2.2.21)

t Véase apéndice F.
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2 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-ULHENBECK
Ahora, tomando a la ecuacién (2.2.14) en su forma,
°° 2
I(A) = jo exp {—A 0*} my, (0) do
puede notarse que ésta implica que la ecuacién (2.2.21) puede ser reexpresada como,

5@ =1(;@+101) (2222

Ahora bien, ya que en el lema G.1.1 se exhibe la forma explicita de I (A), en-
tonces ya es posible calcular la transformada inversa de Fourier (2.2.16) para obtener

finalmente a f¥,.

Aplicando la férmula de inversién de Fourier (2.2.16) a g (¢) de la ecuacion

(2.2.22) se tiene que,
fx, (x) = 2171 foo exp{—ix ¢} I <; (&2 +i¢) t> d¢ (2.2.23)

j 1
Haciendo el cambio de variable { = v — %, se tiene que &% +i & = 2 + 7Y que

exp{—ix{} =exp{—ixy}- exp {—1 x} Al aplicar este hecho a la férmula de la

ecuacion (2.2.23) (lo cual implica un cambio de eje en el plano complejo) se tiene que,

fx, (x) = 2171 exp {—;x} jjo exp{—ixy} I <1 ('y + 1) t> dy (2.2.24)

Por lo tanto, fp (p,0) = ;17 fx, (In{p}) es la densidad exacta de P?, la cual en su

forma explicita es,

i (00) = s [ o i by 1 (3 (7 3) ) o
|

En vista de esta densidad, deducir la densidad exacta de P} (¢}) es s6lo cuestion

de unos pocos pasos mas.

Si se realiza el cociente de las EDP (2.2.5) y (2.2.7) se tiene que,

————~ =exp{ut} (2.2.25)

30



2.2 Distribucién del precio de un activo

por lo que,
P! (o7) = exp {u t} P? (o1 (2.2.26)

Dado que para cada t, P/ (0;) es una v.a. y ya que exp {3 t} > 0 para toda ¢, la

tan deseada densidad exacta de P/ (Ut) queda determinada por

P
fpr (po) = exp {}4 £} fpo (exp{yt}’a) (2.2.27)

O bien, omitiendo pero sin olvidar la dependencia que tiene el precio P;, de la

volatilidad ¢, su densidad puede expresarse como,

L 2.2.2
o (P) = exp{ﬂt}fb (exp{ﬂt}> (2:2:29)

Ejemplo 2.2.1. En la Figura 2.2.1 puede observarse el histograma de frecuencias relati-
vas de una muestra de tamarfio 500 del proceso del precio al tiempot =1conpu =1y
pardmetros de la volatilidad O-U, § = 1.0, 0 = 1.0, k = 1.5 y 09 = 0.0. Andlogamente,

en la Figura 2.2.2, el histograma de una muestra de tamafio 5000.

Ejemplo 2.2.2. En la Figura 2.2.3 se presentan 500 trayectorias del proceso de precios
ent € [0,1], con p =1y parametros de la volatilidad O-U, 6 =1.0,0 =1.0,k =15y

0o = 0.0. Andlogamente, en la Figura 2.2.7, 5000 trayectorias del proceso de precios.

Ejemplo 2.2.3. La Figura 2.2.4 simplemente muestra un acercamiento de la gréfica
de la Figura 2.2.3 respecto del rango de las trayectorias de [0,120] a [0, 10]. De igual
manera, en la Figura 2.2.8, un acercamiento de la Figura 2.2.7 respecto del rango de

las trayectorias de [0,500] a [0, 10].

Ejemplo 2.2.4. En la Figura 2.2.5 se muestra la gréfica de 5000 trayectorias del proceso
de volatilidad O-U que se us6 para calcular el proceso de precios. Pardmetros: t €

0,1, 6 =1.0,6 = 1.0,k = 1.5 y 0y = 0.0.

Ejemplo 2.2.5. Gréafica comparativa del histograma de una muestra de tamafio 5000 y
la distribucién teérica del proceso de volatilidad {c}},., al tiempo t = 1, con 6 = 1.0,
0=10k=15y0y=0.0.
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2 DISTRIBUCION DEL PRECIO CON VOLATILIDAD ORNSTEIN-ULHENBECK
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Fig. 2.2.1: Histograma de frecuencias relativas de una muestra de tamao 1000 del proceso del precio al

tiempo t = 1 con y = 1y pardmetros de la volatilidad O-U, § = 1.0,6 = 1.0,k = 1.5y oy = 0.0.
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Fig. 2.2.2: Histograma de frecuencias relativas de una muestra de tamao 5000 del proceso del precio al

tiempo t = 1 con y = 1y pardmetros de la volatilidad O-U, § = 1.0,0 = 1.0, k = 1.5y gy = 0.0.
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2.2 Distribucién del precio de un activo

P ,
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.2.3: Grafica de 500 trayectorias del proceso de precios P en t € [0,1], con y = 1 y pardmetros de la
volatilidad O-U, 6 =1.0,0 = 1.0,k =15y 0y = 0.0.
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Fig. 2.2.4: Acercamiento de la grafica de la Figura 2.2.3 en el rango de precios [0, 10].
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| | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 2.2.5: Grifica de 5000 trayectorias del proceso de volatilidad {ct},-, cuando es de O-U para tiempos
te[0,1],cond =1.0,0=1.0,k=15y oy = 0.0.
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Fig. 2.2.6: Comparacién entre el histograma y la distribucién tedrica del proceso de volatilidad {ct},-
cuando es de O-U al tiempo t =1, con 6 =1.0,0 = 1.0, k = 1.5y oy = 0.0.
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Fig. 2.2.7: Grafica
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2.2 Distribucién del precio de un activo

de 5000 trayectorias del proceso de precios P en t € [0,1], con y = 1 y pardmetros de

la volatilidad O-U, § =1.0,0 = 1.0, k = 1.5 y 0y = 0.0.

10

=~ ot > =1 o’ ©

Fig. 2.2.8: Acerca miento de la grafica de la Figura 2.2.7 en el rango de precios [0, 10].
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ROBUSTEZ DEL MODELO DE DENSIDAD

Uno de los resultados més relevantes respecto de la densidad del precio es que
es un modelo robusto al no depender de casos restrictivos acerca de los parametros
que definen tanto al proceso del precio como al de la volatilidad. Esto se debe al

comportamiento de la funcional I (A) y serd exhibido en la siguiente seccién.

3.1 ROBUSTEZ DEL MODELO DE DENSIDAD

Teorema 3.1.1. Comportamiento asintético de I (A)
1
Para cada A > 0y toda 0p > 0, la funcional I (A) = exp {2 L (75 + M o+ N} es

decreciente a través del tiempo.

Demostracion:

1
Es suficiente demostrar que 5 L 03+ M 0y + N < 0 para toda t y cada A, para lo cual

basta probar que L, M, N < 0.

1. L <0 paratodatycada A
a) L es continua
by L(0)=0

¢) imL <0

t—o0
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3 ROBUSTEZ DEL MODELO DE DENSIDAD

Prueba: lim L= lim —A —a tanh {a k* t + zo}

t—o00 t—o0
1
= —A —a lim tanh F 20}
t—ro00
=—-—A—-a<0
d) L' <0
! d 2
Prueba : L :%—A—atanh{ak t+2zo}
=—a itunh{ak2t+zo} <0

>0

Para cada A > 0, a) y d) = L es decreciente para toda t > 0. Luego, b), ¢) y L

decreciente = L < 0 para toda t > 0.

Ejemplo 3.1.1. En la Figura 3.1.1 se muestra la trayectoria de L con la definicién

de pardmetros: 6 =1, 0 =1, A =1y k= 1.

Ly

25}

20F

-05F

Fig. 3.1.1: Gréfica de L con pardmetros 6 =1, 0 =1, A =1y k=1

2. M <0 paratodatycadaA
a) M es continua

b) M(0) =0
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3.1 Robustez del modelo de densidad

) IimM<O0

t—o0

Prueba: lim M = lim —B+ B b tanh {a k* t +zo} + Ca sech {a k* t +zo }

t—o0 t—o0
1

= — B+ B b lim tanh +Zo}
o0

0
+ Cyp lim sech + 20}
I—o0
—B(b-1)<0

d) M <0

Prueba:O}M':;t—B+Bbtanh{ak2t+zo}+CMsech{ak2t+zo}

:Bb%tanh{ak2t+zo}+CM%sech{akzt—kz()}
=Bbak*sech® {ak*t+z}

—Cmak?sech{ak® t+zo} tanh {a k* t +zo}
si, y sélo si,

Cmak®sech{ak®t+zo}tanh {ak* t+zo} > Bbak®sech® {ak*t+z}
Cmtanh{ak* t +z9} > B bsech{ak* t +zp}
Cmsenh{ak®t+z0} >Bb

B (1 —b%) cosh{zo}senh{a k> t+zo} > B b
b

cosh {zo}senh{a k* t +zp} > T

Por supuesto, esta desigualdad debe de ser analizada en t € [0, ). Para

ello, supéngase que cosh {zo} senh {a k* t +z9} < 13172 Entonces,

Por un lado, = lir(r]l+ cosh {zo} senh {a k* t +zo}
t—

b
1—1b2
= rr[})in) cosh {zo} senh {a k* t + zo}

te[0,00

b
Siopfe
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3 ROBUSTEZ DEL MODELO DE DENSIDAD

Por el otro, + oo = lim cos} {zo} senh {a k* t +zo}
—00

= sup cosh{zo}senh{ak®t+z}
te[0,00)

b

Para cada A > 0, a) y d) = M es decreciente para toda t > 0. Luego, b), c) y M

decreciente = M < 0 para toda t > 0.

Ejemplo 3.1.2. En la Figura 3.1.2 se muestra la trayectoria de M con la definicién

de parametros: 6 =1, 0 =1, A =1y k=1

M;

-10 -5 L 5 10

-05

1.0~

-15+-+

Fig. 3.1.2: Gréfica de M con parametros 6 =1,0 =1, A =1yk=1.

3. N <0paratodatycadaA
a) N es continua
b) N(0)=0

c) im N <0

t—o0
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3.1 Robustez del modelo de densidad

2 p2 B (P—1)+A
Prueba : limN:Iimsz zo+k2< 2( )+ )t

_Bbem sech{ak2t+zo}
a

1
-5 ln{cosh {ak*t+z} } —CN

2p? B, (h>—1)+ A
:Bbzo+k2<2( )+ )Hmt

2a 2 t—co
<0
1
2 23,2
cy — Bob7Y
+ (211)}5?0 tanh F 20}
0
B
_ bem lim sech + Zo}
a t—o0
(o]

1.
—Etli)%ln cos t+zo}}—cN_—oo

B>+ A +B2b2k2
2 2

d) N'<0

Prueba: 0 > N = —k? ( tanh? {a k2 t+2zo}

2 k2

+ MT sech? {a K t+zp}

B B bCM £
dt

[sech {ak®t+z} ]

_ak

5 tanh {a K2 t+zo}

si, y s6lo si,

2 2 a dt
B2 b2 k2 C%VI k2

2 2
K> (B +A> +uk tanh{ak2t+zo}+BbCM £[5€‘3h{”k2t+zo}}

> tanh? {a k> t+2zo} +

sech® {a k* t +zo}

si, y sélo si,
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3 ROBUSTEZ DEL MODELO DE DENSIDAD

2 2
K2 (B +A> +ak min tanh{a k* t +zo}

2 2 t€[0,00)
21212 2 42
> B b7k méax tanh? {ak®t+z0} + M héx sech? {a K2 t+2zo}
te[0,00) te[0,00)
. B b CM d 2
+tg[102,1°>§)— . a[sech{ak t+zo}}

si, y s6lo si,

B2—|—A akz B2 b2 kz C2 k2 BbCM kz
2 > M 2
k < 5 ) 5 b + sech {ZQ} + 5

B*+A+ab> B’ b2+B2(1—b2)2—|—B2b (1 —b?) cosh {zo}
B2 > B2 b2+ B2 (1— %) + B2 b (1—b?) cosh {zo}
> b

1 +(1- b2)2 +b (1—b?) cosh{z}

y se puede verificar la veracidad de esta desigualdad.
Para cada A > 0, a) y d) = N es decreciente para toda t > 0. Luego, b), c) y N
decreciente = N < 0 para toda t > 0.

1
Por lo tanto, 5 L ag + M oo+ N < 0 para toda t y cada A.

Ejemplo 3.1.3. En la Figura 3.1.3 se muestra la trayectoria de N con la definicién de

pardmetros: 6 =1,0 =1, A =1y k=1

Ejemplo 3.1.4. En la Figura 3.1.4 se muestra una familia de graficas de I como funcién
de 0y para instantes t € {0,1,2,3,4,5}, manteniendo fijaa A = 1y parametros: § =1,

0=1yk=1.

Ejemplo 3.1.5. En la Figura 3.1.5 se muestra una familia de gréficas de I (A) para
instantes t € {0,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6} y pardmetros d = 1,0 =1,y k =1,

manteniendo constante a oy = 1.
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Ny
1 L L L L 1 L L L L L L L L 1 L L L L 1 t
-10 -5 - 5 10
2+
4+
-6
-8+
Fig. 3.1.3: Gréfica de N con pardmetros 6 =1,0 =1, A =1y k =1.
u
1.0+
t=0
t=1
=2
=3
=4
=5
, X
4

Fig. 3.1.4: Familia de graficas de u (x) para tiempos t € {0,1,2,3,4,5} y pardmetros 6 =1,0 =1, A =1
yk=1.
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3 ROBUSTEZ DEL MODELO DE DENSIDAD

-1 1 2 3 4 5

Fig. 3.1.5: Familia de graficas de la funcién u (A) manteniendo constante la variable espacial en 0y = 1,
con pardmetros 6 =1,0 =1,k =1y tiempos t € {0,0.1,0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6}.
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CONCLUSIONES

Cuando el proceso de precios de un activo financiero sigue un proceso de It6 que
depende intrinsecamente de un pardmetro de volatilidad estocéstico de tipo Ornstein
Ulhenbeck, es posible encontrar, de forma cerrada, a la densidad de probabilidad de
dicho proceso, tal como se desarrolla en la Seccién 2.2 del Capitulo 2. Cabe resaltar
que a pesar de que los célculos para llegar a ella resultan una tarea tediosa, la expre-
sion resultante depende netamente de funcionales que, aunque parecen complicadas,

son deterministas.

Un resultado realmente relevante respecto de la densidad del precio es que es
un modelo robusto, al no depender de casos restrictivos acerca de los pardmetros
que definen tanto al proceso del precio como al de la volatilidad, siempre que la
condicién inicial del proceso de volatilidad Ornstein—Ulhenbeck sea constante y no
negativa. Esto se debe al comportamiento de la funcional I (1), esquema desarrollado

en el Capitulo 3.

Por otro lado, las simulaciones numéricas fueron de gran utilidad para adquirir
una primera impresién tanto del comportamiento de los procesos estocdsticos como
de las funciones que, aunque deterministas, es practicamente imposible pretender

predecir su tendencia, dada la complejidad de su naturaleza.

Es imprescindible enfatizar que, a pesar de que encontré una forma explicita de la
densidad del precio, ninguno de los software utilizados para el trato numérico de los
distintos problemas a los que se debe de enfrentar en el camino para llegar al objetivo
de este trabajo, fue capaz de calcular la integral que define a la ya antes mencionada
densidad y por supuesto, tampoco de graficar. El primer intento se hizo en la pla-
taforma Mathematica, y la razén es que proporciona graficos de excelente calidad;
su resultado fue: no es posible calcular la expresién de forma explicita. La segunda

opcién, fue la plataforma Matlab, apelando al gran soporte numérico que proporcio-
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na y sacrificando calidad de los graficos que muestra, no obstante, el resultado que
arroj6 fue el mismo. En ambos casos, se abordé el problema de programacion de
tres maneras diferentes, una fue ejecutando una rutina para discretizar la integral en
cuestion; la segunda, pidiendo directamente el cdlculo de la integral; la tercer opcién,
aplicando la rutina interna que las dos paqueterias poseen para calcular transforma-
das de Fourier. Por tales motivos, la representacion grafica de la tan mencionada

densidad simplemente fue aproximada por histogramas de frecuencia relativa.

De manera global, se concluy¢ satisfactoriamente el objetivo de esta tesis al haber
desarrollado la via para el calculo de la densidad del precio en el enfoque propuesto
por [Stein E]. Mas atn, propiamente se desarrollo un exhaustivo andlisis sobre las

funcionales que componen a la misma, probando la robustez del modelo.
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CONCEPTOS BASICOS: DEFINICIONES Y TEOREMAS

A.1 ESPACIOS Y FUNCIONES MEDIBLES

Definicién A.1.1. ¢ — dlgebra

Sean () un conjunto y .% una familia de subconjuntos de ).

a) Se dice que .% es una o — dlgebra si,
i) e F
ii) Dado A € #, A° € % donde, A° es el complemento de A

iii) J A; € ¥, siempre que, Ay, Ay, Az,... € F
b) Se dice que ¥ C .7 es sub — o — dlgebra de . si, por si misma, es una o — dlgebra
Teorema A.1.1. Propiedades de una ¢ — dlgebra .7
a) Si A,B € .7 entonces, AUB, ANB, A\ By A/ B también son elementos de .#

b) Si Q) es un conjunto y .%; una coleccién arbitraria de o — dlgebras en () entonces,

(-#; también es una ¢ — dlgebra en ()

La propiedad b) permite definir la ¢ — dlgebra generada por una familia arbitraria de

subconjuntos de Q).

Demostracién: Véase [Shreve II, Capitulo 1]. [ |
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Definicién A.1.2. ¢ — dlgebra generada por una familia de conjuntos
Dada P, una familia arbitraria de subconjuntos de (), la ¢ — dlgebra generada por P,

denotada por o(P) es,
o(P)=(W{2Z:P C Pyesc—ilgebra}

dicho de otra manera, c(P) es la interseccién de todas las o — dlgebras que contienen

a P, o bien, es la menor ¢ — dlgebra que contiene a P.

Si )3 = Ry P es la familia de todos los intervalos de R entonces, c(P) es la lla-
mada o — dlgebra de Borel en R, denotada por #(R) y, sus elementos son llamados

conjuntos de Borel en R.

Definicién A.1.3. Tiempos de paro
Sea {.%#;} una familia creciente de ¢ — dlgebras en Q). Una funcién 7 : Q — [0, 0] es

llamada un tiempo de paro con respecto de {.%;} si,
{we:1(w) <t} € F
para todo t > 0.

Definicién A.1.4. Espacio medible
Si .Z es una o — dlgebra de subconjuntos de () entonces, se dice que (€),.%) es un

espacio medible.

Definicién A.1.5. Medibilidad de una funcién
Sean ((),.%) un espacio medible y f : QO — R una funcién. Se dice que f es medible

respecto de .#, o que es .# — medible si, para cada B € A(R),
fYB)={weB:f(B)ecB}eZF

A.2 MEDIDAS Y ESPACIOS DE PROBABILIDAD

Definicién A.2.1. Medida de probabilidad

Sea (Q),.#) un espacio medible. Una medida de probabilidad en (€),.#) es una fun-
cién P : .7 — [0,1] tal que,
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c) Si Ay, Az, Asz,... € F son mutuamente excluyentes (es decir, A;NA; = @ si,
i # j) entonces, P (U A;) =Y, P(A;)

Teorema A.2.1. Propiedades de medidas de probabilidad
Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad. Si A, B € .# entonces,

a) P(LAUB) =P(A)+P(B)si, ANB=0Q
b) P(A) < P(B)y P(B\A)=P(B)—P(A)si, ACB
c) P(A°) =1-P(A)

d) Sean Ay, Az, As,... € F tales que, A; C A; siempre que, i < j. Si A = JA4;
entonces, P(A) = 7}1_r>n P(A,)

e) Sean Ay, Az, Aj,... € 7 tales que, A; D Aj siempre que, i < j. Si A = A;
entonces, P(A) = 1131 P(A,)
n—o0

Demostracién: Véase [Shreve I, Capitulo 1, pp.1-7] y [Shreve II, Apéndice A, pp.527].
|

Definicién A.2.2. Espacio de probabilidad
Un espacio de probabilidad es una terna (Q),.%, P) con (Q,.%) espacio medible y P

medida de probabilidad en (Q), .%). En este caso, los elementos de ((),.%, P) se llaman

eventos.

A.3 VARIABLES ALEATORIAS

Definicién A.3.1. Variables aleatorias y eventos

Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad.

a) Una variable aleatoria (VA) es una funcién X : Q — & % — medible donde, £

es llamado espacio de estados
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b) Para cada E € ¢(€) se dice que, {X € E} = {w € O : X(w) € E} es un evento.
Cuando £ = R, paracada B € Z(R), {X € B} ={w € Q: X(w) € B}

Definicién A.3.2. ¢ — dlgebra generada por variables aleatorias
Dada {X;}, una familia de VA en un espacio de probabilidad (Q), %, P), la o — dlgebra
generada por {X;} es la interseccién de todas las o — dlgebras que hacen medible a X;,

para toda i. La o — dlgebra generada por {X;} se denota por o ({X;}).

Definicién A.3.3. Independencia respecto de o — dlgebras

Sea (Q),.#, P) un espacio de probabilidad. Entonces,
a) Se dice que A C . y B C .7 son independientes si,

P(ANB) = P(A) P(B)

b) Una colecciéon A = {5 : € es sub— o — dlgebra de .7 } es independiente si, pa-

ra cualquier combinacién Hj; € 74, ..., Hy € J% se tiene que,

P(Hy M-+ N Hy) = P(Hp) - P(Hy)

c) Se dice que {X;}, una coleccién de VA es independiente si, la coleccién
A = {A; - A es sub — o — dlgebra de F}
es independiente, donde .7 = o (X;)

d) Una VA X es independiente de una sub — o — dlgebra ¢ C .7 si, 4 y o (X) son

independientes
e) Si X,Y : ) — R son VA independientes entonces,
E [XY] =E[X]E[Y]

siempre que, E [X] < 0oy E[Y] < o
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A.4 PROCESOS ESTOCASTICOS

Definicidon A.4.1. Proceso estocéstico

Sean (Q,.#, P) un espacio de probabilidad y X; : Q — E una VA. Entonces,
a) Un proceso estocéstico (PE) a tiempo discreto es una sucesion {X; }ren
b) Un PE a tiempo continuo es una familia {X;},.,

Dado {X;}, un PE a tiempo continuo o discreto, para cada w € Q), {X;(w)} es llamada

la trayectoria del proceso asociada a w, o bien, la w — trayectoria del proceso.

Definiciéon A.4.2. Filtracion
Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad. Entonces,
a) Una filtracién a tiempo discreto es una sucesion {.% },. tal que,
i) Para cada t € IN, .%; es una o — dlgebra

il) #; C F#441 C F,paratodot € N

b) Una filtracién a tiempo continuo es una familia {ﬁt}t20 tal que,
i) Para cadat > 0, .#; es una o — dlgebra
ii) #s C % C .7 siempre que, 0 < s < ¢

Definicién A.4.3. Filtraciéon generada por un proceso estocéstico

Sea (Q),.Z, P) un espacio de probabilidad. Entonces,

a) Dado {X;},.n, un PE a tiempo discreto, la filtracién generada por el proceso es

{Zi}1ew y se define por 7 = o ({Xo, Xy, ... Xi})

b) Dado {X;},.,, un PE a tiempo continuo, la filtracién generada por el proceso es

{Zt}150 y se define por F; = o ({Xs : 0 <s < t})

Definicién A.4.4. Proceso adaptado a una filtracién
Sean (Q),.%,P) un espacio de probabilidad, {X;} un PE y {.%;} una filtracién. Se
dice que, el proceso estd adaptado a la filtracién si, para cada t, la VA X; es medible

respecto de la o — dlgebra %;.
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Definicién A.4.5. Propiedad de Markov

Sean (Q),.#,P) un espacio de probabilidad y {X;},., un PE adaptado a una filtra-
cién {F},.o. Se dice que, el proceso cumple la propiedad de Markov, o bien, que el
proceso es de Markov si,

para cada s,t > 0y para cada B € #(R") se tiene que,

P(XH—S EB|9}) :P(XH_S GB | Xt)

o bien, si para 0 < s < t < T y cualquier funcién f Borel - medible y no negativa,

Andréi A. Mirkov

(1903-1979) existe una funcién g Borel - medible tal que,

Nacido en en Riazdn, E [f(Xt) | ﬁs] = g(Xs)
Rusia, Andréi A.

Markov  fue  un

matemdtico conocido A.5 MARTINGALAS, SUBMARTINGALAS Y SUPERMARTINGALAS

por sus trabajos en la

teoria de niimeros y Definicién A.5.1. Martingalas, Submartingalas y Supermartingalas

la d babilidad. . .1 . 1y
e e pronabitien Sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad y para 0 < t < T, una filtracién {.%;} y un
Su aportacion mds

proceso {X;} adaptado.

conocida  es  su

trabajo  tedrico en . .

a) {X;} es una martingala si, para todos 0 <s <t < T,

el campo de los

procesos en los que .
. E | X; | | =X

estdn  involucrados [Xe | 7] s

componentes aleato- . . .

. (el proceso no tiene tendencia a crecer ni decrecer)

rios (procesos esto-

cdsticos) y que daria . .

] b) {X:} es una submartingala si, para todos 0 <s <t < T,

fruto en un instru-

mento  matemdtico

E[X; | | > Xs

que actualmente se

conoce como cadena

el proceso tiene tendencia a crecer
de Mirkov. ( p )

c) {X:} es una supermartingala si, para todos 0 < s <t < T,
E [Xt | . s] < Xs

(el proceso tiene tendencia a decrecer)
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A6 MOVIMIENTO BROWNIANO

Definicion A.6.1. Movimiento Browniano o Proceso de Weiner

Sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad, {.%#; }+>0 una filtracion y W = {W; };~0 un
PE. Se dice que W es un movimiento browniano (MB) o proceso de Weiner respecto
de {F}>0 si,

a) Para cada t > 0, W; es .%; — medible

b) Wi — Ws ~ N (0, —s) siempre que, 0 < s < ¢

c) Wi — W; es independiente de .%#; siempre que, 0 < s < t

d) Wo=0

e) Existe A € .# tal que, P(A) = 0y W;(w) es continua, para toda w ¢ A

Teorema A.6.1. Propiedades del movimiento Browniano

Si W es un MB entonces,
a) Para cada t >0, W; ~ N (0, t)
b) W tiene incrementos independientes

c) Paracadaktal que, 0 <t <tp < --- < ty, (Wi, Wy, -
C(l,]) = min{ti, t]} = ti A i']'

-, Wg) ~N(0,C) donde,

Demostracion: Véase [Shreve II, Capitulo 3, pp.93-97]. |

Teorema A.6.2. Propiedad de Markov del movimiento Browniano
Sea {W;}t>0 un MB respecto de la filtracién {%;}s>0. Si ¢ : R — R es una funcién
Borel-medible y acotada entonces, existe una funcién k : R — R Borel-medible tal

que, para tiempos 0 < s < t,

E[go W | Z] =E[goW; [ W;] = ho W,

donde,
exp {_1 (x —a)Z}
2 (t—s)
h(a) = X dx
(@) = fpst) — =
Demostracion: Véase [Shreve II, Capitulo 3, pp.107]. |
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Norbert Wiener

(1894-1964)

Matematico estadou-
nidense, conocido co-
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let, el andlisis armo-
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Teorema A.6.3. Propiedad de martingala del movimiento Browniano

El movimiento Browniano es una martingala respecto de la filtracién que genera.

Demostracién: Véase [Shreve II, Capitulo 3, pp.98]. |

Definicién A.6.2. Movimiento Browniano geométrico
Sean X; un PE y {W;};>0 un MB respecto de la filtracién {.%;}>o. Para y,o0 > 0

constantes, el movimiento Browniano geométrico se define como,
dXt =Hu Xt dt—l—U'Xt th

o bien,

Xt:Xoexp{UWt—I—(]/t—;ﬂ)t}

el cual es el modelo de precios de activos usado en la férmula de Black—Scholes—Merton

para valuacién de opciones.

A7 FUNCIONES DE TRANSICION

Definicion A.7.1. Funcién de transicion
Sean (Q), .#, P) un espacio de probabilidad y p; una funcién, para t > 0. La funcién p;

es llamada funcién de transiciéon de Markov si, se cumplen las siguientes condiciones,

a) pt(x,-) es una medida de probabilidad en (Q), %), paracadat > 0y cada x € Q
b) p:(-, A) es una funcién .# — medible, para cadat > 0y cada A € F

c) po(x,A) =14(x), paracadax € Qycada A € F

d) Para todas s,t > 0, cada x,y € Yy cada A € .7,

pssi(x, A) = [ pi(xdy) ps(y, A)

Se debe interpretar a p;(x, A) como la probabilidad de que un proceso que se encuen-

tra en el estado x € ) al tiempo s, contintie en A al tiempo s + .

La propiedad d) es conocida como La Ecuacién de Chapman—Kolmogorov, y es justamen-

te la propiedad principal, ya que refleja la no memoria del proceso.
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A.8 PROCESOS DE ITO

Definiciéon A.8.1. Proceso de Itd
Un PE {X;}+>0 es un Proceso de It6 o difusion si, existen {u;}1>0 v {vt}+>0 PE tales
que,
t t
X; :X0+f0us ds+jovs AW,

en su forma integral donde, Ws es un MB, u; es llamado el término de deriva y v; el

de difusion.

O bien, en su forma diferencial,
dXt = Us dt + [ th
llamada ecuacién diferencial estocastica (EDE), con Xy la condicién inicial.

Teorema A.8.1. Difusiones como procesos gaussianos
Una difusion {X;}s>o con coeficientes de deriva y difusiéon deterministas, es un PE

Gaussiano con funciones de media E[X;] y covarianza Cov (Xs, X;) tales que,
t tAs 5
E[X:] = Mo + jo uy dr y Cov(X;, X)) = fo vy dr
Obsérvese que,

t t t t
Xo ~ N (10,0) , jour dr~N<fO urdr,0> y jo v, dWr~N<0,f0|Ur|2dr>

Demostracién: Véase | | [ |
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LA DISTRIBUCION LOGNORMAL

La distribucién Lognormal es una distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria cuyo logaritmo estd normalmente distribuido. Es decir, si X es una variable
aleatoria con una distribucién normal, entonces exp { X} tiene una distribucin Lognor-

mal.

La base de una funcién logaritmica no es importante, ya que Log, {X} esta dis-
tribuida normalmente si y sélo si Log, {X} estd distribuida normalmente, s6lo se

diferencian en un factor constante.

Una variable puede ser modelada como Lognormal si puede ser considerada
como un producto multiplicativo de muchos pequefios factores independientes. Un
ejemplo tipico es un retorno a largo plazo de una inversiéon: puede considerarse como

un producto de muchos retornos diarios.

B.1 LA DISTRIBUCION LOGNORMAL

Definicién B.1.1. Distribucién Lognormal
Se dice que una VA Y tiene distribucién Lognormal si la VA X = In {Y} tiene distri-

buciéon Normal.

Si los pardmetros de la distribucién de X son p y 02, es decir, X ~ N (j,0?)

entonces, Y ~ Lognormal (u,0?).

Ejemplo B.1.1. En la Figura B.1.1 se muestra la densidad Lognormal con pardmetros

u=0yoc=1
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Fig. B.1.1: Gréfica de la densidad Lognormal con pardmetros y =0y o =1

Teorema B.1.1. Densidad Lognormal

Sea X ~ N (p,0?) una VA. Si Y es una VA tal que, X = In {Y} entonces, la densidad

2
de Yes fy{y} = W% exp {—% <w> },para toda y > 0.

o
Demostracion:

Notese que basta demostrar que las distribuciones Fx y Fy son tales que, Fy(y) =
Fx(In{y})-

Se sabe que X ~ N (i, 0?), por lo que, su densidad es,

fxv}:gQ;an{—é(x;?f}

Ademas, si X = In {Y} entonces, Y = exp { X}y, ya que In {y} es una funcién monéto-

na se tiene que, paray > 0,

Fy(y) =P (Y <y) = P(exp{X} <y) = P(X < In{y}) = Fx (In{y})

Por lo tanto, para las densidades fx y fy se cumple que,

hngawzgawwnzﬁwwm



EL PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Sea {X;} un PE tal que, dX; = 6 (m — X;) dt + 0 dW; es una EDE con condicién
inicial Xo = ag, donde m,a9,06 € Ry ¢ € R4. Esta EDE es una de las llamadas

ecuaciones de Langevin.

La solucién analitica de esta EDE, el PE {X;};>0, que es una difusion, es el lla-
mado proceso de Ornstein—Uhlenbeck (O-U) y se obtiene por medio del Método del

Factor Integrante.

C.1 PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Dada la ecuacién de Langevin como se describi6é anteriormente, se encontraré la
solucién analitica a esta aplicando, como ya se menciond, el método del factor inte-
grante, es decir, buscando una funcién I;, preferentemente determinista y diferencia-

ble tal que,

d(:X;) = L dX; + X If dt
= It [(S (ﬂ’l—Xt) dt—l—U’th] —|—Xt I{ dt

(C.1.1)
=om It dt—(SIt Xt dt+01t th+Xt It/dt
=0m It dt—l—U’It th
Se propone a la funcién determinista y diferenciable
Iy =exp{J t} (C.1.2)

59

Leonard Ornstein

(1880-1941)

Fisico alemdn reco-
nocido entre otras
cosas por la teoria de
Ornstein—Zernike 'y
el proceso estocdsti-
co de Ornstein—
Ulhenbeck.



Leonard Ornstein
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C EL PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK

Asfi, al componer la ecuacion C.1.1 con la C.1.2 se tiene que,

d(exp{ot} X¢y) =0mexp{ot} dt+oexp{dt} dW;

Ahora, integrando C.1.3 de 0 a ¢ se obtiene,
exp{ot} X, =Xo+dém % (exp{dt} —1) —I—O"fotexp {6 s} dW;

1
ltipli 1. —
Multiplicando C.1.4 por xp (5 1)

X =apexp{—oty+mexp{—ot}(exp{ot}—1)
+oexp{—ot} jot exp {6 s} dW;
Finalmente, reordenando términos,
Xy =apexp{—5t}+m(l—exp{—0t})
—|—0’f0t exp{—0o(t—s)}dWs

(C.1.3)

(C.1.4)

(C.1.5)

(C.1.6)

El proceso {X;},., descrito por la ecuacién C.1.6 es conocido como Proceso de

Ornstein—Ulhenbeck.

Observaciéon C.1.1. En el caso de que § = 1, la funcién caracteristica ¢ de X; es,

¢x, (a) = E fexp{i a Xi}]
2

= exp {i a [exp{—t}Elag] +m (1 —exp{—t})] — % 2 (1—exp {—Zt})}

para toda & € R.

Y, si t — oo se tiene que,

(a) — ex iucm—(x—zaz = ex iocm—oc—za—2

por lo que, en distribucion,
2
Xt — N (m, Z)

es decir, X; es un proceso de reversiéon a su media.
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FORMULA DE ITO

La férmula de It6 es una identidad utilizada en el cdlculo de It6 para encontrar la
diferencial de una funcién dependiente del tiempo de un proceso estocéstico. Ademéds,
es el analogo en cdlculo estocdstico del Teorema Fundamental del Cdlculo. Tipicamente,
se memoriza mediante la formacién de la expansién en serie de Taylor de la funcién
bajo su segunda derivada y la identificacién del cuadrado de un incremento en el

proceso de Wiener con un incremento en el tiempo.

La féormula de It0, se refiere a veces como teorema de Doeblin-Itd en reconoci-

miento a la labor recientemente descubierta de Wolfgang Doeblin.

Una prueba formal de esta férmula se basa en tomar el limite de una sucesién
de variables aleatorias, el cual implica una serie de detalles técnicos. En su lugar, se
esbozard la manera en que se puede derivar la férmula de Itd6 expandiendo en una

serie de Taylor y aplicando reglas del calculo estocéstico.

Supéngase que X; es un proceso de Itd6 que satisface la EDE,
AX; =y dt + oy dW;
Si f:]0,00) x R — R, f € C!? entonces, su expansién en serie de Taylor es,
df(t,x) = D f(t,x) dt + Dif(t,x) dx + % D3f(t,x) (dx)*+---
Haciendo las sustituciones x = X; y dx = y; dt + oy dW; se tiene que,

1
df(t,x) = Dif(t,x) dt + Dif(t,x) (p dt + oy dW;) + 5 D2f(t,x) o dt + - --
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Wolfang Doeblin
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D FORMULA DE ITO

Note que, la variacién cuadratica del proceso es,
(dx)? = pf (dt)* +2 py oy (dt dW;) + 07 (dW)? = o2 dt

ya que en el limite, cuando dt — 0, (dt)> — 0y (dt dW;) — 0, ambos mds rapido
que (dW;)?%; enviando (dt)? y (dt dW;) a 0 y sustituyendo (dW;)? por dt (formalmente,

esto es conocido como tabla de Ito, Tabla D.1.1) se tiene que, agrupando términos,

df(t,x) = (Dgf(t,x) +us DIf(t,x) + lat D3f(t, x)> dt + oy DIf(t,x) dW;

D.1 FORMULA DE ITO

De modo més general, aunque no el mds general, se enuncia la férmula de It6 en

el siguiente teorema.

Teorema D.1.1. Férmula de It6
Sean dX; = y; dt + 0y dW; un proceso de Itd n — dimensional y f : [0,00) x R" — RR?
de clase C1? entonces, f(t, X) es un proceso de Itd cuyas k componentes estdan dadas

por,

dfi(t,X) = D{fi(t, X) dt+ZD1fktX)Xm+ ZD]fktX)dXZde

donde, (dW! dW/) = 6ij dt, (AW dt) = (dt dW') = 0y (dt)* = 0, (Tabla D.1.1).

Demostracién: Véase [Jksendal B, Capitulo 4, pp.48-49]. [ |

Tabla D.1.1: Tabla de It6

o |dt dW! dW

dt |0 0 0
dWi | 0 dt 0
AW/ | 0 0 dt

La formula de It6 se emplea extensamente en matematicas financieras, y una de

sus mayores aplicaciones conocidas es en la derivacién de la ecuacién de BlackScholes

para valuacién de opciones.

1t Véase [It6 K]
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METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

El método de separacion de variables se refiere a un procedimiento para encon-
trar una solucién completa particular para ciertos problemas que involucran ecuacio-
nes en derivadas parciales como serie cuyos términos son el producto de funciones
que tienen las “variables separadas”. Es uno de los mtodos ms productivos de la fisica
matemadtica para buscar soluciones a problemas fisicos descritos mediante ecuaciones

diferenciales de derivadas parciales.

El método sirve para encontrar soluciones parciales completas, no soluciones ge-
nerales, dependientes de un conjunto numerable de constantes arbitrarias, lo cual per-
mite resolver tanto problemas de valor inicial como problemas de frontera e incluso

problemas que involucran condiciones de ambos tipos.

El mismo nombre se aplica a la forma de buscar soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de cierto tipo que permite resolverlas por cuadraturas de funciones

que contienen las variables separadas.

Mads atin, el mismo nombre es usado para buscar soluciones de ciertas ecuaciones
diferenciales estocdsticas, solamente que en este caso ademads se debe hacer uso de la

férmula de It6 (Teorema D.1.1).

E.1 SEPARACION DE VARIABLES PARA EDE

Considérense {X;},.q, e {Yi}-, dos PE relacionados por la EDE,

dYt =Hu Yt dt —+ Xt Yt th (E.I.l)
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E METODO DE SEPARACION DE VARIABLES

donde {W;},., es un MB y y una constante.

Nétese que, suponiendo que {Y;},., sea un proceso positivo, la EDE (E.1.1) puede

reescribirse como,

% dYy = p dt + Xy dW; (E.1.2)
t

Aplicando la férmula de It6 a la EDE (E.1.2) con la funcién de clase C 1.2 f(t,y) =
f(y) = In{y} se obtiene,

4f(y) = Df(y) dt + DLf(y) dy + 5 D3f(y) (dy)?

gL L gy
=y W52 @)

1 11
Zy(ﬂydt+xydwt)_§?x2y2dt

:ydt—kxth—%xz dt
= (y—;x2> dt + x dW;
Entonces,
fy) =f(yo)+f0t74— % x* ds+f0txdws

Asi,
t 1 t
In{Yi} = In{Yo} + | p—5 X2ds+ [ X dW,

Por lo tanto,

t 1 t
Y=Yy exp{fey—z Xf ds+f0 Xs dWs}

es solucién de la EDE (E.1.1) con la condicién inicial Y.
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LA TRANSFORMADA DE FOURIER

La transformada de Fourier, denominada asi por Joseph Fourier, es una transfor-
macién matemética empleada para transformar sefiales entre el dominio temporal o
espacial y el dominio de la frecuencia, que tiene muchas aplicaciones en la fisica y
la ingenieria. Es reversible, siendo capaz de transformaciones de cualquiera de los
dominios al otro. El propio término se refiere tanto a la operacién de transformacion

como a la funcién que produce.

F1 LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicién F.1.1. La transformada de Fourier
Dada una funcién f € Ly (R), su transformada de Fourier denotada por F {f} es una

funcién g tal que,

gw) =F{fM)} =" f(Hexp{-iwt}dt

y la respectiva transformacién inversa es,

FO =5 " s@erpliot)do

— o0

Lema F.1.1. Propiedad de desfase
Sea f una funcién con transformada de Fourier g. Si f tiene un desfase ty en su

dominio entonces,

glw)=F{f(t—ty) } =F{ f(t)} exp{—iwto}
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F LA TRANSFORMADA DE FOURIER

Demostracion:

Sea s =t — ty entonces,

f:of(t —to)exp{—iw t}dt :jiof(s)exp{—i w (to+s)}ds
=F{ f(s) } exp{—iwto}

Teorema F.1.1. Transformada de Fourier de una gaussiana

Sea f ~ N (xo,00) entonces, g (w) = F{ f (x —x0) } = exp {—; B w?—iw xo}.

Demostracion:

2
Sea f (s) = (To\}ﬁ exp {—; (;()) } entonces,

F{f(s)} = fiof(s)exp{—iws}ds :exp{—; oz wz}

Luego, por el lema F1.1,

g(w) =F{f (x—x0) } = F{f (x) jexp {~i @ xo}

1 . 1 .
=exp {—2 g wZ}exp{—z w xo} = exp {—2 g w?—iw xg}

1
Corolario F1.1. Sea f ~ N (xp,0p) donde xy = ) 0%ty op = o/t entonces,

g(w)=f{f(x—xo)}=exp{—§(w2+iw)f72f}

Demostracion: Se sigue del teorema F.1.1.
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LA FUNCION I(A)

G.1 FORMA EXPLICITA DE [ (A)

Considérese {0} },., un proceso O-U con pardmetros constantes 6,0 y k de tal

manera que, para todo t > 0,
dU’t :(5(9—0}) dt+det (G.I.l)

ysean {a;}, e [,2 (A) tales que,

1 ¢t
;= \/t fo o2 ds (G.1.2)

Io(A) =E [exp{—Aaj}] (G.1.3)

&}

donde, I, (A) es la transformada de Laplace de a?. Es posible probar que, para toda

A > 0y ciertas funciones L, M y N,
1 2
Iz (A) = exp ELUO—FMUO—FN

y con la idea de mantener simpleza en la notacién, de aqui en mds se entenderd que

I (A) = I,z (A) para proceder ahora a probar este hecho en el siguiente lema.

Lema G.1.1. Forma explicita de I(A)

Para toda A > 0,
1
I(A):exp{zLa§+Mao+N} (G.1.4)
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G LA FUNCION ()

donde,
h{ak*t} +bcosh{ak?t
L) = —A_qfctidakit}+bcosh{ak t} (G.1.5)
cosh{ak?t} +bsenh{ak?t}
b hiak?t b? hiak?t 1— b2
M(t)=B [ {a it} +b% cosh {ak? t) + 1 (G.1.6)
cosh{ak?t} +bsenh{ak?t}
a—A 2 _ p2 2 B? (A% —a?)
(2A+a)+(2A—a) exp{2ak’t}
A+a+(a—A) exp{2ak?t}
(G.1.7)
2 AB?(a*— A?%) exp{ak®t}
+a3(A+a—|—(a—A) exp{2ak?t})
1 1 (A 1 A X
—2ln{2 <a+l>+2 (1_11) exp{2ak t}}
los pardmetros a y b son tales que,
— = A
a=+vA2-2C y b=—" (G.1.8)
Y,
0 ) A
Demostracion:

De acuerdo a la férmula de Feynman-Kac desarrollada en [Freidlin M, pp.117-126],

para ciertas funciones c, se tiene que,

t
u(t,op) =E [exp{foc(as) ds}} (G.1.10)
donde u es la solucién de la EDP,

Dju (t,x) = % k* Diu (t,x) = 8 (x = 0) Dyu (t,x) (G.1.11)
+oc(x)u(t, x)

con la condicioén inicial # (0, x) = 1.
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G.1 Forma explicita de I (A)
Eligiendo ¢ (x) = — A x2, se tiene que,

u(t,o0) =E exp{—/~\ tasz ds”

exr (K1 o]
=E |expd —At— | ofds
L tJo (G.1.12)

Definiendo Ag = —8, By = 0 5, Cy = —A, y haciendo uso de la eleccion de ¢ (x),

la EDP (G.1.11) se transforma en

1
Du (t,x) = 5 K> D}u (t,x) + (Ao x + Bo) Dju (t,x)

(G.1.13)
+ Co x% u (t, x)
y se demostrard que ésta siempre tiene una solucién de la forma
L. o
u(t,x) =exp 5 Lx*+Mx+N (G.1.14)
u
10+
t=0
t=1
t=2
t=3
t=4
t=5
‘ X
4

Fig. G.1.1: Familia de graficas de u (x) para tiempos t € {0,1,2,3,4,5} y parametros 6 = 1,0 =1, A = 1
yk=1.
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G LA FUNCION ()

-1 1 2 3 4 5

Fig. G.1.2: Familia de gréficas de la funcién u (7\) para tiempos t € {0,0.1,0.2,04,0.6,0.8,1,2,3,4,5,6}

y pardmetros § =1, § =1, y k = 1, manteniendo constante la variable espacial en x = 1.

1
Tomando entonces u (t,x) = exp {2 Lx>+Mx+N } se tiene que,

Dhu (t,3) = u(t,) (5 L' (044 M (x4 N (1))
D (t,x) = u (t,x) (L (t)x+M(t)) (G.1.15)

Diu (t,x) = u (t,x) <L (t)+ (L (t)x+M<t)>2>

Ahora, formando con el conjunto de ecuaciones (G.1.15) a la EDP (G.1.13), esta

puede simplificarse obteniéndose,

% L () @+ M (£) x+ N (t) = % K2 (L(t)+ (L x+M(t)>2>
+ (Ao x+Bo) (L(t) x+M(t)) (G.1.16)

+ Co x?
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G.1 Forma explicita de I (A)

Luego, reagrupando términos, puede verse como la siguiente igualdad de poli-

nomios de segundo grado en x.

% L () 2+ M () x+ N (t) = (; K2 12 (1) + Ao L(t)+C0> 2
+ (kz L(t) M(t)+ Ay M(t)
. (G.1.17)
+ By L(t)) X+ k* M2 (t) + By M (t)

1 2
+5 kL)

Asi, por el teorema fundamental del dlgebra, el problema se reduce a resolver el

equivalente sistema acoplado de EDO,

% L'(t) = % K L2 (t)+ Ao L(t) + Co (G.1.18)
M (t) =k> L(t) M(t)+ Ag M (t) + By L(t) (G.1.19)
N'(t) = % K> M? (t) + By M (t) + % K> L(t) (G.1.20)

y la condicién inicial u (0,x) = 1 es equivalente al conjunto de condiciones iniciales
L(0)=0,M(0)=0yN(0)=0.

Notese que la ecuacion (G.1.18) es de Ricatti, aunque no en el sentido més general

ya que tiene coeficientes constantes.

Reescribiendo a la ecuacién de Ricatti (G.1.18) como
L'(t) =k* L2 (t) +2 Ao L (t) +2 Co

se tiene una ecuacién en variables separables, por lo que,

- L' (1)
C2Co+2 A0 L(t)+ K2 L2 ()

entonces,

dL
1dt =
f f2C0+2AOL+k2L2
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G LA FUNCION ()
y definiendoa =2 Cp, =2 Aoy 7 = k2,

dL
t—CL:j 5
OC+‘BL1+’)/L1

P —dan P —dan
242 — —

pr—4uay pr—4uay
B> —4ury B> —4ury

de donde,

_mmh{mt_mq}
2 2

B
2 2y

y usando la condicién inicial L (0) = 0, la constante de integracién ¢y es,

CL > > arctan { > 7}

e A oG s A
Asi, definiendo A = F,C = ﬁ,a =VA?-2Cyb= - se tiene que,
7 /32 _ _
2y 2y 2 VBP—4ay

4A% -8 Cy k? 4A% -8 Cy k? _
E—— % — 02 2 tanh 0 5 t + arctanh 2 Ao
4 A3 —8Co k?
4A% — 8 Cy k? 4 A2 —8 Cy k2 92
— 1220 - 02 2 tanh 02 2 k* t + arctanh 2K Ao
k2 /4 A% —8 Co k?

=— A —atanh {a k* t + arctanh {b}}
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G.1 Forma explicita de I (A)
Si ademads se define la constante zyg = arctanh {b} entonces,

L(t)y=—A—atanh{ak* t+zy}

A (senh{akzt—i—zo})

cosh{a k? t + z}

cosh{a k? t} cosh {zo} + senh {a k? t} senh {z}

A (senh {a k? t} cosh {zo} + cosh {a k* t} senh {zo}>
=—-A-a

A (senh {a k?t} + cosh {a k* t} tanh {zo}>
=—A—a (

cosh {a k? t} +senh {a k? t} tanh {zo}

senh {a k®t} + b cosh {a k* t}
cosh{ak? t} + b senh{a k> t}

Ly

25F

20F

15F)

-05F

Fig. G.1.3: Gréfica de la solucion de la ecuacién de Ricatti (G.1.18) con parametros § = 1,0 =1,A =1y
k=1

Una vez conocida L, la ecuacién (G.1.19) es lineal , asi que su solucién puede ser

obtenida por el método del factor integrante.

Tomando a L (t) en su forma L (t) = —A —a tanh {a k* t + zy} y reescribiendo a

la ecuacién (G.1.19) como
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G LA FUNCION ()

se tiene que el factor integrante es,

{ [ L)+ A dt}

exp{ fa K tanh {a kK> t +zo} }dt

= cxp {Infcosh {a ) t+ 20} }}

=cosh{ak*t+z}

B
Luego, definiendo B = k—g,
" Ju®) Bl dt+eu fu (1) dt+ 5
) =
p(t) p(t)
fcosh{a Kt+zol [~A—atanh{ak* t+z}] dt+ (;TM
_ 0
= Bo cosh{a k? t +zy}
A 2 2
- 5 senh {a k t+zo}——cosh{ak t+zo}+f
= Bo cosh{a k? t +zo}
b senh {a k? " cu
:& Bo -1
k2 cosh{a k? t +zo}

bsenh{akzt%—zo}%—CfM
—B B 4

cosh{a k? t + z}

donde c es la constante de integracion, la cudl usando la condicién inicial M (0) =0
escy =B (1—1?) cosh{z}.
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G.1 Forma explicita de I (A)

Por lo tanto,

M(t) = B bsenh{ak®t+zo} + (1-b*) cosh{zo} .
cosh{a k* t +zp}
b senh {a k* t} cosh {zo} + b cosh {a k* t} senh {zo} + (1 —b*) cosh{zo}
cosh{a k? t} cosh {zo} + senh {a k? t} senh {zo}

(b senh{ak* t} +bcosh{ak® t}tanh{zo} +1-b* 1)

B

I
W

cosh {a k? t} + senh {a k* t} tanh {zo}

b senh {a k* t}+b2cosh{ak2t}+1—b2_l>

B cosh{a k?> t} +bsenh{a k> t}

-10 -5 L 5 10

1.0

-15

Fig. G.1.4: Gréfica de la solucion de la ecuacién diferencial parcial (G.1.19) con pardmetros 6 = 1,60 =1,

A=1yk=1.

Para resolver la ecuacién (G.1.20), no hace falta mds que una, aunque simple,
engorrosa integracién, una vez conocidas L y M. El primer paso sera calcular M?2 (1)

para lo cual se tomard a M (f) en su forma,

M (t) :B(b tunh{akzt—l—zo}—f—%ﬂsech{ak2t+zo}—1>
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G LA FUNCION ()

teniendo entonces que,

2

c
M? (t) =B? <b2 tanh® {a k* t +z} + B—Ag sech® {ak* t+2z9} +1
ZbCM

+ tanh {a k* t + zo} sech {a k* t + zo}

—thanh{akzt—kzo}—z;Msech{ak2t+zo}>

2
c
—B? <b2 tanh® {a k* t + 2z} + B—Ag sech® {ak*t+zo} +1

2bCM d

- —7g E{sech{ukzt—i—zo}}

—2btanh{ak* t+z0} — 2% sech {a k* t+zo}>
Luego,

N’ (1) =3 K M2 (6) + Bo M () + 5 K L (1)

212 12 2 2 2 12
_B Z k tanh® {a k2t—l—zo}—f—cl\/ITsech2 {akzt—f—zo}—i—sz
_BbCMi

5 [sech {ak?t+z} }

—B>bk*t F+zo} —Bkc f+zo}
+BBybt F+ 20} + Bo ey sechfak* T+ 20} — B By

Ak* alk? 9
—T—Ttunh{ak t+zo}
2 212 12 2 42
=K (B ;_A)—i-B Z;k tanh2{ak2t+zo}+cMTsechz{akzt-i-zo}

2
B Bbcy ;t[SECh{ﬂkzt‘f'ZO}} —%tm’lh{ﬂkzt‘FZO}

Por lo tanto,

2 212
N(t):—k2<B ;A>t+st (ak2t+zo—tanh{ak2t+zo}>

BbCM

2
—l—%mnh {ak?t+zo} — sech {a k> t+zo}

— % ln{cosh {ak®t+z} } —CcN

2 1,2 B b2—1 A 2 _BZbZ
:st zo+k2< 2 ( 5 )+ >t+<CM>tanh{ak2t+zo}

2a
_BbCM

sech{ak® t+zp} — % ln{cosh {ak®t+z} } —CcN
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G.1 Forma explicita de I (A)

donde, cy es la constante de integracién la cual usando la condicién inicial N (0) =0

es,

B2 12 2 2 2 Bb 1
CN = T Zo + <1V12a> tanh {ZO} . aCM sech {ZO} — E ln{cosh {ZO} }

Ny

-10 -5 H 5 10

Fig. G.1.5: Gréfica de la solucion de la ecuacién diferencial parcial (G.1.20) con pardmetros 6 = 1,60 =1,

A=1yk=1

Puede observarse que N, la solucién de la ecuacién (G.1.20) que se calculé me-
diante integracién no tiene el mismo aspecto que la propuesta y aunque es posible

llegar a ella, el camino es largo y tedioso, razén por la que no se presentara aqui.

De igual manera, la comprobacién de que N, ya sea en su forma propuesta o en la
calculada, es solucién de la EDP (G.1.20) es exhaustiva, por lo que tampoco serd pre-
sentada, no obstante, en la tabla G.1.1 se muestra un comparativo entre ambas, donde
N* denota a la solucién propuesta y N a la calculada y claramente las respuestas
que se muestran son satisfactorias al arrojar los mismos valores para los instantes de

tiempo t € {—10,-9,...,-2,-1,0,1,2,...,9,10}.

Contrariamente, si se comprobard que L y M son soluciones de las ecuaciones

(G.1.18) y (G.1.19), respectivamente.
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G LA FUNCION ()

Comprobando que L es solucién de la ecuacién de Ricatti (G.1.18):

cosh{a k®t} +b senh {a k* t ak?cosh{ak®t} +ak®bsenh{ak*t
L'(t)=—a
(cosh {a k2 t} + b senh {a k2 t})*
_ (senh{ak®t}+bcosh{ak®t}) (ak®senh{ak®t}+ak®bcosh{ak®t}) }

(cosh {a k2 t} + b senh {a k2 t})*

2
= a{akzakz <senh{ak2 t‘}—l—bcosh{ak2 t}) }

cosh{ak?t} +bsenh{ak?t}

:—a{akz—akz <_L<t>u+“‘)2}

=K L2(H)+2 AP L(t)+k* (A* —a?)

Por lo tanto,
1 1
5 L'(t) = Ek2 L?(t)+ Ao L(t) + Co

Comprobando que M es solucién de la ecuacién lineal (G.1.19):

M (8) :B{ (cosh{ak*t} +bsenh{ak®t}) (ak*bcosh(ak®t)+ak?b?senh (ak®t))
(cosh {a k2 t} + b senh {a k> t})?
bsenh{ak®t} +b*cosh{ak®t} +1—b?
cosh{a k?> t} +bsenh{a k? t}
a k? senh (a k* t) +a k* b cosh (a k* t) }
cosh{a k? t} + b senh{a k> t}

cosh{a k? t} + b senh{a k> t}

, senh{ak®t} +bcosh{ak®t}
cosh{a k? t} +b senh{a k> t}

—s{arp- (M) ae (HHOEA)

=Bak?b+ k* (M(t) L(t) + AM(t)+BL(t)+BA)

_B{akzb_bsenh{akzt}+b2COSh{ﬂk2t}+1_b2

=K* M(t) L(t) +k* AM(t)+k*BL(t)+KkK B (ab+ A)
=k M (t) L(t)+ Ao M(t)+Bo L(¢t)
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G.1 Forma explicita de I (A)

Tabla G.1.1: N° vs. N¢

t N3 N¢ t N® N¢
—10 | —9.4793 —9.4793 1 | =0.372979 | —0.372979
—9 | —8.44661 | —8.44661 2 | —1.02612 | —1.02612
-8 | —7.41392 | —7.41392 3 | —1.71805 | —1.71805
-7 | —6.38123 | —6.38123 || 4 | —2.41612 | —2.41612
—6 | —5.34856 | —5.34856 5 | —=3.11525 | —3.11525
-5 | —4.31602 | —4.31602 6 | —3.81457 | —3.81457
—4 | —3.28418 | —3.28418 7 | —4.51392 | —4.51392
-3 | —225631 | —2.25631 8 | —521328 | —5.21328
-2 | —1.25168 | —1.25168 9 | —-591264 | 591264
-1 | —-0.386767 | —0.386767 || 10 —6.612 —6.612

0 0.0 0.0 - - -

Asi,

L(t) = —A—a senh {a k* t} + b cosh {a k* t}
cosh{ak?t} +bsenh{a k? t}

M) = B bsenh{ak2t}+b2cosh{ak2t}+1—b2_1
cosh{ak?t} + b senh{a k* t}

a—A B? (A% —a?)
242 248
(2A+a)+(2A—a) exp{2ak®t}
A+a+(a—A) exp{2ak®t} ]
2 AB?(a*— A?) exp{ak®t}
B(A+a+ (a—A) exp{2ak®t})

1, (1 (A 1 A ,
—2Zn{2 <u+1>+2 (1_a> exp{2ak t}}

) 06 A
p/B:kT/C:_p/

N (t) = (> — AB*—B%*a) t+

a:\/AZ—ZCyb:—é

donde, A = — .
a
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G LA FUNCION ()

A la Itz de la ecuacién (G.1.12), basta elegir x = oy y A = % paracadat >0y

toda A > 0 para que u (t,x) = I (A) obteniendo, finalmente que,

1
I(/\):exp{2 L(702+M(70+N}

~ o~ o~ o~ o~ o~
1l [l
o 01 WN P

I T T L l A'
2 3 4 5

Fig. G.1.6: Familia de graficas de I (A) para tiempos t € {1,2,3,4,5,6} y pardmetros 6 =1,0 =1, 0p =1
yk=1

10+ t=0.01

0.8

-15 -10 -5 5 10 15

0o

Fig. G.1.7: Familia de gréficas de la funcién I (0p) para tiempos t € {1,2,3,4,5,6} y parametros 6 = 1,
f=1,A=1yk=1.
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