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Introduccion

A raiz de la crisis financiera que azoto el mundo a partir del ano 2008, el sector
financiero reforzé las medidas necesarias que se venian desarrollando para cuantifi-
car de una manera maés eficiente y segura los posibles riesgos a los que estan sujetos.
En este sentido, el sector asegurador, dado su espiritu intrinsicamente econémico,
no se quedo atras y buscéd implementar acciones para contener los riesgos a los que
las companias aseguradoras estan expuestas. A partir del 2009, comenz6 a gestarse
en Europa una serie de nuevas normas directivas basadas principalmente en tres as-
pectos: una mejor medicién de activos, pasivos y capital; un proceso de supervision
mas eficiente; y finalmente, requerimientos de transparencia de la informacion. Estos
cambios, fueron retomados por la industria mexicana de seguros, los cuales han sido
plasmados en la nueva Ley de Instituciones de Seguros y de Fianzas, la cual empezo
a operar a partir del 4 de abril del 2015.

En este contexto de cambios en el sector asegurador es fundamental una medicién
mas rigurosa y detallada de los riesgos a los que estan sujetas las companias para
reducir las probabilidades de insolvencia de las aseguradoras. Dentro de los requeri-
mientos cuantitativos fundamentales, esta la formulacion de esquemas mas exactos
para el calculo de las reservas técnicas, las cuales tienen que ver con el capital que
las companias deben reservar para afrontar sus obligaciones, entre las que destacan
el pago de siniestros a los asegurados por los diversos riesgos contratados en una
poliza de seguros. Por tal motivo, las aseguradoras deben tener técnicas estadisticas
y actuariales que les permitan estimar de manera muy precisa el monto de capital
que van a requerir para afrontar estos compromisos contractuales, lo que se traduce
en la formulacion de primas de riesgo mas exactas. En este marco, queda de mani-
fiesto la importancia de generar modelos que permitan estimar mejor las primas de
riesgo de las companias aseguradoras.

En la actualidad, para el calculo de la prima de riesgo, uno de los métodos
estadisticos mas cominmente usado es el producto de las frecuencias (nimero de
siniestros entre unidades expuestas) por la severidad (monto de los siniestros entre
el nimero de siniestros). Cuando se tienen grupos o cortes de informacién con la
suficiente robustez estadistica, éste método es adecuado para obtener estimaciones
aceptables; sin embargo, cuando se desea aproximar una prima de riesgo a un nivel
méas granular, este procedimiento puede arrojar célculos con una variabilidad muy




Introduccién

grande, debido al reducido ntimero de observaciones que puede existir en ciertos
cortes de informacién. Es aqui donde los Modelos Lineales Generalizados (GLM’s
por sus siglas en inglés) juegan un papel importante, pues con ellos se pueden tener
mejores estimaciones para evitar dicha volatilidad.

Los GLM’s son basicamente regresiones lineales, donde existe una variable res-
puesta (también conocida como variable dependiente), de la cual se busca describir
su comportamiento a través de variables explicativas (también conocidas como va-
riables independientes). Cuando la variable respuesta posee un comportamiento que
se puede modelar empleando una distribucion normal, se usa la regresion lineal con-
vencional. Sin embargo, si la variable dependiente tiene una distribucion diferente
es mejor usar la generalizacion de los modelos lineales, que incluye otros tipos de
distribuciones que pertenecen a la familia exponencial. Para el caso que compete este
proyecto, las variables respuesta como la frecuencia y la severidad de los siniestros,
tipicamente no siguen una distribucién normal, pero si alguna de la familia expo-
nencial. Dentro de todo este contexto, para tener estimaciones con mayor robustez
y significancia, se propone analizar la informacion de todo el sector asegurador.

Un punto importante que se debe tener en consideracién para la buena esti-
macién de las primas de riesgo es la antiseleccion o seleccién adversa, que consiste
en cobrar una misma tarifa a los asegurados con diferente exposicién al riesgo, es
por esto la importancia de utilizar técnicas estadisticas para agrupar los riesgos con
pérdidas potenciales similares para evitar esta situacion.

El problema que se propone resolver y objetivo de esta tesis es generar un mo-
delo para describir la prima de riesgo de las principales coberturas (Danos Mate-
riales, Robo Total, Responsabilidad Civil por Danos a Terceros y Gastos Médicos
a Ocupantes) que son contratadas por los propietarios de vehiculos residentes de la
Republica Mexicana empleando la informacién del sector asegurador de tal manera
que se evite la antiseleccion o seleccion adversa ya que con esto también se estara evi-
tando la volatilidad que presentan los métodos mas comunes para dicha estimacion.
De esta manera, los resultados obtenidos con este trabajo seran trascendentales para
todo el sector, y pueden ser usados como puntos de referencia, calibracion y estima-
cion de las primas de riesgo de cada compania de la industria aseguradora mexicana.

La importancia de generar este modelo radica en que la buena estimacion de
la prima pura de riesgo permitiria obtener tarifas suficientes las cuales incremen-
tarfan la rentabilidad de la aseguradora y asi tener la solvencia necesaria para poder
afrontar los costos generados por los siniestros, por el contrario, una mala modela-
cién impactaria en la tarifa comercial, lo que probablemente se tendria una tarifa
insuficiente la cual implicaria problemas técnicos como menos rentabilidad o las uti-
lidades resultantes no sean las esperadas inclusive se pondrian presentar pérdidas,
por otra parte también repercutiria en problemas comerciales ya que se podria exce-
der el costo de la tarifa y por lo cual perderia competitividad en el sector asegurador.

Este trabajo estda conformado de tres capitulos. En el primer capitulo se pre-
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sentan los conceptos tedricos para formular los modelos de las primas de riesgo.
En el segundo capitulo se presentan los modelos y el proceso de tarificacion, en el
tercer capitulo se presenta una aplicacién con datos reales del calculo de las pri-
mas de riesgo para las cuatro principales coberturas (Dafios Materiales, Robo Total,
Responsabilidad Civil y Gastos Médicos) de una pdliza de seguro de automovil;
Finalmente, se exponen las conclusiones a las que se llegan segin el objetivo del
presente proyecto; en los anexos se presentan las salidas de los modelos obtenidas
del software estadistico R [15].




—Capitulo 1
Preliminares

En este capitulo se hard una breve descripcion de algunos métodos estadisticos
multivariantes que nos ayudaran mas adelante en la forma de cuantificar la prima
de riesgo en seguros de automoviles.

Estos métodos son de suma importancia, ya que se debe contar con una forma
clara y eficaz para trabajar con datos multivariados. Los temas que se trataran en
una seccién son:

e La familia exponencial: Debido a que se trabajara con distintas distribu-
ciones de probabilidad, podemos considerar a una unica familia paramétrica
de funciones que contiene todas las propiedades que nos interesa.

e Modelos lineales generalizados: En este caso, se tiene la necesidad de hacer
regresiones lineales con variables aleatorias que no se distribuyen de manera
normal.

e Anailisis de conglomerados: Debido a que se trabajard con una poblacién
de elementos con caracteristicas diferentes, y se tendra la necesidad de formar
grupos lo mas homogéneos posible.

1.1. La Familia Exponencial

Sea Y una variable aleatoria cuya distribucion de probabilidad depende de un
solo parametro . La distribucién de la variable Y pertenece a la familia exponencial
si puede expresarse de la forma

Fy;0) = s(y)t(0)e" (1.1)

donde a,b,s y t son funciones conocidas. La ecuacién (1.1) podemos reescribirla
como

f(y;0) = expla(y)b(0) + c(0) + d(y)] (1.2)

donde s(y) = expd(y) y t(6) = expc(0). Si a(y) = y se dice que la distribucion es
de forma canénica y algunas veces a b(f) se le llama pardmetro natural de la distri-
bucion. Si hay otros pardametros, ademéas del parametro de interés 6, se consideran
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como parametros de perturbacién que forman parte de las funciones a,b,c,d, y se
consideran conocidos.

La definiciéon anterior puede extenderse al caso de un parametro vectorial 8 =

(01,05,...,0,). En tal caso, se dice que una distribucién pertenece a la familia ex-
ponencial cuando su funciéon de densidad puede expresarse de la forma
f(y;0) = expla(y)"b(0) + c(0) + d(y)] (1.3)

donde a(y) = (a1(y), az(y), ...,a,(y)) v b(0) = (b1(0),b2(0), ..., b,(0)) (con a; lineal-
mente independientes).

1.1.1. Ejemplos de distribuciones que pertenecen a la fami-
lia exponencial

(a) La distribucion exponencial. Si una variable aleatoria Y se distribuye como
una exponencial, denotada por Y ~ Exp()), entonces su funcién de densidad es

f(y; ) = Aexp(—=Ay)
= exp(—yA + log))

de ahi se tiene que a(y) = —y, b(A) = A, ¢(A) = log A y d(y) = 0, por lo tanto se
concluye que la distribucion exponencial pertenece a la familia exponencial.

(b) La distribucion binomial. Si una variable aleatoria Y se distribuye como una
binomial, denotada por Y ~ Bin(n, ), su funcién de distribucién de probabilidad
es

fly;m) = (Z) (1 —m)"Y
— exp <log <Z> +ylogm + (n — y)log(l — w))

— exp <y log (ﬁ) +nlog(1 — ) + log (Z))

de ahf se tiene que a(y) =y, b(r) =log (Z), c(r) = nlog(l — 7) y d(y) = log (Z),
por lo tanto se concluye que la distribucion binomial pertenece a la familia expo-
nencial.

(¢) La distribucion Poisson. Si una variable aleatoria Y se distribuye como una
Poisson, denotada por Y ~ Pois(\), su funcién de distribucién de probabilidad es

Ve

fly; A) = ]

= exp(ylog A — A — logy!)
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de ahi se tiene que a(y) = y, b(A) = log A, ¢(\) = =\ y d(y) = logy!, por lo tanto
se concluye que la distribucién poisson pertenece a la familia exponencial.

(d) La distribucion Binomial Negativa. Si una variable aleatoria Y se distribu-
ye como una Binomial Negativa, denotada por Y ~ BinNeg(mw, k), su funcién de
distribucién de probabilidad es

samb) = (47 ] )ata = mp

—1
= exp <log (i_ 1) + klogm + (y — k) log( 1—7T)>

=e><1o<y10g(1_”)j%log(l7r )Hog( ))

de ahi se tiene que a(y) = y, b(r) = log(1—7), ¢(r) = klog (£) v d(y) = log (V_}),
por lo tanto se concluye que la distribuciéon binomial negativa pertenece a la familia
exponencial.

(e) La distribucion Normal. Si una variable aleatoria Y se distribuye como una
Normal Y ~ N(u,0?), sea @ = (u,0), su funcién de densidad es

fy;0) = 21meXp <—% <y;M) )
1

de ahf se tiene que a(y) = (a1(y), az(y)) = (yQ,y), b(0) = (b1<0)7 b2(0)) = (_#7 %),
c(0) = —% + log (Eg) y d(y) = 0, por lo tanto se concluye que la distribucién

normal pertenece a la familia exponencial.

(e) La distribucion Gamma. Si una variable aleatoria Y se distribuye como una
Gamma Y ~ Gam(a, ), sea 6 = («, 3), su funcién de densidad es

«
o

f(y;0) = rfa)y ~exp(=Ay)
— exp (—ﬁy +(a—1)logy +log (Fﬁ(z)))

(v)) = (y;logy), b(8) = (b1(6),b2(8)) =
y d(y) = 0, por lo tanto se concluye que

de ahi se tiene que a(y) = (a1(y),az2(y

(=B,a — 1), ¢(0) = logy + log
la distribucién gamma pertenece a

a familia exponencial.

1.1.2. Propiedades de la Familia Exponencial

De la definicién de funcion de densidad de probabilidad se tiene que para todos
los posibles valores de y (si la variable aleatoria Y es discreta, entonces la integral

6
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se reemplaza por una sumatoria).

[ oy (1.4)

Si derivamos en ambos lados la expresién (1.4) con respecto a 6, obtenemos

/fy, dy——l—O

podemos intercambiar el orden de integracion y diferenciacion, entonces se tiene

/ df(je; % 4y = 0 (1.5)

Ahora, derivamos por segunda vez (1.4) con respecto a 6 e intercambiamos el orden
de integracion y diferenciacion asi obtenemos

[ = 19

Aplicamos estos resultados para las distribuciones de la familia exponencial,
f(y;0) = expla(y)b(0) + c(0) + d(y)]
la primera derivada es

T _ fatwyt(0)) + ¢ 0)] F(0:0)

Entonces, por (1.5) tenemos
0= [ lalw)¥(®) + )] 5 (5:0)dy

=ww/mwﬂ%ww+d@/f@m@
— V(O)E[a(y)] + ¢ (6).

lo que implica

Ela(Y)] = _bc(éi) (1.7)
Similarmente para obtener Varfa(Y)] tenemos
TIGE) (o) (6) + " O))F(3:6) + law)V (0) + O F(:6)
= [a(y)b"(0) + " ()] (y; 0) + [V'(0)]* [aly) — Ela(Y)])* f(y; )
= a(y)b"(0)f(y; 0) + " (0) F(y; 0) + [V'(0)) [aly) — Ela(Y)])* £(y;0)
por (1.5)




1.1. La Familia Exponencial

lo cual implica

_ /) 9
Var(a(Y)) = 2) ()
sustituyendo (1.6) se tiene

Var(a(Y)) = bﬂ(g)d(fg,(;ﬁgw)b/(e)

(1.8)

Ahora consideremos a v = b(f) y b es una funcién invertible (entonces tiene una
correspondencia 1-1 entre el espacio que contiene a 6 y el espacio que contiene a ),
por lo que podemos volver a reescribir (1.2) como

fy; ) = expla(y)y + w(y) +d(y)),

donde k() = ¢(b~1(7)), por lo que se tiene el siguiente resultado.

Lema 1.1 Supongamos que Y es una variable aleatoria cuya funcion de distribu-
cion pertenece a la familia exponencial candonica. Entonces, la Funcion Generado-
ra de Momentos (FGM) de Y es E(exp(Yt)) = exp(k(t + ) — k(vy)). Ademds,
E(Y)=+r'(y) y Var(Y) = r"(7).

Demostracion: Supongamos que t es suficientemente pequeno tal que f(y; (0+1))
es una distribucion. La FGM es

My (f) = E(exp(tY) = / exp(ty) explyy + x(7) + d(y))dy

— exp(—r(y +1) + v(2)) / exp(y(y + ) + r(y +8) + d(y))dy
= exp(—r(y +t) + £(7)),

ya que [exp(y(y+t) + k(v +¢) +dy))dy = [ f(y; (v + t))dy = 1. Para obtener
los momentos hay que recordar que Ms,(0) = E(Y) y Var(Y) = M{(0) — (M;-(0))>.
Por lo tanto

My (t) = —r'(y + t) exp(—r(y + 1) + K(7))

My (t) = (=6"(y + ) + (5 (v +1))°) exp(r(y + t) + £(7)).

De aqui se tiene que Mi(0) = —r'(0) y M{H(0) = —r"(y) + K'(v)?, por lo tanto
EY)=—K'(y) y Var(Y) = —r"(v). R

T[ustraremos el lema considerando una variable aleatoria Y ~ Bin(n, ), cuya
funcién de distribucion pertenece a la familia exponencial candnica y se expresa de
la siguiente forma

Fy:m) = exp <y log (&) + nlog(1 — 7) + log (Z))

8
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con vy =b(r) =log (), c(m) =nlog(l —m) = €' = =

1-7

= T=¢e'(1—m)
= T=¢e —e'm
= m(l+e)=¢€"
eV
= =
1+ev

ey

por lo tanto k(y) = nlog (1 — 1+67) = nlog (Hley) = n (log(l) —log(1+¢€7)) =
—nlog(1+ €7). Ahora encontremos el E(Y) y Var(Y) , por lo tanto

B) = ¢ 0) =~ (-0 (155))

Una propiedad mas de la familia exponencial, es que admite un estadistico suficiente
para 6, para verificar este hecho recordemos los siguientes resultados:

Definicién 1.1  Un estadistico es una funcion real T de la muestra aleatoria
Y1, Y2, ---Yn de una poblacion con funcion de densidad (funcion de probabilidad para el
caso discreto) f(Y,0). Un estadistico, T' es suficiente para 6 cuando la distribucion
de (y1,Y2, ---Yn) condicionada por T =t no depende de 6.

A pesar de la claridad del concepto, es muy dificil utilizar esta definicién para
decir si un estadistico es suficiente, por lo que tenemos una caracterizacién alterna-
tiva:

Teorema 1.1 (Criterio de factorizacion de Fisher-Neyman)

Sea y1, Yo, ...Yn una muestra aleatoria de una poblacion con funcion de densidad (fun-
cion de probabilidad para el caso discreto) f(Y,0). Un estadistico T' es suficiente
para 0 si y solo si

T, 92, yn; 0) = g(T(y1, Y2, ---Yn), 0)h(y1, Yo, --.Yn). (1.9)

donde g es una funcion no negativa, tanto del estadistico como del vector de pardame-
tros, y h es una funcion no negativa exclusiva de los valores muestrales.

Proposicién 1.1 Sea (yi1, Yo, ...yn) una muestra aleatoria de una poblacion Y con
funcion de densidad (funcidn de probabilidad para el caso discreto) perteneciente a
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la familia exponencial, entonces f(Y;0) admite un estadistico suficiente.

Demostracion: Como f(Y';0) pertenece a la familia exponencial, entonces la fun-
cion de densidad conjunta estd dada por:

n

Fyn,v2,um; 0) = [ [ i 6) = H expla(y:)b(6) + c(0) + d(y;)]

=1

= exp | b(8) > alyi) +ne(0) + 3 d(y)
= exp [nc(0) + b(6) Z a(y:) | exp [Z d(%)]

=g (T(yl, Y2, -~-yn); 9) h(yla Y2, yn)

donde T = T(y1, Y2, ---Yn) = 21y a(yi), por lo tanto T es un estadistico suficiente
para f(Y;60). W

1.2. Modelos lineales generalizados

En un modelo lineal, el valor observado de la variable dependiente Y para la
observacién i—ésima (i = 1,2,...,n), se modela como una funcién lineal de (p — 1)
variables independientes x4, x9, ..., 7,—1 de la siguiente forma

yi = Bo+ bira + ... + Bp1Tipp-1) + & (1.10)

o de forma matricial se tiene

Y=XB+e. (1.11)
donde
Y1
y=|"”
Yn
es el vector de variables dependientes, y
Ty Loan o 1o
2 I R
27)  \1 o e

es una matriz conocida de dimension n x p, llamada matriz disefio que contiene los
valores de las variables independientes y una columna de 1’s correspondiente a la
interseccion,
Bo
3 b
Bp—l

10
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que es un vector que contiene p parametros que seran estimados y

es un vector de residuos. Es comtun suponer que los residuos en € son variables
aleatorias independientes y se distribuyen normalmente, y que las varianzas son
iguales para todos ¢;.

Ahora denotemos,

n=Xpg

como el predictor lineal del modelo (1.11).

Los avances en la teoria estadistica y software nos permiten utilizar métodos
analogos a los desarrollados para modelos lineales en las siguientes situaciones ge-
nerales:

1. Las variables de respuesta tienen distribuciones distintas de la distribucién
normal, e incluso pueden ser categoricas en lugar de continuas.

2. La relacion entre las variables de respuesta y explicativas no tiene que ser de
la forma lineal simple como en (1.11).

Con todo esto, podemos decir que los Modelos Lineales Generalizados (GLM’s)
son una generalizacion de los modelos lineales cldsicos o convencionales.

En un modelo de regresion lineal, la variable Y se distribuye normalmente, en
los GLM’s se permite que sigan cualquier distribucion que pertenezca a la familia
exponencial, ademés en vez de modelar p = E(Y) directamente como una funcién
del predictor lineal X 3 podemos modelar una funcién g(u), por lo que el modelo se
convierte en

o) =n = XB (1.12)
A la funcién g(-), se le llama funcién liga.

1.2.1. La funcién liga g(-)

La funcién liga ¢(- ) debe cumplir dos condiciones: ser monétona y diferenciable,
por lo que existe la funcién inversa g(- ).

Algunas funciones liga de uso comun y sus inversas son:
e La liga identidad: n = u. La inversa es simplemente p = 7).

exp(n)
1+exp(n)

e La liga logit: n = log [u/(1 — p)]. La inversa p = es restringida al

intervalo [0,1].

e La liga probit: n = ®!(u), donde ® es la funcién de distribucién Normal
Estandar. La inversa p = ®(n) es restringida al intervalo [0,1].

e La liga complemento log-log: n = log [—log(1 — p)]. La inversa p = 1 —
exp(— exp(n)) es restringida al intervalo [0,1].

11



1.2. Modelos lineales generalizados

Ligas candnicas

Ciertas funciones liga son comunes para ciertas distribuciones, a estas ligas se les
llaman ligas canénicas. Esto significa que la liga canénica es la funcién g(- ) para la
cual g(u) = 0, por ejemplo:

e Poisson: 0 = log(u) asi su liga canénica es log.
e Binomial: ¢ = log == asf su funcién liga candnica es la liga logit.
e Normal: 6 = p asi su liga candnica es la liga identidad.

Cabe senalar que no hay garantia de que las ligas candnicas proporcionen el mejor
modelo para un determinado conjunto de datos. En cualquier aplicacién particular,
los datos pueden mostrar un comportamiento peculiar, o puede haber justificacion
tedrica para la eleccién de ligas distintas de las ligas candnicas [4].

1.2.2. La devianza

Sea Y; la variable de respuesta asociada al vector con p — 1 variables explicativas
X, = (i1, Ti2, ..., Tip—1y). El modelo g(E(Y;)) = «] B que considera a todas las va-
riables explicativas se conoce como modelo saturado, cuando consideramos solo un
subconjunto de la variables explicativas (subconjunto de las coordenadas de X)),
X = (z}],20,...,x5,) con 0 < m < p—1 el modelo que considera solo a este con-
junto de variables explicativas g(E(Y;)) = x;T38* se conoce como modelo de interés.

Sea B\ el estimador de maxima verosimilitud de 3 en el modelo saturado y B*
el estimador de mdxima verosimilitud de 8* en el modelo de interés, entonces, la
funcién de verosimilitud L(3;y), es mayor o igual a L(3*;y), con la misma distri-
bucién y la misma funcién liga.

Para determinar que variables explicativas influyen en el resultado de la variable
Y;, se deben comparar el modelo saturado con el modelo de interés mediante un
término conocido como devianza.

Definicién 1.2 Sea l(,@*;y) la funcion log-verosimilitud para el modelo de interés

Y l(ﬁ; y) es la funcion log-verosimilitud para el modelo saturado. La devianza D estd
dada por:

D =2[l(B;y) — 1(B*;v)]. (1.13)

Si el modelo de interes es adecuado, la devianza tendra una distribucién asintoti-
ca x? con p—m grados de libertad a medida que aumenta n. Esto puede ser utilizado
como una prueba de la adecuacion del modelo. El grado de aproximaciéon de la de-
vianza a la distribucién x? depende del tipo de distribucién que se trate.

Un segundo, y quizds mas importante uso de la devianza es en la comparacién
de modelos de competencia. Supongamos que un determinado modelo tiene una
devianza D, con gly grados de libertad, y que un modelo més simple produce una

12



1.2. Modelos lineales generalizados

devianza Dy con gl, grados de libertad. El modelo mas simple tendra una devian-
za mayor y méas grados de libertad (gl), entonces, para comparar los dos modelos
se puede calcular la diferencia de las devianzas (Dy — Dy), y se relaciona esto con
una distribucién x? con (gly — gl;) grados de libertad. Esto darfa una prueba de la
importancia de los parametros que se incluyen en el modelo 1 pero no en el modelo
2. Esto, por supuesto, requiere que los pardmetros incluidos en el modelo 2 sea un
subconjunto de la pardametros del modelo 1, es decir, que se anidan los modelos.

1.2.3. Residuales

El residual es la diferencia entre el valor observado y y el valor estimado 7, esto
es € = y—7y. Si al ajustar el modelo, los residuos resultantes son pequenos, se tendria
evidencia que el modelo es adecuado. Por esta razon se utiliza el andlisis de residuales
como criterio para determinar si un conjunto de datos se ajusta al modelo propuesto.

Residual de un modelo lineal

El estimador del valor esperado del vector y, o valor ajustado y es una funcién
lineal de los valores observados.

—

E(y) =y =Hy

donde H es conocida como la matriz sombrero y se tiene que ésta matriz es
idempotente y simétrica.

Ejemplo: En regresion lineal tenemos § = X 8 = X (X7 X)~'X7y. En este caso,
la matriz sombrero es H = X (X7 X)71 X7,

La matriz sombrero puede tener una forma mas compleja en los modelos lineales
generalizados, pero se tiene que la mayoria del software tiene opciones para imprimir
la matriz sombrero.

Residuos de Pearson

El residual para una observacion y; se puede definir como e; = y; — ¥;. El residual
de Pearson es el residual estandarizado con la desviacion estandar del valor ajustado:

Yi —Yi

Var(y:)
Los residuos de Pearson tienen la caracteristica de que tienden asintéticamente a
una distribucién normal con varianza constante. Sin embargo, la varianza de los

residuos de Pearson no necesariamente es 1. El error estandar de los residuos de
Pearson es:

€i,Pearson =

€i,Pearson

1 — hy

€iadj,P =

13



1.2. Modelos lineales generalizados

donde h;; son los elementos de la diagonal de la matriz sombrero.

Residuos de la Devianza

La devianza D puede escribirse como una suma D = ) .d; donde las d; son
los que se conocen como componentes de la devianza que vienen de la ecuacién de
verosimilitud y de su derivada, cada observacién ¢ contribuye una cantidad d;, y se
definen los residuos de la devianza como

€i,Devianza — Sz.gn(yz - Z//\Z)\/Ez

Los residuos de la devianza también se pueden escribir en forma estandarizada, es
decir, tal que su varianza sea cercana a la unidad. Esto se obtiene como

€i,Devianza

€i,adj,D =
V1—hy

Residuos Score

El estimador de maxima verosimilitud del parametro 6, es la solucién de la
ecuacion de puntuacién

ol
o0
Esta ecuacion, para la familia exponencial corresponde a una suma de términos U;
para cada observacion, donde las U; son las derivadas parciales de la logverosimilitud
del modelo con respecto a cada parametro 6;. Estos términos pueden ser debidamente
estandarizado e interpretados como residuos, es decir, como la contribucion de cada
observacién al punto. Esta estandarizaciéon de residuos puntuales son obtenidos de

U= 0

Ui
(1= hs)v;
donde h;; son elementos diagonales de la matriz estimada y v; son elementos de una
cierta matriz de pesos.

€i.adj,s =

Residuos de Verosimilitud

Tedéricamente seria posible comparar la devianza de un modelo que comprende
todos los datos con la devianza de un modelo con la observacién i excluida. Una
aproximacion a los residuos que serian obtenidos usando este procedimiento es

ei,Probabilidad = Slgn(yz - Z//\i)\/hii(ei,Score)2 + (1 - hii)(ei,Devianza)Q

que es un promedio ponderado de los residuos de la devianza y de los residuos
score.
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1.2. Modelos lineales generalizados

1.2.4. Modelo Poisson

Sean las variables de respuesta Y7, ..., Yy independientes y Y; ~ Poisson(\;) esto

es,
)\é}ief)\i

y sea X; = (1, T2, ..., Tip—1)) €l conjunto de variables explicativas, entonces se
tiene que E(Y;|x;) = \; = Var(Yi|z;) v

g(N) = a’fﬁ = Bo + Biwir + PoTio + ... + Bp—1Ti(p—1)
utilizando la liga log tenemos que g(A;) = log(\;)
= A = %P (1.14)

la funcion de verosimilitud esta dada por:

N

)\yie—/\i
LAy) = L Avign, ) = [[ =5 (1.15)
=1 I
por lo tanto, la funcién log-verosimilitud esta dada por:
N N N
I(Asy) = Zyz log \; — Z&‘ — Zlogyi!
i=1 i=1 i=1
N N N
= Z?Jz 10g(€mfﬁ) - Z i — Z log y;!
i=1 i=1 i=1
N N N
= Zyiwfﬁ—z‘ew?ﬁ —Zlogyi! (1.16)
i=1 i=1 i=1
N
= Zyi(ﬁo + fizi + Boxio + ... + Bp_lxi(p_l))
i=1
N N
_ Z 660"'514&'1+5273i2+---+6p7133i(p,1) . Z log yi!
i=1 i=1
ahora, derivando e igualando a cero se tiene
N N
Ol(A;y) 2T
G5 = 2 vimi = ) e Py =0
J i=1 i=1
Lo cual implica
N N
D iy = ) e P, (1.17)
i=1 i=1

Para obtener el vector maximo verosimil 8 = (5, f1, ..., Bp—1) tenemos que resolver
la ecuacién (1.17) mediante métodos numéricos de aproximacion.
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1.2. Modelos lineales generalizados

Sea B = (Bo, P, ---, Bp—1) €l vector de pardmetros del modelo saturado y sea B =
(Bo, B1, - Bp—1) el estimador maximo verosimil del vector de pardmetros, entonces
sustituyendo en (1.17) se tiene que:

N N N
(Biy) = wixlB—> e™P = logy! (1.18)
=1 =1 =1

donde a:iT,B = Bo + B1xin + o+ Bpo1Tigp—1)-

Ahora sea X! = (z}], 2}, ...,z ) un subconjunto de variables explicativas de

ooy im

X, con 0 < m < p— 1, entonces sea 8* = (55, 57, ..., B%,) el vector de pardmetros
del modelo de interés y sea B8* = (5§, 55, ..., B5,) el estimador maximo verosimil del
vector de pardmetros, entonces sustituyendo en (1.14) se tiene que:

N N N
(B*y) =Y ya}B* =) ™ = "logy,! (1.19)
=1 =1 i=1

donde xTB* = Bt + Bialy + ... + BLal,..

Asi, sustituyendo ( 1.18) y (1.19) en (1.13) tenemos que la devianza para un
modelo Poisson esta dada por:

N N N
D= (z yalB 3PS g y)
=1 N ::1 N Z:j N
- <Z yix, 3% — Z eri P — Zlog y¢!>
=1 =1 i=1

N

N

= Na'B— w73 — =B _ (2T
Zyl< ZIB 2 ﬁ) Z( )
i=1

i=1

1.2.5. Modelo Binomial Negativa

Si las variables de respuesta Y7, ..., Yy son independientes y Y; ~ BinNeg(m;, k)
y sea X; = (xq1, T, ...,a:l-(p,l)) el conjunto de variables explicativas, entonces se
tiene que E(Y|x;) = p; = Wﬁ = m= uﬁ y su funcién de probabilidad esta dada
por:

e - Yi =1\ & _ )ik
Fama) = (4 et = m)

() ()
()G )

g(ui) = wZT,B = Bo + iz + Bowio + ... + ﬁp—lxi(p—l)

y tenemos

16



1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

utilizando la liga log tenemos que g(u;) = log(u;)
N 1 = =78 (1.20)

asi la funcion de verosimilitud estd dada por:

wen =[G G (557 o

por lo tanto, la funcion log-verosimilitud esta dada por:

(o (2) om0

— Z [log (3:_ 11> + k (logk — log j1;) + (y; — k) [log(p; — k) — 10%/%]}

:Z[C’i—klog,ui (y: — k) log(ps — k) — (yi — k) log pu]
= [Cs — yilog p; + (y; — k) log(p; — k)]

N
— Z [Ci — yimiTﬁ + (yi — k) log(eﬁﬁ o k)}

donde C; = [log (3,’;_11 ) + klog k:} es una constante que no depende de p;, ahora,
derivando e igualando a cero se tiene

ol(; a . — k)e%i By,
M — Z [—ymj + (?/( )6 ZUJ] —0
i=1

IB; P — k)

Lo cual implica

al — k)e®i By,
2; [( (6 ;ﬁ - Y ] Zyzmw (1.22)

Para obtener el vector maximo verosimil ,3 = (ﬁo, 51, e Bp_l) tenemos que resolver
la ecuacién (1.22) mediante métodos numéricos de aproximacién.

1.3. Analisis de conglomerados (Clusters)

El objetivo de este andlisis es formar grupos de observaciones, de manera que
todas las unidades en un grupo sean lo méas homogéneas posibles entre ellas pero que
sean heterogéneas a aquellas de otros grupos [11]. En el andlisis de conglomerados
existen métodos jerdrquicos y no- jerarquicos y se estudian tres tipos de problemas:
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

1. Particion de los datos. Disponemos de datos que sospechamos son hete-
rogéneos y se desea separarlos en un nimero de grupos prefijado, de manera
que:

a) cada elemento pertenezca a uno y solo uno de los grupos;
b) todo elemento quede clasificado;
¢) cada grupo sea internamente homogéneo.

2. Construccién de jerarquias. Deseamos estructurar elementos de un con-
junto de forma jerarquica por su similitud.

3. Clasificacién de variables. En problemas con muchas variables es necesario
hacer un estudio exploratorio inicial para dividir las variables en grupos.

1.3.1. Distancias y Disimilitudes

Para entrar al tema de andlisis de conglomerados es muy importante introducir
los conceptos de distancia y disimilitud.

Para un conjunto de elementos de A se define distancia entre dos elementos
a y b del conjunto como una funcién matematica d(a,b) que cumple las siguientes
propiedades:

1. d(x,y) >0 Vz,ye A
=d

[\)

T,y (y,z) Vo,yc A

- d(z,y)

cd(z,y)

3. d(x,y) =0 ssi =y Vr,ye A

4 d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) Vao,y,z € A

Una disimilitud d* es parecida a una distancia solo que no cumplen todas las
propiedades;

1. d*(xz,y) > 0 Vz,y € A (acotada por arriba)

2. d*(z,y) =d*(y,x) Vr,y € A

3. d*(x,x) =infimo (acotada por abajo)

En el analisis de conglomerados podemos tener observaciones con diferentes tipos
de datos, es por eso que se tienen diferentes tipos de distancias y disimilitudes.
Distancias entre individuos con datos numéricos

En estos tipos de datos la distancia euclidiana puede generalizarse introduciendo
una matriz A definida positiva de dimensiones p X p como sigue:

d(z,y)* = ((z —y)" Az —y)
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

cuando A = S~ es el inverso de la matriz de varianzas y covarianzas se le conoce
como distancia de Mahalanobis.
Otra distancia es la city block, corresponde a:

d(z,y) = |(z1 = yo)[ + . + [(2p — )|

Esta distancia también puede generalizarse como:

d(z,y) = [(x1 —y)* + ... + (2, — yp)a]l/a

con « un entero, y es conocida como distancia de Minkowsks.

Distancias entre individuos con datos de distintas escalas

Cuando se consideran datos con varios tipos de escalas de medicion, se utiliza
el Indice de Gower para crear disimilitudes. Primero se crea una variable d que
permita decir si son comparables o no los sujetos en esa variable:

S — 1 si Se puede comparar a ¢ con j en la variable x,
Wk~ 0 st No se puede comparar a i con j en la variable x;

Después para cada variable x; se mide la similitud entre el individuo 7 y el 7, la
similitud entre ¢ y j estd dada por:

D .
o= k=1 Sijk
TN s
k=1 Yijk

y la disimilitud se define como d;; = 1 — ¢;5. Si o), es cuantitativa

i, — @3
o Tk T k]
ik rango(zy)
Si x; es cualitativa

1 si i concuerda con j en la variable xy,
Siik — . . . .
Y 0 si ¢ no concuerda con j en la variable x

Donde s;;;, es el coeficiente de similaridad segin la variable k£ entre dos elementos
muestrales (i.7) y se define como una funcién no negativa y simétrica:

(a) sijp =1

(C) Sijk = Sjik
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

1.3.2. Meétodos Jerarquicos

Los métodos jerarquicos tienen por objetivo agrupar conglomerados para formar
uno nuevo o bien separar alguno ya existente para dar origen a otros dos, de tal forma
que, si sucesivamente se va efectuando este proceso se minimice alguna distancia
o bien se maximice alguna medida de similitud, estos métodos se subdividen en
aglomerativos y divisivos.

1. Aglomerativos. Parten de los elementos individuales y los van agregando en
grupos, estos métodos son iterativos y en cada paso debe recalcularse la matriz
de distancias.

2. Divisivos. Parten del conjunto de elementos y lo van dividiendo sucesivamente
hasta llegar a los elementos individuales.

Esta manera de formar nuevos grupos tiene la particularidad de que si en un deter-
minado nivel se agrupan dos clusters, éstos quedan ya jerarquicamente agrupados
para el resto de los niveles.

Métodos aglomerativos

En estos métodos los algoritmos que se utilizan tienen siempre la misma estruc-
tura y sélo se diferencian en la forma de calcular las distancias entre grupos. Su
estructura es:

1. Comenzar con tantas clases como elementos n. Las distancias entre clases son
las distancias entre elementos originales.

2. Seleccionar los dos elementos mas proximos en la matriz de distancias y formar
con ellos una clase.

3. Recalcular la matriz de distancias y sustituir los dos elementos utilizados en (2)
para definir la clase por un nuevo elemento que represente la clase construida.

4. Volver a (2) y repetir (2) y (3) hasta que tengamos todos los elementos agru-
pados en una clase tnica.

El punto principal de este tipo de métodos es calcular las distancias entre gru-
pos. Supongamos que tenemos un grupo C; con n; elementos, y un grupo C; con n;
elementos para determinar la distancia entre ambos grupos tomaremos en cuenta
los siguientes métodos:

a) Liga sencilla o del vecino mds cercano: En este método se considera
que la distancia o similitud entre dos conglomerados esta dada, respectivamente, por
la minima distancia (o maxima similitud) entre sus componentes, asi la distancia y
similitud entre ellos sera:

d(C;,C;) = min _ d(x;,z,) [=1,..,n; m=1..n,
Z‘iECl,meCj

s(C;, C;) = x_egllgxec_s(xl,xm) l=1,.,n; m=1,..n
7 »m J
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

Como este criterio sélo depende del orden de las distancias (o similitudes) serd in-
variante ante transformaciones mondtonas: obtendremos la misma jerarquia aunque
las distancias sean numéricamente distintas.

b) Liga completa o del vecino mds lejano: En este método, se considera
que la distancia o similitud entre dos conglomerados hay que medirla atendiendo a
sus elementos mas dispares, es decir, la distancia o similitud entre conglomerados
viene dada, respectivamente, por la maxima distancia (o minima similitud) entre
sus componentes, asi la distancia y similitud entre ellos sera:

d(C;,C;) = méx d(x,zy,) 1=1,.,n;m=1..n;

z, €C) ,CL“mGCj

s(C;,C) = min  s(x;,x [=1,...n;;: m=1,...n;
( I3 j) 2:€ChameC; ( ) m) ) y Tog ) s 10y

Este criterio sera también invariante ante transformaciones mondtonas de las
distancias al depender, como el anterior, del orden de las distancias (o similitudes).

c) Liga promedio: En este método se considera que la distancia, o similitud,
entre dos conglomerados, viene definida por el promedio ponderado de las distancias,
o similitudes, de los componentes de un conglomerado respecto a los del otro, asi su
distancia y similitud entre ellos sera:

1 n; Ny

d(C;, Cy) = — >N d(w, wm)
U =1 m=1
1 ni Ny

s(Cy, C)) = - Z Z s(xy, Tm)
Y =1 m=1

Como se ponderan los valores de las distancias, este criterio no es invariante ante
transformaciones monotonas de las distancias.

d) Método Ward: Este método es un procedimiento en el cual, en cada etapa,
se unen los dos conglomerados para los cuales se tenga el menor incremento en el
valor total de la suma de los cuadrados de las diferencias de cada conglomerado, de
cada individuo al centroide del conglomerado, es decir:

SCDG=> ") Z (Tise — Zjx)’ (1.23)

k=1 j=1 i=1

donde z;;;, es el valor de la variable j en el elemento ¢ del grupo k y Z, la media de
esta variable en el grupo. Este método comienza suponiendo que cada dato forma
un grupo, es decir que tenemos n grupos por tanto SC DG = 0, después se unen los
elementos que produzcan el incremento minimo de SC DG, es decir, tomar los més
proximos con la distancia euclidiana. En la siguiente etapa tenemos n — 1 grupos,
n — 2 con un solo elemento y uno con dos elementos. De nuevo se unen dos grupos
tales que SCDG tenga un incremento minimo, para obtener n — 2 grupos y asi
sucesivamente hasta obtener un unico grupo.
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Métodos Divisivos

Como se habia descrito anteriormente, los métodos divisivos, constituyen el pro-
ceso inverso a los aglomerativos. Comienzan con un conglomerado que engloba a
todos los casos tratados y, a partir de este grupo inicial, a través de sucesivas divi-
siones, se van formando grupos cada vez menores.

Una cuestién importante que puede surgir en su desarrollo es el hecho de cuando
un conglomerado determinado debe dejar de dividirse para proceder con la division
de otro conglomerado distinto. Dicho procedimiento comienza con la eliminacion del
grupo principal de aquel individuo cuya distancia sea mayor, o cuya similaridad sea
menor, al conglomerado formado por los restantes individuos. Asi se tiene un con-
glomerado unitario y otro formado por los restantes individuos. A continuacion se
anadird al conglomerado unitario aquel elemento cuya distancia (similaridad) total
al resto de los elementos que componen su actual conglomerado menos la distancia
(similaridad) al conglomerado anteriormente formado sea méxima (minima). Cuan-
do esta diferencia sea negativa dicho elemento no se anade y se repite el proceso
sobre los dos subgrupos.

Dendograma

Un dendograma es una representacién grafica en forma de arbol que resume el
proceso de agrupacion en un analisis de conglomerados. Los elementos similares se
conectan mediante enlaces cuya posicién en el diagrama estd determinada por el
nivel de similitud entre ellos, su construccién es de la siguiente manera:

(i) En la parte inferior del grafico se disponen los n elementos iniciales.

(ii) Las uniones entre elementos se representan por tres lineas rectas. Dos dirigidas
a los elementos que se unen y que perpendiculares al eje de los elementos y
una paralela a este eje que se sitia al nivel en que se unen.

(iii) El proceso se repite hasta que todos los elementos estan conectados por lineas
rectas.

Si cortamos el dendrograma a un nivel de distancia dado, obtenemos una clasificacién
del nimero de grupos existentes a ese nivel y los elementos que los forman. El
dendrograma es 1til cuando los puntos tienen claramente una estructura jerarquica,
pero puede ser enganoso cuando se aplica ciegamente, ya que dos puntos pueden
parecer préoximos cuando no lo estan, y pueden aparecer alejados cuando estan
proximos.

Algunos ejemplos

Supongamos que tenemos 7 elementos A,B,C,D,E.F.G cuya matriz de distancias
esta dada por:
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

A B C D E F G
A 0
B ] 215 0
cql 07 153 0
D | 107 114 043 0
E 08 138 021 0.29 0
FJy116 101 055 022 041 0
G| 156 238 186 204 202 205 0

El primer paso es tomar los dos elementos mas préoximos es decir, el primer grupo
los formaran (C,E) cuya distancia entre ellos es de 0.21, después hay que recalcu-
lar la matriz de distancias, en este caso consideraremos la liga sencilla, es decir,
tomaremos la minima distancia entre (C, E) con el resto de los elementos y asi la
nueva matriz de distancias queda de la siguiente forma:

A B (CEf D F G
A 0
B |215 o0
(CE) | 07 138 0
D |107 114 02 0
F |116 101 041 022 0
G |156 238 18 204 205 0

De nuevo se toman los elementos mas préximos, es decir (D,F) formardn el nuevo
grupo ya que la distancia entre ellos es 0.22, asi recalculando la matriz de distancias
se tiene:

A B (CE (DF) G
A 0
B |215 o
CE) | 07 138 0
(D,F) | 1.07 101 029 0
G |156 238 1.8 204 0

De nuevo se toman los elementos mds préximos, es decir ( (D,F),(C,E) ) formaran
el nuevo grupo, recalculando la matriz de distancias se tiene:

A B ((CE),DF) G
A 0
B 215 0

(CE,DF) | 07 101 0
G 156 2.38 1.86 0

De nuevo se toman los elementos mas proximos, es decir (A,((D,F),(C,E)) ) formaran
el nuevo grupo, recalculando la matriz de distancias se tiene:

| A(CE).DF) B G
(A, ((C.E),(D,F))) 0
B 1.01 0
G 1.56 238 0
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

De nuevo se toman los elementos més préximos, es decir (B,(A,((D,F),(C,E)) )
Yformaran el nuevo grupo, recalculando la matriz de distancias se tiene:
| (B.(A(DF).(CE)) G
G 1.56 0

Una vez ya formados los grupos los podemos visualizar mediante el dendograma,
que queda de la siguiente forma:

o

C E D F B G

D e e

Figura 1.1: Dendograma liga sencilla

De manera andloga recalculando la matriz de distancias utilizando las ligas com-

pletas y promedio se tiene que los elementos quedan agrupados de la siguiente ma-
nera:

208

55

S ——

|
+ II__II_LI

= E D F G B C
a) Liga completa b) Liga promedio
Dendogramas

Método Ward: En este caso consideremos 5 elementos A,B,C,D,F, con dos
componentes 1, Ts:

ia1 T
AJ10 5
Bl 20 20
Cql3 10
DJ 30 15
E 5) 10
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

Empezando con 5 grupos, tenemos que encontrar las posibles formas de tener 4
grupos y calcular cudl de ellos produce un incremento minimo a (1.22) y lo resumimos
en la siguiente tabla:

Grupos Centroides SCDGy, SCDG
(A,B),C,D,E Tap =(15,12.9) (Q;B]%zl;jf 162.5
(A,C),B,D.E Tac =(20,7.5) (12’201322131:265 2125
(AD).B,.CE Zap = (20,10) ](szglezjo) 250
(A.E),B,C.D Tap =(7.5,7.5) ]3(2’(2:]32:50 25
(B.C),A,D,E Tpo = (25,15) é:,g):Elig 100
(B.D),A,C.E Tpp = (25,17,5) f:,%)::]gi g 62.5
(B,E),A,C,D Tpe = (12,5,15) (f;éjfié’ 162.5
(C.D)ABE Zop =(30,12.5) f:,DB)::éig 125
(C.E),A,B,D Top =(17.5,10) (/S,:]%z?]glzg 312.5
(D,E),A,B,C Tpp =(17.5,12.5) é[ig::(jgi% 395

Como se puede observar, el grupo que al unirse incrementa en minimo (1.22) son
(C,D), ahora encontremos las posibilidades para tener 3 grupos:

Grupos Centroides SCDGy, SCDG
(A(C,D)).B.E Tacp =(23.33,10) (A,(C]éli)]%iiélﬁ% 316.66
(B.(C,D)),AE Zpeop =(26.66,15) (B,(CA,Ii)éiélb’.% 116.66
((C,D)E).AB Tepr =(21.66,11.66) | ((C,D),E)=433.33 | 433.33

A=B=0
Zap =(15,12.5) (A,B)=162.5 175
(AB),(C,D),E Top =(30,12.5) (C,D)=12.5
E=0
Tap =(7.5,7.5) (A E)=25 37.5
(AE),(C,D),B Top =(30,12.5) (C,D)=12.5
B=0
Zpp =(12.5,15) (B.E)=162.5 175
(B,E),(C,D),A zop =(30,12.5) (C,D)=12.5
A=0
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

Asi tenemos que se forma un nuevo grupo con (A E), ahora encontremos las posibles
maneras de formar 2 grupos:

Grupos Centroides SCDG, SCDG
(C.D),(AE)B | Topar =(18.75,10) ((C,D),(%Eé):568.75 568.75
(C.D),((AE).B) :?:AZD:z(lg.%é,zif.)G@) ((Aﬁg,)]’)]g))::l;ég N 245.8
((C.D),B),(AE) “’Zii zg%??,;f) ((CJ()A):EC;EI)&% 141.66

De aqui se observa que el elemento B forma un nuevo grupo con (C,D) y asi
tenemos el ultimo grupo dado por:

Grupos Centroides SCDG SCDG
((AvE)v((CaD)7B)) TAECDB :<19712) ((CaD)v((AvE)vB)) =650 650

y si el dendograma queda de la siguiente forma:

650

14166

7.5

S I I— 1

A E Cc D B

Figura 1.2: Dendograma método Ward

1.3.3. Meétodos no Jerarquicos

Estos métodos que estan disenados para clasificar individuos en una clasificacion
de K conglomerados, donde K se determina como una parte del proceso. La idea
central de la mayoria de estos procedimientos es elegir alguna particion inicial de
individuos y después intercambiar los miembros de estos conglomerados para obtener
una particién mejor.

Los diversos algoritmos existentes se diferencian sobre todo en lo que se entiende
por una particion mejor y en los métodos que deben usarse para conseguir mejoras.
Tales algoritmos empiezan con un punto inicial y generan una secuencia de movi-
mientos de un punto a otro hasta que se encuentra un éptimo local de la funcién
objetivo. Los métodos estudiados ahora comienzan con una particion inicial de los
individuos en grupos o bien con un conjunto de puntos iniciales sobre los cuales
pueden formarse los conglomerados.
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

Método de K-medias

Supongamos una muestra de n elementos con p variables. El objetivo es dividir
esta muestra en un nimero de grupos prefijado, K, este algoritmo requiere de cuatro
etapas:

1. Seleccionar K puntos como centros de los grupos iniciales, esto puede hacerse:

a) Asignando aleatoriamente los objetos a los grupos y tomando los centros
de los grupos asi formados.

b) Tomando como centros los K puntos mas alejados entre si.

¢) Construyendo los grupos con informacién a priori, o bien seleccionando
los centros a priori.

2. Calcular las distancias euclidianas de cada elemento al centro de los K gru-
pos, v asignar cada elemento al grupo méas préximo. La asignacion se realiza
secuencialmente y al introducir un nuevo elemento en un grupo se recalculan
las coordenadas de la nueva media de grupo.

3. Definir un criterio de optimizacion y comprobar si reasignando uno a uno cada
elemento de un grupo a otro mejora el criterio.

4. Si no es posible mejorar el criterio de optimizacion, terminar el proceso.

El criterio de homogeneidad que se utiliza en el algoritmo de k-medias es la suma de
cuadrados dentro de los grupos (SC DG )para todas las variables, que es equivalente
a la suma ponderada de las varianzas de las variables en los grupos:

K V4 ng

SCDG =335 (wyj — ap)?

k=1 j=1 i=1

donde ;51 es el valor de la variable j en el elemento ¢ del grupo k y Z; la media de
esta variable en el grupo El criterio de optimizacién se escribe como:

K p
min SCDG = ml’nz anvjzk (1.24)

k=1 j=1

donde n; es el nimero de elementos del grupo k y szk es la varianza de la variable
j en dicho grupo. La varianza de cada variable en cada grupo es claramente una
medida de heterogeneidad del grupo y al minimizar las varianzas en los grupos ob-
tendremos grupos mas homogéneos.

Un posible criterio alternativo de homogeneidad seria minimizar las distancias
al cuadrado entre los centros de los grupos y los puntos que pertenecen a ese grupo.
Si medimos las distancias con la norma euclidiana, este criterio se escribe como:

minz Z(l’zk — T) (2 — Tp) = minz Z d*(zg, — T, (1.25)

k=1 i=1 k=1 i=1
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1.3. Anélisis de conglomerados (Clusters)

donde d?(zg — T1,) es el cuadrado de la distancia euclidiana entre el elemento i del
grupo k y su media de grupo. No es complicado probar que los criterios establecidos
en (1.22) y (1.23) son equivalentes; nétese ademés que por ser d?(z;; — T3,) un escalar
entonces trivialmente se tiene que traza [d*(zg — Tx)] = d*(xix — Tx), de tal modo
que

K ny K ng

min Z Z traza [dQ(mik — jk)] = mintraza Z Z(mzk — T1) (T — )

k=1 i=1 k=1 i=1

y si llamamos W a la matriz de la suma de cuadrados dentro de los grupos, esto es

W = Z Z(%k — Z) " (za — Tp)

k=1 i=1

se tiene entonces que

min traza(W) = min SCDG

Como la traza es la suma de los elementos de la diagonal principal ambos criterios
coinciden. El algoritmo de K-medias busca la particion 6ptima con la restriccion
de que en cada iteracion sélo se permite mover un elemento de un grupo a otro. El
algoritmo funciona como sigue

1. Partir de una asignacién inicial.
2. Comprobar si moviendo algtin elemento se reduce W.

3. Si es posible reducir W mover el elemento, recalcular las medias de los dos
grupos afectados por el cambio y volver a (2). Si no es posible reducir W
terminar.

En consecuencia, el resultado del algoritmo puede depender de la asignacion inicial
y del orden de los elementos. Conviene siempre repetir el algoritmo desde distintos
valores iniciales y permutando los elemento de la muestra.

Numero de grupos

En la aplicacion habitual del algoritmo de K-medias hay que fijar el niimero
de grupos, K. Es claro que este niimero no puede estimarse con un criterio de ho-
mogeneidad ya que la forma de conseguir grupos muy homogéneos y minimizar la
SCDG es hacer tantos grupos como observaciones, con lo que siempre SCDG = 0.
Se han propuesto distintos métodos para seleccionar el nimero de grupos. Un pro-
cedimiento aproximado que se utiliza bastante, aunque puede no estar justificado en
unos datos concretos, es realizar un test F' aproximado de reduccién de variabilidad,
comparando 1aSCDG con K grupos con la de K + 1, y calculando la reduccion
proporcional de variabilidad que se obtiene aumentando un grupo adicional. El test
es:

_ SCDG(K) - SCDG(K +1)

- SCDG(K +1)/(n— K —1)
y compara la disminucién de variabilidad al aumentar un grupo con la varianza
promedio.
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—Capitulo 2
Tarificacion

En el mercado asegurador el precio de un servicio sera aquel que permita cubrir
los costos y provea un margen de utilidad a quien lo ofrece y sea aceptado por quien
lo demanda.

Algunos principios fundamentales que deben tenerse en cuenta a la hora de cal-
cular las tarifas son los siguientes:

1. Las tarifas deben ser suficientes para cubrir los costos de las reclamaciones
mas los gastos y proveer un margen de utilidad.

2. Las tarifas deben estar directamente relacionadas con el riesgo, esto es a mayor
riesgo mayor tarifa.

3. Las tarifas deben ser el producto de la utilizacién de informacion estadistica
que cumpla exigencias de homogeneidad y representatividad.

2.1. Conceptos basicos

Para entender mas a fondo el proceso de tarificacién incluiremos algunos con-
ceptos bésicos asociados a este proceso [16].

Seguro

Actividad de servicios financieros por la que alguien se obliga mediante el cobro
de una prima y para el caso que se produzca un evento determinado, a indemnizar
a otro el dano producido.

Dano
Es la pérdida personal o material producida a consecuencia directa de un sinies-
tro.

Prima

Es el precio pactado por el seguro contratado. Es la remuneracién que recibe la
aseguradora para hacerle frente a los riesgos que esta amparando en la péliza y es
la contraprestacion que esta obligando a ambas partes a cumplir con lo establecido
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2.1. Conceptos basicos

en el contrato.

Expuestos

Son el nimero de riesgos (pdlizas) durante un periodo determinado, sobre los
cuales en ese periodo la compania debe dar cobertura y se determinan de la siguien-
te manera; Se toma un periodo determinado, para cada poliza se toma su vigencia y
se cuenta cuantos periodos, meses, se encontraron activos dentro del periodo anali-
zado, luego, para cada poéliza, se divide el nimero de meses activos sobre el niimero
de meses del periodo de analisis.

Indemnizaciones

Son los pagos que realizan las aseguradoras a los asegurados a consecuencia de
pérdidas o danos a sus bienes o a sus personas. Las leyes de muchos paises establecen
que las indemnizaciones pueden ser en dinero o mediante la reposicion de los bienes
danados por otros de las mismas caracteristicas o condiciones. Esto es muy claro en
el seguro de automoviles en donde la practica es normalmente la reparacion de los
danos en los talleres con los que operan las aseguradoras y el asegurado no recibe
ninguna cantidad de dinero por estos danos.

Siniestro
Es la materializacion del riesgo. Quiere decir que es cuando sucede lo que se esta
amparando en la péliza y es motivo de indemnizacion.

Siniestralidad

Conjunto de siniestros producidos durante un periodo de tiempo determinado
en un poéliza o grupo de ellas. Por regla general se realiza en base a una cartera y
en periodos anuales. También se puede entender este concepto como la proporcion
entre el importe total de las primas recaudadas por la entidad y el importe total de
los siniestros.

Reclamaciones
Una reclamacion es la solicitud de pago o reparacién que hace un asegurado o
beneficiario tras la ocurrencia de un siniestro.

Valor Asegurado
El valor asegurado corresponde al monto maximo pagadero en caso de siniestro,
previamente estipulado en las condiciones de la pdliza o sus anexos.

Gastos

Monto dinerario en que incurren la compania para el ajuste y la liquidacién de
siniestros, asi como para la emision y mantenimiento de las podlizas. Usualmente
suele usarse informacion histérica para su estimacion.

Gastos de Ajuste de Siniestros
Los gastos de ajuste de siniestros son aquellos en los que debe incurrir la com-
pania para el ajuste y la liquidacién de los siniestros (Costos del departamento de
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2.2. Agrupamiento de los datos

indemnizaciones, honorarios juridicos, etc.). Pueden dividirse en gastos asignables
(se pueden asignar directamente a un siniestro) o gastos no asignables.

Frecuencia
La frecuencia (que en algunas ocasiones llamaremos frecuencia estadistica) es
una medida de la tasa de reclamaciones y usualmente se define como:

No. de siniestros
Frecuencia = (2.1)
expuestos

El analisis de los cambios en la frecuencia de las reclamaciones puede servir para
identificar tendencias asociadas con la utilizacion de los servicios, efecto de las politi-
cas de suscripcion, entre otras cosas.

Severidad
La severidad (que en algunas ocasiones llamaremos severidad estadistica) es el
costo promedio por reclamacion y se define como:

Severidad — Costos de l0§ s'im'estros (2.2)
No. de siniestros

El analisis de los cambios en la severidad provee informacién sobre el compor-
tamiento de las pérdidas y sobre el impacto de los cambios en el manejo de las
reclamaciones.

2.2. Agrupamiento de los datos

El calculo de primas adecuadas depende en gran medida de la cantidad y calidad
de la informacion que se emplea. La obtencion y depuracién de la informacién es
parte fundamental dentro del proceso de tarifacion.

Un paso fundamental en este proceso es el agrupamiento de los datos y dado
que usualmente no existe la informacion suficiente para tarifar los riesgos a nivel
individual, las companias utilizan la tarificacion por clases, que consiste en agru-
par riesgos con pérdidas potenciales similares y estimar tasas diferentes para cada
clase; para lograr esto es necesario establecer qué variables los segmentan de ma-
nera efectiva en grupos con pérdidas potenciales similares, para establecer tarifas
equitativas. Las variables que se utilizan son llamadas variables de tarificacion; los
diferentes valores o rangos de estas variables se conocen como categorias o niveles
de la variable y deben reflejar la variacién en los costos esperados entre diferentes
grupos de asegurados. Al realizar este tipo de agrupacién se estaria evitando lo que
se conoce como antiseleccion o seleccion adversa, que consiste en cobrar una misma
tarifa a asegurados con diferente exposicién de riesgo.

Dado el objetivo de equidad y suficiencia en las primas, es decir, contar con una
prima igual para un grupo de asegurados con riesgos similares y asi tener una prima
suficiente para cubrir los posibles siniestros ocurridos, buscaremos la formacion de
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2.3. Método de tarificacién

grupos de riesgo homogéneos determinados por combinaciones de clases de tarifa,
que tendran internamente una siniestralidad esperada similar y por lo tanto poca
dispersién entorno a su valor esperado.

Para la generacién de estas clases es indispensable emplear herramientas que per-
mitan generar grupos con la suficiente robustez estadistica para generar estimadores
mas confiables. Dentro de las diversas técnicas empleadas con este fin, se opté por
usar el método Conglomerados (Clusters) para agrupar las observaciones en con-
juntos con riesgos similares, ya que ademas de ser ficil de implementar tiene una
gran variedad de métodos para agrupar como los vistos en la Seccién 1.3 lo cual
nos permitird tener mas elementos para comparar y asi seleccionar los que mejor se
adecuen al propésito de este trabajo.

2.3. Método de tarificacion

El propdsito de la tarifacion consiste en asegurar que las primas sean suficientes
para cubrir todos los costos asociados con la transferencia del riesgo y se obtenga
un cierto margen de utilidad, sin que las primas sean excesivas. Para lograr dicho
objetivo, es necesario que la tarifacién sea prospectiva, esto es, que refleje las con-
diciones del momento en que las tarifas se van a aplicar.

Uno de los métodos mas empleados en el calculo de las primas es el método de
prima pura de riesgo, para utilizar este método es necesario estimar y proyectar las
pérdidas del periodo de experiencia (periodo observado), que son indicativas de las
pérdidas en el periodo de proyeccién (periodo en el cual las tarifas estardn vigentes).

2.3.1. Prima Pura

La prima pura o también conocida como prima de riesgo corresponde al costo
promedio de todos los siniestros por expuestos, esto es:

Costos de los siniestros

Prima Pura =

expuestos
_ No. de siniestros Costos de los siniestro (2.3)
N expuestos No. de siniestros

= Frecuencia * Severidad

El término prima pura se refiere basicamente a los costos esperados, que corres-
ponden unicamente a los siniestros. No se incluyen gastos ni margen de utilidad.
Usualmente la Prima Pura es cargada con un factor de gastos y utilidad, para ob-
tener la prima comercial.

En este método de prima pura, se estiman las pérdidas totales o pérdidas ulti-
mas y se calcula el nimero de expuestos correspondiente al periodo de experiencia.
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2.3. Método de tarificacién

Posteriormente las pérdidas totales son proyectadas teniendo en cuenta aspectos ta-
les como la inflacién, para que sean representativas de las que se observaran en el
periodo en el cual las tarifas estaran vigentes.

Dado que la tarifacién utilizando este método puede presentar distorsiones, de-
bido principalmente a que no siempre se tienen en cuenta las relaciones entre las
diferentes variables de tarifacién y por consiguiente generan una gran volatilidad,
en los ultimos anos se ha extendido el uso de métodos multivariados, tales como
los modelos lineales generalizados, con el objetivo de solventar estos problemas. El
uso de métodos multivariados permite modelar todas las variables a la vez y esto
sirve para reducir la volatilidad que presenta el método anterior. También permite
asumir una distribucién para la frecuencia y para la severidad, establecer mediante
criterios estadisticos cudles son las variables més relevantes, los cuales sirven para
evaluar qué tan apropiado es el modelo que se esta asumiendo, entre otras ventajas.

2.3.2. Prima Pura GLM

Actualmente los modelos lineales generalizados son el modelo estandar de tari-
facion por clases ya que permiten calcular el valor esperado de la variable respuesta
dado un conjunto de variables explicativas. Las variables de respuesta no tienen que
estar distribuidas normalmente, pero deben pertenecer a la familia exponencial. Asi
mismo, la relacién entre el valor esperado de la variable respuesta y las variables
explicativas no tiene que ser necesariamente lineal, lo que se pide es que una funcién
de la media, conocida como funcién de enlace (o funcién liga), sea lineal con respecto
a las variables explicativas. El esquema principal para tarifar seguros usando este
método consiste en modelar la frecuencia y la severidad por separado y multiplicar
los resultados obtenidos para obtener la prima pura.

Como se vio en el primer capitulo en un modelo lineal la variable dependiente Y se
distribuye normalmente y su valor esperado E(y;) = p; para la observacién i—ésima

(1 = 1,2,...,n), se modela directamente como una funcién de (p — 1) variables
independientes x1, zs, ..., ,—1 a través de un predictor lineal 7; de la siguiente forma:
E(y:) = i = ni = Bo + Bz + ... + Bp_1Tip—1) = Z BT (2.4)

J

En los Modelos Lineales Generalizados se permite que la variable dependiente Y
siga cualquier distribucién que pertenezca a la familia exponencial, ademas en vez
de modelar el valor esperado de la variable dependiente como en (2.4) lo podemos
modelar a través de una funcién liga g(-) como:

9(E(y:)) = g(ps) = ni = Bo + Briva + o + Bp1Zigp-1) (2.5)

Para obtener la prima de riesgo lo que se busca es modelar la frecuencia y se-
veridad con algunas distribuciones que pertenezcan a la familia exponencial y una
funcién liga es el logaritmo natural, asi al usar la funcién inversa (la exponencial) el
valor esperado de la variable dependiente estara dado por:

E(yl) = ;= 971(771') — ePothrizint  ABp—1Zi(p-1) (26)
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2.3. Método de tarificacién

Frecuencia

Para modelar la frecuencia, se debe tener en cuenta que la variable dependiente
es una variable de conteo donde el niimero de siniestros depende de la exposicion
(expuestos), asi el valor esperado de esta variable queda de la siguiente manera:

ns;

sE =g B (55)| =0 = m= ot Bt b ot Bpaiy (2)

Donde ns; son el nimero de siniestros, #; son los expuestos que son conocidos y ¢
es la liga logaritmo natural lo cual implica lo siguiente:

ns;
InE ( 0 ) =Inp; =n = Bo+ Biwir + ... + Bp_1Tip—1) (2.8)

%

por tanto se tiene:

InE (”;") = InE(ns;) — In6;

= Bo + Brwi + ... + Bp1Tip—1)

De esta manera se sigue lo siguiente:

InE(ns;) = In p; + In o,
= In(p; x 0;) = Inp;
=1In6; + (50 + iz + ...+ 5p—1$z‘(p—1))
Entonces al aplicarle la funcién exponencial se tiene
E(ns;) = p; = g~ (m:)
— it (BotBrizitABprzigp1))
— ombi (BotBrzit. ABp-12i(p-1))

e 91 650"'/81-731'1+---+ﬁp_1xi(p71)
Al parametro 6; se le conoce tambien como el offset.

Asi entonces para modelar la frecuencia se tiene que la variable dependiente serd
el nimero de siniestros y la variable offset serd el logaritmo de los expuestos.
Severidad

Para modelar la severidad se tiene que el valor esperado de la variable de res-
puesta queda de la siguiente manera:

CS;

S =9 [ (Z0)| = ) == o i+ Bpatipey (210
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2.3. Método de tarificacién

Donde ns; son el niimero de siniestros cs; son los costos de los siniestros y g es la
liga logaritmo natural, lo cual implica lo siguiente:

CS;
InE (ns) =y =mn =05+ frza+ ...+ 5p—1ﬂfi(p—1) (2.11)

Entonces al aplicarle la funcién exponencial se tiene

E(y) = pf = g7 ) = elPHmnt s ) (212)

Asi entonces para modelar la severidad se tiene que la variable dependiente sera el
costo promedio del nimero de siniestros ocurridos (severidad).

Variables Categoricas

En el desarrollo que se ha realizado hasta el momento, se ha supuesto que las va-
riables independientes son continuas, y en este caso, la relacién descrita para modelar
el valor esperado funciona adecuadamente. Sin embargo, cuando se tienen variables
categoricas, se deben tomar en cuenta los niveles de estas variables, por tal motivo,
es necesario formular la representacion adecuada del valor esperado de la variable
de respuesta.

Sean V1,1,V2,9,..., Vm,,, variables categéricas con nj j = 1,2, ..., m niveles de
cada variable, asi el valor esperado de la variable de respuesta queda de la siguiente
manera:

-1
E(yi) = pi =g (n;)
— e(ﬁo—‘rﬂl1V11+...+,81n1V1n1+621V21+...+62n2V2n2+~-+5m1Vm1+-~~+ﬂmnmvmnm) <213)

— 6(50+Z7L1 B1n1V1ina +.-~+an BmnmV Mnm)

donde para j = 1,2,...,m se tiene

__— 1 si Y; € an]

donde [y es el valor promedio, cominmente recibe el nombre de intercepto .

Frecuencia

Sean F'j variables categdricas con nj niveles de cada variable respectivamente
j=1,...,p, aplicando la relacién (2.13) y de (2.9) se tiene que la frecuencia para la
variable dependiente y; queda de la siguiente manera:
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2.4. Distribuciones adecuadas

donde [y = In#; + cte es el intercepto, 6; son los expuestos y para j = 1,...,p se
tiene que:

en este caso la variable offset es In 6.

. 1 =i i € Flinj
F]n]:{ Y Ing

Severidad

Sean Sk variables categéricas con mk niveles de cada variable respectivamente
k =1,...,q, aplicando la relacién (2.13) y de (2.12) se tiene que la severidad para la
variable dependiente y; queda de la siguiente manera:

Severidad(y;) = puf = g~ (n?) = B+ m1 Bim1 Slmit et g BimgSama) (2.15)

donde [ es el intercepto y para k =1, ..., ¢ se tiene que:

. 1 si Y; € Sk‘mk
Skt = { 0 si y; & Sk

Prima pura o Prima de Riesgo

Una vez definidas las variable que influyen en la modelacién de la frecuencia y
severidad y como se definié en la secciéon 2.3.1 la prima de riesgo es el producto de
la frecuencia por la severidad, asi por (2.14) y (2.15) se tiene que la Prima pura de
riesgo para la variable y; queda de la siguiente manera:

Prima(y;) = Frecuencia x Severidad
— 6(50+Z”1 ,Blanlnl‘i’m‘Fan ﬁponpnp) * e(ﬁ8+2ml ﬁikmlslml*F‘..*Fqu ﬁ;mqs%’nq)

(2.16)

El calculo de los parametros involucrados en las regresiones se realiza a través
de estimaciones de maxima verosimilitud y dada la complejidad de las funciones
de verosimilitud, no hay métodos analiticos para hallar los puntos maximos de di-
chas funciones, por tal motivo es necesario utilizar un software que estime dichos
parametros.

2.4. Distribuciones adecuadas

Como se ha visto hasta el momento, el calculo de la prima de riesgo para una
cobertura en seguros de automaviles, esta basado en la adecuada modelacion de la
frecuencia y de la severidad, por lo que una parte fundamental en dicha modelacion
es considerar la distribucion que mejor represente el comportamiento de los datos
observados.

Asi teniendo en cuenta estas consideraciones, se presentan a continuacién las dis-
tribuciones de probabilidad mas utilizadas para modelar cada una de estas variables
aleatorias.
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2.4. Distribuciones adecuadas

2.4.1. Distribuciones para la Frecuencia

La frecuencia se modelara utilizando distribuciones de probabilidad discretas de
valores no negativos, se utilizan estas distribuciones debido a que permiten determi-
nar la ocurrencia o no ocurrencia de un evento con algin tipo de riesgo, en el campo
actuarial las distribuciones mas utilizadas son la Poisson y la Binomial Negativa.

Distribucién Poisson

El modelo Poisson asume que todos los asegurados tienen el mismo riesgo sub-
yacente, es decir, la ocurrencia de un siniestro constituye un evento aleatorio y no
hay razén para penalizar a los asegurados responsables por aquel siniestro; es decir
dado el nimero de siniestros en un intervalo de tiempo se tienen que formular tres
supuestos, los cuales daran origen a la funcién de probabilidad de que ocurran cierto
nimero de siniestros:

1. Mientras mas tiempo una persona conduce mayor probabilidad tiene de un
siniestro.

2. La probabilidad de que ocurra mas de un siniestro es muy pequena.

3. Si tenemos dos intervalos de tiempo separados entonces el nimero de siniestros
relacionados con esos intervalos de tiempo son independientes.

Por consiguiente se tendra una distribucion que expresa a partir de una frecuencia
de ocurrencia media A, la probabilidad de que ocurra un determinado nimero de
eventos durante un cierto periodo de tiempo.

Distribucién Binomial Negativa

En este modelo suponemos que los asegurados no tienen el mismo riesgo subya-
cente, es decir el comportamiento de los asegurados es heterogéneo ya que el riesgo de
tener un siniestro es significativamente diferente entre cada asegurado y por tanto se
justifica el recargo o el descuento en la prima a pagar ya que se refleja directamente
en funcion de su riesgo.

2.4.2. Distribuciones para la Severidad

Para este caso, la severidad se modelara ajustando distribuciones de probabili-
dad de caracter continuo, por tanto se buscan modelos de distribucién probabilistica
que se ajusten a una serie de datos historicos de pérdidas.

Otras distribuciones que pueden ser consideradas son la distribucién Lognormal
y la distribucién Weibull (pero no se descartan otras opciones como Gamma, Beta,
Pareto), aunque en la practica ninguna distribucién simple se ajusta a los datos
satisfactoriamente.

37



2.5. Seleccion del Modelo

Distribuciéon log-Normal

La distribuciéon log-normal es usada habitualmente para modelar siniestros de
cola larga, es decir, donde se den valores muéstrales muy alejados de la media o
coeficientes de asimetria positivos muy elevados.

Una distribucion log-normal es una distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria cuyo logaritmo estd normalmente distribuido, o lo que es lo mismo si &
es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal, entonces e* sigue una
log-normal.

Distribucion Gamma

La distribucién gamma es muy utilizada habitualmente en la préctica para mode-
lar siniestros de cola corta o exponencial, es decir, aquellos que no presentan valores
muéstrales muy alejados de la media. Esta distribucion suele ajustarse bien a riesgos
de carédcter no catastréfico.

2.5. Seleccion del Modelo

Para seleccionar cudles son las variables que mejor explican a la variable res-
puesta, de acuerdo con la calidad del ajuste y el niimero de parametros necesitamos
tener en cuenta algunos criterios estadisticos para elegir un mejor modelo.

2.5.1. Estimadores

Una vez estimado el modelo, partiendo de que se ha realizado un muestreo proba-
bilistico, nos interesa contrastar si los coeficientes estimados son significativamente
distintos de 0. Es decir, si una determinada variable explicativa tiene un efecto sig-
nificativo sobre la respuesta o no. Para dar respuesta a esta pregunta, utilizamos los
contrastes de hipétesis sobre los parametros, explicando un método para realizarlo,
el contraste basado en la prueba de Wald.

2.5.2. Contraste de Wald

Este contraste estd basado en la normalidad asintdtica de los estimadores. Se
requiere contrastar si un parametro g, = 0, frente a que no lo sea, es decir:

HO . 57" =0
vs
Hl : ﬁr 7é 0
Wald, demostré que bajo la hipétesis nula
% — N(O, 1)
SE()
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2.5. Seleccion del Modelo

donde, B\, y SE(f,) son las estimaciones del modelo para f3,. y el error estandar de
B,, de esta forma el estadistico de contraste es:

-~

Br

Wr: ———

E(6:)

Intervalos de Confianza de los parametros

Estos intervalos se basan en que los pardmetros (3, siguen asintoticamente una
distribucién N(8,,52(/3,)) con lo que

~

—ra S Br _Aﬂr
oAb

Asi el intervalo de confianza para 3, a un nivel (1 — «) esta dado por:

SZa] =1—«
2

B, & 225(5,)

Si el intervalo de confianza incluye al cero, significa que al nivel a elegido no se
podria rechazar la hipétesis nula de que 5, = 0

2.5.3. Medidas de Bondad de Ajuste

El objetivo de la evaluacién de modelos es seleccionar aquellos que presenten el
mejor balance entre la capacidad de ajuste de los datos y su complejidad. Modelos
con un mayor numero de parametros tienden a ajustar mejor una base de datos, no
obstante tienden a ser mas inestables y a modelar la variabilidad de esos datos més
que su tendencia.

Cuando se tienen dos o mas modelos, una metodologia para compararlos es a
través de la la funciéon de maxima verosimilitud, que nos permite seleccionar el mo-
delo que mejor se ajusta a los datos observados; con base en esto existen medidas de
contraste que hacen uso de la log verosimilitud / y sustraen un término proporcional
al nimero de parametros p en el modelo, entre los més conocidos estan, El Criterio
de Informacion Akaike (AIC) y el Criterio de Informacién Bayesiano (BIC).

Criterio de Informacién de Akaike (AIC)

Este criterio tiene en cuenta los cambios en la bondad de ajuste y las diferencias
en el nimero de parametros entre dos modelos. Los mejores modelos son aquellos
que presentaron el menor valor de AIC y se define como:

AIC = =21 +2p

Cuando los valores de AIC estan muy cercanos la selecciéon del mejor modelo
se puede realizar con base en el cdlculo de la probabilidad (pesos de Akaike) y la
probabilidad relativa (relacion de evidencia), a través de las siguientes ecuaciones:

39



2.6. Intervalos de confianza

¢—0,5%
Probabilidad = W
Prob de que el modelo 1 sea correcto 1

Probabilidad Relativa =

Prob de que el modelo 2 sea correcto  e—05%

Donde Delta es la diferencia entre los valores de AIC.

Criterio de Informacién Bayesiano (BIC)

Este criterio es calculado para los diferentes modelos como una funciéon de bondad
de ajuste de la logverosimilitud [ el nimero de pardmetros ajustados p y el nimero
total de datos n. El modelo con el mas bajo valor de BIC es considerado el que
mejor explica los datos con un minimo nimero de pardmetros. El BIC esté definido
de la siguiente manera:

BIC = -2l + plog(n)

Los modelos comparados utilizando AIC o BIC deben estar basadas en el mismo
conjunto de observaciones. Esto afecta a la hora de decidir entre los modelos que
incluyen al menos una variable explicativa con valores perdidos.

Un modelo con un gran ntimero de parametros y un buen ajuste tiene un valor
bajo para el término de sesgo, pero el criterio es empujado hacia arriba por el
término varianza. Por el contrario un modelo con p pequeno tiene un mayor término
de sesgo, pero menor término varianza. La decision tiene que ser hecho si usar AIC
o BIC. Esto tultimo se aplica una mayor pena por el nimero de parametros, por
lo que tiende a elegir modelos con un menor nimero de variables explicativas en
comparacion con AIC. Cuando n es grande, como es el caso en la mayoria de los
conjuntos de datos seguros, el BIC tiende a selecciona modelo que la mayoria de los
analistas considere demasiado simple. En este caso, la AIC es preferible.

2.6. Intervalos de confianza

Una vez que se ya se hayan seleccionados los modelos adecuados para la fre-
cuencia y la severidad y asi poder calcular la prima de riesgo, es necesario dar un
intervalo de confianza para nuestra estimacién. Los intervalos de confianza que se
proponen obtener, son sobre el valor estimado /i de la media de la respuesta E(y) = p.

Antes de continuar con los intervalos de confianza es necesario representar la
ecuaciéon (1.2) de una manera més general como:

) = ety exp () (217
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2.6. Intervalos de confianza

donde ¢ es el parametro de dispersion y

a'(0) = P20 Oy

Con esta representacion de la familia exponencial se tiene que la media de la
frecuencia pf” y la media de la severidad pf se modelan con liga logaritmica, por
lo que la estimacion de ambas cantidades se forma al sustituir los valores de los
estimadores de los parametros para la frecuencia ,@ y para la severidad B* con sus
respectivas covariables categéricas xI" = F; y x7 = S;:

uf = exp((x)T ) = exp(F7 )

pi = exp((x)T5) = exp(S] 57)
Para hallar el intervalo de confianza de [1; hay que calcular primero la varianza
del predictor lineal x! 3 . Se tiene que:

Var(xiTB\) = ox] (XTWX) 'x;
donde X es la matriz formada por la informacién de todas las observaciones x;

y W es una matriz diagonal con entradas [{g(u;)}*V ()]t

La varianza del predictor lineal queda de esta forma debido a que la estimacién
de los parametros se hace empleando maxima verosimilitud, por lo que el vector de
pardmetros tiene una distribucién asintética normal [12]:

B~ N(B,o(XTWX)™)

Una vez estimada la varianza del componente lineal, se puede hacer un intervalo
de confianza para la componente lineal x!' 3 como (g(i), g(i.)):

g(u) = xTB — 5/ oxT(XTIVX) 1,

9(p) = X7 B+ 51O (XTI X) 1,

Finalmente se aplica la funcién inversa de la funcién liga para obtener un inter-
valo de confianza para (p, fiy)-

Con el procedimiento anterior se pueden calcular intervalos de confianza y por
consiguiente la varianza de il y /i, por tanto para tener un intervalo de la prima
de riesgo estimada podemos utilizar el método Delta para calcular el error estandar
de (uf * 7). El método delta establece que una aproximacién de la varianza de una
funcién ¢(t) dada por:

Var(g(t)) ~ Z gi(0)Var(t:) +2)  gi(0)g;(0)Cou(t;, ;) (2.18)

i>j
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2.6. Intervalos de confianza

la aproximacion del valor esperado de g(t) esta dado por:

E(g(t)) = 9(0)
Asi, el valor esperado es simplemente la funcién, donde g(t) es: g(uf", i¥). El
valor esperado de g(uf,7i7) = nf'fiy, para la varianza necesitamos las derivadas
parciales de g(uf", i?):
9 p s\ _ -5
aﬁpg(ﬂi ) = 1

0 . g ~F
a—/}gg(ui y Mg ) = 2%

(2

De (2.18) tenemos

Var(ii; i) = (7)*Var (@) + (i )*Var(i7) + 2@ s Cov(iif  i7) — (2.19)

El error estandar serfa simplemente la raiz cuadrada de (2.19), asi el intervalo
de confianza a un 95 % para l'7i¥ estard dado por:

TS +1,96SE(f i) (2.20)
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—Capitulo 3
Aplicacion

Una vez descrito los conceptos estadisticos y tedricos sobre la estimacién de la
prima pura de riesgo en seguros de automéviles, es el turno de emplear estas he-
rramientas para generar una estimacion adecuada de las mismas, que permita a las
aseguradoras cubrir las reclamaciones de los sinestros que los asegurados tengan du-
rante la vigencia de su pdliza.

Como se mencioné en la introduccién de este proyecto, se realizard el céalculo
de la prima de riesgo con informacion de todo el sector asegurador. Se cuenta con
una base de datos a nivel nacional! con las variables necesarias para el calculo de
la prima de riesgo (Niumero de Siniestros, Unidades Expuestas, Siniestro Ocurrido)
que resumen el comportamiento sectorial del afio 20142. Por fines practicos e ilustra-
tivos, se trabajara solamente con las carrocerias de la marca TOYOTA, aplicando el
método descrito en el capitulo anterior para las cuatro principales coberturas: danos
materiales, robo total, gastos médicos y responsabilidad civil.

3.1. Agrupamiento de datos

Como se vio en la Secciéon 2.3.2 nuestro modelo contara con variables categéri-
cas, las cuales seran el Estado de circulacion del Automovil y tipo de Carroceria,
por lo tanto, para tener los niveles de estas variables sera necesario agrupar los 32
Estados y las 18 carrocerias en grupos lo mas homogéneos posibles con el propdsito
de obtener una tarifa justa a cobrar al asegurado y que sea suficiente para la con-
traparte.

Desglosando la base de datos proporcionada por AMIS, se calculard la frecuencia
y severidad por cobertura para los estados y carrocerias por separado, esto es con
el proposito de formar el nimero de grupos necesarios para ser considerados como
niveles de las variables categoricas; asi por lo visto en la Seccién 1.3 del Capitulo

Fuente AMIS (Asociacién Mexicana de Instituciones de Seguros)

2La informacién solicitada fue un requerimiento especial y con fines solo académicos, no lucra-
tivos; donde se evalué disponer de una base muestra de algunas marcas y bajo los lineamientos
donde no es posible identificar informacién de las compafniias y no se vulneran las politicas de
confidencialidad.
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3.1. Agrupamiento de datos

1 podemos aplicar algiin método de clusterizacion para obtener el niimero de grupos
necesarios.

En las siguientes dos subsecciones, se mostraran las técnicas de agrupamiento
para la frecuencia y severidad de la cobertura de Danos Materiales; los grupos para
la frecuencia y la severidad de las demads coberturas se muestran en la Seccion
3.1.3.

3.1.1. Frecuencia de Danos Materiales

A continuacién se formaran los grupos por estado y carroceria teniendo en cuenta
su frecuencia estadistica que nos serviran para modelar mediante GLM’s la frecuen-
cia con la cual estimaremos la prima pura de riesgo.

Estados

Para la siguiente agrupacion de Estados se utilizé la liga Ward, teniendo como
resultado lo siguiente:
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Figura 3.1: Agrupacién de estados para la frecuencia estadistica de la cobertura de
Danos Materiales

Como se observa en la Figura 3.1 se tomaran 6 grupos, donde los estados de
Sinaloa y Tlaxcala formardn un grupo cada uno ya que estos estados son los que
presentan una mayor frecuencia de nimeros de siniestros y los cuatros grupos res-
tantes se conforman de estados con frecuencias similares.
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3.1. Agrupamiento de datos

Carrocerias

Para el caso de las carrocerias se utilizara la liga simple, teniendo como resultado
la siguiente agrupacion:

FRECUENCIA

15

1.0

|
]

MR2 —

LAND CRUISER —
RAVY =

PRIUS —
CAMRY —
SIENNA —
MATRIX —
AVANZA  —

RUSH

HIACE

YARIS

SOLARA —

AVENSIS =

SEQUOIA —

FJ CRUISER =—

HIGHLANDER —

4 RUNNER —
COROLLA

Figura 3.2: Agrupacién de Carrocerias para la frecuencia estadistica de la cobertura
de Danos Materiales

En este caso, de la Figura 3.2 se tienen cuatro grupos de carrocerias con frecuen-
cia de nimero de siniestros similares.

3.1.2. Severidad de Danos Materiales

Al igual que con la frecuencia, aplicaremos un método de clusterizacién para
agrupar los estados y carrocerias por severidades estadisticas de la cobertura de
Danos Materiales similares para posteriormente estimar la severidad que junto con
la frecuencia estimada nos ayudara a modelar la prima pura de riesgo.

Estados

Para agrupar los estados por severidad utilizaremos la liga Ward, teniendo como
resultado la siguiente agrupacion:
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3.1. Agrupamiento de datos

SEVERIDAD

3
=

000 Q08 010 015
=

PEENIT
Campeche

Puebla

Tamaulipas

.

Jalisco
Yucatan

GUerrero

Michoacan

Aguascalientes
May arit

Colima
Sanara
Distrito Federal
Tabasco

-

Muevo Ledn

]

Guanajuato
Estado de Meéxico

Tlaxcala
Hidalgo

San Luis Fotosi
Chiapas

Facatecas —
Chihuahua
Cuerétaro
Coahuila
Daxaca
Durango
Morelos
Quintana Roo
Sinaloa

Baja Calfarnia sur —
Baja California

Figura 3.3: Agrupacién de Estados para la severidad estadistica de la cobertura de
Danos Materiales

Como se observa en la Figura 3.3 se tomaran de nuevo 6 grupos, en este caso, el
estado que formara un grupo es Veracruz ya que tiene una mayor severidad repor-
tada que el resto de los estados, los grupos restantes se conforman de estados con
comportamiento de severidades similares.

Carroceria

Para agrupar las carrocerias se utilizara la liga simple, teniendo como resultado
la siguiente agrupacion:
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3.1. Agrupamiento de datos

SEVERIDAD

086
|

04

SOLARA
MATRIX

4 RUNMER
RAVY
YARIS
PRIUS
MR2

RUSH
SIENNA,
HIACE
AVANZA
COROLLA
CAMRY
HIGHLANDER

0.0
SEQUOIA —i—

AVENSIS
FJ CRUISER

LAND CRUISER

Figura 3.4: Agrupacion de Carrocerias para la severidad estadistica de la cobertura
de Danos Materiales

De la Figura 3.4 , se tienen que las carrocerias SOLARA Y SEQUOIA forman
un grupo cada una, esto debido a que sus severidades estadisticas son mayores que
el resto de las demas carrocerias, teniendo un grupo formado por 14 carrocerias con
severidades estadisticas muy similares.

3.1.3. Grupos

Una vez que ya se detectaron los estados y carrocerias con frecuencia y severi-
dades estadisticas similares, resumiremos esos resultados en una tabla etiquetando
la carrocerfa y estado segtin el grupo asignado?.

En la siguiente figura se muestra una tabla con las agrupaciones por estados
segun frecuencia o severidad de las cuatro coberturas:

3Los grupos presentados son los que mejor se ajustaban a los modelos, previamente se probaron
utilizando diferentes nimeros de grupos y diferentes ligas.
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3.1. Agrupamiento de datos

Agrupacidn de Estados por Cobertura

Robo Total Responsabilidad Civil
ESTADO

Frecuencia | Severidad | Frecuencia | Severidad | Frecuencia | Severidad | Frecuencia | Severidad

Aguascalientes El El El El El El El El
Baja California ) El ) E2 ) El El E2
Baja California Sur | E3 E2 El El E2 El E2 E3
Campeche B2 E3 El El B3 El E2 E2
Chiapas El E4 El E3 El El El E2
Chihuahua B3 E4 B3 E3 B3 El B3 E2
Coahuila E4 E4 B3 E3 B3 El E3 El
Colima El El El E4 E4 E2 El El
Distrito Federal ) El B3 E5 E5 El El E2
Durango £ E4 B3 E4 E4 El B3 E2
Estado de México El E4 E4 E5 E3 El El E2
Guanajuato E4 El El E2 E4 El El El
Guerrero E3 E5 E5 E3 El E2 El E3
Hidalgo E3 E4 Efl E3 E4 E2 El Efl
Jalisco E4 El E2 E5 E5 El E3 E2
Michoacén El El B3 E4 ) E2 El El
Morelos El E4 E2 E3 B3 El El El
Nayarit E3 E5 El El E4 E2 E3 E3
Nuevo Ledn E4 El El E5 E5 El El E2
QOaxaca El E4 E3 E3 B2 E2 E2 E3
Puebla E3 E4 E3 E5 E3 El E3 E2
Querétaro E3 E4 El E4 El El El El
Quintana Roo £ E3 El E2 B3 El El E3
San Luis Potosf E3 E4 El E2 E3 El B3 El
Sinaloa E5 E3 E6 E4 E5 E2 E3 El
Sonora E4 El E3 E3 El El E3 El
Tabasco E4 E5 E3 E3 E3 E2 El El
Tamaulipas B3 E4 ) E5 El E2 El El
Tlaxcala E6 E5 B3 E2 E4 E2 E4 E2
Veracruz B3 E6 B3 E5 El E2 El El
Yucatdn El E4 El E2 5 E2 B3 E2
Zacatecas £ E2 £ E3 E4 E2 E2 E3

Figura 3.5: Grupos de Estados para las frecuencias y severidades de las cuatro co-
berturas.

En la Figura 3.5 se muestran los estados asignados mediante el método de clus-
terizacion a los grupos que se utilizaran como niveles de las variables categdricas
en la aplicacién de los modelos lineales generalizados, siendo la variable categérica
Grupo de Estado con sus respectivos niveles (E1,E2,....Em) para cada cobertura.

Las ligas que se utilizaron para las tres coberturas restantes para la frecuencia y
la severidad son respectivamente:
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3.1. Agrupamiento de datos

1. Robo total: Liga Ward
2. Responsabilidad Civil: Liga Ward
3. Gastos Médicos: Liga Ward

Similarmente en la siguiente figura se muestra una tabla con las agrupaciones
por carrocerias de las cuatro coberturas segun frecuencia y severidad.

Agrupacion de Carrocerias por Cobertura

ESTADO Daios Materiales Robo Total Responsabilidad Civil |~ Gastos Médicos
(0] (1 (1 (1 (0] 1 (0] 1

4 RUNNER

AVANZA (1 (1 (1l Q Q Q Q Cl
AVENSIS Q Q Cl a a a (1 Cl
CAMRY a (1 Cl Q (1 Cl Q Cl
COROLLA (1 1 1 Q 1 Q Q o
FJ CRUISER a o Q (o () Cl o Q
HIACE 1 (1 Q o 1 Q o Q
HIGHLANDER a (1 Cl (o o Cl (1 Q
LAND CRUISER 4 (1 Cl Q 4 Q Q Cl
MATRIX (1 Q Gl Q (1 a Q Cil
MR2 4 (1 Cl a 65 c4 (1 Q
PRIUS a (1 Cl a Q a (1 Q
RAV4 (1 (1 Gl il (1 Q Q Cl
RUSH (1 o Cl a (1 a Q2 Cl
SEQUOIA 4 a Q 1 (1 Cl (1 Q
SIENNA a (1 Cl 1 (1 Q (1 Cl
SOLARA Q 4 Cl a 65 (& (1 Cl
YARIS (1 (1 Cl Q (1 Q Q Cl

Figura 3.6: Grupos de Carrocerias para las frecuencias y severidades de las cuatro
coberturas.

En la Figura 3.6 se muestran los carroceria asignados a los grupos que se utiliza-
ran como niveles de las variables categéricas en la aplicacién de los modelos lineales
generalizados, siendo la variable categérica Grupo de Carroceria con sus repec-
tivos niveles (C1,C2,...,Cn) para cada cobertura.

Las ligas que se utilizarén en las tres coberturas restantes para la frecuencia y
la severidad son respectivamente:

1. Robo Total: Liga Ward
2. Responsabilidad Civil: Liga Ward y Liga Promedio
3. Gastos Médicos: Liga Ward
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3.2. Estimacion de los parametros

3.2. Estimacion de los parametros

Una vez ya teniendo definidas las variables categoricas y sus niveles tenemos por
(2.14) que nuestro modelo para la frecuencia estd dado por:

F?"e(yi) — 6504-(511El+ﬁ12E2+-..+51m1Em1)+(52101+52202+...+,82n1Cnl) (31)
En este caso el intercepto [y es la variable offset mas una constante.
Similarmente nuestro modelo para la severidad estd dado de la siguiente manera:
B+ (BT E1+B7y B2+ 481, , Ema)+(83, C1485,C2+.. 453, Cna) (3.2)

Sev(y;) =e

Donde y; = (yg, yc) es un automévil asegurado con yg el estado de circulacién
y Yo su carroceria, por lo tanto de (3.1) y (3.2) se tiene que:

1 si Yg € FEk
Ek — k=1,2,..,m;, j=1,2
0 si yp¢FEk

1 si yoeCl
Cl

I
o~
I
—_
no
S
<.
<
|
—_
[\]

0 si ye¢Cl

Como se mencioné anteriormente, la estimacion de los parametros 3's se hace por
maxima verosimilitud, pero debido a la complejidad y que no hay métodos analiti-
cos para estas estimaciones se emplea el paquete estadistico R para hacer dichas
estimaciones a través de procedimientos numéricos.

Aplicando los modelos lineales generalizados a los grupos definidos anteriormente
para la cobertura de danos materiaes, se tiene el siguiente resultado para la frecuen-
cia:
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3.2. Estimacion de los parametros

Call:
glm(formula = FRE$NS ~ FRE$GE + FRE$GC, family = poisson(link = log),
offset = log(FRE$SEXPUESTOS))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.0733 -0.6365 -0.0720 ©.5799 2.3023

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr{(>|z|)

(Intercept) -1.87402 ©.01355 -138.281 < 2e-16 ***
FRE$GE2 -9.13319 ©.02755 -4.834 1.34e-06 ***
FRE$GE3 98.09701 ©.01602 6.057 1.39e-99 ***
FRE$GE4 0.25214 ©.01576 15.996 < 2e-16 ***
FRE$GES 0.52204 0.02792 18.698 < 2e-1lb ***
FRE$GE6 0.39382 ©.10990 3.583 0.000339 ***
FRE$GC2 -1.08490 9.27753 -3.621 9.000294 ***
FRE$GC3 -0.07403 ©.01184 -6.254 4.01e-10 ***
FRE$GC4 -9.21681 ©.05698 -3.805 9.000142 ***

Signif. codes: @ “***? @.,001 “**’ 9.01 “*’ .05 ‘.’ 0.1 <’ 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 754.132 on 22 degrees of freedom
Residual deviance: 29.803 on 14 degrees of freedom
AIC: 190.81

Number of Fisher Scoring iterations: 5

Figura 3.7: Resultados arrojados por R sobre el GLM para la frecuencia de la co-
bertura de Danos Materiales

Para el calculo de estos parametros se utilizé la distribucion Poisson con la va-
riable offset como el logaritmo de las unidades expuestas(Expuestos).

Como se observa en la Figura 3.7 los pardmetros 's todos son significativos,
es decir, de la Subseccion 2.5.2 del capitulo anterior todos pasan el contraste de
Wald, y por otro lado el valor del AIC lo podemos considerar como bajo respecto a
los modelos con las distintas agrupaciones que se realizarén previamente, por tanto,
podemos decir que este es un buen modelo para estimar la frecuencia.

De la misma manera se tiene el siguiente resultado para la aplicacién de los
modelos lineales generalizados para la severidad:
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3.2. Estimacion de los parametros

Call:
glm(formula = (SEV$SINOCU/SEVENS) ~ SEVEGE + SEVHGC, family = Gamma(link = log))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-9.46830 -0.12651 -0.00207 9.87831 0.35504

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept)  9.4747 9.1587 59.711 3.59e-15 ***
SEVSGE2 0.8358 0.1977 4,228 0.00142 **
SEV$GE3 0.4775 0.1977 2.416 0.03426 *
SEV$GE4 0.5440 0.1768 3.077 0.01052 *
SEVSGES 0.8117 0.1977 4.106 0.00174 **
SEVSGES 0.5893 0.1977 2.982 0.01249 *
SEV$GC2 -9.3423 9.1444 -2.371 0.03707 *
SEV$GC3 0.4786 9.1444 3.316 0.00688 **
SEV$GC4 0.8834 9.2285 4.0906 0.00206 **

Signif. codes: @ “**** §.@A1 “**’ 9.91 *' 0.05 ‘.’ 8.1 ' 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.06251247)

Null deviance: 5.33336 on 19 degrees of freedom
Residual deviance: ©.71293 on 11 degrees of freedom
(3 observations deleted due to missingness)
AIC: 414.28

Number of Fisher Scoring iterations: 7

Figura 3.8: Resultados arrojados por R sobre el GLM para la severidad de la cober-
tura de Danos Materiales

Para el cdlculo de estos parametros se utilizé la distribucion Gamma, al igual
que en el caso de la frecuencia, para la severidad se observa en la Figura 3.8 que los
pardmetros *'s todos son significativos y aunque en este caso el valor del AIC es
un poco mas alto que para el caso de la frecuencia la devianza es més baja en este
modelo.

A continuacién se presentan los parametros estimados de la frecuencia y de la
severidad de las cuatro coberturas.

52



3.3. Célculo de la prima de Riesgo

Dafios Materiales Roho Total Responsabilidad Civil| ~ Gastos Médicos

Parametro - -
Frecuencia | Severidad | Frecuencia | Severidad | Frecuencia | Severidad | Frecuencia | Severidad

Bo 187402 94747 | -1.4838 114518 | -2.99559  9.61168 | -4.69048  B8.8175

Bis 0 0 0 0 0 0 0 0
B, | 013319 08358 | 2.0866 0 | 051088 034164 | -067333  -0.6102
Bz | 009701 04775 | 12118 052502 | 0.13784 036422 0,864
By | 025214 0544 | 25037 118521 | -0.18846 1.14349

P1s 052204 08117 3075 0.78896 | 043327
1 039382 05893 | 3.3416

Bay 0 0 0 0 0 0 0 0
By, | 10049 03423 | 08761  0.33691 | 023554 -0.10664 | 067875 07732
By | 0071403 04786 0 | 061737 035053
Bp | 021681 0883 031178 124923
Bos 0.27698

Figura 3.9: Pardmetros estimados para la frecuencia y severidad modeladas de las
cuatro coberturas.

Como se observa en la Figura 3.9, los parametros asignados a los primeros grupos
de estados y carrocerias son todos cero, esto se debe a que cuando la variable expli-
cativa es categdrica como en este caso, el modelo se construye considerando variables
numéricas asociadas a la categdrica, son las llamadas variables de diseno o auxiliares.

Cuando se tienen variables categéricas con méas de dos niveles, digamos con n
niveles, se construyen n — 1 variables de disenio; R toma el primer nivel de cada
categoria como referencia, de manera que todas las variables de diseno toman el
valor 0 para esa categoria, es decir los grupos E1 y C1 para la frecuencia y severidad

* *
toman el valor 0 por tanto los valores de 511, B21, 51y ¥ B3, son cero.

3.3. Calculo de la prima de Riesgo

Una vez estimados los parametros de la frecuencia y la severidad, el célculo de la
prima de riesgo, a la que llamaremos prima modelada o prima estimada, queda como
lo establece la ecuacién (2.16). Los resultados de las primas modeladas se pueden
observar en los Anexos.

En esta seccién, se presentan los comparativos de las primas de riesgo modeladas
y las primas de riesgo que se calculan multiplicando la frecuencia (ntimero de sinies-
tros entre unidades expuestas) por la severidad (monto de siniestro entre unidades
expuestas), a la que llamaremos primas estadisticas. Con fines de apreciacién, las
graficas comparativas se realizan en escala logaritmica donde el eje x es un ordena-
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

miento alfabético por estado y carroceria de las primas puras de riesgo.

Antes de presentar los comparativos, se explicara brevemente la forma en que se
valida que las primas modeladas arrojan una estimacién adecuada, que no subestima
o sobrestima el siniestro ocurrido total de la cartera.

3.3.1. Comparativo

Como se mencioné con anterioridad, el calculo de las primas de riesgo a través de
regresiones lineales generalizadas, genera estimaciones con menor volatilidad, que el
método comunmente usado de multiplicar la frecuencia (nimero de siniestros entre
unidades expuestas) por la severidad (monto de siniestro entre unidades expuestas);
de esta forma, un comparativo directo entre ambos métodos, si bien resulta ilustra-
tivo, no es adecuado para determinar si la prima modelada estimada adecuadamente
el riesgo de la cartera, pues como se verd posteriormente, puede existir mucha va-
riabilidad entre algunas primas modeladas y algunas primas estadisticas.

Por tal motivo, para determinar que no hay una subestimacion o sobrestimacion
de las primas de riesgo, se propone comparar el siniestro ocurrido total Sinocur o
costo total ¢y de las reclamaciones de la base?(segmentadas por cobertura y consi-
derando tnicamente carrocerias TOYOTA) con el siniestro ocurrido total estimado

Sinocur o costo total estimado ¢r que se genera al sumar el producto de la prima
modelada PR con sus respectivos expuestos:
Sinocur = ¢y = Z PR « expuestos

De esta forma, al comparar ¢y de la cartera, contra ¢ér estimado por las primas
modeladas, se puede determinar una tolerancia o nivel de significancia que propor-
cione un indicador de la precisiéon del modelo. Este indicador «, sera el porcentaje
de error del costo total estimado ér y el costo total ¢ de la cartera (segmentada
por cobertura), quedando como:

a=]ZL 1/%100%
cr

Por habito, estableceremos que la prima de riesgo modelada o estimada es ade-
cuada si el nivel de tolerancia es menor a 5 %.

4Al provenir de la base, también lo denotaremos como siniestro ocurrido estadistico o costo
estadistico.
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

3.3.2. Danos Materiales
Prima Estadistica Prima Estimada
o o™
9 B [ ] . . .h. . E
T o "'ﬁ' " W, ®
2 © . 2 ©
2 .';zé a~* ,wb #
E © - o e .o. . ': . E ©
T * ‘ T
[a)] T - fa)] =
Q . o]
- -
[ ™
O - - - I e (@]

Logaritmo Matural

Figura 3.10: Prima Riesgo modelada de la cobertura de Danos Materiales, donde el
eje X es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

En la grafica de la prima estadistica (superior izquierda) se observa una varia-
bilidad muy grande ademas de que se observan puntos con valor cero que son las
carrocerias que no reportaron siniestros o que el costo del siniestro fue nulo, por
lo que se tiene el problema de cuanto se le tiene que cobrar a las carrocerias con
caracteristicas similares, es por eso que este método no es adecuado para establecer
las cuotas a cobrar.

En la gréifica de la prima estimada (superior derecha) se observa un comporta-
miento mas homogéneo, es decir, los datos que en la grafica de la prima estadisticas
hacian que hubiese una variabilidad grande ahora se ajustaron con el comporta-
miento de carrocerias con caracteristicas similares, es por eso que con este modelo
se puede definir la cantidad que se va a cobrar por el cargo de la cobertura segun la
carroceria y estado de circulacion.

En la tercera grafica se puede observar mejor la comparacion de ambos métodos,
y como es que los datos que hacen que la prima estadistica tenga una variabilidad
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

grande en la prima estimada se ajustan mejor al modelo y disminuyen esa variabi-
lidad.

A continuacion se mostrara graficamente el costo estadistico y el costo estimado,
esto para tener una perspectiva de las garantias que tendran tanto el asegurado
como la aseguradora que el cobro de la prima de riesgo para ambas partes es lo méas
justo.

Costo Estadistico Costo Estimado
.. W,

o | “ :.’o? . ; .‘o 0.. o 0¢ .&..o . # .v ‘o
_ sg 0'0. s, & W o.h ?. _ ] , ‘i.l v . . Yy
o L) H » ¢ " ' . g . g a‘ o N ¢ ¢
2 %'“:. -';. - & B ol IR
T o |5 .‘ O o | e e ol oyt -
% pt L .Y, ‘~n 'f .n E - . . ..a. 0, & ‘o’
£ oo £ 3 NN
5 ‘ 5 : '
2 - 2 o -
| |

o - L] - EE e . o

0| )
T o
2
Z o] ¥y
E |
@
8]
Q I
-

[ L] L] L. I L 1] e e B L]

Figura 3.11: Siniestro Ocurrido o Costo Total de la cobertura de Danos Materiales,
dondel eje x es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

En la figura del costo estadistico (superior izquierda) se vuelven a observar las
carrocerias que no tuvieron siniestros o el costo fue nulo, por tanto al hacer la esti-
macién de dicho costo (superior derecha) dichas estimaciones se ajustan a las demés,
ademas se puede observar que la estimacion tiene un comportamiento muy similar
al estadistico lo que nos indica que nuestro modelo puede ser confiable. En la figura
de abajo, se muestra la comparacion de ambos costos y quitando las observaciéon
cero se puede ver que no hay mucha variabilidad entre ambas.

Con este modelo se obtiene un indicador a de 2.91 % lo que nos indica que es
menor al 5%, por tanto podemos considerar una buena estiamacién para la prima
pura de riesgo.
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

3.3.3. Robo total

Prima Estadistica Prima Estimada
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Figura 3.12: Prima Riesgo modelada de la cobertura de Robo Total, donde el eje x
es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

En la gréfica de la prima estadistica (superior izquierda) al igual que la cobertura
anterior se observa una variabilidad muy grande y también se observan més puntos
con valor cero, esto nos indica que en esta cobertura el niimero de siniestros es muy
bajo por lo mismo es un poco més dificil tener un criterio apropiado para el calculo
de la prima de riesgo.

En la gréfica de la prima estimada (superior derecha) se observa como es que
dependiendo de la carroceria y el estado de circulacién a los autos que no tienen
siniestro reportado se les asigna la prima de los que si tuvieron al menos un sinietro
reportado.

En la tercera grafica observamos mejor la comparcion de ambas, viendo como la
mayoria de las primas estimadas son menores a las estadisticas.

Ahora veremos si la estimacién de dicha prima que se propone garantiza a la
aseguradora poder cubrir los costos de los siniestros que se esperan.
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

Costo Estadistico Costo Estimado
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Figura 3.13: Siniestro Ocurrido o Costo Total de la cobertura de Robo Total, donde
el eje x es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

En estas graficas se observa que la distribucion de los costos estadisticos es alta
ya que se tiene que cubrir el precio del auto robado, es por eso que los costos estima-
dos tienen una distribuciéon diferente ya que contemplan a todos los autos asegurados.

Con este modelo se tiene una significancia de 1.31 % lo que nos indica que es me-
nor que « = 5%, por tanto podemos considerar una buena estimacién para la prima
pura de riesgo de la cobertura de Robo Total, sin presentarse una subestimacién ni
sobrestimacién el costo total.
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

3.3.4. Responsabilidad Civil

Prima Estadistica Prima Estimada
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Figura 3.14: Prima Riesgo modelada de la cobertura de Responsabilidad Civil, donde
el eje x es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

Para esta cobertura se obseva que la variabilidad de la prima estadistica no es
tan grande como las anteriores, por eso la prima estimada tienen una distrubucién
méas uniforme.

A pesar de que se tiene poca variabilidad, es necesario ver si existe una subesti-
macién o sobrestimacién del siniestro ocurrido total.
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

Costo Estadistico Costo Estimado
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Figura 3.15: Siniestro Ocurrido o Costo Total de la cobertura de Responsabilidad
Civil, donde el eje x es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

En estas gréaficas se observa como estd la distribucion de los costos; a diferencia
de las primas si tienen una variabilidad grande, aun asi los comportamientos de
ambos costos son muy similares.

Con este modelo aunque haya una variabilidad grande en los costos se tiene
una significancia de 0.99 % lo que nos indica que es menor que « = 5%, por tanto
podemos considerar que se ha generado una buena estimacion para la prima pura
de riesgo de la cobertura de Responsabilidad Civil.
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3.3.5. Gastos Médicos
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Figura 3.16: Prima Riesgo modelada de la cobertura de Gastos Médicos, donde el
eje X es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

En esta cobertura, a diferencias de las anteriores, las primas tiene una variabi-
lidad méas grande presentandose muchos puntos en cero de la prima estadistica, en
al grafica de abajo se ve como las primas estadisticas estan alrededor de la estimada.

Ahora veremos el comportamiento de los costos de esta cobertura para ver si
existe una subestimacién o sobrestimacion por parte del modelo.
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Figura 3.17: Siniestro Ocurrido o Costo Total de la cobertura de Gastos Médicos,
donde el eje x es un ordenamiento alfabético por estado y carroceria.

Con este modelo se tiene una significancia de 0.95% que a pesar de que es la
mds grande de las cuatro coberturas, nos indica que es menor que a = 5%, por
tanto podemos considerar que el modelo genera una buena estimacion del siniestro
ocurrido total.

3.3.6. Intervalos de Confianza de las primas de riesgo

Una vez estimadas las primas de riesgo para las cuatro coberturas y de haber
verificado que el costo del siniestro estadistico y estimado estén dentro de la tole-
rancia establecida, el siguiente paso es tener un cierto margen de confiabilidad de
la estimacion de las primas de riesgo, esto lo haremos calculando sus intervalos de
confianza para cada cobertura. De la seccion 2.6 del capitulo anterior tenemos que
el intervalo propuesto para las primas de riesgo estd dada por (2.20), por lo que
debemos encontrar los errores estandar de las frecuencias y severidades estimadas,
esto lo haremos evaluando las frecuencias y severidades estimadas en los modelos
lineales generalizados obtenidos para cada cobertura, para asi poder obtener sus
errores estandar y asi poder aplicar (2.20).

A continuacion se muestran las primas de riesgo a su escala normal con su res-
pectivo intervalo de confianza a un 95 %, para poder tener una mejor visualizacion
se ordenaron las primas de riesgo de menor a mayor.
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

En las graficas anteriores se puede observar que en la cobertura de Danos Ma-
teriales hay intervalos con una variabilidad grande, esto se puede deber a que hay
grupos con pocos elementos y al tener poca informacién sus errores estandar son
méas grandes que otras primas donde sus estados y carrocerias pertenecen a grupos
con mas elementos.

Como los datos son de un solo ano, esperariamos que al siguiente ano los si-
niestros reportados tengan un comportamiento similar, es por eso la importancia
de los intervalos de confianza ya que nos da la probabilidad que contengan al valor
estimado de la prima de riesgo del siguiente ano.

3.3.7. Resultados Generales

Para tener una idea mas clara de cuéles son los Estados y las Carrocerias que
presentan un mayor riesgo, se muestra a continuacién un comparativo grafico del
promedio de la prima de riesgo por cobertura, cabe senalar que la escala no es la
misma entre las coberturas ya que el objetivo de la graficas es ver en que estados y
carrocerias la prima de riesgo es mas baja y mas alta.
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Figura 3.18: Primas de Riesgo Promedio en los Estados para las cuatro coberturas.

En las graficas anteriores se pueden observar que el orden de los estados va va-
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3.3. Célculo de la prima de Riesgo

riando segun el tipo de cobertura que se esté analizando, es decir, algunos estados
presentan una prima de riesgo mas alta para algunas coberturas y en otras es mas
baja en comparacién con otros estados.

Similarmente ahora se presenta el comparativo de la prima de riesgo por tipo de

,
carroceria.
Daiios Materiales Robo Total
4,500 ® L N N
1,200
4,000
3,500 ( N N N N N N J 1,000
. o000 ® -
5 3,000 5
g P X ) g 800
2 2,500 ® S
o < L
= = 600
E 2,000 E o0 ®
S E o000
1,500 400.......
1,000
o 200
500
0 0
©» x o o x ©® > <« x T o w3z » o« x x @ > @ ¥ ¥ ¥ < £ o © x W o<
cpEHfzE3EzE28838¢% %8 iEEESJEEEZ22E85¢8 Y98
u < SgzZzagus5TzLzFEF3F 232 >< 8 goZzxuk 453
z = Z 25 S v 2z 5 I 3 & = =06 ° 23 * B ]
o = o = 8 @ o -
o o 2 2 ] Ird
: 8 : :
Responsabilidad Civil Gastos Médicos
1,800
Y 160 ®
1,600 o®0®
140 'Y X bl
1,400 "X X J
120
o 1,200 @ o
§1ooo ¢ £ 100
! £
o =3
& eeoo0® T go
= 800 o000 ]
E E P X R
% 600 X X X o 60
® 40
400
o
200 20
0 0
» » > x a W T ® > r € xr o N @« < X OX x 9 o F4 > X W o 9 N
= = > g = 4 3 = z M
s 3EES83:24:2EE5585¢E GELF3 23383 EL452¢E3
T < > = < L 2 >
Waogdg£®QWI®>x=z3zZ5 535 U guzgqgs5>®gEB 323350 o
z 2=z G @ S 3o ZEE 2 322 =5 K & 93 x w
3} I < a - - 3} T @
5] 2R 2 e 2
=S x
3 3

Figura 3.19: Primas de Riesgo Promedio por tipo de Carroceria para las

coberturas.

cuatro

Al igual que para los estados, las graficas anteriores muestran las carrocerias con
un mayor riesgo segun la cobertura; se observa que el ordenamiento de las carro-
cerias varia segun la cobertura.
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Conclusiones

Con base en el objetivo del presente trabajo, se llegd a las siguientes conclusiones.

La prima pura de riesgo es la prima que se obtiene en funcién de la probabilidad
de que ocurra un siniestro y el monto de la pérdida que tendria el asegurado, la cual
tiene como objetivo cubrir los costos de las posibles reclamaciones que se puedan
presentar a lo largo de un contrato; para el caso del presente trabajo, se obtuvo que
las estimaciones de dichas primas de las cuatro coberturas (Danos Materiales, Robo
Total, Responsabilidad Civil y Gastos Médicos) estuvieron dentro de una tolerancia
planteada menor a un 5% del siniestro ocurrido o costo total estadistico, evitando
una subestimacién o sobrestimacion, permitiendo un margen adecuado para esta-
blecer que las primas seran suficientes para afrontar las obligaciones contractuales
de pagos de siniestros.

Los resultados presentados se basaron en la metodologia propuesta en este tra-
bajo, en la cual se toman en cuenta algunos factores de riesgo asociados a los asegu-
rados que influyen en el comportamiento siniestral y que intervienen en el proceso
de tarificacion. Debido a la diversificacién de estos factores fue necesario hacer una
segmentacion teniendo en cuenta su experiencia siniestral en grupos homogéneos de
manera que los asegurados que pertenecen a un mismo grupo paguen la misma tarifa
ya que con esto se evito la antiseleccion; para hacer esta segmentacion se utilizaron
algunos de los métodos aglomerativos de clusterizacion vistos en la Seccién 1.3
del Capitulo 1. En la aplicaciéon de dichos métodos se utilizaron varias ligas y se
tomaron en cuenta diferentes nimeros de grupos para poder tener una mayor com-
paracion y asi poder elegir la segmentacién mas idénea para el calculo de la prima
de riesgo. Para el caso de la frecuencia no hubo mayor problema ya que se modeld
con una distribucién Poisson, pero para el caso de la severidad, que se model6 con
una distribuciéon Gamma, que es para valores estrictamente positivos, los estados
o carrocerias con siniestro ocurrido cero se agruparon con los estados y carrocerias
con siniestros ocurridos mas bajos formando grupos con mas estados y carrocerias
y disminuyendo el nimero de grupos.

La parte crucial de este trabajo fue la aplicacién de los modelos lineales ge-
neralizados, ya que las variables explicativas utilizadas no fueron numeéricas sino
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categoricas donde estas categorias fueron los resultados obtenidos en el proceso de
agrupacion.

Como se mencioné anteriormente, se realizaron varios ntimeros de grupos para
los Estados y las Carrocerias, asi se pudo aplicar los modelos lineales generalizados
con todas las combinaciones posibles entre los grupos de Estados y Carrocerias para
tener una mayor comparacién y seleccionar el que mejor cumpliera con los criterios
de seleccion del modelo vistos en la Seccion 2.5 del Capitulo 2 como el test de
Wald para los estimadores, la devianza y el criterio de informaciéon AIC; durante
este proceso se observo que los modelos para la frecuencia en su mayoria no pre-
sentaron mayor dificultad y sélo se seleccionaron los que tuvieran menor devianza y
menor AIC comparado con otros modelos con distintos niimero de grupos, pero para
el caso de la severidad se presentaron mas dificultades ya que en algunos casos los
estimadores no pasaban el test de Wald, que es el primer criterio para la seleccion
del modelo; en el caso de la cobertura de Gastos Médicos solo se obtuvo un modelo
para la severidad el cual paso el test de Wald para los estimadores, a diferencia de
las otras tres coberturas donde se obtuvo mas de un modelo que cumplieron con
este criterio.

Para el calculo de la prima de riesgo se tuvo que hacer el producto de la frecuen-
cia por la severidad de todas las combinaciones de los modelos que se tenian, por
lo que los modelos presentados fueron los que obtuvieron una menor tolerancia de
acuerdo a lo planteado en la Seccién 3.3.1 del Capitulo 3, de ahi la importancia
de haber realizado varias agrupaciones para obtener varios modelos y elegir la que
mejor se adecuara al objetivo planteado.

Un factor importante en la realizacién de este trabajo fue la visualizacion de
los modelos en estudio, ya que permitié dar una perspectiva no solo numérica sino
también grafica de la modelacién de la prima de riesgo en seguros de automoviles,
ya que en las graficas presentadas se observa la comparacién entre la forma comun
de calcular la prima de riesgo y la metodologia basada en la combinacion de clus-
terizacion y los modelos lineales generalizados, también se da una perspectiva del
comportamiento de la prima por estado o por carroceria; por otra parte muestra
los puntos en los que se debe seguir trabajando para mejorar, como es el caso de la
cobertura de Danos Materiales, que ademas de ser la cobertura que tiene una tole-
rancia mayor, sus intervalos de confianza presentan una mayor longitud para cada
estimacion, esto se puede deber a la poca informacion que se tienen en las agrupa-
ciones propuestas debido a la gran diversificacién en que esta cobertura pueda ser
requerida.

Los resultados obtenidos cumplen con el objetivo de este trabajo, ya que se
presenté toda una metodologia para el calculo de la prima de riesgo en seguro de
automéviles y arrojan para algunas coberturas buenas estimaciones y para otras
como el caso de Danos Materiales, que no eran buenas pero si aceptables, ya que se
evito la subestimacion y sobrestimacién. Una propuesta para mejorar los modelos
propuestos en este trabajo, podria ser tomar en cuenta més factores relevantes para
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ser consideradas como categorias en la aplicacion de los modelos lineales generaliza-
dos, por ejemplo, el modelo del Automévil, la historia siniestral del asegurado, entre
otras.

Con el desarrollo de este trabajo se obtienen algunas contribuciones conside-
rables; dado que el tema de la prima de riesgo en seguro de automdviles es muy
importante para el sector asegurador, se establecié una metodologia completa con
una combinacion de métodos estadisticos multivariados que pueden ser utilizados
como un parametro de comparacion a los resultados que presentan cada una de las
companias aseguradoras ya que el buen cédlculo de ésta prima les permitird cumplir
con las demandas pactadas a las que sean sujetas sin tener que elevar sus reservas,
por otra parte, este calculo impactaria directamente en la tarifa comercial ofertan-
do tarifas competitivas dentro de todo sector asegurador; una segunda contribucion
fue el presentar un intervalo de confianza para las estimaciones de las primas, este
intervalo permite un margen de error con el cual se podria establecer las reservas
necesarias y obtener una solvencia suficiente para cumplir con mayor eficiencia y sin
problemas las posibles reclamaciones que se presenten.

Durante el desarrollo de este trabajo se presentaron algunas limitaciones, ya que
por falta de tiempo no se pudo analizar todas las carrocerias de todas las marcas
de automoviles, analizando solo las carrocerias de la marca TOYOTA, asi, si alguna
compania adoptara esta metodologia tendria que hacer analisis para cada una de las
marcas de automéviles de manera independiente lo que implicaria un mayor trabajo
en la obtencién de tarifas suficientes para todo su catdlogo de marcas aseguradas;
en cuestion del manejo de los datos se llevo més tiempo de lo que se tenia planeado,
ya que al tener observaciones con cero numeros de siniestros hacian mas compli-
cado encontrar los grupos ideales que cumplieran con los supuestos estadisticos en
la aplicacién de los Modelos Lineales Generalizados, ya que para la severidad se
tuvieron que hacer menos grupos con mas miembros (Estados y Carrocerias) para
poder obtener una severidad grupal estrictamente positiva debido a que se modelo
con una distribucion Gamma.

Finalmente, se deja un punto de partida para seguir trabajando y mejorar el
calculo de la prima pura de riesgo, una posible extension de este trabajo es la mode-
lacién mediante copulas bivariadas [10], en vez de modelar la frecuencia y la severi-
dad de manera independiente como se hizo, se puede construir un modelo conjunto
que permita explicitamente una dependencia entre el costo del siniestro y el niimero
de siniestros, combinando distribuciones marginales para la frecuencia y severidad
y asi obtener una funcién de distribucion de probabilidad conjunta. El supuesto de
independencia limita el calculo de la prima de riesgo, es por eso que al encontrar
un modelos donde la frecuencia y la severidad se correlacionen podrian minimizar
ain mas la variabilidad presentada; el modelo de copulas bivariadas asume que las
distribuciones marginales pueden ser una combinacién de funciones de probabilidad
tanto discretas como continuas es por eso la importancia de esta posible alternativa
a la metodologia presentada en este trabajo.
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Anexos

En esta seccién se presentan las agrupaciones de Estados y Carrocerias, asi como
las salidas de los Modelos Lineales Generalizados generados con R para las Frecuen-
cias y Severidades de las tres coberturas restantes.

A1l. Cobertura Robo Total

A2. Cobertura Responsabilidad Civil

A3. Cobertura Gastos Médicos
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SOLARA
RUSH
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MR2
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MATRI
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CAMRY
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LAND CRUISER
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SEQUOIA
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RANV 2

FJ CRUISER
HIACE

call:
gin(formula = (SEVSSINOCU/

neviance rasidials:
2 3
-0.12666 0.01198 0.015

Coeffcients:
Estimate Stc.

(InLercept) 11.45182 0.
sevices 0.52502 0.
SEVIGEL 1.1¥51 0.
SEVSGES 0.78895 0.
SEVSGC2 -0.33601 0.

signif. codes: 0 ‘#%%' Q.
(Dispersion parameter for
Null daviance: 1.73601
Residual deviance: 0.04716:
7 observations deleted
ArC: 154.13

Nunber of Fisher scoring i

SEVINS) ~ SEVSGE + SEVSCC,

4 5 7 8 9
46  0.08817 0.11678 -0.01513 -0.01562
error t value Pri-|t|)

09382 113.882 1.42e-00 ##&+

12500 4.200 0.02463 *

1500 9,382 0.00249 e

12500 6.312 0.00804 *#

08339 -3, 0.03175 *

001 f*%' Q.01 ‘%' 0.05 .0 0.1° "1

Gamna family taken to be 0.01562549)
7 on 7 degrees of freedom

7
7

4 on 2 degrees of freedom

dua to missingness)

terations: 4

family = Ganma(link = Tog))

10
-0.00368
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A2. Responsabilidad Civil
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call:
glm(formula = FREINS ~ FRESGE + FRE$GC, family = nofsson(link = Tog),
offset = log(*RESEXPUESTOS))

veviance wesiduals:

Min 1q  Median L) Max
-1.3057 -0.6974 -0.1839 0.5876 1.752C
Coetticients:

Estimte 5td. Error z value Pri=|z|)

(Tnrercept) -7.9959 N.02377 -12R.710 < 7p-1h ®%*
FRESGE2 -0.51)88  0.05051 -10.114 < 28-16 ***
FRESGE3 0.1384  0.02842 4,830 1.24e-06 ***
FRESGE4 -0.183486 0.04025 -4.682 2.83e-06
FRESGES 0.43327 0.02516 17,223 = 2e-16 ®*%*
FRESGC2 -0.2354  0.03332  -7.068 1.57e-12 ***
FRESGC3 -0.61737  0.25673 -2.40% 0.0162 *
FRE$GCA 0. 31178 . 04813 b.478 9,308-11 ®**

signif. codes: 0 “¥*%* 0,001 *#*' 0.00 %7 0.05 .7 0.1 ° "1

(bispersion paramter for poisson family taken to bel)

Hull deviance: 1213.247
Residual deviance: 17.397
AIC: Inf

on 19
on 12

degreas of froadmm
degrees of freedm

Number of Fisher scoring iterations: 5
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call:

glm(lormula = (SEVISINOCU/SEVINS) ~ SEVIGE - SEVIGC, ldamily =

Deviance Residuals:
1

2 3 4
-0.0220%  0.02235 -0.02323 0.02287
coefficients:
Estimate 5td. Error T value
(Intercept) 9.61168  0.04557 210.913
SEVSGE2 0. 34164 0.04557  7.498
arvéoc? 0.70RR4 0.03581 1.011
Srviacd 0.25052  0.05581 6.201
sCviacd 1.24923 0.07205 17.2139
SCvEaCS 0.27598 0.07205 3.844

signif. codes: Q "#*¢' 0,001 ‘**' Q.01

Gammd(link = luy))

3 1 7 k]
0.04489 -0.04G26 0.00000  0.00000

priz|t|)

2.15e-05 v
0.01733 *
0.04235 #
0.02442 *
0.00331 ¥
0.04149 *

LTl

(pispersion paramaeter for Gamma “amily taken to be 0.003114585)

null deviance: 1.940680 on 7

degrees of freedon

Residual deviance: 0.006224 on 2 degreas of freadon
(2 observarions deleted due to missingness)

AIC: 136.5

Nuther nf Fisher Sroring iterations: 3
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A3. Gastos Médicos
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call: rall:

gIm(formula = FRESNS ~ FRESGE + FRESGC, family = poisson(link = Tog),
offset = log(FRESEXPUESTOS))

Deviance Residuals:

1 2 3 4 5 6 7 8
-0.6106 -0.6050 0.8912 -0.6540 0.2454 0.2202 -0.3566 0.2925
toefficients:

Estimate Std. Error
(Intercept) -4.69048

z value Pr>|z])
0.04126 -113.675 < 2e-16 ##*

FRESGE2 -0.67333  0.14136  -4.763 1.91e-06 ***
FRESGE3 0.36422  0.02992 12.172 < Ze-1f ***
FRESGE4 1.14349  0.20942  5.460 4.75e-08 ***
FRESGC2 0.67875  0.04239 16.011 < Ze-1f ***

signif. codes: 0 "' 0,001 "**' 0.01 "' 0.05 ." 0.1 ' "1
(pispersion parameter for poissen family taken to be 1)

NUTT deviance: 509.5509 on 7 degrees of freedom
Residual deviance: 2.2823 on 3 degrees of freedom
AIC: 63.28

Number of Fisher Scoring iterations: 4

yIm(formula = (SEVESINOCU/SEVSNS) ~ SEVSGE + SEVSGC,
family = Ganma(link = Tog))

Deviance Residuals:
1 2 3 4 5 6

0.02524  0.15790 -0.20561 -0.02567 -0.17655 0.18072
coefficients:

Estimate std. Error © value Pr(=|t|)
(Intercept) 8.8175 0.2083 42.331 0.000558 ***
SEVGE2 -0.6102 0.2551 -2.392 0.039218 *
SEVSGE3 0.8640 0.2551 3,387 0.047213 *
SEVEGC2 0.7732 0.2083  3.712 0.035523 *

signif. codes: 0 ¢’ 0,001 "' Q.01 f¢T 008 U011

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.0650815)
Null deviance: 3.56652 on 3 degrees of freedom

Residual deviance: 0.13233 on 2 degrees of freedom

AIC: 115.5

\umber of F1sher Scoring 1terations: >
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