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A Juan Carlos, por todo lo que hemos vivido juntos






It all began the day I found

That from my window

I could only see

A piece of sky.

I stepped outside and looked around
I never dreamed I was so wide

Or even half as high

The time had come

To try my wings

And even though it seemed at any
Moment I could fall,

I felt the most

Amazing things,

The things you can’t imagine if
You’ve never flown at all.

Though it’s safer to stay on

The ground,

Sometimes where danger lies

There the sweetest of pleasures

Are found.

No matter where I go-there’ll be
Mem’ries that tug at my sleeve

But there will also be

more to question yet more to believe

The more I live-the more I learn
The more I learn—-the more I realize
The less I know.

Each step I take—

Each I page I turn—

Each mile I travel only means

The more I have to go

What’s wrong with wanting more?
If you can fly—then soar!

With all there is—why settle for
Just a piece of sky?

Alan € Marilyn Bergman
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Prodlogo

El proceso de desarrollo de nuevos farmacos es algo que ademas de ser
costoso, lleva mucho tiempo[10]. En un estudio de 2003[7], se indica que lan-
zar un medicamento al mercado cuesta aproximadamente USD $800 000. Se
estima que cerca del noventa por ciento de los compuestos que son candida-
tos, fallen durante este proceso. Por lo tanto, la industria farmacéutica esta
siempre en la bisqueda de nuevas herramientas que ayuden a que este proce-
so sea mas eficiente. Segin la Administracién de Alimentos y Medicamentos
de los Estados Unidos[!], la simulacién y el modelado matemético y compu-
tacional son herramientas tutiles para mejorar la eficiencia en el desarrollo
seguro y efectivo de los farmacos.

En esta obra, se desarrollan modelos de ecuaciones diferenciales ordinarias
-llamados farmacocinéticos- los cuales estan basados en principios biolégicos
y farmacoldgicos. La metodologia que se emplea consiste en describir la evo-
lucion de la concentracién de un medicamento en cierto organismo a través
de un modelo farmacocinético, para después estimar las distribuciones de los
parametros de dicho modelo por medio de inferencia bayesiana; especifica-
mente lo ultimo se hace empleando métodos Monte Carlo via cadenas de
Markov.

Particularmente, la técnica desarrollada se ejemplifica con la cinética de
la teofilina en el cuerpo humano y con la concentracion en el tiempo de cispla-
tino y tecnecio encapsulados en liposomas!, administrados, respectivamente,
en ratones atimicos® y ratas Wistar.

En cuanto a la escritura de este trabajo, cabe senalar que la mayor parte
de las veces que se compild informacién de una obra -como es el caso de
los dos primeros capitulos- las ideas y las aseveraciones encontradas aqui

1Un liposoma es una pequeia burbuja elaborada del mismo material que constituye
una membrana celular.
2Que carecen de timo.

VII



VIII PROLOGO

corresponden a las de los autores originales:[10] y [ 1] del capitulo 1, [1], [22]
y [23] del capitulo 2 y [9] del apéndice A. Mi aportacién en este sentido es
la de haber reunido toda la informacién encontrada de manera que la obra
tuviera coherencia, y de producir una traduccion que en espanol se leyera
natural; todas las veces que hice una traduccion textual, se debidé a que
consideré que no pude haber presentado mejor los conceptos, en particular
porque estoy muy lejos de ser un experto en la materia. Finalmente, aparte de
lo descrito anteriormente, la principal colaboracién de mi parte se encuentra
en el capitulo 3.



Introduccion

En general, se puede decir que el proceso completo del desarrollo de un
medicamento estd formado por una parte preclinica y otra clinica. En
la parte preclinica, se prueba el efecto en animales de diferentes tipos de
compuestos.

Ahora bien, la parte clinica se divide en tres fases. En la primera, la me-
dicina se administra en humanos saludables para averiguar la compatibilidad
fisiolégica; en la segunda, se investiga el efecto farmacolégico y terapéutico
de la misma; en la ltima, el farmaco se prueba en miles de pacientes.

Un experimento en la fase preclinica consta de dos partes. La primera
estudia la concentracion del medicamento en el organismo en el transcurso
del tiempo. En esta parte, el interés se centra en la distribucién del farmaco
en el cuerpo, mas no se considera a la enfermedad misma ni al efecto que
la medicina pudiera tener en la enfermedad. En pocas palabras, se obser-
va lo que el cuerpo le hace a la medicina. A esta etapa se le conoce como
farmacocinética, denotada PK.

En la segunda parte, se observa el desarrollo de la enfermedad y de los
efectos farmacolégicos del medicamento en la enfermedad; a esta ultima se le
conoce como respuesta farmacolégica. En esta etapa se observa lo que el
medicamento le hace al cuerpo. Esta parte se conoce como farmacodinami-
ca, denotada PD. En la figura 1 se muestra un esquema del procedimiento
completo.

Al combinar la farmacocinética y la farmacodinamica, conocidas en con-
junto como farmacometria, se obtiene un panorama general de la respuesta
del farmaco. En ambas etapas (PKPD), se asume que la concentracién del
farmaco es la causa principal que provoca el efecto farmacolégico en la en-
fermedad. En un experimento PKPD se hacen mediciones farmacocinéticas
y farmacodindamicas en una poblacién de individuos. A menudo, los datos
farmacocinéticos son escasos, porque las muestras de sangre se tienen que
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Figura 1: Resumen esquemético del desarrollo de un medicamento.

tomar de los individuos cada determinado tiempo. En cuanto a la farmaco-
dinamica, el desarrollo de la enfermedad se describe por medio de la toma
de lecturas apropiadas.

Para tener una vision general del efecto del medicamento, se deben admi-
nistrar diferentes dosis durante un experimento. A los datos PD que describen
la enfermedad con un farmaco administrado se les llama datos perturba-
dos. También se administra un placebo para describir el desarrollo de la
enfermedad sin el efecto del medicamento. A los datos que vienen de un
tiempo en especifico en el cual se aplicé cierta dosis se les conoce como gru-
po de dosificacion.

Este trabajo se enfoca en los llamados modelos matematicos semi-
mecanicos. Este tipo de modelos describen la situacién biolégica subyacente
por medio de principios basicos y como resultado de los datos que se tiene
disponibles; no se consideraran modelos que solo caractericen a los datos sin
hacer suposiciones biolégicas.



Capitulo 1

Farmacocinética

1.1. Preliminares

Comunmente, un medicamento se puede administrar a un paciente de
manera intravenosa, oral o subcutanea; de maneras menos habituales, por
medio de un parche en la piel o por inhalacion. Habiendo administrado el
medicamento, existen procesos subsecuentes dentro del organismo, a los cua-
les usualmente se les describe por medio del proceso farmacocinético conocido
como ADME: absorcion, distribucion, metabolismo y excrecion.

= La absorcion es el paso del medicamento al torrente sanguineo desde
un punto situado fuera de los vasos sanguineos. Ahora bien, al grado
de absorciéon de un medicamento en el sistema circulatorio se le conoce
como biodisponibilidad.

= Después de que ocurre la absorcion, la mayoria de los medicamentos se
distribuyen en los tejidos del cuerpo a través de la sangre. La distribu-
cion describe la transferencia en ambos sentidos, de un medicamento
entre la sangre, el tejido y los 6rganos.

= El metabolismo se refiere a la biotransformacion del medicamento
dentro del cuerpo en otras moléculas conocidas como metabolitos;
desde el punto de vista farmacologico, muchas veces se encuentran
inactivos, pero pueden estar activos o inclusive ser téxicos. Algunos
medicamentos, llamados profarmacos, estan inactivos hasta que el
organismo los metaboliza.



2 CAPITULO 1. FARMACOCINETICA

» La excrecion es la eliminacion del medicamento del cuerpo. Los rinones,
los cuales excretan sustancias solubles con la orina, son los 6rganos prin-
cipales de este proceso. El flujo biliar del higado también es una ruta
principal para la eliminacién en las heces. Un medicamento puede tam-
bién ser liberado a través de otras rutas naturales, como la respiracion,
las ldgrimas, el sudor o la saliva, entre otros. A los procesos de metabo-
lismo y excrecién a menudo se les llama conjuntamente procesos de
eliminacién.

La farmacocinética de un medicamento es un proceso biolégico muy com-
plejo, que ademas es dificil de describir cuantitativamente. Por lo tanto, los
estudiosos de la farmacologia simplifican muchos procesos fisiolégicos al crear
un modelo por compartimentos. Es decir, el cuerpo humano se describe
como una serie de compartimentos en los cuales se distribuye el medicamento.

El compartimento de depdsito es el lugar en el cual se deposita el
medicamento: el estomago, en el caso de administracién oral, el torrente
sanguineo en el caso de administracion intravenosa, la piel, en el caso del
parche y asi sucesivamente. El compartimento central esta formado por
la sangre y por los o6rganos altamente irrigados por ella, como es el caso
del higado, los rinones o los pulmones. Los compartimentos periféricos
son aquéllos cuyo tejido estd menos irrigado por la sangre. Lo cierto es que
tomar lecturas del cuerpo que no sean de sangre, es imposible en la mayoria de
los casos. Ademas, es un hecho que son suficientes dos compartimentos para
describir apropiadamente el curso del tiempo de los farmacos en el organismo
[10].

Este esquema simplificado se puede transformar en un modelo matemaéti-
co, el cual intenta dar una buena aproximacion descriptiva de los procesos
farmacocinéticos, y con el cual se pueden calcular concentraciones de la dro-
ga en cualquier momento y en cualquier parte del cuerpo. Cuando se usan
modelos farmacocinéticos, se asume que la concentracion del medicamento es
perfectamente homogénea en cada compartimento del cuerpo y en cualquier
momento. Esta fuerte suposicién tiene la ventaja de permitir una descripcién
cualitativa del modelo PK. De hecho, describir cuantitativamente un modelo
PK es equivalente a describir la variaciéon de la concentraciéon del medica-
mento en los compartimentos. Esto significa que tipicamente es necesario
describir tres componentes:

= La tasa de entrada, que describe como pasa el medicamento del com-
partimento de depdsito al compartimento central.
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= [La tasa de distribucién, que describe los intercambios entre el com-
partimento central y los compartimentos periféricos.

= [a tasa de eliminacién, que describe cémo se elimina el medicamento
del compartimento central.

El modelo final une estos tres componentes en un solo modelo, como se
puede ver en la figura 1.1.

Medicamento
1
1
1
:
1
Y
c. de entrada ! dlSt“bumO% c.
deposito >| ¢ central | periférico

eliminacién

Figura 1.1: Esquema general de un modelo por compartimentos.

1.2. Caracterizacion del proceso ADME

Un modelo PK es un sistema dindmico mateméticamente representado
por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que describen las
transferencias entre los compartimentos y la eliminacién del compartimento
central. A continuacion se veran diferentes ejemplos de sistemas dinamicos
para diversos tipos de administracion.

1.2.1. Administracion intravenosa

Considérese un sistema donde la administracion es intravenosa y donde
solo existe un compartimento. El tinico proceso que se necesita describir en
este caso es la eliminacién. Lo cierto es que existen diferentes procesos para
describir el proceso de eliminaciéon. Por ejemplo, la eliminacién lineal,
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también llamada de eliminacién de primer orden, significa que la tasa de
eliminacién es directamente proporcional a la cantidad de concentracion; es
decir

AL(H) = —k, Adt), (1.1)

donde A.(t) y AL(t) son, respectivamente, la cantidad de medicamento en el
compartimento central y su derivada al tiempo t. La constante de proporcio-
nalidad k. es la tasa de eliminacién constante. Esta tasa esta relacionada
con la constante conocida como semivida de eliminacién o sencillamente
semivida, que se define como el tiempo requerido para que la mitad del
medicamento se haya eliminado del compartimento:

_ log(2).

t
ke

(1.2)

N |=

Si ahora se denota a V' como el volumen de distribucién del compartimen-
to central, se define entonces a la remocion como Cl = k. V. La remocion
relaciona a la tasa de eliminacion con la concentracion, es decir, C(t) = ACT(t).
De este modo,

AL(t) = —(C) O(t).

La remocion se expresa en volumen por unidad de tiempo.

Para medicamentos que se metabolizan, la tasa de eliminacién no se in-
crementa proporcionalmente a la concentracion del medicamento. En este
caso se habla de eliminacién saturada, lo que significa que mas alld de
una determinada concentracién, la tasa de eliminacion tiende a alcanzar un
valor maximo. Esta capacidad limitada de la eliminacion se puede explicar
por medio de las ecuaciones de Michaelis-Menten:

V.,
o Vm
VR + A el
v,

= e O

Alt) =
(1.3)

V. es la capacidad de eliminacién maxima, es decir, la cantidad total
de medicamento que se puede eliminar por unidad de tiempo durante la sa-
turacion, y K,, es la concentraciéon del medicamento eliminado cuando la
capacidad maxima V,, se encuentra exactamente a la mitad. Cuando la con-
centracién del medicamento es muy pequena con respecto a K,,, este proceso
mixto se vuelve similar al de primer orden y la eliminacién es directamente
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proporcional a la concentracién. Cuando la concentracion del medicamento
es grande en relacién a K, la tasa de eliminacion alcanza el valor constante
Vin-

Ahora se anade un compartimento periférico al modelo y se considera que
existe una transferencia lineal entre el compartimento central y el periférico.
Si ademas se asume que haya eliminacién lineal del compartimento central,
la representacion matemaética de este modelo es ahora un sistema de dos
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales:

A,c(t) = k21Ap(t) - k12Ac(t) - keAc(t)

AL(L) = —kan Ap(t) + kra Ad(t), (1.4)

donde A, es la cantidad de medicamento en el compartimento periférico
v k12 v kop son las tasas de distribucién constantes. La eliminacién lineal se
puede reemplazar por otro tipo de proceso de eliminacion, como el Michaelis-
Menten. También es directo ampliar este modelo a uno con mas de un com-
partimento periférico. Por ejemplo, se presenta a continuacién un modelo
con dos compartimentos periféricos p y ¢:

AL(t) = —(kiz + kig + ko) Ao(t) + kar Ay (1) + kgt A, (2)
A;/D(t) == klgAc(t> - kglAp(t)
AL(E) = FisAc(t) — ks Aq(t).

1.2.2. Administracion oral

Una vez que el medicamento se hubo tragado, éste llega al tracto gastro-
intestinal y se absorbe en el torrente sanguineo. Lo cierto es que solo una
fraccion F' de una dosis administrada de manera oral, puede alcanzar el sis-
tema circulatorio debido a diversos factores tales como cierta descomposicion
en el intestino, una absorcién pobre o una extraccion relacionada con el me-
tabolismo de primer paso'. A F se le conoce como biodisponibilidad.

En un proceso de absorcién de orden cero se asume que el medica-
mento es transferido del compartimento de depdsito con tasa constante Ry,
es decir,

Aj(t) = —Ro Ta,)>0, (1.5)

IFenémeno relacionado con el metabolismo de los medicamentos debido al cual la con-
centracion de un medicamento se reduce considerablemente antes de llegar al sistema
circulatorio.
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donde I 4,()>0 es una funcién indicadora (es 0 cuando Ay < 0y 1 en cualquier
otro caso).

En un proceso de absorcién de primer orden se asume que la tasa de
absorcién es proporcional a la cantidad de medicamento en el compartimento
de depdsito, es decir,

AL(t) = —ko Ad(t). (1.6)

Del mismo modo que en la ecuacién (1.2), la tasa de absorcién constante k,
esta directamente relacionada con la correspondiente semivida de absorcién:

log(2
tabsé = k( ) (17)

De manera mas general, la absorcion de orden cero se puede definir como el
limite del proceso de absorcién de orden o«

Ay(t) = —Ro A(1), (1.8)

cuando a — 0. Los modelos PK para administracién oral estan formados
a su vez de tres modelos: uno de absorcién, otro de distribuciéon y un ulti-
mo de eliminacién. Por ejemplo, un modelo de un compartimento con
un proceso de absorcion de primer orden y eliminacién lineal es el
siguiente:

Al(t) = —kq Ag(t)

AL(t) = ko Ag(t) — ko Ad(t). (1.9)

1.3. Incorporacién de la dosis

Los modelos PK no describen como se administra un medicamento. Las
dosis administradas son términos fuente, es decir, entradas que dinamica-
mente modifican el estado del sistema. Se hace notar que el mismo modelo
PK se puede usar para diferentes regimenes de dosis.

La concentracion plasmatica pronosticada por un modelo es la solucion de
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, dada una serie de entradas
y condiciones iniciales. En este caso, se supone que todos los compartimentos
estan wvacios antes de la primera dosis. Cuando el sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias es lineal, se puede hallar una solucién analitica. De
otro modo, se requiere de métodos numéricos para aproximar la solucion del
sistema.
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En el caso de administracién intravenosa por bolo, el medicamento se
administra en un periodo de tiempo despreciable y se distribuye instantanea-
mente en todo el compartimento central. Si D es la cantidad de medicamento
administrado en el tiempo 7, entonces

AC<T+) = A(77) + D,

donde 7~ y 71 son, respectivamente, instantes justo antes y después de la
administracion. Si el compartimento contiene una cantidad nula del farmaco
antes de 7, la solucion es

D
COt) = —e k=T, (1.10)
V
Si un nimero N de dosis se administran a los tiempos 71, 7, ..., Ty, se aplica
el principio de superposicion de las ecuaciones diferenciales debido a que el
sistema es lineal. En este caso se tiene que la concentracion es

1 _
C(t) = Z D; e kelt=mL, (1.11)

En el caso de administracion por infusion, se aplica una dosis a una
tasa constante R;,; durante un cierto periodo de tiempo de infusién de ta-
mano Ti,r = Rﬁ I Suponiendo que una unica dosis se administra al tiempo
7, la solucion es

0 sit<T,
C(t) = { F=(1 — e7hett=m)), siT <t + Ty (1.12)
V]Ze (1 — e7helins)eket="=Tins) &t > 7+ Ty

Se hace notar que en esta seccién, se usé el mismo modelo para los diferentes
ejemplos. Cambiar las diferentes entradas, es decir, las dosis, es lo que hace
que se tengan diferentes soluciones.

Considérese ahora administracion oral y sea A, la cantidad de medica-
mento en el compartimento de depdsito. Si una cantidad D se deposita ins-
tantaneamente al tiempo 7, entonces, el estado variable A; se modifica al
tiempo 7 como sigue

A(tT) = A7)+ F D,
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donde 77, 77 y F se definen como antes. Si el compartimento central y el de
depdsito contienen una cantidad nula del farmaco antes de 7, la solucién es

FDRa  got—r) _ —kalt—)
= € ) — @ T ]I . 11
C(t) V(k?a — ke) (e € ) t>t ( 3)

Se pueden obtener otros tipos de soluciones similares cuando la absorcion
es de orden cero o cuando se tienen dos o tres compartimentos; las soluciones
son combinaciones lineales de exponenciales que decaen.

Antes de terminar este capitulo es importante hacer notar que los parame-
tro de los diferentes tipos de modelos farmacocinéticos que se vieron se con-
sideran fijos. Pero, ;qué pasa cuando se tienen datos a los cuales se les desea
ajustar un modelo farmacocinético y los valores de los parametros del mode-
lo elegido se desconocen? Pues bien, en el capitulo siguiente se desarrollara
la metodologia estadistica que se emplea para encontrar los valores de los
parametros que mejor se ajustan a un conjunto de datos, e inclusive se en-
contraran distribuciones de probabilidad de los primeros cuando a la incer-
tidumbre se le describe mediante un modelo de probabilidad.



Capitulo 2

Estadistica computacional

2.1. Muestreo de variables aleatorias

Muchas veces, los modelos probabilisticos que aparecen en cualquier pro-
blema, son muy complejos como para abordarse analiticamente. Los inves-
tigadores, cada vez mas, se valen de métodos numéricos computacionales
cuando trabajan con modelos probabilisticos intrincados. Con el uso de la
computadora, los cientificos no necesitan hacer suposiciones poco realistas,
como que exista normalidad o independencia, cuando se usan técnicas analiti-
cas.

La clave para la mayoria de las técnicas de aproximacion es la habilidad
de obtener muestras de las funciones de distribuciéon. Se pueden obtener
muestras para predecir el comportamiento que tendra un modelo en ciertas
circunstancias, o para pronosticar los valores de las variables latentes -los
parametros- cuando se aplican modelos a los datos experimentales. Muchas
estrategias de muestreo computacional hacen una simplificacion: convierten
el problema de muestrear de una distribucién compleja en subproblemas que
a su vez hacen uso de distribuciones de muestreo mas simples.

2.1.1. Funciones de distribucion estandar

Algunas distribuciones se usan tanto, que ya forman parte de los progra-
mas o lenguajes de programaciéon del coémputo cientifico. Tal es el caso de R,
MATLAB o Mathematica, por nombrar algunos. Con este tipo de software es
practicamente inmediato evaluar la densidad de probabilidad o la distribu-
cion acumulada de estas distribuciones en un punto, en conjunto de puntos,



10 CAPITULO 2. ESTADISTICA COMPUTACIONAL

u obtener muestras de dichas distribuciones. Inclusive, hoy en dia también
es facil encontrar cémo trabajar con otras distribuciones comunes buscando
en Internet.

2.1.2. Funciones de distribucion no estandar

Supongase ahora que se desea obtener una muestra de una distribucion
que no esta predefinida en el paquete de computo con el que se esté tra-
bajando. Cuando se modela, esto es algo que sucede a menudo, porque un
investigador puede proponer, por ejemplo, combinar distribuciones preexis-
tentes para resolver un problema determinado. Es comun que los métodos
computacionales para resolver problemas de muestreo complejos, se basen en
distribuciones de muestreo de las cuales ya se sabe cémo obtener muestras
de manera eficiente. Los valores aleatorios de estas distribuciones simples se
pueden entonces transformar, ya sea aplicandoles la distribucion objetivo o
comparandolos con ella. De hecho, algunas de las estrategias que se veran en
esta seccidn se usan internamente en algunos paquetes de cémputo para el
muestreo de distribuciones como la normal o la exponencial.

2.1.3. Muestreo por rechazo

Este tipo de técnica, en general es apropiada para el caso univariado. La
ventaja principal del método de muestreo por rechazo es que no necesita
de un periodo de calentamiento' para obtener la muestra final. En vez de
eso, todos los valores obtenidos durante el muestreo, precisamente los que
no son rechazados, se pueden usar inmediatamente como una muestra de la
distribucién objetivo.

Para ilustrar la idea general del muestro por rechazo, también llamado
algoritmo de aceptacién-rechazo, obsérvese la figura 2.1.2 Supéngase que
se desea obtener una muestra de puntos que se distribuyan uniformemente en
un circulo de radio 1 centrado en (0, 0). De entrada, pareceria dificil obtener
directamente la muestra de puntos que se distribuyan de esta forma dentro
de la circunferencia. Sin embargo, se puede aplicar el muestro por rechazo,
primero obteniendo una muestra uniforme (z,y) del cuadrado que encierra
al circulo, y rechazando después todos los valores para los cuales 22 4% > 1.

ITérmino informal que describe la practica de deshacerse de un cierto niimero de las
primeras iteraciones resultantes de ejecutar un algoritmo MCMC (seccién 2.2.3).
2Las ilustraciones presentadas en esta seccién fueron tomadas de [23].
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0.5
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-0.5
= -0.5 0 05 1

Figura 2.1: Muestra obtenida uniformemente del circulo de radio 1 con el método de muestreo por rechazo.

En este ejemplo, la distribucion que se propuso como base del muestreo para
obtener una muestra de otra distribucién mucho mas compleja es una muy
simple: la uniforme. El muestreo por rechazo permite generar observaciones
de una distribucién de la que es dificil obtener una muestra, pero con la cual
se puede evaluar la probabilidad de un valor muestra en particular. Es decir,
que se tiene una distribucién p(6) conocida como distribucién objetivo,
de la cual es dificil obtener una muestra directamente, pero la cual es posible
evaluar en un valor particular de 6.

Lo primero que se necesita hacer es proponer una distribucion simple
q(0) de la cual se pueda obtener una muestra. Esta es la razén por la cual
a esta distribucién se le conoce como distribucion de propuesta. La idea
es evaluar la probabilidad de los valores obtenidos de la muestra tanto en
la distribucion de propuesta como en la objetivo, y rechazar los valores que
sean poco probables tomando en cuenta la distribucion objetivo relativa a la
inicial.

Por otro lado, es necesario encontrar una constante c tal que

cq(0) > p(9) (2.1)

para todas los valores de € posibles. A la distribucién de propuesta ¢(6) multi-
plicada por la constante ¢ se le conoce como distribucién de comparacion.
Encontrar la constante ¢ puede ser una tarea poco sencilla, pero por ahora
se supondra que es factible hallarla. Después, se obtiene un niimero u de una
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distribucién uniforme entre [0, cq(#)]. Como puede observarse, este valor se
encuentra en el segmento de recta entre 0 y la altura de la distribucién de
comparacion evaluado en el valor propuesto . Dicho valor se rechazara si
u > p(0) y se aceptara en caso contrario. Si se acepta, el valor § forma parte
de la muestra de la distribucién objetivo p(#). Ver la figura 2.2.

LN
/ \
II, \\\
! p0) N\
1 \

Figura 2.2: Ilustracién del muestreo por rechazo. El valor obtenido en este caso, serd rechazado.

La clave para que este algoritmo sea eficiente depende de la eleccion de la
distribucién de propuesta. Es decir, si ésta es muy diferente de la distribuciéon
objetivo, habra muchos valores rechazados y el proceso de muestreo se hara
lento.

2.2. Monte Carlo via cadenas de Markov

Los modelos probabilisticos aplicados a un conjunto de datos, muchas
veces dan origen a problemas de inferencia para los cuales se requiere que se
integren distribuciones multidimensionales complejas. Los métodos de Mon-
te Carlo via cadenas de Markov (MCMC) pueden verse como un enfoque
computacional en el que la integracién se reemplaza por sumas de muestras
generadas por algoritmos iterativos. Muchos problemas que préacticamente
son intratables si se usan estrategias analiticas, pueden resolverse usando
algiin método MCMC, ain cuando se trate de distribuciones multidimensio-
nales. De hecho, el desarrollo de los métodos MCMC ha sido clave en el avance
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de la estadistica computacional. Ahora bien, aunque se sigue haciendo inves-
tigacion sobre estos métodos, existen algunas técnicas estandarizadas que
se usan ampliamente. A continuacién se discutird una estrategia de MCMC
conocida como el algoritmo de Metropolis-Hastings, no sin antes entender
dos conceptos concernientes a los métodos MCMC: la integracion de Monte
Carlo y las cadenas de Markov.

2.2.1. Integracion Monte Carlo

En muchos problemas de inferencia probabilistica se requiere de calcular
integrales dificiles o sumas en espacios de eventos muy grandes. Por ejemplo,
un problema frecuente consiste en hallar la esperanza de una funcién g que
depende de la variable aleatoria X.

Si la variable aleatoria es continua y p(z) es su funcién de densidad, el
problema se reduce a calcular la integral

[ s@pla)da. (2:2)

Si X es discreta,
Elg(X)] =>_ g(z)p(x). (2.3)

De manera mas general, este tipo de problemas aparecen en muchas situa-
ciones donde se desea calcular algin estadistico de una distribucion. En el
caso de ciertas distribuciones, integrar o sumar usando técnicas analiticas
puede llegar a ser una tarea retadora. Por ejemplo, en el caso de las distribu-
ciones continuas, la funcién de densidad de la variable aleatoria en cuestién
podria tener una forma funcional que no se pudiera integrar analiticamente.
En el caso de las distribuciones discretas, el espacio de eventos podria llegar
a ser tan grande que sumar sobre todos los valores posibles fuera una tarea
imposible.

La idea general de la integraciéon de Monte Carlo es usar muestras
para aproximar la esperanza de una distribucién cuya forma es compleja.
Especificamente, se obtiene una muestra =), t = 1,2.3,..., N, de valores
independientes obtenida de la distribucién p(z). En este caso, se puede apro-
ximar la esperanza tanto en el caso continuo como en el discreto, por una
suma finita:

Elo(X)] = 5 3 oa®). (24)
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En este procedimiento, se ha reemplazado una integral analitica por una suma
sobre un conjunto finito. Generalmente, la aproximacion se puede hacer tan
exacta como se desee al incrementar el valor de V. Lo cierto es que la precisién
de la aproximacién también depende de la independencia de los valores de
la muestra. Cuando los valores estan correlacionados, el tamano efectivo de

la muestra se hace mas pequeno. Este es un problema potencial del enfoque
MCMC.

2.2.2. Cadenas de Markov

Una cadena de Markov es un proceso estocastico donde un estado
cambia de uno a otro mediante un procedimiento secuencial. Una cadena de
Markov empieza en algin estado 2V, y a través de una funcién de transicién
p(z®]z1)), se determina el siguiente estado 2+, El nuevo estado depende
unicamente del estado anterior. Al continuar iterando, se obtiene una sucesion
de estados

e @ O (2.5)

A cualquier sucesién obtenida de este modo se le conoce como cadena de
Markov.

Debido a que las cadenas de Markov van de un estado a otro y la transicion
a un nuevo estado solo depende del tltimo, esta dependencia local es la
que hace que este procedimiento no tenga memoria o sea un proceso de
Markov. Esta es una propiedad importante de las cadenas de Markov cuando
se implementan métodos MCMC.

Cuando se inicializa una cadena de Markov, la cadena se moverd en el
espacio de estados alrededor del estado inicial. Por lo tanto, si se genera un
cierto numero de estas cadenas cada una con estado inicial diferente, en un
principio, los estados en los cuales se encuentren las cadenas seran cerca-
nos al estado inicial. Al periodo en el cual sucede lo anterior se le conoce
como periodo de calentamiento. Una propiedad crucial de las cadenas
de Markov es que el estado inicial no afecta al estado de la cadena después
de una sucesién de transiciones suficientemente larga (asumiendo que ciertas
condiciones acerca de la cadena de Markov se cumplan®). Al alcanzar este
estado, se dice que la cadena ha alcanzado el estado estacionario y que
lo estados reflejan muestras de la distribucién estacionaria. La propiedad de

3En realidad, gracias al Teorema Ergddico es que se puede asegurar que si una cadena de
Markov es homogénea, irreducible y aperiddica, ésta alcanza una distribucion de equilibrio.
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que las cadenas de Markov converjan a un estado estacionario independien-
temente de dénde empiecen (si se satisfacen ciertas condiciones de la funcién
de transicién llamadas de regularidad), es algo decisivo. Al aplicar métodos
MCMC, se pueden obtener muestras de una distribucién haciendo uso de un
procedimiento secuencial en el cual el estado inicial de la sucesion no afecta
el proceso de estimacion.

2.2.3. Meétodos de Monte Carlo via cadenas de Markov

Los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov son particu-
larmente eficientes cuando se tienen distribuciones multivariadas. El objetivo
de los métodos MCMC es disenar una cadena de Markov de modo que la dis-
tribucion estacionaria de la cadena, coincida con la distribucion de la que se
desea muestrear originalmente: la distribucién objetivo; esta ultima pue-
de ser la distribucién final de los parametros de un modelo, la distribucion
posterior predictiva en el caso del enfoque bayesiano o cualquier otra distri-
bucién de interés. Dicho de otro modo, lo que se busca es que la muestra
obtenida con la cadena de Markov también sea una muestra de la distribu-
cién objetivo. Ahora bien, con este tipo de muestreo es posible estimar varias
caracteristicas de una distribucién como podrian ser la media, la varianza o
cualquier otro estadistico de interés.

Pues bien, la idea es usar algunos métodos ingeniosos para definir la fun-
cion de transicion de modo que sin importar como se inicialice la cadena,
ésta converja a la distribucion objetivo. Existen algunos métodos para lograr
este objetivo usando procedimientos relativamente sencillos. Se veran los al-
goritmos de Metropolis, de Metropolis-Hastings y el muestreo de Gibbs.

2.2.4. El algoritmo de Metropolis

A continuacion se ilustrard el algoritmo mas sencillo de los métodos
MCMC: el algoritmo de Metropolis. Este es un caso especial del algo-
ritmo de Metropolis-Hastings, el cual se presentara en la siguiente seccion.

Por conveniencia, el algoritmo se presentara primero para el caso de una
variable. Supdngase entonces que lo que se busca es obtener una muestra de la
densidad objetivo p(6), donde 6 € R. El algoritmo de Metropolis crea una ca-
dena de Markov la cual produce una sucesién de valores 0, M . g0
donde 6% representa un estado de la cadena en la iteracién t. La muestra
de la cadena, después de un periodo de calentamiento, refleja una muestra
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correlacionada de la distribucién objetivo. Por esta razén, si se desea obtener
una muestra independiente, solo se toma el k-ésimo elemento de la muestra
correlacionada para algin k natural, el cual se conoce como retardo.

En el algoritmo de Metropolis, a ) se le asigna un valor inicial. Después,
se usa una distribucién de propuesta ¢(8|0%=Y) de la que es facil muestrear,
para generar un candidato 6* cuya probabilidad es condicional al estado
previo obtenido con el algoritmo. Un requerimiento clave para este algoritmo
de es que la distribucion de propuesta sea simétrica, de modo que

a(6 = 0019 V) = g(0 = 9V|gO), (2.6)
Por lo tanto, la probabilidad de proponer algiin estado nuevo dado el anterior
es la misma que proponer ir del estado nuevo y de regreso al estado anterior.
Ciertas funciones como la normal, la Cauchy o la ¢ de student, asi como las
distribuciones uniformes, son simétricas. Si la simetria no se cumple, entonces
se aplica el algoritmo de Metropolis-Hastings, el cual generaliza al algoritmo
de Metropolis.
Cabe senalar que la distribucion de propuesta se elige por el investigador
y una buena eleccion de la misma depende del problema. Una restriccion a
considerar es la de que la distribucién de propuesta deberia cubrir el espacio
de estados, de modo que cada resultado posible en ese mismo espacio tenga
probabilidad distinta de cero bajo la distribuciéon de propuesta.
El siguiente paso consiste en aceptar o rechazar al candidato, es decir, al
valor propuesto. La probabilidad de aceptarlo es
9*
a = min <1, %) (2.7)

Para tomar la decision de si en realidad se acepta o se rechaza este valor,
se genera un valor aleatorio u de una distribucién uniforme (0,1). Si u < a,
se acepta el valor propuesto y éste se convierte en el siguiente estado de la
cadena: #®) = @*. En caso contrario, es decir, si u > «, se rechaza la pro-
puesta v el siguiente estado se define como el anterior: #®) = ¢V Se siguen
generando nuevos valores de propuesta condicionales al valor actual del al-
goritmo, aceptandolos o rechazandolos de acuerdo a la regla anteriormente
descrita. El procedimiento continua hasta que el algoritmo converja, es decir,
hasta que la cadena de Markov generada alcance una tnica distribucion esta-
cionaria, misma que coincide con la distribucién objetivo. En ese momento,
la muestra 0, M . 0@ reflejard una muestra de la distribucién p(6).
Ver la figura 2.3.
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Algoritmo de Metropolis
Dado 6®),

1. Generar 6* ~ q(0|6™), con ¢ simétrica

0*  con probabilidad «,
6 con probabilidad 1 — «,

a = min (1, ]ﬁ(;(;))).

2. Tomar 60+ = {
donde

Como puede observarse, la idea del algoritmo de Metropolis para elegir a
un candidato es similar a la que se vio en la seccion 2.1.3. Lo cierto es que, a
diferencia de los algoritmos de aceptacién-rechazo, el algoritmo de Metropolis
también se puede aplicar a problemas de mas de una dimension.

Para entender intuitivamente por qué se logra obtener una muestra de la
distribucién objetivo con este proceso, es preciso notar que en la ecuacion
2.7, siempre se acepta el valor propuesto si éste tiene una probabilidad ma-
yor de ocurrir que la del estado anterior (en ambos casos se considera a la
densidad de la distribucién objetivo para calcular dicha probabilidad). Por
lo tanto, el algoritmo se movera hacia las regiones del espacio de estados en
las cuales la funcién objetivo tenga una densidad mayor. Sin embargo, hay
que notar que si es menos probable que el nuevo valor propuesto tenga una
menor probabilidad que el estado actual, es posible aceptar este ”peor” valor
propuesto y moverse hacia él. Este proceso de aceptar siempre una propuesta
“buena” y una “mala” de vez en cuando, asegura que el algoritmo explore
por completo el espacio de estados, y obtenga valores de la muestra de todas
las partes de la distribucion, incluidas las colas.

Una gran ventaja del algoritmo de Metropolis es que la ecuacién 2.7 re-
quiere de solo un cociente de densidades. Por lo tanto, cualquier término que
no dependa de 6 en la forma funcional de p(f), es irrelevante. Esto significa
que no se necesita de una constante de normalizacion de la funcion de den-
sidad de 6. De hecho, esta caracteristica de poder usar funciones de densidad
sin sus constantes de normalizacién es uno de los principales atractivos de
este algoritmo. Querer calcular una muestra de una distribucion sin norma-
lizar es algo que sucede frecuentemente con los modelos bayesianos, donde
calcular la constante de normalizacién es dificil.
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p(0)

(a) Inicio.

p(0)

(b) Propuesta.

(¢) Aceptacién.

Figura 2.3: Ilustracién del algoritmo de Metropolis para obtener una muestra de una densidad
p(#), no necesariamente normalizada. En 2.3a, el estado actual de la cadena es §(!). En 2.3b, se utiliza
una distribucién de propuesta cerca del estado actual para generar una propuesta 8*. Finalmente en 2.3c,
la propuesta se acepta en este caso y el nuevo estado se define igual a ésta; la distribucién de propuesta
ahora se centra en el nuevo estado.
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2.2.5. El algoritmo de Metropolis-Hastings

El algoritmo de Metropolis-Hastings (MH) es una versién generali-
zada del algoritmo de Metropolis, porque a diferencia del iltimo, con éste
se puede hacer uso de distribuciones de propuesta que no sean simétricas.
Este algoritmo opera exactamente de la misma forma que el algoritmo de
Metropolis, aunque requiere de una probabilidad de aceptacion diferente:

p(0%)  q(0“"V]0")
p(6¢=1) (60]0¢1) )

a = min (1, (2.8)

El cociente adicional %
metria en la distribucién de propuesta. Por ejemplo, supéngase que se tiene
una distribuciéon de propuesta que estd sesgada en una direcciéon, con una
media centrada en el estado actual. Si la distribucién de propuesta dicta mo-
verse, por decir algo, a la derecha en vez de a la izquierda, el cociente de las

densidades corregird esta asimetria.

en la ecuacién 2.8, corrige cualquier asi-

Algoritmo de Metropolis-Hastings
Dado 6,

1. Generar 6* ~ q(0|6™)

0* con probabilidad «,
6")  con probabilidad 1 — a,

o = min (1,20 qwmw*))
D(00) 4(6°169) )

2. Tomar 60+ = {

donde

Cuando se tienen variables acotadas, se debe tener cuidado al construir
una distribucién de propuesta adecuada. En general, una regla apropiada
consiste en usar una distribucion de propuesta que tenga el mismo soporte
que la distribucion objetivo.

2.2.6. El algoritmo de Metropolis-Hastings para
distribuciones multivariadas

Es relativamente directo generalizar el algoritmo de Metropolis-Hastings
para distribuciones multivariadas. Lo cierto es que existen dos modos diferen-
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tes de generalizar el procedimiento para ahora obtener muestras de variables
aleatorias en espacios multidimensionales.

Actualizacién por bloque

Con este enfoque, se usa una distribucion de propuesta de la misma di-
mension que la distribucién objetivo. Esto significa que si se desea obtener
una muestra de una distribucion que esté formada por N variables, se desig-
na una distribucién de propuesta de dimension N, y la propuesta se acepta
o rechaza como un bloque, el cual esta conformado por todas las variables.

Sea @ = (61,04, ...,0N) un vector que representa una variable aleatoria de
N componentes y 8) el estado t de esa variable. Se puede generalizar el algo-
ritmo de Metropolis-Hastings, donde las variables escalares 6 se reemplazan
por los vectores 6.

Algoritmo MH por bloque
Dado 68,

1. Generar 8* ~ ¢(6|0™)

o+ con probabilidad «,
0"  con probabilidad 1 — a,

o =i (1,20 q<e<f>|0*>)
0(00) (6°167) )

2. Tomar @0+ = {
donde

Actualizacion componente a componente

El primer problema que puede presentarse con el enfoque anterior es que
podria ser dificil encontrar una distribucion de propuesta multidimensional
adecuada. Otro problema de la actualizacién por bloque es que la tasa de
rechazo puede ser alta [23]. Por estas dos razones, en vez de aceptar o rechazar
una propuesta para 6 que involucre todas sus componentes a la vez, podria
ser mas sencillo computacionalmente, proponer valores para cada una de las
componentes de 8, una a la vez. Esto da origen a la actualizacion componente
a componente.

Con esta técnica, al igual que en la actualizaciéon por bloque, se le asigna
un valor inicial a @ € RY. Después, lo que se hace es que simplemente para
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cada componente del vector 6, se aplica el algoritmo de Metropolis-Hastings
univariado a dicha componente manteniendo a todas las demas constantes.

Algoritmo MH componente a componente
Dado 8% € RN, para cadai=1,2,...,N

1. Generar 0F ~ q(6’i|92@)

7

2. Tomar 9§t+1) = e(t)

0r con probabilidad «,
con probabilidad 1 — «,

donde

"p(0") q(6;167)

05\ a(6W 0%
a:mm<1pm>az|»>

Existe otra version de este mismo algoritmo en la cual las componentes
se toman en orden aleatorio.

2.2.7. El muestreo de Gibbs

Una desventaja tanto del algoritmo de Metropolis-Hastings como del
muestreo por rechazo, es que puede ser dificil calibrar la distribucion de
propuesta. Esto significa que si en un principio, la media de la distribucion
se encontrara lejos de los valores de la distribucion objetivo que tienen ma-
yor probabilidad, o que si por la eleccién que se haya hecho de la varianza,
ésta fuera muy pequena o muy grande, entonces el algoritmo convergeria mas
lentamente. Por otro lado, una buena parte de los calculos se llevan a cabo
produciendo muestras que se rechazan y no se usan en la aproximacion.

El muestreo de Gibbs es un procedimiento en el cual todas las muestras
se aceptan, lo que da lugar a una mejora en la eficiencia computacional.
Una ventaja adicional de este método es que el investigador no tiene que
especificar una distribucién de propuesta, lo que permite que el procedimiento
MCMC haga ciertas estimaciones.

Sin embargo, el procedimiento tinicamente se puede aplicar en situacio-
nes en las cuales se conocen todas las distribuciones condicionales de ca-
da componente de la distribuciéon multivariada dadas todas las demas -su
complemento-. En algunos casos, estas distribuciones condicionales sencilla-
mente no se conocen, y por lo tanto, no es posible el aplicar el muestreo
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de Gibbs. Lo cierto es que en muchos modelos bayesianos, si se tienen las
distribuciones que se prestan para este tipo de muestreo.

Para ilustrar el caso del muestreo de Gibbs, se tomard una distribucién
bivariada f(#,6,). El requerimiento clave para este tipo de algoritmo es
que se muestrear facilmente de las dos distribuciones condicionales f(6;]0s =
Hét)), f(0s]6, = HY)), es decir, la distribucién de cada variable dada una
realizacién especifica de la otra variable. Al principio, el muestreo se inicializa
con algunos valores apropiados 951) y 051). En cada iteracion ¢, se siguen
pasos muy similares a los del algoritmo de Metropolis-Hastings componente
a componente. Es decir, primero se muestrea un nuevo valor th) dado el
estado previo de la otra componente Hétfl); esto se lleva a cabo obteniendo
un valor muestral de f(6,]02 = 9?71)). A diferencia del algoritmo de MH,
esta propuesta siempre se acepta, de modo que el nuevo estado se actualiza
inmediatamente. En el segundo paso, se muestrea un nuevo valor para Qgt)
dado el estado actual de la otra componente 9@; esto se hace obteniendo
un valor muestral de f(62|0; = 9§t)). Por lo tanto, el procedimiento da lugar
a un muestreo condicional iterativo en el cual se sigue yendo y viniendo al
obtener un valor muestral para el nuevo estado de una variable dados los
valores actuales de la otra componente. Para distribuciones de tres o mas
variables se tiene el algoritmo general que aparece a continuacion.

Muestreo de Gibbs
Dado 8%, generar

Loo" ~ g6, ..., 0%)

i 09D (000D, oMY 6 e

N. 08D g(oy]0 ey

2.3. Conceptos del analisis de datos bayesiano

Hasta ahora se han ilustrado dos métodos Monte Carlo via cadenas de
Markov, pero probablemente no sea muy claro cémo es que estos algoritmos
puedan ser tutiles para modelar o para analizar los datos. En esta seccion, se
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vera como es que los métodos MCMC se pueden usar en el contexto del anéli-
sis de datos bayesiano. El objetivo serd encontrar los valores de los parametros
en un modelo probabilistico que mejor expliquen a los datos.

Sea y el conjunto de datos que se desean analizar® y 0 el de los parametros
del modelo. Supéngase ademas que se tiene un modelo disenado para explicar
los datos en el sentido de que éstos se pueden generar con dicho modelo.
Entonces se puede definir la verosimilitud del modelo

p(y10). (2.9)

La verosimilitud bédsicamente refleja qué tan probable es obtener los datos
con el modelo habiendo elegido un conjunto especifico de parametros. Es
decir, explica los datos en términos de los parametros. Pues bien, también se
supondra que es posible evaluar la verosimilitud.

El objetivo principal de cualquier proceso de modelado consiste en escoger
los pardmetros del modelo de modo que con éste se puedan explicar mejor
los datos que con cualquier otro conjunto de parametros.

2.3.1. Estrategias de la estimacién de parametros

2.3.2. Maxima Verosimilitud

Un enfoque béasico que se usa para la estimacion de parametros es el
método de maxima verosimilitud. El objetivo de esta técnica consiste
en encontrar la estimacion de los parametros que maximice la probabilidad de
los datos, dado el modelo con esa estimacion de los parametros en especifico.
Es decir,

0,y = arg min p(y|6;),
0;
donde los valores #; varian en el rango de todos los valores posibles. El estima-
dor de méaxima verosimilitud corresponde con los valores de los parametros
que mejor coinciden con los datos observados. Aunque éste parezca un mo-
do muy directo para estimar los parametros de un modelo probabilistico, en
realidad tiene algunos inconvenientes serios. Por ejemplo, si se tuviera un
modelo con muchos parametros, podria ser dificil encontrar el maximo de la

4Propiamente se tiene un conjunto de pares ordenados, pero se eligié a al conjunto de
datos que representan a la respuesta y para simplificar la notacién.
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funcién de verosimilitud. En este caso, los métodos numéricos podrian que-
darse atrapados en maximos locales, o ser muy sensibles a la elecciéon de los
valores iniciales necesarios para dichos métodos.

2.3.3. El maximo a posteriori

En este caso, el valor de 0 es desconocido pero fijo. Una estrategia bayesia-
na para la estimacion de parametros consiste en asignarle a esta incertidum-
bre un modelo de probabilidad, tomando a 8 como una variable aleatoria. A
esta variable se le asocia una distribucién a priori p(6). Esta distribucion,
también llamada distribucion inicial, denota el conocimiento general que
se tiene de los parametros antes de observar los datos. En este contexto, uno
de los objetivos consiste en encontrar la distribucion final o a posterior: de
los parametros dados los datos®. Es decir, uno desearfa conocer p(@|y). Apli-
cando el teorema de Bayes, se puede evaluar esta probabilidad condicional
de la siguiente manera:

_ p(yl0)p(9)

p(0ly) o)

(2.10)

Como p(0]y) es una funcién que depende de la variable 8, p(y) se puede ver
como una constante, y por lo tanto se escribe

p(0)y) < p(y|)p(6). (2.11)

Es preciso notar que la distribucion a posteriori esta especificada cuando se
conoce el producto de la verosimilitud (qué tan probables son los datos dado
el modelo con esos pardmetros estimados en especifico) y la distribucién a
priori (qué tan probables son esos pardmetros al inicio). En el anélisis de
datos, un modo de ajustarles un modelo consiste en encontrar los valores
maximos de la distribucién final de los parametros. La meta es encontrar
los estimadores de los parametros que maximicen la probabilidad final de los

5La distribucién final o a posteriori es la misma, distribucion objetivo de la que se habla
en la seccién 2.2.3.
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parametros dados los datos. En otras palabras,
Orrap = argeminp(ei‘y)u

— arg min 2Y10P0)
0; p<y>
= arggr_ninp(ywi)p(@i)-

k3

(2.12)

Este proceso se parece al del cdlculo de maxima verosimilitud. La diferencia
se encuentra en que la distribucién inicial de los parametros influirda en la
estimacion de los mismos.

2.3.4. EIl muestreo a posteriori

La estrategia bayesiana de nuestro interés es el muestreo a posteriori.
Con el enfoque de maxima verosimilitud, cuando la distribucién es unimodal,
se obtiene un tnico conjunto de parametros para un modelo. Por lo tanto, se
caracteriza a la distribucién objetivo precisamente con la moda de la misma.
Aunque este hecho sea conceptualmente claro, tiene algunas desventajas. Por
ejemplo, si existieran diferentes conjuntos de valores de los parametros, los
cuales tienen una probabilidad a posteriori alta, probablemente uno deberia
tratar de obtener esos otros conjuntos; o qué tal si ahora se tienen inter-
cambios entre los valores de los pardmetros. Por ejemplo, podria tenerse un
modelo con pardametros a y b con el cual, ya sea dandole a a un valor grande
y a b uno pequeno o viceversa, se lograra una probabilidad a posteriori alta.

Teniendo un enfoque bayesiano, el objetivo es caracterizar la distribucion
a posteriori y no simplemente encontrar la moda de la misma. En algunos
casos se podria encontrar una expresion analitica de la distribucion final. Sin
embargo, en muchos casos, hay que recurrir a métodos como el de Monte Car-
lo via cadenas de Markov para obtener muestras de esta distribucion. Estas
muestras se pueden usar para calcular una variedad de caracteristicas, como
lo son las medias, las varianzas u otros momentos de la distribucion, ademés
de que se puede verificar si existen o no correlaciones entre los parametros.

Para finalizar, es importante hacer notar que los métodos de Monte Carlo
via cadenas de Markov se pueden usar para obtener muestras de una distri-
bucién, y que en particular, estos métodos se pueden aplicar para obtener
muestras de la distribucién final. Por lo tanto, los dos métodos MCMC que se
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discutieron anteriormente se pueden aplicar para el problema de la inferencia
a posteriori.



Capitulo 3

Aplicaciones

En los capitulos anteriores se definieron, primero, el tipo de problemas que
se modelan en farmacocinética. En el siguiente, se mostré la teoria estadistica
para obtener una muestra de una distribuciéon compleja -dado un conjunto
de datos- y un modelo que es adecuado para describirlos. En este capitulo se
aplicaran estos conceptos en conjunto para resolver tres problemas concretos.
Para todos los casos, se tienen datos de un experimento realizado en cierto
tipo de pacientes a los cuales se les administré una sustancia en particular.
El propdsito que se busca para cada uno es describir la concentraciéon del
medicamento a través del tiempo. Esto se llevara a cabo a través de un modelo
farmacocinético por compartimentos, en el cual, se lleva a cabo inferencia
bayesiana para conocer las distribuciones de los pardametros de dicho modelo.
Cabe senalar que solo se ejemplificara detalladamente la metodologia en el
caso del primer problema, ya que ésta no cambia. Posteriormente tinicamente
se especificaran los modelos utilizados y los resultados.

3.1. Primer ejemplo

En este caso se tomaron los datos de un experimento realizado por Boeck-
mann et al (1994). Los datos contienen, inicialmente, la informacién de 12
pacientes a lo cuales se les administré una dosis de teofilina, un medicamento
usado en el tratamiento de las enfermedades respiratorias. A este grupo de
pacientes se les tomaron 11 mediciones de la concentracién del medicamento
en la sangre en un periodo de 25 horas. Dado que previamente a la adminis-
tracion de la dosis se observo que tres pacientes tenian rastros del farmaco

27
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en el organismo, solo se considerd a los 9 restantes, es decir, a los pacientes
cuya concentracion de teofilina en la sangre al momento de empezar el ex-
perimento fuera de 0. Los datos se pueden consultar en el sitio del proyecto
R (R Development Team, 2016). Una representaciéon grafica de los datos se
puede ver en la figura 3.1.

12 T T T T

concentracion

tiempo

Figura 3.1: Perfiles de concentracién de teofilina en 9 pacientes.

3.1.1. Metodologia
Modelo PK por compartimentos

Primeramente, para modelar los perfiles de concentracion se utilizé6 un
modelo PK de administracion oral de un compartimento con absorcion de
primer orden y eliminacion lineal (seccién 1.9). Antes de continuar, uno
deberia estar seguro de que usar un modelo como éste es adecuado para
ajustar los datos. Lo cierto es que asi es, como puede verse en la figura 3.2,
donde se tomaron distintos valores para los pardmetros o y S de la solucion
3.2. El esquema de este modelo puede verse en la figura 3.3.
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concentracion
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(a) Datos del experimento.
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(b) Graéficas de la solucién C(t) para diferentes pares de pardmetros (o, 3).

Figura 3.2: Comparacién entres la grafica que describe a los datos 3.2a y de la concentracién C(t) para
7

diferentes valores de los pardmetros a y 3, donde de acuerdo a [17], se toméd % = 10.

Teofilina ----------- ~| Estomago > ( Sangre

Figura 3.3: Esquema del modelo de administracién oral de un compartimento.



30 CAPITULO 3. APLICACIONES

Ahora bien, dado que al momento del iniciar el tratamiento no existia
concentracion del farmaco en el compartimento central, el modelo farmaco-
cinético con condiciones iniciales es

Th(t) = axy(t) — Baa(t), x2(0) = 0. '
La concentracién en el compartimento central (z5) esta dada por
FD
O(t) = — Gl =), o= (3.2)

Modelo estadistico

Dado el conjunto de datos {(;jx, ¥ijx)} v €l modelo PK dado por 3.1, se
considera el siguiente modelo estadistico

Yijk = T;(tijk|0) + €iji, (3.3)
donde

= Y, es la k-ésima observacion de la concentracion de la i-ésima unidad
experimental en la j-ésima funcién de estado registrada en el tiempo

Lijks
» jeC C{1,2,3,...,d},
= N es el nimero de unidades experimentales,

= n;; es el numero de observaciones de la i-ésima unidad experimental en
la j-ésima funcion de estado,

_1
= ik ~ N(0,7; 2x;(t;%|0)), 7; > 0y son independientes entre si.

Este modelo estadistico esta pensado como el resultado de un proceso deter-
minista representado por la solucién del modelo PK, méas una componente
aleatoria representada por el error?. En otras palabras, se supone que todos

La formulacién del modelo estadistico es idéntica a la desarrollada en [17].

2En el apéndice A se pueden ver distintos modos de agregar aleatoriedad a un sistema
de ecuaciones diferenciales. En este caso se trata del mismo ruido aditivo simple del que
se habla en la seccidon A.2.2; la diferencia en este caso radica en que el ruido se anade a
una de las soluciones del sistema de ecuaciones.
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los pacientes tienen el mismo comportamiento, y la variabilidad entre cada
paciente y entre cada instante se representa por medio del error. Ahora bien,
la desviacion estandar del error se encuentra asi definida, porque como se
puede observar en la figura 3.1, la variabilidad del proceso decrece a medida
que transcurre el tiempo. En realidad ésta es una caracteristica de los mode-
los farmacocinéticos, ya que el medicamento es eliminado por el organismo
después de un cierto periodo de tiempo?.

Inferencia estadistica

Los pardmetros del modelo estadistico son entonces 8 = («, 5) y 7. Como
se ha dicho antes, estos parametros son fijos pero desconocidos. Eligiendo un
enfoque bayesiano, la incertidumbre se describe por medio de un modelo de
probabilidad. Entonces se considerd a los parametros como variables aleato-
rias, para después aplicar el muestreo a posteriori visto en las secciones 2.3.3
y 2.3.4.

De este modo, por el teorema de Bayes se tiene que

p(0,7|y) o< p(yl@,7)p(0,7),

donde p(@, T|y) es la distribucién final o a posteriori, p(y|@,7) es la verosi-
militud y p(@, 7) es la distribucién inicial. La verosimilitud estd dada por

2
i r [yijkffj(tijkm)}

75 @ (t;110)
|9 T HHH \/%% zjk|0) ’

i=1 jeC k=1

Especificamente, el compartimento de interés en este caso es el central
(j = 2); lo que se busca es describir la concentracién del farmaco en la
sangre. Tomando a n;; = n, la verosimilitud en este caso estd dada por

,z wr
p(y|a,6,7 2[ z9(ti ], B) . (34)
Hkl_[l V21 xo( Zk|oz )

Luego, la distribucién de propuesta p(«, 3, 7) depende de los pardmetros
positivos «, f vy 7, ya que los dos primeros representan tasas y el tercero

3Esta es la razén por la cual, cuando se prescribe un tratamiento que no es de una
sola toma, la dosis tiene que ser administrada cada determinado tiempo; de este modo,
se garantiza que el organismo tenga al menos cierta concentracién del medicamento en
cualquier momento mientras dure el tratamiento.
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calibra la variabilidad de la solucién del modelo PK. Por lo tanto, en [17] se
propuso
P(o, B,7) = P(a; an, ba)P(B;as,bg)P(T;a,,br), (3.5)

donde cada distribucién del lado derecho es una gamma de la forma

1 . e
P(x;a,b) = Wm“ Le™% (.00 (). (3.6)

Es evidente que por haber definido de este modo la distribucién de propuesta,
se considerd que los parametros «, § y 7, vistos como variables aleatorias,
son independientes entre si. Los parametros de una distribucién inicial repre-
sentan el conocimiento que se tenga del fenémeno que se intenta describir. Si
no se tiene conocimiento de éste o el que se tiene resulta ser vago, entonces
las distribuciones iniciales deberian reflejar este hecho. A las distribuciones
de este tipo se les conoce como no informativas. En especifico, en [17] se
tomaron (aa,bs) = (4,1), (ag,bg) = (1,2) y (ar,b:) = (2,160). La gréfica de
las densidades de probabilidad se puede ver en la figura 3.4.
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Figura 3.4: Gréficas de las funciones de densidad referentes a la distribucién de propuesta 3.5.
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Por 1ltimo, la distribucion a posteriori queda como sigue

n -1

P( jl 1)P(B;1,2)P(T;2,160).

. yip—ro(tiglo8) 12
TN2n€_7 TN T 1[ P OTEG)

pla, B, Tly)

(3.7)

Ahora bien, seria preciso obtener una muestra de esta distribuciéon me-
diante algin método MCMC. Lo cierto es que para simplificar los calculos,
se obtuvo primero la densidad marginal p(a, 8, 7|y) dr = fooo pla, B, 7|y) dr.
Después de haber hecho los calculos se observo que

_a_ B
ple, Bly) o [P(a, B)] Lot goe e ™ 5 B (a, B) 0 (3.8)
donde v
P(a, B) = H Hc(e Pliw _ g=atik)
i=1 k=1
N n -1
1 Yar, — (e Plie — emotir) 1
B — _ —
T<a7 /8) <2 ZZI k:1 |: c(e ﬁtzk o e_atzk) + bT )
Y N
AT(O"6> - Tn +ar

Lo que es mas, se observé que
Tla, B ~ Gamma(A,(a, B), B-(a, B)), (3.9)

lo que implica que obtener una muestra de la distribucién p(7|a, 8) se reduce
a obtener primero una muestra de la distribucion marginal 3.8. Ademés, dado
que lenguajes como R o MATLAB tienen ya implementadas funciones para
obtener muestras de funciones de densidad conocidas, la tarea de obtener la
segunda muestra es algo sencillo.

3.1.2. Implementacién

Para obtener la muestra de la distribucién 3.8, primero se llevo a cabo la
transformacion
Zy=loga, Zy=logp. (3.10)
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Habiendo hecho lo anterior, se aplicé el algoritmo de Metropolis por blo-
que a la distribucién transformada p(z), con z = (z1,29)7, tomando co-
mo distribucion de propuesta una normal multivariada. Por el teorema de
aproximacién normal (ver el apéndice B), se tomé como la media de es-
ta distribucién a la moda de p(z) y como matriz de varianza-covarianza a

V=- azaTQaz log p(z)} 1. El célculo de la moda se hizo con el mddulo de
optimizacién de MATLAB utilizando la funcion fminunc, y el de la matriz,
mediante un programa implementado igualmente en MATLAB aplicando di-
ferencias hacia adelante. Después de haber obtenido la muestra anterior, se
obtuvo la muestra de 3.9 con la funcién rgamma del lenguaje R. Esto signi-

fica que para este tultimo paso se aplicé el muestreo de Gibbs.

3.1.3. Resultados

Se obtuvo una muestra de 5000 elementos, para la cual se tomé un perio-
do de calentamiento igual a 100,000, y a partir de entonces se tomaron los
elementos de la muestra dejando pasar 25 entre uno y otro, con el propésito
de disminuir la correlacién entre ellos*. Los resultados de la convergencia y
de la autocorrelacion de la muestra obtenida se pueden ver en la figura 3.5.
En cuanto a la concentracién, al igual que en [17], se eligié una constante
% = 10. Los histogramas para cada uno de los parametros y la distribu-
cién predictiva final se muestran en la figura 3.6. Las modas de las muestras
obtenidas para cada uno de los parametros coinciden con las reportadas en
[17], en una décima para el caso de a y 7, y en tres décimas para el caso de

B (ver tabla 3.1).

Resultados Q@ 1G] T
Este trabajo | 1.858398 | 0.09478814 | 15.0942
Montoya et al | 1.8276 0.0949 15.0796

Cuadro 3.1: Comparacién entre los resultados obtenidos en este trabajo y los obtenidos en [17].

4Para elegir el periodo de calentamiento y el retardo, tanto en este ejemplo como en los
subsecuentes, se corrié el programa donde se implementé el algoritmo de Metropolis una
primera vez para calcular muestras de tamano m y se graficaron los promedios ergédicos

(2> @i,n=1...,m) para cada muestra {az;}/" .
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Figura 3.5: Gréficas de los promedios ergédicos y de la funcién de autocorrelacién de las muestras obtenidas
para cada uno los pardmetros «, 3y 7, respectivamente, del ejemplo 1.

3.1.4. Simulacién

Dado que para el ejemplo 1 las distribuciones iniciales en 3.5 fueron to-
madas de un articulo, y dado que para los siguientes ejemplos, el investigador
desconoce los valores que pueden tomar los parametros de los modelos farma-
cocinéticos, se llevo a cabo una simulacién en la cual se generaron el doble de
datos que en el ejemplo anterior. Es decir, se cre6 una muestra que pretende
representar la concentracién del medicamento en 18 pacientes; el niimero de
mediciones para cada uno y el periodo de tiempo en el que se tomaron éstas
es el mismo que antes: 11 mediciones en un periodo de 25 horas. Por otro
lado, se tomaron diferentes parametros de las distribuciones y las modas de
las muestras obtenidas -las cuales resultaron unimodales-, se compararon con
los valores verdaderos.

Los datos originales y los obtenidos con la metodologia desarrollada en
las secciones anteriores se pueden ver en el cuadro 3.2.

Al ver estos resultados, se puede observar que al menos con el doble de
la cantidad de datos, es preciso tener una idea de los valores que toman los
parametros a estimar, porque de lo contrario, las aproximaciones obtenidas
pueden ser enganosas. En el caso del escenario 1, por ejemplo, la tasa de
absorcién es tan grande que practicamente se tendria un perfil de eliminacién,
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Figura 3.6: En la figura 3.6a se observan los histogramas obtenidos de las muestras de a, 8y 7. En 3.6b,
se tiene en rojo la grafica de la funcién que representa la concentracién del medicamento evaluada en
las modas de cada una de las muestras de los pardmetros estimados; en negro se observa la distribucién
predictiva final entre bandas con una probabilidad de 0.95. Los circulos representan las mediciones de
concentracién de teofilina del experimento.

(aa,bq) | (ag,bg) | (ar,b;) o B8 T
Valores verdaderos - - - 2 0.1 16
Escenario 1 (50,100) | (2,100) | (2,160) | 4981.975 | 0.09972562 | 10.78511
Escenario 2 (2,2) (2,2) (2,2) | 2.1385860 | 0.1008269 | 16.1295097

Cuadro 3.2: Diferentes parametros de las distribuciones en 3.5 y valores obtenidos con la metodologia
desarrollada en esta seccion.

lo que dista de la realidad como se puede ver en la figura 3.7.

3.2. Segundo ejemplo

En la tesis de licenciatura de Laura Mondragén (2014), realizada en el
Instituto Nacional de Cancerologia, se llevé a cabo un experimento preclini-
co; en éste, se emplearon ratones atimicos calvos® a los cuales se les tras-
plantaron células HelLa -derivadas de cancer cérvicouterino humano- y se les
administré un farmaco utilizado en quimioterapia llamado cisplatino, el cual
se administré de dos formas:

a) libre (convencional)

|4 . . . . .

°Debido a que este tipo de ratones carecen de timo, su organismo se encuentra inmuno-
deprimido; esto provoca que al ser trasplantados con células de otra especie, su organismo
no las rechace.
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Figura 3.7: . En la gréfica se observa en rojo, la grafica de la funcién que representa la concentracién del
medicamento evaluada en las modas de cada una de las muestras de los pardmetros estimados para el caso
del escenario 1; en negro se observa la distribucién predictiva final entre bandas con una probabilidad de
0.95. Lo cierto es que se puede observar que con las distribuciones iniciales elegidas, el ajuste obtenido no
es adecuado: no se trata de un modelo de eliminacién dnicamente.

b) encapsulado en liposomas

Para determinar la concentracién del farmaco en el tumor, se tomaron 5
muestras de tejido® en un periodo de 24 horas.

La relevancia de este experimento consiste en que el tratamiento corres-
pondiente a administrar el cisplatino encapsulado, se pueda posteriormente
administrar en humanos. La razon es que, como es sabido, la quimioterapia
es altamente toxica para el organismo, ademas de que se calcula que unica-
mente el 1% de los farmacos administrados llegan al tumor cancerigeno[10].
En la misma fuente puede consultarse que la administracién del mismo me-
dicamento encapsulado en liposomas reduce ain mas el tamano del tumor
que en el caso de la quimioterapia convencional; permanece mas tiempo en
el organismo, llegando mayor cantidad del farmaco al tumor (por la natura-
leza del mismo), y el dano renal y hepdtico es casi nulo. Los datos de este
experimento pueden verse representados en la figura 3.8.

6Como se menciond en la seccién 1.1, es muy dificil tomar muestras de los tejidos. Lo
cierto es que se usaron 10 ratones de aproximadamente la misma edad y el mismo peso, a
los cuales se les sacrific en el momento en el que se tomd cada medicidn.
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(a) Cisplatino libre. (b) Cisplatino encapsulado.

Figura 3.8: Concentraciones de cisplatino para los dos tipos de tratamiento.

Metodologia

Modelo PK por compartimentos

Cisplatino encapsulado

Los perfiles de concentracién se modelaron utilizando dos compartimen-
tos, con eliminacién de primer orden y tasas de distribucion iguales entre los
mismos. La representacién esquematica del modelo se encuentra en la figura

3.9.

Liposomas ----------- >| sangre |_

Y

Tumor

Figura 3.9: Dos compartimentos con eliminacién de primer orden.

El modelo farmacocinético con condiciones iniciales es en este caso

i (t) = —(a+ B)x1(t) — axs(t), z1(0) = D,

zo(t) = amx(t) — axy(t), 25(0) = 0, (3.11)
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y la concentraciéon en el tumor esta dada por

Coxo(t) ca Mt _ at c— 2
) = Vo /(a+p)? - 4045( ) v’ 1

donde

Ay = % (—(2a+6) +/(2a+ B2 — 4a5> .

Cisplatino libre

Los perfiles de concentracién se modelaron con un compartimento de
deposito coincidente con el compartimento central y eliminaciéon de primer
orden. El esquema del modelo se puede ver a continuacion.

Cisplatino ----------- >

Figura 3.10: Eliminacién de primer orden solo con compartimento central.

El modelo farmacocinético con condiciones iniciales es

r'(t) = =fx(t), x(0) =D, (3.13)
y la concentraciéon estd dada por
t DF
C(t) = # =ce Pt c= - (3.14)

Modelo estadistico

Para ambos casos -de hecho para toda esta obra-, el modelo estadistico
estd representado por la ecuacion 3.3, y es exactamente el mismo descrito
en la seccién 3.1.1. Pues bien, para el caso de cisplatino encapsulado, el
compartimento de interés es el del tumor xs; en el caso del cisplatino libre,
el espacio de estados esta formado unicamente por un elemento, ya que solo
existe el compartimento central. Para ambos casos, el numero de unidades
experimentales es N = 2; lo cierto es que el nimero de mediciones es n =
3 para el caso del cisplatino libre, y de n = 4 para el caso del cisplatino
liposomal.
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Inferencia estadistica

Cisplatino encapsulado

Los parametros del modelo estadistico son, igual que en el ejemplo 1,
0 = (a,p) y 7. Por lo tanto, la verosimilitud estd dada por la siguiente
ecuacioén:

1[yik*12(tik\a,/3)]2
p(yla, B,7) H H e onea (3.15)
i=1 k=1 \/ﬂxg Z’f|O‘ )

Como se ha visto antes, no se tiene informacion de los valores que puedan
tomar las tasas, salvo que los valores son positivos. Lo cierto es que a través
de las ecuaciones 1.2 y 1.7 que describen respectivamente la semivida de
eliminacion y la de absorcién, es posible aproximar los valores que pueden
tomar las tasas. Es decir, dado que el periodo de observacién esté entre [0, 24],
las tasas toman valores, en nimero redondos, entre [0,3] (basta despejar
cualquiera de las dos tasas en cualquiera de las dos ecuaciones que representan
la semivida). Por esta razon, en lo que resta de este trabajo, la distribucién
de propuesta para cada tasa se tomé como una gamma(2,2) independiente.
Su grafica se representa a continuacion.

p(x12,2)

y=|

Figura 3.11: Gréfica de la funcién de densidad P(z;a,b) = W:}:a_lef% I(0,00) () con (a,b) = (2,2).

En cuanto al parametro de calibracion, se siguié tomando una gamma
no informativa, esta vez con pardmetros (2,100) en éste y en el ejemplo
posterior.
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La distribucién a posteriori queda de la siguiente manera

[ TTvstucto o

1=1 k=1
- P(;2,2)P(f;2,2)P(7;2,100).

-1

. yip—ro(tiglo8) 12
TN2n€_7 T T 1[ ZWQ(tiklzaﬁ) ]

pla, B, Tly)

(3.16)

Al igual que en el ejemplo 1, se marginalizé p(«, 5, 7|y) integrando con
respecto a 7 y se usé el algoritmo de Metropolis para obtener una muestra
de

_a_ B
pla, Bly) o [Pla, B)] F ate15% e 2 % . B (a, B) ), (3.17)
donde
P(a,B) = H H @ (eMt — et
i=1 k=1 \/(20‘ + B)? — 4af
2 1
N n |yp — —F—— (6>\1t _ 6)\2t)
1 (20-+8)2—4af 1
mon- (33 [P )
i=1 k=1 (2a+pB)2—4ap
Y N
AT(a7ﬁ> = Tn + ar,

para posteriormente obtener una muestra de
Tla, B ~ Gamma(A,(«, 8), B-(a, 8)). (3.18)

Cisplatino libre
Los parametros del modelo estadistico son ahora 6 = 8 y 7. La verosimi-
litud en este caso es

N n
NG _z[w]"’
T) = N T2 #(tylh) , 3.19
p(ylB,7) HH o oGl (3.19)

y la distribucién final es

N n -1
p(B.7ly) o 77 [HHce t] () ges—1par—1g"t5 o7 (3.20)

=1 k=1
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donde

Se empled el algoritmo de Metropolis para obtener una muestra de esta dis-
tribucién.

3.2.2. Implementacion

Cisplatino encapsulado

La muestra de la distribucién final de 3.17, se obtuvo exactamente como
se describe en la seccion 3.1.2. Después de haber obtenido esta muestra, la
misma se usé para obtener la muestra de la distribucion 3.18 que depende de
(c, B) por medio del muestreo de Gibbs. Esto se llevé a cabo con la funcién
rgamma de R.

Cisplatino libre

Para obtener la muestra de la distribucion final de 3.20, nuevamente se
aplicé el procedimiento descrito en la seccion 3.1.2.

3.2.3. Resultados

Cisplatino encapsulado

Se obtuvo una muestra de 5000 elementos, para la cual se tomé un perio-
do de calentamiento igual a 800,000, y a partir de entonces se tomaron los
elementos de la muestra dejando pasar 45 entre uno y otro’.

Cisplatino libre

Se obtuvo una muestra de 5000 elementos, para la cual se tomé un perio-
do de calentamiento igual a 600,000, y a partir de entonces se tomaron los
elementos de la muestra dejando pasar 60 entre uno y otro, como se ha dicho
antes, para disminuir la correlacién entres ellos®.

Para ambos casos, la convergencia y la autocorrelacion de la muestra
obtenida, ademas de los histogramas para cada uno de los parametros y la
distribucién predictiva final se muestran respectivamente en las figuras 3.12,
3.13 y 3.14.

"Se eligié una constante =~ = 9.8 calculada con la funcién de minimos cuadrados no
lineales de MATLAB

8Se eligié una constante =~ = 1.4 calculada con la funcién de minimos cuadrados no
lineales de MATLAB
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(a) Cisplatino encapsulado. (b) Cisplatino convencional.

Figura 3.12: Graficas de los promedios acumulados y de la funcién de autocorrelacién de las muestras
obtenidas para los parametros «, 8 y 7 en el caso de 3.12a, y de 8 y 7 en el de3.12b.

3.3. Tercer ejemplo

Los datos para este ejemplo son de la tesis de licenciatura de Kevin Lopez
(2016) de otro experimento también llevado a cabo en el Instituto Nacional de
Cancerologia. En este experimento se utilizaron seis ratas Wistar sanas. Por
via intravenosa, a la mitad de ellas se les administré el material radiactivo
conocido como tecnecio, mientras que al resto se les administraron liposo-
mas radiomarcados’ con el mismo material radiactivo. Los liposomas son del
mismo tipo que se usaron en el experimento del ejemplo 2 para encapsular
el cisplatino. El propésito del experimento, es decir, el de radioamarcar la
formulacién de cisplatino liposomal con tecnecio, es determinar la farmaco-
cinética plasmatica y la biodistribucién en las ratas.

Para determinar la concentracion de tecnecio en la sangre, se tomaron
10 muestras a distintos tiempos en un periodo de 24 horas. El investigador
desea saber si hay una diferencia entre la farmacocinética descrita por los
diferentes esquemas aplicados. Los perfiles de concentracion se presentan en
la grafica 3.15.

9Fl radiomarcaje consiste en incorporar un radionticlido -una especie nuclear, que tiene
un valor especifico para el nimero de protones y neutrones, radiactiva- en una molécula.
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(a) Histogramas cisplatino liposomal. (b) Histogramas cisplatino libre.

Figura 3.13: Histogramas respectivos de los parametros para cada uno de los tratamientos. Para el caso
del cisplatino liposomal, se tienen tres distribuciones unimodales con modas respectivas de «, 8 y T,
0.05494371, 0.1130818 y 57.13327. Para el caso del cisplatino convencional, también se tienen distribuciones
unimodales pero con modas respectivas de a y 7 iguales a 2.248947 y 60.65841.

3.3.1. Metodologia
Modelo PK por compartimentos

Esta vez, los perfiles de concentracion de ambos tratamientos se modela-
ron con un mismo modelo: de un compartimento de depdsito y eliminacién
de segundo orden. De hecho, esquematicamente, este modelo es idéntico
al del cisplatino libre, solo que en este caso, el compartimento de depdsito
-que en este caso también es el central-, solo estd formado por el torrente
sanguineo (se puede asegurar en este caso que la biodisponibilidad es F'=1.).
El esquema del modelo es el que se presenta en la figura 3.16.

El modelo farmacocinético con condiciones iniciales es

7' (t) = —B2*(t), x(0) = D, (3.21)

y la concentracién estd dada por

C(t) = =L = . (3.22)

Modelo estadistico

Como se mencioné anteriormente, el modelo estadistico no cambia. Ademas,
como se vera a continuacién, este modelo comparte diferentes caracteristicas
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(a) Cisplatino encapsulado. (b) Cisplatino convencional.

Figura 3.14: Para cada uno de los tratamientos se tiene en rojo la grafica de la funcién que representa
la concentracién del medicamento evaluada en las modas de cada una de las muestras de los pardmetros
estimados; en negro se observa la distribucién predictiva final entre bandas con una probabilidad de 0.95.
Los circulos representan las mediciones de concentracién de cisplatino del experimento.

con el modelo farmacocinético del cisplatino libre visto en la seccién ante-
rior. Ahora bien, para los dos esquemas de este experimento con tecnecio, el
nimero de unidades experimentales es N = 2'° y el ntimero de mediciones
es n = 10.

Inferencia estadistica

Los parametros del modelo estadistico son ahora # = § y 7. La verosimi-
litud en este caso es del mismo tipo que en 3.19, es decir

(yB, 7 ﬂﬁ fg[%%ﬁa)]z -
z(ti . |
e 1=1 k= 1\/%1’7 zk|5) )

la distribucién final es

N n -1

_B_ T

e 111 | B
i=1 k=1

(3.24)

10 Aunque en el experimento se trabajé con tres ratas, existen discrepancias en los datos,
por lo que el investigador deseché las mediciones correspondientes a un individuo.
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(a) Tecnecio libre. (b) Tecnecio encapsulado.

Figura 3.15: Concentraciones de tecnecio para los dos tipos de tratamiento.

Tecnecio =---------- >( Sangre

Figura 3.16: Eliminacién de segundo orden con compartimento central inicamente.

donde
1N M vk — vroins ?
¢ V(DB=z(t)+1)
S(6) = 9 Z D
i=1 k=1 V(DBz(t)+1)

3.3.2. Implementacion

Para obtener la muestra de la distribucion final de 3.24, nuevamente se
aplicé el algoritmo de Metropolis como se describié en la seccion 3.1.2.

3.3.3. Resultados

Para el caso del tecnecio libre, se obtuvo una muestra de 5000 elementos,
para la cual se tomo un periodo de calentamiento igual a 800,000, y a partir
de entonces se tomaron los elementos de la muestra dejando pasar 45 entre
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Figura 3.17: Graficas de los promedios acumulados y de la funcién de autocorrelacién de las muestras
obtenidas para los pardmetros 8 y 7, respectivamente. Para el caso del tecnecio libre, se tienen dos
distribuciones unimodales con modas respectivas de la tasa de eliminacién y 7, 0.03497279 y 7.687558. Para
el caso del tecnecio encapsulado, también se tienen distribuciones unimodales pero con modas respectivas
de la tasa de eliminacién y 7 iguales a 2.80866 y 10.46297.

uno y otro'!'. La convergencia y la autocorrelacién de la muestra obtenida,
ademas de los histogramas para cada uno de los parametros y la distribucién
predictiva final se muestran respectivamente en las figuras 3.17, 3.18 y 3.19.
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Figura 3.18: Histogramas respectivos de los pardmetros 8 y 7 para cada uno de los tratamientos.

H1Ge eligieron constantes DV = 62.6166 calculadas con la funcién de minimos cuadrados
no lineales de MATLAB
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Figura 3.19: Gréficas sobrepuestas para los tratamientos en los cuales se aplicé tecnecio libre (en azul)
y encapsulado (en rojo). Para cada uno, se tiene en en el centro, en azul o en rojo, la gréfica de la
funciéon que representa la concentraciéon del medicamento evaluada en las modas de cada una de las
muestras de los pardmetros estimados; en negro se observa la distribucién predictiva final entre bandas
con una probabilidad de 0.95. Los circulos azules y rojos representan respectivamente las mediciones de
concentracién de tecnecio libre y tecnecio encapsulado.



Conclusiones

En los ejemplos que se implementaron en el capitulo anterior se hizo evi-
dente el alcance de la metodologia matematica utilizada. Es decir, los mode-
los farmacocinéticos y los métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov
pueden ser extremadamente tutiles para describir el comportamiento de la
concentracion de un medicamento a través del tiempo para una poblacion,
a pesar de la variabilidad que pueda existir entre los individuos. Ademds, si
este trabajo se llegara a complementar con modelos farmacodinamicos, los
modelos en conjunto, a través de modificar las dosis y simular diferentes tiem-
pos en la dosificacion, podrian ayudar a entender el efecto que los farmacos
tienen en las enfermedades y los mecanismos subyacentes de las mismas.

En particular se pudo observar que se pueden usar varios tipos de mode-
los farmacocinéticos dependiendo del tratamiento que se estudie, y si éstos
llegaran a ser més complejos -si las ecuaciones diferenciales ya no fueran li-
neales, por ejemplo- se podrian aplicar métodos numéricos para encontrar la
solucién que representan la concentracion.

El propdsito de haber usado estadistica bayesiana es el de que, al ser
una Teoria de Inferencia y no un conjunto de métodos, no presenta ciertos
inconvenientes. En particular, se hizo patente que el algoritmo de Metropolis,
el més sencillo de los métodos MCMC, es una herramienta muy poderosa para
obtener muestras de distribuciones multidimensionales complejas.

Lo cierto es que este trabajo muestra que este tipo de modelos deberian
estar basados en fundamentos biolégicos y principios farmacoldgicos, para
asi poder entender mejor el problema en cuestion y describir la realidad de
manera mas efectiva. Esto implica que el desarrollo de nuevos procedimientos
deberia llevarse a cabo de manera interdisciplinaria.

49
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Apéndice A

Modelos estocasticos de
ecuaclones diferenciales
ordinarias

En los modelos con ecuaciones diferenciales deterministas, dadas las mis-
mas condiciones iniciales, exactamente la misma trayectoria se observa siem-
pre. Pero esta forma de ver el mundo no se aplica a la dinamica de muchos
procesos reales. Por ejemplo, en el caso de la epidemiologia, si fuera posible
volver a ocasionar cierta epidemia mundial, no se esperaria que exactamente
la misma gente se infectara en precisamente los mismos tiempos. La razon es
que en fenémenos como éste, existe un elemento aleatorio.

Dado que en este capitulo se tomara como base un modelo epidemioldgico,
se puede decir en general, que el papel de la aleatoriedad sera mas importante
cuando el nimero de individuos infecciosos sea relativamente pequeno, lo que
es factible en diversos casos. En circunstancias como éstas, es muy importante
que se tome en cuenta la estocasticidad y que ésta se incorpore en los modelos.

Se detallaran tres métodos distintos de aproximar el elemento aleatorio
en la transmisién de una enfermedad y en la recuperacion: introduciendo la
aleatoriedad en las variables de la poblacién; por medio de la variacion de
parametros aleatorios, y mediante el modelado explicito de eventos aleatorios
a nivel individual. Todos estos ejemplos tienen dos elementos en comun.
En primer lugar, predicen diferentes resultados con las mismas condiciones
iniciales, y por lo tanto, se requieren muchas simulaciones para determinar el
comportamiento esperado. En segundo lugar, todos requieren el uso de una
rutina que genere ntiimeros aleatorios.

o1
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Para hacer una comparacion clara y razonable entre los diferentes méto-
dos que consideran la aleatoriedad, se usard como base el siguiente modelo
epidemioldgico.

A.1. El modelo SIR determinista

En Epidemiologia, la propagacién de las enfermedades infecciosas agudas,
es decir, las no crénicas como la influenza o la varicela, se puede modelar con
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. El modelo mas sencillo
es el modelo SIR. Para tal efecto, se considera primero que se tiene una
poblacién de tamano constante. Luego, si un grupo pequeno de individuos
infectados se introduce en una poblacién mucho mas grande, se desearia
poder describir cémo se propaga la infeccion dentro de la poblacion a través
del tiempo. Es evidente que el fenémeno depende de muchas circunstancias,
empezando por el tipo de infeccion en consideracion, pero se pueden hacer
suposiciones generales que sean razonables, para tener un modelo sencillo que
también sea eficiente.

Considérese entonces una enfermedad en la cual, después de haber estado
infectado, se alcance la inmunidad. Esto significa que ya sea que un individuo
viva o muera después de pasar por el proceso infeccioso, se le considera inmu-
ne. Por lo tanto, las muertes debidas a la infeccion estan consideradas en el
modelo. Por otro lado, se considera que la poblacion total se puede dividir en
tres clases diferentes: los susceptibles S, los infecciosos [ y los removidos
R. Los primeros son los que pueden contraer la infeccién; los segundos tiene
la enfermedad y la pueden transmitir; los iltimos son aquéllos que, ya sea que
hayan tenido la enfermedad, o se recuperaron, o estan aislados mientras se
recuperan, o son inmunes. Las transiciones entre estos tres estados se suelen
representar como

S—1—R.

Las suposiciones que se hacen de la transmisién de la infeccion y el periodo de
incubacién son decisivas en cualquier modelo, y se observan en los parametros
y en los términos de las ecuaciones. Siendo S(t), I(t) y R(t) el nimero de
individuos en cada clase al tiempo t, se hacen las siguientes suposiciones:

i) La tasa de incremento de los individuos infecciosos es proporcio-
nal al nimero de infecciosos y susceptibles. Esto se puede representar
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como ST donde 5 > 0. El decremento de susceptibles ocurre a la
misma tasa.

i1) La tasa de remocién de la clase de infecciosos a removidos es pro-
porcional al nimero de infecciosos, es decir, v con v > 0; 1 es una
medida del tiempo que un individuo permanece en el estado infeccioso.

i1i) Se considera que el tiempo de incubacién es tan corto que es insignifi-
cante. Por lo tanto, un individuo susceptible que contrae la enfermedad
pasa a ser infeccioso de manera inmediata.

Finalmente, se considera que las clases descritas anteriormente se encuen-
tran mezcladas uniformemente, lo que significa que dado cualquier par de
individuos, cualquiera de ellos tiene la misma probabilidad de tener contacto
con el otro'. El modelo resultante es el siguiente:

dsS
dl
dR

La suposicion de que la poblacion es constante se vuelve evidente al sumar
las ecuaciones (A.1-A.3):

s dI dR
do 4l ARy A4
a T tar 7 (A4)

Estas ecuaciones tienen como condiciones iniciales que S(0) > 0, I(0) >0y
R(0) = 0, ya que para que una infeccién se empiece a propagar, es preciso
que exista al menos una persona que la pueda transmitir y otra que se pueda
infectar.

A.1.1. Modelo SIR con demografia

En el modelo SIR descrito anteriormente, el periodo de tiempo en el
cual se estudié la dindmica de la infeccién, se considerd tan corto que no se

IEsta consideracién podria no cumplirse; considérese, por ejemplo, el caso de las enfer-
medades de transmisién sexual.
2Esta ecuacién implica que la suma S(t) + I(t) + R(t) es constante.
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tomaron en cuenta los nacimientos ni las muertes que no fueran causadas
por la enfermedad. Pero si ahora se deseara estudiar la persistencia de la
epidemia a largo plazo y la dindmica propia de la enfermedad infecciosa en
cuestién, el papel de la demografia ciertamente seria diferente. La manera
mas sencilla de incorporar este cambio en el modelo SIR es la de suponer que
existe un periodo de vida medio para los huéspedes de l% anos. De este
modo, la tasa natural de mortalidad de cualquier clase epidemiolégica de
individuos es u. Esta tasa es independiente de la enfermedad y no intenta
reflejar la capacidad del agente patdégeno de causar la muerte. El modelo
SIR con demografia en el que la tasa de nacimientos v es igual a p queda
entonces como sigue:

as

— =1 BSI—psS, (A.5)
I

% = BST —~I — I, (A.6)

dR

i vl — uR. (A.7)

A.2. Diferentes modelos SIR estocasticos

Se tomara como ejemplo al modelo SIR con demografia. Este modelo,
en el esquema determinista, siempre converge a un equilibrio (de manera
oscilatoria). Se considerard también que tanto los pardmetros como el tamano
de la poblacion son constantes. Para los modelos estocasticos, es necesario
que se consideren, tanto al comportamiento a largo plazo y a la dindmica
transitoria a corto plazo, como a la media y a la varianza del ntimero de
casos infectados. Puesto que los modelos estocéasticos tienen una relacién
estrecha con los modelos con valores enteros o con los modelos basados en
individuos, generalmente se trabaja con el niimero entero de susceptibles
(X), infectados (V) y recuperados (Z), a diferencia de usar la proporcién
como en las secciones previas. Por esta razén se usan letras diferentes en uno
y otro caso.

Existen cinco caracteristicas que distinguen a los modelos estocasticos de
los deterministas:

1. Variabilidad entre simulaciones. El elemento mas obvio de cual-
quier modelo aleatorio es que simulaciones diferentes dan lugar a dife-
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rentes resultados. Esto implica que aunque las propiedades estadisticas
se pueden predecir con exactitud, en general, es imposible predetermi-
nar exactamente la prevalencia de la enfermedad en un tiempo futuro.

Varianzas y covarianzas. Las perturbaciones constantes causadas
por la naturaleza aleatoria de las ecuaciones, origina una variacion en
la prevalencia de la enfermedad y el nimero de susceptibles. Ademas,
la interaccién entre la dindmica determinista y la estocastica, gene-
ralmente provoca que exista una covarianza negativa entre el niimero
de infecciosos y susceptibles, lo que a su vez puede ocasionar que los
niveles medios de la poblacién se desvien del equilibro determinista.

Incrementos temporales. Las perturbaciones estocasticas alejadas
de la solucion de equilibrio, generalmente van en contra de la conducta
subyacente de la dindmica determinista que en general es convergen-
te. Cuando se encuentran lejos del punto de equilibrio, esta conducta
usualmente domina, de modo que el modelo actiia en gran medida
como las ecuaciones deterministas. Por lo tanto, la dinamica de los mo-
delos estocasticos, se puede pensar como el resultado de perturbaciones
aleatorias que se encuentran lejos del atractor determinista, o de tipo
temporal que regresan a él.

Resonancia estocastica. Como la mayoria de los modelos tipo SIR
alcanzan el equilibrio en una serie de epidemias que pierden fuerza, el
aumento de la dinamica temporal de los modelos estocésticos origina
oscilaciones cercanas a la frecuencia natural. Por lo tanto, la estocas-
ticidad puede provocar oscilaciones epidémicas cerca de la prevalencia
normal.

Extinciones. Los modelos aleatorios de valores enteros pueden origi-
nar extinciones. En poblaciones cerradas, las fluctuaciones aleatorias
tarde o temprano originaran la extinciéon de la enfermedad, indepen-
dientemente del tamano de la poblacion. La persistencia a largo plazo
requiere de patogenos que provengan de una fuente externa. Pueden
ocurrir extinciones similares en las primeras etapas de la infeccién.
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A.2.1. Ruido en las observaciones

La forma mas simple de ruido que puede incluirse en el modelado de enfer-
medades infecciosas es el ruido en las observaciones. Al abordar el problema
de esta forma, la dindmica de la epidemia subyacente conserva las ecuaciones
diferenciales deterministas, pero se asume que existe algo de incertidumbre
en los datos registrados. En general, la informacién de las enfermedades que
tienen que reportarse obligatoriamente, como es el caso del sarampion, la
fiebre aftosa o la fiebre porcina clasica, es muy detallada y precisa. Sin em-
bargo, las enfermedades infecciosas que son altamente asintomaticas, como la
mengococemia o las enfermedades que padece la fauna silvestre, pueden estar
sujetas a una mayor incertidumbre a la hora de que se reportan. Para una
enfermedad infecciosa en especifico, la estocasticidad debida al ruido en las
observaciones puede cuantificarse facilmente, tanto en el registro incompleto
de casos verdaderos, o mediante diagndsticos erréneos.

Si R es una variable aleatoria que representa el niimero de infecciosos
reportados y I es el nimero de individuos infecciosos de hecho, entonces

P(R) = P(R | I)P(I) + P(R | I°)P(I°).

Aunque evidentemente estas consideraciones son importantes, cuando se in-
terpretan datos de casos reportados, éstos no interactian con la dinamica
subyacente de la epidemia. El verdadero niimero de casos siempre tiende al
punto fijo determinista y las observaciones estan determinadas enteramente
por las probabilidades P(R | I),P(I),P(R | I°) y P(I¢). En las epidemias
recurrentes, inclusive, se ha visto que el error en las observaciones afecta la
amplitud de los datos, mas no la periodicidad. El ruido en las observaciones
no tiene impacto en la dinamica epidemiolégica, sino en los datos reportados.

A.2.2. Ruido del proceso

Un modo mas intuitivo y esencialmente diferente de considerar ruido,
consiste en incorporarlo directamente en las ecuaciones deterministas. La
dindmica en cada punto en el tiempo como tal, esta sujeta a alguna variabi-
lidad aleatoria, y esta variabilidad se propaga en tiempos posteriores por las
ecuaciones subyacentes. Aqui se estudia la interaccién entre las fuerzas deter-
ministas y estocasticas, es decir, se observa cémo se cancelan o se amplifican
entre si. Para empezar, se incorporara el ruido uinicamente en el término de
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transmision. Sea £(t) una serie de tiempo de desviaciones aleatorias que pro-
vienen de una distribucién normal con g = 0 y 02 = 1. Si se supone que la
transmision depende de la frecuencia, las ecuaciones basicas se transforman
en:

dX XY

T vN — {ﬁT + f(XJY)§:| — pX,

dy be%

= [57 +f(X, Y)é] — Y = pY, (A.8)
4z

@ el

Para hacer el modelo més general, se incluye una funcién f(X,Y) para
escalar la aleatoriedad en respuesta al tamano actual de las variables. Si f

es constante, por ejemplo, se tiene ruido aditivo simple. Si f = BXTY, se

tiene ruido aditivo calibrado.

A.2.3. Parametros aleatorios

Una técnica de modelado comparada con la de introducir términos de
ruido es la de considerar que éste es inherente a los pardmetros. Esta al-
ternativa, aunque es matematicamente equivalente a la anterior, considera
una hipotesis subyacente muy diferente. Los modelos previos suponen que
los niveles de la poblacion presentan fluctuaciones aleatorias, mientras que
estos modelos consideran que los parametros varian. Esto puede deberse a
dos razones. Primero, a que puede existir variabilidad en los parametros de-
bido a una fuerza externa e impredecible. Por ejemplo, la tasa de transmision
puede verse afectada por las condiciones climéticas; muchos virus sobreviven
mejor en condiciones de frio y humedad con poca luz ultravioleta. Por lo
tanto, los cambios en la temperatura o en la humedad pueden traducirse en
fluctuaciones en 3. Esta variabilidad es independiente de la prevalencia de la
enfermedad o del nimero de susceptibles.

Una segunda fuente de fluctuaciones de los pardmetros se debe a la va-
riacion individual, tanto en términos de los contactos, como en los de la
respuesta inmunoldgica a la infeccion, lo que resulta en tasas de transmision
variables. En este caso, las fluctuaciones estaran determinadas por los indi-
viduos que se encuentren infectados en ese momento. Se espera entonces que
esta forma de estocasticidad disminuya cuando haya mas individuos infecta-



58 APENDICE A. MODELOS ESTOCASTICOS DE EDO

dos, porque la variabilidad entre ellos llegard a ser la misma. Tomando solo

en cuenta la variabilidad en la tasa de transmision, las ecuaciones basicas del
modelo SIR son:

dx XYy
S UN— B+ FOZ— — X
ikt ﬁ(+€)N pX,

dy XY
Bl +FOE— Y — Y
7 B(+£)N VY —puY,

Cuando la variabilidad se debe a una fuerza externa, F' es constante en
general. Sin embargo, cuando el ruido viene de la heterogeneidad de la pobla-
cién en la transmision, se espera que F' sea proporcional a v'Y; esto se debe
a que la variabilidad en la tasa de transmision promedio se reduce cuando
muchos individuos se infectan. Si la estocasticidad se debe tinicamente a la
heterogeneidad de la susceptibilidad, entonces F es proporcional a v X. La
constante de proporcionalidad en ambos casos se determina respectivamen-
te por la magnitud de las fluctuaciones externas o por la variabilidad de la
poblacién.

(A.9)

A.2.4. Comparacion entres los distintos tipos de ruido

Tomando en cuenta los ejemplos para los dos tipos de ruido descritos
anteriormente, se puede considerar cémo cambian los términos de ruido f
cuando el tamano de poblacion N cambia, ya que en general X y Y son
proporcionales a N. En el caso de ruido constante el tamano de la poblacién
no influye; en el caso del ruido aditivo calibrado y en el de que exista un
parametro de ruido externo, f se ajusta a la raiz cuadrada del tamano de la
poblacion. Finalmente, en el caso de ruido del parametro relativo a la hete-
rogeneidad, f es proporcional al tamano de la poblacién. Esto significa que
cuando el tamano de la poblacion es grande, el término de error dominante se
debe a fluctuaciones externas en los parametros. Ademas, cuando hay mucha
variabilidad en la respuesta individual a la infeccién, el pardmetro de ruido
debido a este factor puede sobrepasar con facilidad al ruido calibrado debido
a la variabilidad dindmica. Sin embargo, a pesar de la importancia potencial
del ruido de los parametros, éste en general ha recibido poca atencién en la
literatura epidemioldgica.

En conclusion, el ruido puede ser generado por diversas fuentes. La mag-
nitud relativa de estos términos de ruido depende del tamano de la poblacién.
El ruido de los parametros externos domina cuando la poblacion es grande.
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A.2.5. Ventajas y desventajas entre los diferentes tipos
de modelos

Incorporar ruido en las ecuaciones diferenciales estandar tiene diferentes
ventajas. Por un lado, la modificacion de las ecuaciones basicas es relativa-
mente directa; por lo tanto, se pueden usar las mismas técnicas que se usan
para iterar las ecuaciones y determinar la dinamica. Por otro lado, la corres-
pondencia entre los modelos deterministas y las ecuaciones estocasticas es
evidente, ya que mientras el término de ruido se reduzca a cero, se recupe-
ra la dinamica determinista. Finalmente, el costo computacional relativo a
esta forma de modelo estocastico, es pequeno si se compara con el estudio
que tendria que hacerse si se considerara la aleatoriedad de la poblacién. En
particular, los tiempos de simulacién son independientes del tamano de la
poblacién. Sin embargo, estas ecuaciones estocasticas tienen una gran des-
ventaja: no incorporan la naturaleza discreta e individual de las poblaciones,
y por lo tanto, no son un modelo apropiado cuando los niveles de la poblacion
son pequenos. Las técnicas de ruido calibrado o de los parametros aleatorios
cuando existe heterogeneidad en la poblacion, quedan atrapadas entre dos
elementos opuestos. Esos modelos difieren mucho de sus contrapartes deter-
ministas solo cuando los niveles de la poblacién son grandes. Por lo tanto,
aunque estos modelos basados en el ruido permiten la extinciéon del patégeno,
la exactitud que otorgan cuando se trabaja con procesos que se basan en el
comportamiento individual son cuestionables.

En resumen, estas modificaciones basadas en el ruido hechas a las ecua-
ciones diferenciales estandar, son mas apropiadas cuando se consideran los
efectos de variaciones de pardametros aplicados a poblaciones grandes debido
a fuentes externas. También pueden ayudar a entender mejor los efectos de
la estocasticidad en general. Sin embargo, cuando se trabaja con un niimero
pequeno de individuos, se necesita usar una estrategia diferente.
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Apéndice B
Aproximacion normal bayesiana

Esta aproximacién se basa en resultados obtenidos cuando el tamano de
nuestra n crece. Considérese un vector de pardmetros @ = (6y,0,,...,04)T €
R™ con distribucién final 7. Si se toma la expansién en serie de Taylor del
logaritmo de la distribucion final alrededor de la moda m -que en este caso
se considera unica-, se tiene

~ 50 m) |-EEE (6 m) + ()
= logm(m) — %(0 —m)’ [8 é(;gaﬂe(?)} (0 —m),

donde el residuo R(0) esta formado por términos de la forma (8 — m) de
orden mayor o igual a tres, tales que los en la aproximacién se desprecian.
En general, la distribucion a posteriori se conoce salvo cierta constante de
proporcionalidad; es decir, solo se conoce 7*(@), donde si [(0) representa la
verosimilitud, la primera se define como 7*(0) = [(0)p(0) = kn (@), donde
k = [7*(0)d0. De igual manera, la expansién de 7*(0) alrededor de logm
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es

w(0) = rm)exp { 30— m)” | S P52 0 - m) |

= m)exp { 56— m)TV (0 - m) |

y por lo tanto
k=" (m)(2m)2 V|2

donde

00 00T 00 00T

es el negativo de la inversa de la matriz hessiana de log 7 y log 7* evaluadas
en la moda. Por lo tanto, a posteriori, @ ~ N(m, V).

v {_02 logﬂ(m)}_l _ {_32 logw*(m)}_l
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